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   ١فصل 

  :یادآوریھا
GGfھمریختѧی   دراینصѧورت ھѧر   .یک گѧروه باشѧد   فرض کنیم  :تعریف :     امیمѧی نѧی مѧک درونریختѧرا ی. 

  .نشان می دھیم GEnd)(باکھ  می دھد یک گروهبا عمل ترکیب توابع تشکیل  ریختی ھای ام درونمجموعھ تم

یѧک   ریختی ھѧای  خѧود مجموعѧھ تمѧام    .را یک خودریختی مѧی نѧامیم ھرگѧاه دوسѧویی باشѧد      ریختی درون :تعریف

  .نشان داده می شود GAut)(است کھ با  GEnd)(زیرگروه 

GGfنگاشѧت  دراینصورت  و  یک گروه فرض کنیم  :تعریف a :    ابطھѧا ضѧب 

مجموعھ تمѧام خѧودریختی ھѧای داخلѧی      .می نامیم را یک خودریختی داخلی  خودریختی  .یک خودریختی است

 . نشان می دھیم را با  گروه 

GHو  یѧک خѧودریختی روی     فرض کنѧیم   .یک گروه باشد فرض کنیم  :تعریف   دѧورت  در این .باشѧص 

HHfپایا می نامیم ھرگاه  را تحت  )(.  

مѧی نѧامیم    را زیرگѧروه مشخصѧھ    دراینصورت  .باشدیک زیرگروه آن  و یک گروه  فرض کنیم  :تعریف

  .پایا باشد تحت تمام خودریختی ھای  ھرگاه 

  .است اگر و تنھا اگر ھر خودریختی داخلی پایا باشد زیرگروه نرمالیک  : تذکر

می   کاملاٌ پایایزیرگروه یک را  دراینصورت  .باشدیک زیرگروه آن  و یک گروه  فرض کنیم  :تعریف

  .پایا باشد ریختی ھای درونتحت تمام  نامیم ھرگاه 

را  1nx داشѧتھ باشѧیم   Gxکѧھ بѧرای ھѧر     کѧوچکترین عѧددی چѧون     .یک گѧروه باشѧد   فرض کنیم  :تعریف

  .می نامیم نمای 

  .است از نمای  گروه  :مثال

نامیم ھرگѧاه مرتبѧھ ھѧر     را یک  دراینصورت  .عددی اول باشد یک گروه و   فرض کنیم  :تعریف

   .باشد توانی از آن عضو 

وجѧѧود دارد بطوریکѧѧѧھ     طبیعѧѧی   عѧѧѧدد دراینصѧѧورت  .متنѧѧاھی باشѧѧد   یѧѧѧک   فѧѧرض کنѧѧیم   :تمѧѧرین 

  

GGیک مجموعھ و   ،یک گروه فرض کنیم  :تعریف :  دراینصورت  .باشدیک تابع  

),,(سھ تایی  G   رѧرا یک گروه اپراتوری راست می نامیم ھرگاه برای ھ   تѧنگاش),(  gg  

),(بھ جای آنگاه معلوم باشد  تابع  اگر .باشد از ریختی یک درون  g  ت   . می نویسیمѧن حالѧرا  در ای

  .را دامنھ اپراتوری می نامیم  نامیده و  یک 
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یѧѧک ھمѧѧواره را  مѧѧی تѧѧوان   دراینصѧѧورت بѧѧا در نظѧѧر گѧѧرفتن     .یѧѧک گѧѧروه باشѧѧد   فѧѧرض کنѧѧیم  : مثѧѧال

را می توان بھ عنѧوان تعمیمѧی از مفھѧوم گѧروه در نظѧر       گروه اپراتوریبنابراین مفھوم . در نظر گرفت 

  .گرفت

می نامیم   را یک  دراینصورت  .باشدزیرگروھی از آن  و یک گروه  فرض کنیم  :تعریف

  .داشتھ باشیم     و ھر Hhھرگاه برای ھر 

بنѧابراین مѧی   . اسѧت  دوبѧاره یѧک    یک گروه مانند  ھر تعداد از  اشتراک :تذکر

  اشѧتراک را بصѧورت   از  تولید شده توسط زیرمجموعھ ناتھی  توان مفھوم 

 :بھ راحتی ثابت می شود کھ. نشان داده می شود تعریف کرد کھ با نماد  شامل  

  
 

 دراینصѧورت  عمѧل    .باشѧد نرمال از آن  یک  و یک گروه  فرض کنیم  :تعریف

  .تعریف می شود و  برای ھر   بصورت  خارج قسمتی 

یѧѧѧک  ماننѧѧد    یѧѧѧکدراینصѧѧورت    .دنباشѧѧѧ  دو و  فѧѧѧرض کنѧѧیم   :تعریѧѧف 

مجموعѧھ تمѧام   . داشѧتھ باشѧیم     و  ھمریختی اسѧت بطوریکѧھ بѧرای ھѧر عضѧو       

  .نشان می دھیم ھا را با نماد  

  

یѧѧک  فѧѧرض کنѧѧیم  .دنباشѧѧ دو  و  فѧѧرض کنѧѧیم : بѧѧرای  قضѧѧیھ اول یکریختѧѧی

 دراینصورت . پوشا باشد 

یѧک ھمریختѧѧی پوشѧѧا اسѧت لѧѧذا بنѧا بѧѧھ قضѧѧیھ اول یکریختѧی، یѧѧک یکریختѧѧی       بѧѧا توجѧھ بѧѧھ اینکѧѧھ   :برھѧان 

یѧک   ثابت می کنѧیم    داریم  وجود دارد بطوریکھ برای ھر  

  :لذا ثابت می کنیم . است یک زیرگروه نرمال  برای اینکار ابتدا ثابت می کنیم  .است 

 
 :داریم یک  و  یک  حال با توجھ بھ اینکھ 

  
کѧѧѧافی اسѧѧѧت ثابѧѧѧت کنѧѧѧیم   . اسѧѧѧت، فѧѧѧرض مѧѧѧی کنѧѧѧیم    یѧѧѧک  حѧѧѧال بѧѧѧرای اثبѧѧѧات اینکѧѧѧھ   

 .  

  :داریم

 

 
  .بنابراین حکم حاصل می شود
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  بھ ھمراه نگاشت گاه آن ، راست باشدمدول  یک و  حلقھیک    گر ا :مثال

بنابراین مѧدولھا حالѧت خاصѧی از گروھھѧای اپراتѧوری      . گروه اپراتوری است یک  با ضابطھ 

  .ھستند

است اگر درونریختی ھا از  یک  دراینصورت  و  یک گروه  فرض کنیم  :مثال 

  :در واقع داریم. راست بھ گروه بطور طبیعی عمل کنند

)(),(
:

gffg
GG







  

  .باشد  کاملاٌ پایایزیرگروه خواھد بود ھرگاه یک   یک   دراین حالت

خواھد بود ھرگѧاه یѧک     یک  دراین حالت  و  یک گروه  فرض کنیم  :مثال

  .باشد  مشخصھزیرگروه 

خواھد بѧود ھرگѧاه یѧک      یک  دراین حالت  و  یک گروه  فرض کنیم  :مثال

با ھر خودریختی داخلѧی جابجѧا مѧی     توجھ می کنیم کھ در این حالت یک . باشد  نرمالزیرگروه 

  .است  ھمان بستار نرمال ھمچنین . شود
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 ٢فصل 

    ) نمایش(گروه آزاد و معرف 
 .باشد یک  نگاشت نیز یک گروه و    یک مجموعھ غیر خالی و  فرض کنید  :تعریف

نگاشت ھر و  گروه  آزاد گوییم ھرگاه برای ھر  را روی  یا بطور دقیقتر  صورت دراین
GX :  ھمریختی یکتایGF :  بعبارت دیگر دیاگرام  .    بطوریکھموجود باشد

  :زیر جابجایی باشد
 

 
 

 .یک گروه را آزاد گوییم ھرگاه روی یک مجموعھ آزاد باشد :تعریف

  .یک بھ یک است آزاد باشد آن گاه روی  بھ ھمراه نگاشت  اگر  :تذکر

Fyxفرض کنیم . اثبات بھ برھان خلف انجام می گیرد :اثبات ,  بطوریکھyx  ال    ولیѧح

12دو عضѧѧو متمѧѧایز ماننѧѧد  دارای حѧѧداقل  باشѧѧد کѧѧھ گروھѧѧی   G فѧѧرض کنѧѧیم  , gg دѧѧت  .باشѧѧنگاشGX :  را

تعریѧѧف گѧѧروه آزاد ھمریختѧѧی منحصѧѧربفرد  بѧѧا توجѧѧھ بѧѧھ. طѧѧوری تعریѧѧف مѧѧی کنѧѧیم کѧѧھ 

GF :  کھ نتیجھ می دھد موجود است کھ:  

 
 .کھ تناقض است

نگاشѧت   ھمچنین فرض کنѧیم   .آزاد باشدروی  بھ ھمراه نگاشت  فرض کنیم :تذکر

آزاد  روی را  درنتیجѧھ مѧی تѧوان   . ، لѧذا  یک بھ یѧک اسѧت   با توجھ بھ اینکھ . شمول باشد

ھمچنѧین  . فѧرض کѧرد   را بѧھ عنѧوان زیرمجموعѧھ     بنابراین در تعریف گروه آزاد ھمѧواره مѧی تѧوان    . فرض کرد

  .است برابر  بھ  جابجایی دیاگرام نیز بھ معنی این است کھ تحدید نگاشت 

دراینصѧورت بѧھ راحتѧѧی ثابѧت مѧѧی شѧود کѧѧھ      .آزاد باشѧѧدروی  بѧھ ھمѧѧراه نگاشѧت    فѧرض کنѧѧیم  :تѧذکر 

  .است یک مولد برای  

 کѧھ    نگاشѧت  بѧا  آزاد  مجموعѧھ تѧک عضѧوی    روی  گروه اعداد صحیح  :مثال

GXدر واقѧѧع اگѧѧر . مѧѧی باشѧѧد :  تѧѧک نگاشѧѧواه و یѧѧت    دلخѧѧاه نگاشѧѧد آنگѧѧرا  باش

  :داریѧѧѧѧѧم ھمریختѧѧѧѧѧی اسѧѧѧѧѧت و  یѧѧѧѧѧک  دراینصѧѧѧѧѧورت  . تعریѧѧѧѧѧف مѧѧѧѧѧی کنѧѧѧѧѧیم    بصѧѧѧѧѧورت 

  . در نتیجھ . 

  :داریم آنگاه برای ھر عدد صحیح مثبت    گاشت دیگری باشد کھ ن حال 
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)()(:داریم ترتیب برای ھر عدد صحیح مثبت بھ ھمین  nn    پس .  

  . تک عضوی آزاد استای روی مجموعھ  گاه آن ،یک گروه دوری نامتناھی باشد اگر  بنابراین

  

  

 : ھای آزادگروھساختن 

اثبات وجود یک گروه آزاد از تعریف گѧروه آزاد نتیجѧھ نمѧی شѧود، لѧذا بѧرای رفѧع ایѧن نقѧص در قضѧیھ  زیѧر وجѧود             

  .کنیمچنین ساختاری را بیان می 

 موجودند کھ  نگاشت یک و  یک گروه مانند  مجموعھ ای ناتھی باشد آن گاه اگر :  ٢-١-١

 بعلاوه . آزاد است را روی 

}|{آنرا با نمѧاد باشد کھ  با عدد یک مجموعھ دلخواه ھم 1Xفرض کنیم  :اثبات 11 XxxX   )1x   اѧتنھ

nھѧѧر شѧѧی بѧھ صѧѧورت  . نشѧѧان مѧѧی دھѧѧیم) یѧک نمѧѧاد اسѧѧت 
nxxw  ...1

1  ولѧѧھ طѧѧھ بѧѧک کلمѧѧیn  امیمѧѧی نѧѧھمѧѧدر آن ک 

حѧѧال  .نشѧѧان مѧѧی دھѧѧیم ١باشѧѧد نگاشѧѧت تھѧѧی بѧѧھ طѧѧول صѧѧفر را بѧѧا    0nاگѧѧر 

)(}...|,1{را بѧѧھ صѧѧورت زیѧѧر تعریѧѧف مѧѧی کنѧѧیم       W(X)مجموعѧѧھ   1
1  iin XxxxwXW n .  رѧѧاگ

n
nxxw  ...1

11   وn
nyyw  ...1

12    ت درѧѧدو لغW(X)  اهѧѧѧد آن گѧѧѧ21باشww   ھѧѧѧذاری بѧѧѧم گѧѧѧار ھѧѧѧیلھ کنѧѧѧھ وسѧѧѧرا ب

nnصورت 
nn yyxxww  ...... 11

1121   وسѧورت  و معکѧ1را بص
1

1
1 ...    xxw n

n     یمѧی کنѧف مѧین .تعریѧھمچن 

11 قرار می دھیم 1 . رابطھ ھم ارزی روی یک  حالW(X)  دو لغت کھ بھ صورت زیر تعریف می کنیمw  وv 

  :رسید با انجام تعداد متناھی عمل بصورت زیر بھ  ھرگاه بتوان از  ز باشند را ھم ار

xxیا  1xxاضافھ کردن ) الف 1 کھXx.  

xxیا  1xxحذف کردن ) ب 1 کھXx.   

 و نشان مѧی دھѧیم   را با  کلاس ھم ارزی  .ھم ارزی است یک رابطھ این رابطھ بھ راحتی ثابت می شود کھ 

مجموعھ عمل ضѧرب را بѧھ   در این  حال . باشد W(X)کلاس ھای ھم ارزی فوق روی مجموعھ تمام  Fفرض کنیم 

  ملاحظھ می کنیم کھ . تعریف می کنیم   صورت

  :آنگاه داریم و  اگر 

 

  
در نتیجھ عمل .  یعنی  و این بدان معنی است کھ  بنابراین 

  :ھمچنین داریم. ضرب خوشتعریف است

 
  ھمچنین این عمل شرکت پذیر است زیرا 
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 ھمان  عضو خنثی گروه و معکوس ھر کلمھ  ھمراه با عمل فوق یک گروه بوده کھ  بنابراین 

تعریف می  را بصورت  برای اینکار نگاشت . آزاد است  حال ثابت می کنیم  .است

GXدلخواه و یک گروه  Gرض کنیم ف. آزاد است را روی   ثابت می کنیم .کنیم :  یک نگاشت

  صورتبرا    ابتدا نگاشت باشد

 :  حال تعریف می کنیم . تعریف می کنیم

  

  
 و  حال چون عناصر مانند . آنگاه  خوشتعریف است زیرا اگر  اولا 

  .پس  است لذا  ١برابر  در 

 :ھمریختی است زیرا ثانیا 

  

  
 :زیرا ھمچنین 

  
ولی با توجھ . آنگاه  نگاشت دیگری باشد کھ  بالاخره توجھ می کنیم کھ اگر 

  . لذا  و   بھ اینکھ 

  لغات تحویل یافتھ 

xxیѧا   1xxشѧامل ھѧیچ   را تحویل یافتھ گوییم ھرگاه   روی مجموعھ  لغت  :تعریف 1   ھѧکXx  دѧنباش. 

  .لغت تھی را بنا بھ قرارداد تحویل یافتھ می گیریم

  .یافتھ یکتاست شامل یک لغت تحویلھر کلاس ھم ارزی  :٢-١-٢

 تحویل یافتھ باشد آن گѧاه   گر ا. باشد یک کلاس ھم ارزی وابستھ بھ فرض کنیم کلاس : اثبات

xxیا  1xxموجود استکھ  Xxتحویل یافتھ نباشد آن گاه  اگر . حکم تمام استو 1  ظاھر شده است  در

حذف می کنیم با تکرار این روند پس از تعداد متناھی مرتبھ بھ یک لغت تحویѧل یافتѧھ مѧی     این عبارت ھا را از 

12ھم ارز است اگر  رسیم کھ با  ,vv  ھ        دو لغت تحویل یافتھ در کلاسѧاھی مرتبѧدادی متنѧا تعѧاه بѧند آن گѧباش

xxیا  1xxکردن اضافھ یا کم  1  1می توان از یکی بھ دیگری رسید چون ھر دو تحویل یافتھ اند و شاملxx   اѧی

xx 1  21نیستند پس vv  خواھد بود.  
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   لرمانشکل 

nشѧѧѧѧامل یѧѧѧѧک لغѧѧѧѧت تحویѧѧѧѧل یافتѧѧѧھ ماننѧѧѧѧد   گѧѧѧѧاه آن اگѧѧѧر  
nxxw  ...1

1  سѧѧѧѧت پѧѧѧѧف اسѧѧѧѧھ تعریѧѧѧѧا بѧѧѧѧبن

nضرب
nxxW  ]...[][][ 1

1   الѧامیم    این نمایش را فرم نرمѧی نѧادگی    .مѧرای سѧا    بѧی    را بѧان مѧنش

 صورت ب لذا ھر عضو . دھیم

 
   

بھ دارای نمایش یکتای  Ggاگر ھر  .باشداز آن ناتھی زیرمجموعھ ای  یک گروه و  Gکنیم فرض  : ٢-١-٣

  صورت

 
  .آزاد است روی  گاه باشد آن 

با توجھ بھ خاصیت مدول آزاد نگاشت  .آزاد باشدروی   شمول بھ ھمراه نگاشت فرض کنیم  :اثبات

 لذا نگاشѧت   با توجھ بھ اینکھ . نگاشت شمول استوجود دارد بطوریکھ  

یعنی   بنابراین . یک بیک است از طرفی چون نمایش ھر عضو بصورت فرمال یکتاست لذا . پوشاست

  .آزاد است روی 

12روی  بѧѧѧھ ترتیѧѧѧب بѧѧѧھ ھمѧѧѧراه نگاشѧѧѧت    FF,21فѧѧѧرض کنѧѧѧیم : ٢-١-۴ , XX ѧѧѧورت در این . دنآزاد باشѧѧѧص

   اگر و تنھا اگر 

  )لزوم( :اثبات

||||ابتدا فرض کنیم  21 XX   21حال چون  .موجود است پس یک تابع دوسویی,FF     ھѧب بѧھ ترتیѧب

12روی   ھایھمراه نگاشت , XX  وجود دارند بطوریکھ دیاگرام  و  ، لذا ھمریختی ھای دنباشمی آزاد

  :ھای زیر جابجایی ھستند

 

 

 

 

 

  :لذا دیاگرام زیر نیز جابجایی است. :طرفی داریم از 
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نیѧز جابجѧا مѧی شѧود لѧذا بѧا توجѧھ بѧھ یکتѧایی ایѧن            حال با توجھ بھ اینکھ دیاگرام فѧوق توسѧط نگاشѧت ھمѧانی روی     

ھѧѧر دو یکریختѧѧی   در نتیجѧѧھ  بѧѧھ طریѧѧق مشѧѧابھ ثابѧѧت مѧѧی شѧود کѧѧھ   . نگاشѧت  

  درنتیجھ . ھستند

  .٧تمرین  :کفایت

 یѧک گѧروه آزاد روی    فرض کنیѧد   ھمچنین . باشدبرای آن  مولد یک مجموعھ  و یک گروه  فرض کنید : لم

 یѧѧک تѧابع پوشѧѧا باشѧد آن گѧѧاه بروریختѧѧی     صѧѧورت اگѧر  در این . باشѧد  Y مجموعѧھ ای ماننѧѧد 

)|(می باشد   توسیع موجود است کھ   Y. بویژه ھر گروه تصویر ھمریخت یک گروه آزاد است.   

GXYلѧѧذا  چѧѧون  :اثبѧѧات  : ابراینѧѧی   ،  بنѧѧروه آزاد ھمریختѧѧف گѧѧق تعریѧѧطبGF : 

                              :جایی استجاب زیرموجود است کھ دیاگرام 

 

 

 

 

 

)()( داریم Yyبرای ھر  یعنی   yy  . بنابراین  Y| . پسImX  لذا بروریختی است.  

 Xیک گѧروه آزاد روی   فرض کنیم  . یک مجموعھ مولد برای آن باشد و یک گروه دلخواه  حال فرض کنیم 

XYطبق قسمت قبل نگاشت شمول  باشد لذا   برو ریختی بھ را می توانGF  گسترش داد.  

فѧرض  . دو گѧروه دلخѧواه باشѧند    و یѧک گѧروه آزاد    فѧرض کنѧیم   ): خاصیت تصویری گروھھای آزاد(قضیھ 

موجѧود   ھمریختѧی  اینصѧورت  در  .باشدبروریختی یک  ھمریختی و یک  کنیم 

   :دیاگرام زیر جابھ جایی استیعنی  است کھ 

 

 

 

 

داریѧѧم   Xxباشѧѧد حѧѧال بѧѧا توجѧѧھ بѧѧھ اینکѧѧھ بѧѧرای ھѧѧر عضѧѧو دلخѧѧواه      گѧѧروه آزاد روی  فѧѧرض کنѧѧیم   :اثبѧѧات

از  لѧذا نگاشѧتی ماننѧد    .  کھموجود است  لذا  

. مѧی باشѧد   ایѧن نگاشѧت قابѧل توسѧیع بѧھ ھمریختѧی        می شود کھ با توجھ بھ آزاد بѧودن   بھ تعریف  

  .  لذا داریم  کھ با توجھ بھ اینکھ     : حال داریم
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  ۵٠تمرینات صفحھ 

   :١حل تمرین 

یک لغت تحویѧل یافتѧھ    فرض کنیم . باشد نگاشت با  روی  آزاد  فرض کنیم

1,...,1برای ھѧر  بطوریکھ باشد   ri  ،1 ii xx  دѧر   . باشѧال اگѧھ        حѧد بطوریکѧت باشѧحیح مثبѧدد صѧک عѧی

  :آنگاه داریم 

  
  .یعنی  توجھ بھ اینکھ در ھر گروه آزاد ھر شی دارای نمایش یکتا می باشد، لذا حال با 

   :٢حل تمرین 

 و  آنگاه دو عضѧو متمѧایز    حال اگر . باشد نگاشت با  روی  آزاد  فرض کنیم

واژه تھی نمѧی باشѧد یعنѧی     دراینصورت با توجھ بھ ساختار گروه آزاد واژه . را از آن انتخاب می کنیم

کھ نشان می دھد در مرکز گروه ھیچ عنصری بھ غیر از واژه تھی قѧرار   بنابراین . 

  .نمی گیرد

  

   :٣ حل تمرین

  .یک گروه آزاد دوری باشد، آنگاه آبلی خواھد بود اگر 

. باشѧد  ١بایѧد حѧداکثر    رتبھ  ٢باشد، آنگاه با توجھ بھ مسالھ  نگاشت با  روی  آزاد اگر  : برعکس

دارای  درنتیجѧѧھ ھѧѧѧر عضѧѧѧو   وجѧѧѧود دارد بطوریکѧѧѧھ  پѧѧѧس عضѧѧو   بنѧѧابراین  

بѧѧا  حѧѧال نگاشѧت   .خواھѧѧد بѧود بѧѧرای برخѧی عѧѧدد صѧحیح    نمѧایش یکتѧا   

  .یک یکریختی است و لذا حکم تمام است ضابطھ 

    :4 حل تمرین

  :داریم برای ھر عدد صحیح مثبت دراینصورت .   و نیز  فرض کنیم 

  
  :، آنگاه داریمحال اگر 

  
  . بنابراین  باتوجھ بھ اینکھ 

ھѧر عضѧو دارای    در نتیجѧھ در گѧروه   . نتیجھ می دھد کѧھ   بنابراین رابطھ  

  .آزاد است گروه  ٢-١-٣پس با توجھ بھ . می باشد و  نمایش یکتا بصورت توانھای 

   :۵حل تمرین 
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 بنѧابراین   مѧی دانѧیم    .باشѧد  نگاشѧت  با  روی  آزاد  فرض کنیم

دارای نمѧایش یکتѧا بصѧورت     باشѧد، دراینصѧورت بѧا توجѧھ بѧھ اینکѧھ        عضѧو دلخѧواھی از    حال فرض کنیم 

  ، لذا می باشد کھ در آن  

  
نتیجѧھ مѧی گیѧریم     بنѧابراین  . آنگاه  ، لذا اگر در رابطھ فوق  با توجھ بھ اینکھ 

کѧѧѧѧھ در آن مѧѧѧѧی باشѧѧѧѧد  دارای نمѧѧѧѧایش یکتѧѧѧѧا بصѧѧѧѧورت   گѧѧѧѧروه کѧѧѧѧھ ھѧѧѧѧر عضѧѧѧѧو

  .آزاد است  گروه  ٢-١-٣پس با توجھ بھ  .

بنѧѧѧابراین . خواھѧѧѧد بѧѧѧود آزاد روی   آنگѧѧѧاه گѧѧѧروه  در حالѧѧѧت خѧѧѧاص اگѧѧѧر  

 .  

21فѧѧѧرض کنѧѧѧیم : ٧تمѧѧرین   FF . ای  در اینѧѧروه ھѧѧѧداد زیرگѧѧѧورت تعѧѧѧ2صF  دیسѧѧѧا انѧѧѧداد  ٢بѧѧѧا تعѧѧѧت بѧѧѧر  اسѧѧѧبراب

صورت ھر زیرگروه با شاخص در این باشد ٢مرتبھ از گروه دوری  2Cفرض کنیم  .٢با اندیس  1Fزیرگروھھای 

21ھسѧتھ یѧک بѧرو ریختѧی از      1Fاز  ٢ھر زیرگروه با انѧدیس  از طرفی  .نرمال خواھد بود در گروه  ٢ CF  

مساوی اسѧت   2Cبھ  2Fپس تعداد بروریختی ھایی از . خواھد بود و تنھا یک بروریختی با این ویژگی وجود دارد

21با تعداد بروریختی از  CF  . 21تعداد توابع پوشا ولی CF   22برابر است با || 1 X لذا   

||||2222 21
|||| 21 XXXX   

]:[زیرگروھѧѧѧی از آن باشѧѧѧد بطوریکѧѧѧھ و  آزادگروھѧѧѧی   فѧѧѧرض کنѧѧѧیم :١٠تمѧѧѧرین  HF.   ھѧѧѧھ بѧѧѧباتوج

]:[اینکھ HF     الѧروه نرمѧس زیرگѧت پѧھ     از  متناھی اسѧت کѧود اسѧموجHNNF ,]:[   اھیѧمتن

1باید ثابت کنیم  ،باشد زیرگروه نرمال غیربدیھی  فرض کنیم حال  .است KH . داریم  

 ]:[]:[]:[ NFNNKKNN  

1نامتناھی است پس  چون  NK  1پس HK.  
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  :معرف گروه ھا

و بروریختѧѧی  تصѧѧویر ھمریخѧѧت یѧѧک گѧѧروه آزاد اسѧѧت پѧѧس گѧѧروه آزاد    بѧѧا توجѧѧھ بѧѧھ قضѧѧایای قبѧѧل ھѧѧر گѧѧروه   

GF  کѧѧѧھ بѧѧѧا فѧѧѧرض   مѧѧѧی نѧѧѧامیم   گѧѧѧروه  را یѧѧѧک معѧѧѧرف آزاد بѧѧѧرای    بروریختѧѧѧی   .نѧѧѧددار وجѧѧѧود :

آزاد روی یѧک گѧروه    Gاگѧر   حѧال . را روابѧط ایѧن معѧرف مѧی نѧامیم      اعضا  . داریم  

}|,1{مجموعھ ای مانند  gGgyY g  صورت بروریختی در اینباشدGF  موجود است کھ بѧرای   :

Gggygھر      . می نامیم را معرف استاندارد  ھمریختی. )(,

GSیѧک گѧروه و    فѧرض کنѧیم     :تعریف   دѧال    در این .باشѧتار نرمѧورت بسѧصS  ام     درѧتراک تمѧر اشѧرا براب

کѧوچکترین   GS درواقѧع . مѧایش مѧی دھѧیم   ن GSھسѧتند تعریѧف مѧی کنѧیم و بѧا       Sکѧھ شѧامل    زیرگروھھای نرمѧال  

  می شود کھثابت . می باشد Sاست کھ شامل  Gزیرگروه نرمال 

  GgSxxggGgSxxS gG ,|,| 1  

GFفرض کنѧیم  حال   :  ѧرای معرفѧد   ی بѧیم    . باشѧرض کنѧین فѧھ ای   ھمچنѧرای   مجموعѧد بѧد و   مولѧباش

FS   کھ kerFS  در این صورت اگر)(YX   آن گاهX  مولدG ر   .خواھد بودѧلاوه اگѧبع Fr 

nnبѧھ صѧورت   اگѧر و تنھѧا اگѧر     اسѧت  یک رابطھ بѧرای   و آن گاه  f
n

f ssr )...()( 11
1

    ودѧتھ شѧھ نوشѧدر آن ک 

1,,...,,,..., 11  inn FffSss .  

می  ورا روابط این معرف نامیده  Sرا مولدھا و اعضاء  Yاعضای و در نظر گرفتھ   بھ ھمراه را  معرف 

  .    نویسیم 

و  آن گѧاه مѧی نویسѧیم     Ssبویژه می توانیم روابط این معرف را بصورت زیر نمایش می دھیم اگѧر  

  معرف را بھ صورت زیر نمایش می دھیم

  
  

ھѧر   اگѧر  .باشѧند  و  معرفھѧای   دو گѧروه بѧا   فѧرض کنѧیم   : ٢-٢-١) دایѧک  -قضѧیھ ون (

HGباشد آن گاه ھمریختی پوشای  یک رابطھ از  رابطھ از  :  موجود است کھ برای ھرFf   داریم

.  

در این صورت . دلخواه باشد Ggفرض کنیم حال .  توجھ بھ مفروضات قضیھ با :اثبات

Ff    ھѧو        . موجود است کѧین عضѧھ چنѧیم کѧی کنѧھ مѧر      توجѧرا اگѧت زیѧد    یکتاسѧز باشѧنی

  دراینصورت  بطوریکھ 

 
HG نگاشت لذا :  استریختی بروخوشتعریف و  با تعریف.  
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 بѧѧا معѧѧرف Dگѧѧروه  :مثѧѧال 1,1|, 22 yxyxD  ی راѧѧروه دووجھѧѧامیم گѧѧی نѧѧاھی مѧѧرض . نامتنѧѧا فѧѧب

axy  مѧѧѧداری axG ,1ھمچنѧѧѧین  و , 211   xaaxxyx .  ھѧѧѧیم کѧѧѧی کنѧѧѧھ مѧѧѧرعکس توجѧѧѧطوربѧѧѧاب 

1,1 22  xy  1از دو رابطھ, 211   xaaxx    ودѧی شѧھ مѧع . نتیجѧ11112در واق   aaaaxxy ،

  :استنیز دارای معرف زیر  Dلذا گروه

 


112 ,1|, aaxxxaxD  

را گѧروه دو وجھѧی متنѧاھی از     گروه با معѧرف   :مثال

  .می نامیم مرتبھ 

  

  : گروه ھای متناھی معرف

ھѧر دو   ,باشѧد کѧھ    را متناھی مولѧد گѧوییم ھرگѧاه دارای معرفѧی بѧھ صѧورت        Gگروه  :تعریف

  .متناھی باشند

بѧھ شѧکل   معѧرف  توجھ می کنیم کھ گروھھѧای آزاد دارای    |XZ  تندѧن    . ھسѧر در ایѧارت دیگѧا بعبѧگروھھ 

  .است  مجموعھ روابط برابر

صѧورت  در این. باشѧد  یک مولد برای  گروه متناھی معرف و یک  فرض کنیم :  (B.H.Neumann)قضیھ 

   موجود است کھ  از  زیرمجموعھ متناھی 

کѧھ در واقѧع ھѧیچ نѧوع رابطѧھ       متناھی معرف می باشد ، آزاد از رتبھ متناھیو نیز ھر گروه  ھر گروه دوری :مثال

 . ای ندارند

  

صورت گروه متناھی باشد در اینیک گروه   اگر  در واقع. متناھی معرف استر گروه متناھی یک گروه ھ :مثال

بѧѧا فѧѧرض   حѧѧال.   کѧѧھبطوریموجѧѧود اسѧѧت   و ھمریختѧѧی پوشѧѧای   آزاد بѧѧا رتبѧѧھ متنѧѧاھی  

نیѧز متنѧاھی    گѧروه   ١٫۶٫١١اسѧت لѧذا باتوجѧھ بѧھ قضѧیھ       متنѧاھی  متناھی مولد و  چون 

  .متناھی معرف است Gلذا . مولد خواھد بود

  .داده شده است ١۴٫١٫١۴مثال چنین گروھی در  .گروھھای متناھی مولد ممکن است متناھی معرف نباشند :تذکر

  .ھھای متناھی معرف را بدست می دھدقضیھ زیر ساختن مثالھای دیگری از گرو
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متناھی معرف ھر دو  باشد بطوریکھ  گروه زیرگروه نرمالی از  فرض کنیم : (P.Hall) ٢-٢-۴قضیھ 

  .ھم متناھی معرف است Gدر این صورت  .باشند

فѧѧѧرض کنѧѧѧیم    :اثبѧѧѧات  1...|,..., 11 km rrxxN  و 1...|,..., 11 ln ssNyNy
N
G.  در

صورت این mm yyxxG ,...,,,...,    :ھمچنین روابط زیر روی این مولدھا برقرار است .11

Ljxtysnjxvyxy

kixrmixuyxy

jjijjij

iijjiJ

,...,1,)()(,...,1,)(

,...,1,1)(,...,1,)(
1

1








  

   : فرض کنیمحال  .نتیجھ می شود در  از نرمال بودن  فوق ابطوراز دو دستھ 

jjnmچھار دستھ بالا  { xyyyxxG ,|,...,,,..., 11  

minjھѧر بѧرای  بطوریکѧھ   موجѧود اسѧت    با توجھ بھ قضѧیھ ون دایѧک بروریختѧی     ,...,1,,...,1  

  : داشتھ باشیم

 
بھ  دراینصورت تحدید .  فرض کنیم   mxxN .  پѧس یѧک اسѧت   یѧک ب  1,...,

Nyxyyxyاز طرفѧی دیگѧر چѧون     jijjij  11 بروریختѧѧی  بѧھ  خواھѧد بѧود و لѧذا     Gزیرگѧروه نرمѧال    Nپѧس   ,

Nyتمѧѧѧام روابѧѧѧط  حѧѧѧال بѧѧѧا توجѧѧѧھ بѧѧѧخ اینکѧѧѧھ    . توسѧѧѧیع مѧѧѧی یابѧѧѧد   ضѧѧѧابطھ بѧѧѧا   j  از

1)( yNs j  بوده و  بنابراین  .یکریختی است نتیجھ می گرددGG  متناھی معرف است.  

  :واریتھ ھای گروھھا

لغѧѧات نѧاتھی از  جموعѧھ  زیرم و   نامتنѧاھی  گروھѧی آزاد بѧѧا پایѧھ شѧمارای    فѧرض کنѧیم    :تعریѧف 

  یѧک گѧروه دلخѧواه و    فѧرض کنѧیم   . باشد عضوی دلخواه از  فرض کنیم  .دباش Xروی 

 را بѧا نمѧاد    در   کلمھ  ارزش دراینصورت. باشند

 بصورتنشان داده و 

 
  .تعریف می کنیم

    بھ صورت   زیرگروه لغوی دراینصورت . یک گروه دلخواه باشد فرض کنیم  :تعریف

  :و تعریف می کنیمنشان داده 

  
 ھمچنѧین اگѧر    . مѧی باشѧد    زیرگѧروه مشѧتق      گѧاه آن اگѧر   :مثѧال 

 .اعضای گروه می باشد زیرگروه تولید شده توسط تمام توانھای  آنگاه 
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 در گѧروه   دراینصورت برای ھѧر لغѧت   . یک ھمریختی باشد فرض کنیم :تذکر

 کѧاملاً پایѧا  ھر زیرگѧروه لغѧوی یѧک گѧروه،     بھ ویژه . داریم 

  .است

  بدیھی است کھ  :اثبات

  
 برای قسمت انتھایی حکم کافی است قرار دھیم . بنابراین حکم تمام است

این حکم برای زیرگروھھѧای لغѧوی یѧک    . نشان می دھد کھ تذکر بالا برای ھر گروھی برقرار نیست ٢٫٣٫٣تمرین 

  .ن می دھیمگروه آزاد برقرار است کھ آنرا در قضیھ بعدی نشا

٢-٣-١  (B.H.Neumann):  پایا از یک گروه آزاد لغوی استکاملاً ھر زیرگروه.  

اگѧر   .دباشѧ  از   ی یپایѧا  زیرگѧروه کѧاملاٌ    فѧرض کنѧیم  . باشѧد  روی مجموعѧھ  گѧروه آزاد   فرض کنѧیم   :اثبات

Wxxw r ),...,( Fffھمچنѧѧѧѧین و  کѧѧѧھ در آن  باشѧѧѧѧد عضѧѧѧوی   1 r ,...,1  ندѧѧѧی آن باشѧѧѧѧاه درون ریختѧѧѧѧگ

FF :  موجود است کھii fx )( .  بنابراین  

Wwxxwxxwffw rrr  )(),...,(())(),...,((),...,( 111   

  .  ، لذابرقرار است ھموارهعکس این رابطھ حال با توجھ بھ اینکھ .   پس

  

  :زیرگروه حاشیھ ای

  زیرگروه نرمال صورت دراین .مجموعھ ای از لغات باشد یک گروه و  فرض کنیم : تعریف

Wxxwو ھѧѧر   و ھѧѧر  مѧѧی نѧѧامیم بѧѧرای ھѧѧر    حاشѧѧیھ ای در را  از  r ),...,( داشѧѧتھ  1

  :باشیم

  
یѧک زیرگѧروه نرمѧال تولیѧد مѧی       حاشѧیھ ای در  با توجھ بھ این تعریف ملاحظھ مѧی شѧود کѧھ زیرگروھھѧای      

  .نشان می دھند نامیده و با نماد  حاشیھ ای کنند کھ آنرا زیرگروه 

  :در واقع داریم

  
  :دراینصورت فرض کنیم 

١( 
 

٢(   
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 بѧودن   نرمѧال اثبѧات  بѧرای  . نѧاتھی اسѧت زیѧرا     از روابط فѧوق نتیجѧھ مѧی شѧود کѧھ      

  : دراینصورت . و  فرض کنیم 

  
]},{[فرض کنیم  :مثال yxW   در این صورت)()(* GZGW  .در واقع:  

 
  :برای عکس رابطھ شمول داریم

  
لزوماٌ کاملاٌ پایا نمی  ٩-۵-١زیرگروه حاشیھ ای ھمواره یک زیرگروه مشخصھ است ولی با توجھ بھ تمرین  :نکتھ

))(()( ثابت می کنѧیم  آنگاهباشد  از گروه خودریختی یک  در واقع اگر فرض کنیم . باشد ** GWGW  .

بѧرای اعضѧای    بѧا توجѧھ بѧھ پوشѧا بѧودن      از طرفѧی   .دلخواه باشѧد  برای اینکار فرض کنیم 

  :داریم از  

  
 بنابراین 

  

 

  
 

  .قضیھ زیر ارتباط بین زیرگروھھای حاشیھ ای و لغوی را نشان می دھد

دراینصѧѧѧѧورت . یѧѧѧѧک گѧѧѧѧروه دلخѧѧѧѧواه باشѧѧѧѧد  یѧѧѧѧک مجموعѧѧѧѧھ غیرخѧѧѧѧالی از واژه ھѧѧѧѧا و   فѧѧѧѧرض کنѧѧѧѧیم  :2.3.2 

  اگر و تنھا اگر  

)(1رابطھ است کھ بدیھی  :اثبات GW رابطھ GGW )(*  ر   را نتیجھ می دھدѧرای ھѧزیرا بWw   رѧو ھ

Ga  و ھرGgi  داریم   

  
GGW فرض کنیم: عکسبر )(* . صورت برای ھر در اینWw  و ھرGgg r ,...,1  داریم  

  
)(1پس   GW . 

مجموعھ ای از لغات باشѧد،   بھ عبارت دقیقتر فرض کنیم . یک واریتھ در واقع رده ای از گروھھا است: تعریف

 را با نماد دراینصورت واریتھ وابستھ 
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گوییم ھرگѧاه   Gرا یک قانون برای  در واقع  .گویند را مجموعھ ای از قوانین برای واریتھ  ھمچنین 

Gggggwبرای ھر  kk  ,...,,1),...,( 11.   

اسѧت   قѧانون بѧرای   یک  بنابراین . رده تمام گروھھای آبلی است  گاهآن اگر  :مثال

  .آبلی باشد اگر و تنھا اگر 

رده  واریتھ  دراینصورت با فرض . یک عدد اول باشد   فرض کنیم  :مثال

با توجھ بھ . مقدماتی می باشند  گروھھای رده تمام درواقع . ھستند و ١گروھھای با نمای  تمام

  .ھستند  این گروھھا حاصضرب مستقیم گروھھای از مرتبھ  ١٫۴٫٨تمرین 

 رده تمѧѧام واریتѧѧھ  دراینصѧѧورت بѧѧا فѧѧرض . یѧѧک عѧѧدد طبیعѧѧی باشѧѧد    فѧѧرض کنѧѧیم :مثѧѧال

  .معروف است این رده بھ واریتھ برنساید از نمای  .ھستند مقسوم علیھ  گروھھای با نمای 

ھمچنین . ھستند١گروھھای از مرتبھ  رده تمام دراینصورت واریتھ . باشد فرض کنیم   :مثال

  .گروھھای آبلی است رده تمام رده  با فرض  

ھѧر  بѧرای  ھرگѧاه  بѧاقی مانѧده ای اسѧت     یѧک    گѧوییم گѧروه   . یѧک خاصѧیت باشѧد    فرض کنیم  :تعریف

Gg  1، اگرg    الѧروه نرمѧھ     از  آن گاه زیر گѧد کѧود باشѧیت    و  موجѧدق   در خاصѧص

 صدق مѧی کنѧد   در خاصیت متناھی  خاصیت متناھی بودن باشد، آنگاه گوییم گروه  مثلاٌ اگر  . کند

متنѧاھی    و  موجود باشد کھ  از  آن گاه زیر گروه نرمال  1g، اگر  Ggھر برای ھرگاه 

  .باشد

  .گروھھای متناھی، متناھی باقی مانده ای ھستند :مثال

  ھمچنین   و آن گاه   متناھی باقی مانده ای است زیرا اگر  :مثال

  .متناھی است  

  

را حاصلضرب دکارتی ایѧن خѧانواده مѧی     خانواده ای از گروھھا باشد گروه  فرض کنیم  :تعریف

در مؤلفѧھ   ھر عضو از  موجود باشد بطوریکھ برای ھر  نامیم ھرگاه یک تکریختی 

 عبارت دیگرب .ظاھر شود ام عضوی از 

.  

نگاشѧѧѧѧѧѧѧت در واقѧѧѧѧѧѧѧع  . اسѧѧѧѧѧѧѧت حاصلضѧѧѧѧѧѧѧرب زیѧѧѧѧѧѧѧر دکѧѧѧѧѧѧѧارتی خѧѧѧѧѧѧѧانواده     :مثѧѧѧѧѧѧѧال  

یѧѧѧѧک   در ایѧѧѧѧن صѧѧѧورت   .تعریѧѧѧف مѧѧѧѧی کنѧѧѧیم   صѧѧѧورت  برا   

 عضѧو   ایѧن عضѧو بѧر مؤلفѧھ        و ھѧر    و بѧرای ھѧر  بѧوده  تکریختی 

  .قرار دارد
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دکѧѧارتی  زیѧѧر  بѧѧاقی مانѧѧده ای اسѧѧت اگѧѧر و تنھѧѧا اگѧѧر بصѧѧورت حاصلضѧѧرب         یѧѧک    گѧѧروه  : ٢-٣-٣

  .باقی مانده ای باشد 

ھمچنѧین نگاشѧت   . دراینصѧورت  . بѧاقی مانѧده ای باشѧد    یѧک    فرض کنѧیم   :اثبات

ھѧѧر ھمچنѧین  . تعریѧѧف مѧی شѧود تکریختѧѧی اسѧت    را کѧھ توسѧط رابطѧھ      

  .شودمی ظاھر  ام عضوی از در مؤلفھ  عضو از 

 بѧѧا تکریختѧѧی  بѧѧاقی مانѧѧده ای  حاصلضѧѧرب زیѧѧر دکѧارتی  فѧѧرض کنѧیم  : عکسبѧر 

 کѧھ در آن    قѧرار مѧی دھѧیم    حѧال بѧرای ھѧر     .باشѧد  

باتوجھ بѧھ  . قرار می دھیم   ھمچنین برای ھر  .است اممؤلفھ ریختی تصویری بھ برو

از طرفѧѧѧی بѧѧѧا توجѧѧѧھ بѧѧѧھ خاصѧѧѧیت ضѧѧѧرب زیردکѧѧѧارتی نگاشѧѧѧت       .  یѧѧѧک بیѧѧѧک اسѧѧѧت لѧѧѧذا    اینکѧѧѧھ 

  :آنگاه داریم حال اگر .  پوشاست لذا  

 
 .باقی مانده ای است یک   بنابراین 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  : ۵۴نات صفحھ تمری

  : ١حل تمرین 

داریѧѧѧم  دراینصѧѧѧورت. y)123(و  x)12( حѧѧѧال قѧѧѧرار مѧѧѧی دھѧѧѧیم  . مѧѧѧی دانѧѧѧیم 
122 ,1  xyyxyx.می شود کھملاحظھ بھ سادگی  ھمچنین  
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)13(,)132(,)23( 22  xyyxy  

 )123(,)12(  YX  3و شش عضوS  می باشد اکنون گروه  

  yxyxyxyxG 132 },{و فѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧرض کنѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧیم  را در نظѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧر مѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧی گیѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧریم    ,|1, yxX   و

},,,{ 32 xyxyxyyxR .  

  : ۶٠نات صفحھ تمری

}{اگر : ٢حل تمرین  2xW  22گاه آن |)( GGggGW  .ھمچنین داریم:  
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},|{

},|{
},)()(|{
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






  

  ھمچنѧین  . است 3Zیک قانون برای  در این صورت   رض کنیم ف: ٣حل تمرین 

  .می باشد) کلاین -چھارگروه (  و  2Zیک قانون برای 
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   ٣فصل 

  تجزیھ یک گروه
  را یѧک      ازر یѧک سѧری بѧھ صѧورت زیѧ      .یک گروه باشد فرض کنیم  :تعریف

 :نامیممی   بھ طول

 

را عوامѧل   ھѧا را جمѧلات سѧری و     iG. نرمѧال اسѧت   iGدر  گѧروه   جا بѧرای ھѧر   در این 

  .سری می نامیم

بنѧابراین  . باشѧد   نامنѧد ھرگѧاه جملѧھ ای از یѧک       را  یک زیرگروه از گروه   :تعریف 

  است ھرگاه زیرگروھھای  یک  از گروه  زیرگروه 

یعنѧѧی . موجѧѧود باشѧѧد  یѧѧک  و  موجѧѧود باشѧѧند بطوریکѧѧھ بѧѧین   متمѧѧایز 

 . : داشتھ باشیم

چنѧѧین سѧریھایی وجѧѧود دارنѧѧد و  بѧھ وضѧѧوح  . را در نظѧѧر مѧی گیѧѧریم  گѧѧروه  مجموعѧѧھ تمѧام    :تعریѧف 

مѧی نѧامیم    را تظریѧف     گѧاه ن باشѧند آ  Gاز   دو  و  اگر حال . کوچکترین آنھاست سری 

دارای جملѧھ ای باشѧد    ھرگѧاه  می نامیم   واقعی را تظریف  ھمچنین. باشد جملھ ای از  ھرگاه ھر جملھ از 

  . نیست کھ در 

امیم ھرگاه تناظر ن  دراینصورت آنھا را. باشند از   دو  و  فرض کنیم : تعریف

  .باشند  یک بھ یک بین عوامل دو سری چنان برقرار باشد کھ عوامل متناظر 

موجѧود   ماننѧد    یѧک  از    فرض کنیم  :)زاسنھاوس لم( ٣-١-1 

  در اینصورت .   قرار می دھیم .   و    بطوریکھباشند 

 .ھستند  ھر دو  و    بعلاوه   و   

  .بدیھی است: اثبات

  .ھستند  دارای تظریف ھای  از یک ھر دو : ) قضیھ تظریف شرایر( ٣-١-٢

GHHHGKKKفرض کنیم  :اثبات lm   ...1,...1    گروه از دو  1010

)(,)(قѧѧѧѧѧرار مѧѧѧѧѧی دھѧѧѧѧѧیم . باشѧѧѧѧند   11 jiiijjijij KHHHKHKK   .   ھ ازایѧѧѧѧѧل بѧѧѧѧѧم قبѧѧѧѧѧق لѧѧѧѧطب

iijj HAHAKBKB   112112 11نتیجھ می شѧود کѧھ    ,,, ,  ijijjiij HHKK   ین  وѧھمچن

ij

ij

ij

ji

H
H

K
K 11   . 0,...,,0,...,{دو سری بنابراین|{ mjLiH ij   0,...,,0,...,{و|{ mjLiK ij   
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  .از دو سری اول ھستند تظریف ھای 

  . ترکیبی می نامیم ھرگاه تظریف واقعی نداشتھ باشد را یک  یک : تعریف

  .نرمال غیربدیھی نداشتھ باشد ساده می نامیم ھرگاه   را یک  یک  :تعریف

  .باشند سری این ترکیبی است اگر و تنھا اگر عوامل  یک  ، یک : 3-1-3

  ماننѧد   عوامѧل آن کѧھ برخѧی از   باشѧد   ترکیبѧی   دارای یѧک  و   یѧک   فѧرض کنیѧد    :اثبѧات 

مѧѧی  نرمѧѧال غیربѧѧدیھی ماننѧѧد   دارای یѧѧک    بنѧѧابراین ). فѧѧرض خلѧѧف (نباشѧѧند    گѧѧروه

کѧھ ایѧن سѧری     مѧی شѧود  تولیѧد  یѧک سѧری    ترکیبѧی  بѧھ سѧری     حѧال بѧا الحѧاق     باشѧد بطوریکѧھ   

  .می باشد کھ تناقض است تظریف حقیقی از 

در ایѧن  ) خلѧف فѧرض  (ترکیبѧی نباشѧد    ،  د ولی نساده باش  اگر عوامل : برعکس

مѧی باشѧد      شامل یک  بطوریکھ جملات متوالی صورت یک تظریف حقیقی وجود دارد 

خواھѧѧد بѧѧود کѧѧھ تنѧѧاقض بѧѧا       نرمѧѧال    یѧѧک  در اینصѧѧورت  . قѧѧرار دارنѧѧد  و  کѧѧھ اکیѧѧداٌ بѧѧین   

  .بودن عاملھا دارد 

دارای   گѧاه آن باشѧد  ترکیبѧی   یѧک   و    یѧک   اگѧر  : )ھلѧدر  -قضѧیھ ژوردان ( ٣-١-۴

  .یکریخت ھستند  بویژه ھر دوسری ترکیبی از  .است با  تظریفی است کھ 

حقیقѧی  تظریѧف   اما . می باشند ھای تظریفدارای  و   سریھای ٣-١-٢ قضیھ با توجھ بھ :اثبات

یѧѧѧک ایѧѧѧن تظریѧѧѧف ،  ٣-١-٣حѧѧѧال باتوجѧѧѧھ بѧѧѧھ    . مѧѧѧی باشѧѧѧد ،  از  یتظریفѧѧѧ بѧѧѧا   بنѧѧѧابراین نѧѧѧدارد

  . ترکیبی است 

  

 ) مینیمѧѧال( در شѧѧرط ماکسѧѧیمال دراینصѧѧورت اگѧѧر . باشѧѧد یѧѧک گѧѧروه و   فѧѧرض کنѧѧیم  :تعریѧѧف

nnدر شѧرط   صدق کند آن گاه مѧی نویسѧیم     max)(min   دقѧی  صѧد مѧت   . کنѧن حالѧدر ای-    کѧری را یѧس

  .می نامیم سری نرمال 

  

  .صدق کند دارای یک سری ترکیبی است اگر و تنھا اگر در شرط    : ٣-١-۵

 ھای شѧѧѧرطیکѧѧѧی از در ولѧѧѧی لااقѧѧѧل  باشѧѧѧد   بѧѧѧھ طѧѧѧول ترکیبѧѧѧی  دارای یѧѧѧک  فѧѧѧرض کنیѧѧѧد   :اثبѧѧѧات

 زیرنرمѧال    یѧک زنجیѧر نامتنѧاھی از    دراینصѧورت   .نکنѧد صدق  

  :حال زنجیر زیر را در نظر می گیریم. وجود دارد   بھ صورت 

 
بنابراین . خواھد بود در  است، لذا  از   یک زیرگروه  با توجھ بھ اینکھ 

  یک  و   و ھمچنین بین  و  با افزودن جملات مناسب بین 
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وجѧود   بѧا طѧول بیشѧتر از     زیرنرمѧال   ی از ربѧھ ایѧن ترتیѧب یѧک سѧ      .بѧھ دسѧت آورد   برای 

  .صدق می کند در شرط   بھ روش مشابھ ثابت می شود کھ. دارد کھ تناقض می باشد

 نباشѧѧد ترکیبѧѧی دارای ولѧѧی  صѧѧدق کنѧѧد در شѧѧرط  فѧѧرض کنѧѧیم  : بѧѧرعکس

با توجھ بھ فѧرض ایѧن   . را در نظر می گیریم زیرنرمال واقعی   تمام مجموعھ . )فرض خلف(

می باشد، لذا  1G مجموعھ دارای عضو ماکسیمال مانند 
1G

G  ھ   . است گروھیѧھ اینکѧدارای  با توجھ ب

را در   زیرنرمѧال واقعѧی    تمѧام  حѧال مجموعѧھ    نمѧی باشѧد لѧذا     ترکیبѧی  

مѧی باشѧد، لѧذا      ایѧن مجموعѧھ دارای عضѧو ماکسѧیمال ماننѧد      . نظѧر مѧی گیѧریم   
2G

G
و  اسѧت  گروھѧی   

با ادامھ این روند زنجیر نامتناھی بھ صورت با توجھ بھ اینکھ این روند پایان پذیر نمی باشد، لذا  ھمچنین 

تنѧѧاقض  در  ی رسѧѧیم کѧѧھ بѧѧا شѧѧرط    مѧѧ   از زیرگروھھѧѧای زیرنرمѧѧال   

  .است

 یک آن  تنھا اگر ھر صدق می کند  در شرط  یک  :٣- ١-۶

  .متناھی مولد باشد

تنѧاھی  آن باشѧد بطوریکѧھ م    یѧک   و  صدق می کند در شرط  فرض کنیم   :اثبات

Hh بنابراین عضو  . )فرض خلف(مولد نباشد  1    ھѧود دارد بطوریکѧو   . وجѧاره عضѧدوب 

وجѧѧود دارد   ھمچنѧѧین عضѧѧو    .وجѧѧود دارد بطوریکѧѧھ   

ایѧن رونѧد تѧا بینھایѧت      یسѧت لѧذا  تناھی مولد نم چون . بطوریکھ 

  .حاصل می شود کھ تناقض است  از زنجیر صعودی نامتناھی ادامھ می یابد و لذا یک 

صدق  در شرط ولی  متناھی مولد باشد یک   ھر فرض کنیم : برعکس

قرار می  .وجود دارد  از  یک زنجیر نامتناھی بھ صورت بنابراین . کندن

بنابراین عناصر . می باشدمتناھی مولد لذا است و  یک  ، دراینصورت دھیم 

را آنقدر   حال می توان عدد طبیعی . وجود دارند بطوریکھ   

  در  بزرگ اختیار کرد کھ تمام 

nHHبنابراین   . قرار گیرد      تناقض استکھ.   

. مѧѧѧی باشѧѧѧندنسѧѧѧبت بѧѧѧھ توسѧѧѧیع بسѧѧѧتھ  و   ھѧѧѧایویژگی : ٣-١-٧

نیѧز   آنگاه باشند  مفروضدارای ویژگی ھای  و  باشد بطوریکھ  زیرگروه نرمالی از  اگر بعبارت دیگر 

  .ھمین ویژگی را دارد

GNفرض کنیم . می دھیمارایھ   حالتبرھان را برای  :اثبات  و       
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Nفرض کنیم . باشد  یک   و 
N
G  ویژگیاین  صدق کنند ولی  ھر دو در شرط  ,

  از زیرگروھھای   یک زنجیر صعودی نامتناھی مانند بنابراین . نداشتھ باشدرا 

 یک زیرگروه   و نیز   یک زیرگروه    از طرفی .وجود دارد  

  وجود دارد بطوریکھ  می باشد، لذا عدد صحیح مثبت  

  
  . داریم  ١۶-٣- ١حال با توجھ بھ تمرین 

  

  : ۶٨نات صفحھ تمری

  دو تجزیھ برای عدد صحیح     کنیم فرض: ١حل تمرین 

  :قرار می دھیم. باشد

  
  :دنبالھ زیر حاصل می شوددراینصورت 

 
  :داریم کھ  توجھ می کنیم کھ این دنبالھ یک سری ترکیب است زیرا برای ھر عدد 

  می توان سری ترکیب دیگری برای  با شکیل سری مشابھی با اعداد اول .   

درنتیجѧھ     :ھلѧدر ایѧن دو سѧری بایѧد یکریخѧت باشѧند پѧس       -حѧال بѧا توجѧھ قضѧیھ ژردان    . بѧھ دسѧت آورد  

  .بنابراین عامل ھای اول تجزیھ با ھم برابرند 

  :٢حل تمرین 

  :در نظر می گیریم و  سریھای ترکیب زیر را برای 

  
  :حال داریم

  
  :۴حل تمرین 

  :باشد سری زیر یک سری ترکیب برای فرض کنیم 

 
  :خواھد بود سری زیر یک سری ترکیب برای  بنابراین

 
  :درواقع داریم
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  .نیز چنین است گروھی ساده است پس  باتوجھ بھ اینکھ حال 

  

  :٧حل تمرین 

عضو دلخواھی از  ھمچنین فرض کنیم . مجموعھ تمام اعداد اول باشند فرض کنیم 

  :را در نظر می گیریم  دنبالھ نزولی زیر از زیرگروھھای . باشد گروه 

  
  در شرط مینیموم روی زیرگروھھا صدق می کند، لذا عدد طبیعی  با توجھ بھ اینکھ گروه 

  :بنابراین. وجود دارد بطوریکھ 
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  ۵فصل 

  توان  پذیر  و پوچ حلگروھھای 
، بѧدین  یم ھرگѧاه دارای یѧک سѧری آبلѧی باشѧد     پذیر گѧوی حل دراینصورت آن را. یک گروه باشد فرض کنیم  :تعریف

GGGGمعنی کھ یک سری بصورت  n   ...1 گروھھѧای آبلѧی    موجود باشد کھ در آن عوامѧل   10

  .باشند

نیѧѧز دارای سѧѧری   3S ھمچنѧѧین. مѧѧی باشѧѧد G1درواقѧѧع دارای سѧѧری آبلѧѧی  . پѧѧذیر اسѧѧت ھѧѧر گѧѧروه آبلѧѧی حل  :مثѧѧال

331 SA  پذیر استحلمی باشد، لذا یک گروه غیر آبلی. 

اگر  :مثال )4,3)(2,1(u  و )1,4)(4,3)(2,1(v . 4دراینصورتS  41سری  دارای Svu  

  .است

مѧی   طѧول کѧوچکترین سѧری آبلѧی را طѧول مشѧتق       دراینصѧورت  . باشѧد  پѧذیر حلیѧک گѧروه    فرض کنѧیم   :تعریف

   .نامیم

دارای طѧѧول مشѧѧتق  ھمچنѧѧین . باشѧѧد ١دارای طѧѧول مشѧѧتق صѧѧفر مѧѧی باشѧѧد اگѧѧر و تنھѧѧا اگѧѧر از مرتبѧѧھ     بنѧѧابراین 

  .را یک گروه متاآبلی نامند ٢یک گروه با طول مشتق حداکثر . حداکثر یک می باشد اگر و تنھا اگر آبلی باشد

                                           

  .تصویر و توسیع بستھ است ، پذیر نسبت بھ زیرگروهرده تمام گروھھای حل :  ۵- ١-١

GGGGبѧѧا سѧѧری آبلѧѧی    پѧѧذیر حلیѧѧک گѧѧروه   فѧѧرض کنѧѧیم   :اثبѧѧات n   ...1  فѧѧرض کنѧѧیم  . باشѧѧد  10

  :با توجھ بھ دومین قضیھ یکریختی داریمصورت در این. باشد  ی از زیرگروھ

.1 1 1( )i i i i

i i i

G H G H G G
G H G G

   
 


  

  .حلپذیر است است، لذا   یک سری آبلی برای  این نشان می دھد کھ 

GN حال فرض کنیم  . ثابت می کنیم 
N
G برای اینکار توجھ می کنیم کھ. نیز حل پذیر است   

 

  :حال با توجھ بھ سومین قضیھ یکریختی. می باشد کھ در واقع تصویری از 
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 یک سری آبلی برای 
N
G است، لذا

N
Gقسمت سوم قضیھ بدیھی است  .حلپذیر است.  

  . پذیر استحل ،پذیر یک گروهحلدو زیرگروه نرمال حاصلضرب  : ۵-١-٢

 ۵-١-١بنابر  .باشند از گروه پذیر حل دو زیرگروه نرمال و  فرض کنید  :اثبات
NM

M
N

MN


 ذیر  حلѧپ

  . پذیر استنیز حل بنابراین  .است

  

. را پوچتѧوان گѧوییم ھرگѧاه یѧک سѧری مرکѧزی داشѧتھ باشѧد         دراینصورت . یک گروه باشد فرض کنیم  :تعریف

GGGGسѧѧری نرمѧѧال  یعنѧѧی دارای یѧѧک n   ...1 0,...,1بѧѧرای ھѧѧر باشѧѧد بطوریکѧѧھ  10  ni  تھѧѧداش

1)( باشیم

ii

i

G
GZ

G
G

 . می نامیم را رده پوچ توانی  طول کوچکترین سری مرکزی.  

گروھھѧای پوچتѧوان از رده   . ھسѧتند  ١گروھھای پوچتѧوان از رده پوچتѧوانی صѧفر ھمѧان گروھھѧای از مرتبѧھ        :مثال

یѧک  پѧذیر اسѧت زیѧرا ھѧر سѧری مرکѧزی       ھѧر گѧروه پوچتѧوان حل   . ھسѧتند  ١پوچتوانی یک ھمان گروھھѧای از مرتبѧھ   

پѧѧѧذیر  اسѧѧѧت امѧѧѧا پوچتѧѧѧوان نیسѧѧѧت زیѧѧѧرا    حل 3Sمѧѧѧثلاٌ . امѧѧѧا بѧѧѧرعکس آن لزومѧѧѧاٌ برقѧѧѧرار نیسѧѧѧت  . آبلѧѧѧی اسѧѧѧت سѧѧѧری 

1)( 3 SZ) گروه پوچتوان نابدیھی استھر مرکز(.  

GGGGاگر   :تذکر n   ...1   داریمگاه طبق تعریف آن ،باشد یک سری مرکزی برای  10

)(1
00

1

G
GZ

G
G

 . 1پس)(
0


G
GZ  1لذا)( GZ ھ   نتیجھ  بنابراین. باشدѧود کѧر  می شѧ1اگ)( GZ   اهѧآنگ

  .پوچتوان نیست 

 . متناھی پوچتوان است  ھر  :۵-١-٣

دراینصѧورت اثبѧات را بѧھ اسѧتقرا روی مرتبѧھ گѧروه انجѧام مѧی         . متنѧاھی باشѧد  یѧک   فرض کنیم  :اثبات

  .دھیم

||1اگر  G  یم   لذا . است برقرارحکم آنگاهѧرض کنѧ1ف||  nG    رایѧم بѧر     و حکѧھ کمتѧا مرتبѧب

)(1داریم  ١۴-۶-١با توجھ بھ  .درست باشد از  GZ درنتیجھ . ، لذا 

طبق فرض استقرا 
)(GZ

G
  فرض کنیم  .پوچتوان است 

0 11 ...
( ) ( ) ( ) ( )

nG G G G
Z G Z G Z G Z G

     
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یѧѧک سѧѧری مرکѧѧزی بѧѧرای    
)(GZ

G
GGGگѧѧاه آن .باشѧѧد  n  ...1  .اسѧѧت یѧѧک سѧѧری مرکѧѧزی بѧѧرای    0

چون  درواقع

)(

)(
1

1

GZ
G
GZ

G

G
G

i

i

i

i



   نتیجھ می شود ی پوچتوانلذا.  

متنѧاھی بسѧتھ   مسѧتقیم   حاصلضѧرب تصѧویر ھمریخѧت و   ، رده تمام گروھھای پوچتوان نسѧبت بѧھ زیرگѧروه    : ۵-١-۴

  . است

و د نپوچتѧѧѧѧѧوان باشѧѧѧѧѧ و   اگѧѧѧѧѧر حѧѧѧѧѧال  .پѧѧѧѧѧذیر ثابѧѧѧѧѧت مѧѧѧѧѧی شѧѧѧѧѧود قضѧѧѧѧѧیھ حل مشѧѧѧѧѧابھدوم  قسѧѧѧѧѧمت اول و: اثبѧѧѧѧѧات

GGG n   ...1 HHHHو  0 n   ...1 سѧری   ، آنگѧاه  دنباشѧ  و  دو سری مرکѧزی بѧرای    10

1......1 100100  nnnn HGHGHGHGHG     رایѧѧѧѧѧزی بѧѧѧѧѧری مرکѧѧѧѧѧک سѧѧѧѧѧی

  .خواھد بود 

  

  جاگرھا جاب

 را بѧѧا نمѧѧاد  و  دراینصѧѧورت جابجѧѧاگر . باشѧѧند اعضѧѧای  یѧѧک گѧѧروه و  فѧѧرض کنѧѧیم 

نامیѧѧده و بѧѧھ  ٢جѧѧاگر را از وزن ایѧѧن جاب .تعریѧѧف مѧѧی کنѧѧیم نشѧѧان داده و بѧѧھ صѧѧورت 

  آن گاه  2nطور کلی اگر 

]],,...,[[],...,[ 111 nnn xxxxx 
  

  .و  طبق قرارداد  .می نامیم جاگر بھ وزن جابرا یک 

  :حال برخی از خواص مقدماتی جابجاگرھا را بیان می کنیم

Gzyx یک گروه و فرض کنیم  : ۵-١-۵ ,, دراینصورت داریم .دنباش:  

1],,[],,[],,[)4

)],([],[,)],([],[)3

],].[,[],[],,[],[],[)2

],[],[)1

111

1111

1

11

















xzy

xy

zy

yxzxzyzyx
yxyxyxyx

yxzxyzxzyzxzxy
xyyx

  

  .با جایگذاری حاصل می شوند :اثبات

,..., فرض کنѧیم  :تعریف 21 XX    ایѧھ ھѧروه   زیرمجموعѧاتھی گѧند  نѧاگر     .باشѧروه جابجѧورت زیرگѧو  دراینص

  :نشان داده و تعریف می کنیم را با نماد  
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  :تعریف می کنیمگاه آن 2nبھ طور کلی اگر 

]],,...,[[],...,[ 111 nnn XXXXX 
  

بعѧѧلاوه . : داریѧم  ۵-١-۵از  ٢توجѧھ مѧѧی کنѧیم کѧѧھ بѧا توجѧѧھ بѧھ قسѧѧمت     . و 

  .برای سھولت می نویسیم 

GHاگѧѧر حѧѧال . تعریѧѧف مѧѧی کنѧѧیم  ھمچنѧѧین    و

  .می باشد در  بستار نرمال  بنابراین . ، آنگاه 

  :دراینصورت. زیرگروه یک گروه باشند زیرمجموعھ و   فرض کنیم: ۵-١-۶

1)  

2)  

3)  

زیرگروھھای یک گѧروه باشѧند بطوریکѧھ     و   رض کنیمف :۵-١-7 XHYK دراینصѧورت  . ,
HKYXKH ],[],[ . 

  سری مشتق

  :صورت زیر تعریف می شودب  سری مشتق دراینصورت. یک گروه باشد فرض کنیم  :تعریف

...)2()1()0(  GGGG  

],[,],[ آن کھ در  )1()()(1 GGGGGGG nnn  . توجھ می کنیم کھ برای ھر عدد طبیعی  

)1(گروه 

)(

n

n

G
G

  .آبلی است 

GGGاگѧѧѧر   : ۵-١-٨ n   ...1 گѧѧѧاه بѧѧѧѧرای ھѧѧѧѧر  باشѧѧѧѧد آن Gیѧѧѧѧک سѧѧѧری آبلѧѧѧѧی بѧѧѧرای گѧѧѧѧروه حѧѧѧѧل پѧѧѧذیر     0

ni ,...,0 داریمin
i GG )(.  1بویژه)( nG،  است برابر با طول سری مشتق  پس طول مشتق.  

   .ثابت می کنیم i)(روی استقرا  ھحکم را ب :اثبات

GGGGزیراحکم واضح است آنگاه  0iاگر  n  ثابѧت  درسѧت باشѧد    iفѧرض کنѧیم حکѧم بѧرای     حѧال  . 0

  : داریم. نیز برقرار است 1iبرای می کنیم 

)1(
1 )()( 

  inin
ii GGGG  

در واقع رابطھ شمول نھایی از این واقعیت نتیجھ می شود کھ چون 
)1( 



in

in

G
G 1(آبلی است پس()(   inin GG.  

موجѧود باشѧد    عѧدد طبیعѧی    پѧذیر اسѧت اگѧر و تنھѧا اگѧر      حل دراینصѧورت  . یѧک گѧروه باشѧد    فѧرض کنѧیم    :تذکر

)(1کھ بطوری nG.  
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   : سری مرکزی بالایی و پایینی 

  : قرار می دھیم. یک گروه باشد فرض کنیم : تعریف

.]),([)(,],[)( 12 GGGGGG nn    ,)(1 GG   

  :تشکیل می شود زیر از زیرگروھھای بصورت  نزولیسری یک صورت در این 

)...()()( 321 GGGG    

  . استمعروف سری مرکزی پایینی کھ بھ 

(: داریѧم  عѧدد طبیعѧی    کھ برای ھѧر ثابت می شود با استقرا 
)(

(
)(

)(

11 G
GZ

G
G

nn

n







یѧک   Gn)(ھمچنѧین  . 

GGfدرواقѧѧع اگѧѧر   .اسѧѧت  کѧѧاملاً پایѧѧای   زیرگѧѧروه :      اهѧѧد، آنگѧѧواه باشѧѧی دلخѧѧک ھمریختѧѧیم    یѧѧی کنѧѧت مѧѧثاب

)())(( 11 GGf nn    .داریم:  

)()],([)](),([],[,,)( 1 GGGhfgfhgfGhGg nnn    

  .لذا حکم حاصل می شود

  :قرار می دھیم. یک گروه باشد فرض کنیم  :تعریف

 
  :تشکیل می شود زیر از زیرگروھھای صعودی بصورت سری یک صورت این در

 
ولѧی لزومѧاٌ کѧاملاٌ     زیرگروه مشخصھ است ھر توجھ می کنیم کھ . استمعروف  بالاییسری مرکزی کھ بھ 

  .پایا نیست

  .غیربدیھی است دراینصورت مرکز . باشدپوچتوان یک گروه  فرض کنیم  :تذکر

صѧѧѧѧѧѧورت ی بیѧѧѧѧѧѧک سѧѧѧѧѧѧری مرکѧѧѧѧѧѧز در غیѧѧѧѧѧѧر اینصѧѧѧѧѧѧورت  . تمѧѧѧѧѧѧام اسѧѧѧѧѧѧت حکѧѧѧѧѧѧم باشѧѧѧѧѧѧد آبلѧѧѧѧѧѧی  اگѧѧѧѧѧѧر  :اثبѧѧѧѧѧѧات

GGGG n   ...1 11)()(پس . وجود دارد10 GZGZG   1لذا)( GZ.  

GGGGفѧѧѧرض کنѧѧѧیم   :۵-١-٩ n   ...1 در  .باشѧѧѧد یѧѧѧک سѧѧѧری مرکѧѧѧزی بѧѧѧرای گѧѧѧروه پوچتѧѧѧوان     10

  صورت این

)(,11برای ھر  -١ 1   niGG ini  1)(1و بویژه  Gn.  

niGGبرای ھر  -٢ ii ,...,1,)(    و بویژهGGn )(.  

  طول سری مرکزی پایینی = طول سری مرکزی بالایی =  رده پوچتوانی  -٣

   .ثابت می کنیم iاستقرا روی بھ ا حکم ر :اثبات

GGGGآن گاه  1iاگر  n  )(1.  
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1)(با توجھ بھ اینکھ صورت در این .درست باشد iفرض کنیم حکم برای حال 

inin

in

G
GZ

G
G



  لذا  

inin GGG  ],[ لذا خواھیم داشѧت    آنگاه   اگر  در واقع. 1

inin GxgGgx   . پس  

.ininininin GGGGGGGxg   ],[],[],[ 11  

ininii: در نھایت داریم GGGGGG   ],[]),([)( 11 .  

  : ٢اثبات 

طѧول سѧری پѧایینی و طѧول سѧری      ، اگѧر گروھѧی پوچتѧوان باشѧد     درواقѧع . نتیجѧھ مѧی شѧود    ٢و  ١از قسѧمت  : ٣اثبات 

  .بالایی با ھم برابر استو مرکزی 

شѧامل دو   اگر زیرگѧروه نرمѧالی از    .باشند سھ زیرگروه و  ، فرض کنیم :  )لم سھ زیرگروه( ۵-١-١٠

],,[,],,[,],,[از بѧѧین زیرگروھھѧѧѧای  زیرگѧѧروه جابجѧѧѧاگر   LKHHLKKHL دѧѧѧاه  باشѧѧروه  ، آنگѧѧѧامل زیرگѧѧѧش

  .سومی نیز خواھد بود

],,[گروه  ٧-١-۵باتوجھ بھ  :اثبات LKH کل   توسطѧمزدوج ھای جابجاگر بھ ش ],,[ 1 lkh      ھѧردد کѧی گѧد مѧتولی 

LlKkHh در آن  جѧاگر  دو جابجاگر از سھ جابزیرگروه نرمالی شامل اگر  ۵-١-۵با توجھ بھ  حال. ,,

],,[,],,[,],,[ 111 lkhkhlhlk   ،خواھد بودچنین سومی نیز باشد.  

  

  :داریم برای اعداد صحیح مثبت صورت در این. یک گروه باشد فرض کنیم  : ۵-١-١١

.
)(
)(

)
)(

()4

,)()](),([)3

).())(()2
).()](),([)1

G
G

G
G

ijGGZG
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GGG

j
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j
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ijji
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
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













 

2)(صورت در این. یک گروه باشد فرض کنیم  :۵-١-١٢
)( GG i

i  . داکثر   اگر بھ ویژهѧپوچتوان از رده ح

c 1حداکثر  گاه طول سری مشتق آن ،باشد][log2 c خواھد بود.  

  :در واقع با استفاده از استقرا داریم. نتیجھ می شود ٢، قسمت ١١-١-۵بخش اول از : اثبات

.1)()())(()(],[ 12222
1

1  


 GGGGGGG n
iiii

ii   

دراینصѧورت بѧا     .باشد طول رده مشتق  ھمچنین فرض کنیم  .باشد از رده پوچتوان  حال فرض کنیم 

)()(1  :داریم فرض  12
)(   GGG c

i
i  . کوچکترین چنین عدد  

log2][1برابر  c  است کھ در آن  
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دراینصѧѧѧورت . آن باشѧѧѧدزیرگѧѧѧروه نرمѧѧѧال غیربѧѧѧدیھی   یѧѧѧک  و پوچتѧѧѧوان یѧѧѧک گѧѧѧروه    فѧѧѧرض کنѧѧѧیم  : ۵-٢-١

1)(  GN .   

GGcکѧھ  بطوریوجѧود دارد   c عѧدد صѧحیح مثبѧت    باتوجھ بѧھ فѧرض   :اثبات )( .     ونѧددی چѧابراین عѧ1بنi 

)(1موجѧود اسѧѧت کѧѧھ    GN i . یمѧѧرض کنѧѧذا  فѧѧد، لѧѧددی باشѧѧین عѧѧوچکترین چنѧ1)(1 ک   GN i . الѧѧح

]),([)(1داریѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧم   1   GNGGN ii   و)()( 1 GNGN i   . ابراینѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧبن

1)()(. 1  GNGN i  

  .ھر زیرگروه نرمال مینیمال از یک گروه پوچتوان در مرکز گروه قرار دارد : ۵-٢-٢

)(1صورت در این. باشدآن یرگروه نرمال مینیمال ز و یک گروه  فرض کنیم  :اثبات  GN .  یѧاز طرف 

)(GN  ال زیرѧѧروه نرمѧѧت  گѧѧس اسѧѧال پѧѧودن  مینیمѧѧبNGN  )(.  ابراینѧѧبنNGN  )( . 

GN)(پس   .  

ACA)(دراینصورت. باشد  پوچتوانگروه یمال سی ماکزیرگروه نرمال آبلیک   فرض کنیم : ۵-٢-٣ G.  

ACCA)(لذا آبلی است  چون : اثبات G .    یمѧرض کنѧال فѧح )(ACA G .   ورتѧدراینص
A

ACG  یѧک  )(

پوچتوان  ز گروهزیرگروه نرمال غیربدیھی ا
A
G داریم ١-٢-۵خواھد بود لذا طبق:  

 
 مѧѧѧѧی کنѧѧѧѧیم کѧѧѧѧھحѧѧѧѧال توجѧѧѧѧھ  Ax,  یѧѧѧѧروه آبلѧѧѧѧک زیرگѧѧѧѧھ  یѧѧѧѧت کѧѧѧѧرا  اسѧѧѧѧد زیѧѧѧѧی باشѧѧѧѧز مѧѧѧѧال نیѧѧѧѧدر آن نرم

بنابراین   Ax, ولی . می باشد شامل است کھ   نرمال یک زیرگروه آبلی  

AAxیمال است پس سماک چون     .تناقض استیک کھ  Ax لذا ,

  

بѧھ ترتیѧب از رده    گروھѧی ماننѧد   پوچتوان و زیرگروھھای نرمال  و  فرض کنیم  ):قضیھ فیتینگ( ۵-٢-٨ 

MNL دراینصورت .دنباش و   یپوچتوانھای    پوچتوان از رده حداکثر نیزdc  خواھد بود.  

1)(نشان می دھیم کھ بھ استقرا روی  :اثبات Li  ای جاب  بصورتѧربی از زیرگروھھѧورت    حاصلضѧھ صѧاگر بѧج

],...,[ 11 iXX  است کھjX برای اینکار داریم. ھستند یا  ھا برابر:  
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1اگѧر  حال  dci اه  آنѧارت  گѧدر عب],...,[ 1 iXX ،    دادѧھ تعѧ1بc    اѧار یѧ1، بd     دهѧرار شѧار تکѧب

],...,[پس  .است 1 iXX  1)(باید شامل Mc  1)(یا Nd   تند  ١باشد کھ ھر دوѧذا   .ھسѧ1ل],...,[ 1 iXX   سѧپ

1)( Li   از رده حداکثرپوچتوان  یعنیdc  است.  

    :زیرگروھھای فیتینگ

را  زیرگروھھای نرمال پوچتوان شده توسط  تولیدروه زیرگدراینصورت . یک گروه باشد  فرض کنیم :تعریف

  .نشان می دھیم نامیده و با  تینگ زیرگروه فی

  گѧاه  یمال بѧرای زیرگروھھѧای نرمѧال صѧدق کنѧد آن     سѧ در شѧرط ماک متناھی باشѧد یѧا   یک گروه  اگر  :تذکر

کѧوچکترین   شѧامل  گѧاه  ن حلپѧذیر باشѧد آ   اگѧر  ھمچنѧین   .خواھد بѧود  از پوچتوان و زیرگروه نرمال یک 

  .غیربدیھی است پذیر بنابراین در یک گروه حل ،است جملھ غیربدیھی سری مشتق 

برابر با اشتراک تمام مرکزسازھای عوامѧل   دراینصورت . یک گروه متناھی باشد  فرض کنیم: ۵-٢-٩

  . است اصلی 

  فرض کنیم : اثبات

 

  

قѧѧѧرار مѧѧѧی دھѧѧѧیم   .باشѧѧѧد اصѧѧѧلی یѧѧѧک سѧѧѧری   
1

0

1 )(





n

i i

i
G G

G
CI .ر  در اینѧѧѧرای ھѧѧѧورت بѧѧѧ1,...,1ص  ni 

iiداریم GIG  ],[ ,1اگر در واقع . 1  iGgIx گاه آن  

.iii GgxxgxggxGxgG   11],[  

1)(1 نتیجѧѧѧѧھ مѧѧѧѧی شѧѧѧѧود  بنѧѧѧѧابراین  In  سѧѧѧѧپI  وانѧѧѧѧتپوچتѧѧѧѧین . اسѧѧѧѧھمچنI ت درѧѧѧѧال اسѧѧѧѧابراین  . نرمѧѧѧѧبن

 .  

GFG با توجھ بھ اینکھبرعکس  ],[ ایجاب می کنѧد کѧھ    در 1G نرمال مینیمال بودن  ، لذا و 1

11 ],[ GFG   1یا],[ 1 FG . 11اگر ],[ GFG  ھ    عدد گاه آنѧود دارد بطوریکѧ11)(1وج   FG c   ھѧک

],[1بنѧابراین   .)بѧدیھی نیسѧت   1Gزیѧرا  (تنѧاقض اسѧت    1 FG   ذاѧو ل)(
2

1

G
GGF G.     ѧب بѧین ترتیѧھ ھمѧتقرا   ھبѧاس
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مѧѧѧѧѧѧѧѧی تѧѧѧѧѧѧѧѧوان نشѧѧѧѧѧѧѧѧان داد کѧѧѧѧѧѧѧѧھ   iروی 
1

1

G
FG

در مرکزسѧѧѧѧѧѧѧѧاز  و در نتیجѧѧѧѧѧѧѧѧھ  
i

i

G
G 1 رار داردѧѧѧѧѧѧѧѧابراین  .قѧѧѧѧѧѧѧѧبن


1

0

1 )(





n

i i

i
G G

GCF.  

را زیرگѧѧروه  یمال سѧѧاشѧѧتراک تمѧѧام زیرگروھھѧѧای ماک  دراینصѧѧورت. یѧѧک گѧѧروه  باشѧѧد   فѧѧرض کنѧѧیم   :تعریѧѧف

 :قرار می دھیم گاهنداشتھ باشد آنیمال سزیرگروه ماک اگر  .نمایش می دھیم نماد نامیده و با  فراتینی 

.  

  .: مثال

  از  نامولد گѧوییم اگѧر بѧرای ھѧر زیرمجموعѧھ      یک را  Ggعضو . یک گروه  باشد  فرض کنیم :تعریف

از رابطھ  XgG نتیجھ شود , XG.  

  

در نامولѧد   یدقیقاً متشکل از اعضѧا  دراینصورت . یک گروه  باشد  فرض کنیم :) فراتینی( ۵-٢-١٢

  .است 

GXگѧѧѧاه نامولѧѧѧد نباشѧѧѧد آن  gاگѧѧѧر  . دلخѧѧѧواه باشѧѧѧد   فѧѧѧرض کنѧѧѧیم  : اثبѧѧѧات     ھѧѧѧت کѧѧѧود اسѧѧѧموج

 XgG اما  , XG.  بنابراینX روه      زیرگروه سرهѧھ زیرگѧت و در نتیجѧماکاس ѧاز  یمال س 

MX با شرط   یمال     توجھ می کنیم کھ . موجود است وѧروه ماکسѧک زیرگѧت  یѧع  . اسѧدر واق

 کѧھ تنѧاقض اسѧت پѧس      و لѧذا    ، آنگѧاه  باشد بطوریکѧھ   زیرگروھی از  اگر 

  .کھ تناقض است  لذا   حال با توجھ بھ اینکھ . است یک زیرگروه ماکسیمال 

 از  یمال سماکصورت زیرگروه در این . بطوریکھ  نامولد نباشدیک    فرض کنیم : بالعکس

GMgو لѧذا   Mgموجود است کھ   GMپѧس  اسѧت،  نامولѧد  یѧک   ولѧی   . ,    ذاѧھ   لѧک

  .تناقض استیک 

  :در اینصورت .گروه متناھی باشدیک  فرض کنیم : ۵-٢-١٣

دراینصѧѧѧورت اگѧѧѧر  . زیرگروھѧѧѧی دلخѧѧѧواه باشѧѧѧد   و نیѧѧѧز  یѧѧѧک زیرگѧѧѧروه نرمѧѧѧال از    فѧѧѧرض کنѧѧѧیم  )١

  .آنگاه   

 .آنگاه  اگر  )٢

ھمچنѧѧین تسѧѧاوی زمѧانی برقѧѧرار اسѧѧت کѧѧھ داشѧѧتھ   . ، آنگѧѧاه اگѧر    )٣

 .باشیم 

 ، آنگاه زیرگروه باشد، بطوریکھ  یک زیرگروه نرمال و آبلی گروه  اگر  )۴

  و  وجود دارد بطوریکھ   از 

عضو مینیمال  فرض کنیم  . تعریف می کنیم   را بصورت مجموعھ ) ۴( :اثبات

بنابراین  و  ھمچنین  آبلی است، لذا  ھ بھ اینکھ با توج. این مجموعھ باشد
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HFratAH)(حال اگر .   1،  ١گاه طبق قسمت آن)(  AGFratAH 

1 لذا AH بطوریکھ  وجود دارد  از  در غیر اینصورت زیرگروه ماکسیمال  .و حکم ثابت می شود

  :بنابراین. 

 
  .دارد کھ  این تناقض با مینیمال بودن  

  سیلوی یک زیرگروه  و  از گروه  زیرگروه متناھی و نرمال یک   فرض کنیم :۵-٢-١۴

HPNG دراینصورت. باشد G )(.  

HHggPggPصورت در این ، Ggفرض کنیم : اثبات g    سیلوی یک زیرگروه  و  11

  . کھ بطوریموجود است  Hhبا توجھ بھ قضیھ سیلو لذا . است

1)(در نتیجھ   PNgh G  لذاHPNhghg G )(.1   .  

  :در اینصورت .باشد گروهیک  فرض کنیم  : ٢-١۵-۵

GHGFrat باشد بطوریکھ از  متناھییک زیرگروه  رض کنیم ف )١ )(  و
)(GFrat

H
. پوچتوان باشد 

  . گاه پوچتوان استمتناھی باشد آن بویژه اگر  . پوچتوان است  دراینصورت

  :است شامل بصورت زیر تعریف می کنیم کھ   بنام  از جدید زیرگروھی  )٢

.)
)(

(
)(
)(

GFrat
GFit

GFrat
GFratF

  

برابر  با حاصلضرب تمام زیرگروھھѧای    ھمچنین . گاه متناھی باشد آن اگر 

  . است نرمال مینیمال آبلی 

نرمѧال   در  دھѧیم  نشѧان  کѧافی اسѧت    ۴-٢-۵با توجھ بѧھ  . باشد سیلوی یک زیرگروه   فرض کنیم :اثبات

HPFKو  فرض کنѧیم  . است  .ورت  در اینѧیھ     صѧھ قضѧھ بѧا توجѧروه   ١٨-۶-١بѧک    گѧی

زیرگѧروه   بنѧابراین   . اسѧت   زیرگروه مشخصھ     لذا  پوچتوان است  بوده و چون  سیلوی زیرگروه 

GHبѧѧѧѧѧѧѧوده و چѧѧѧѧѧѧѧون   مشخصѧѧѧѧѧѧѧھ    سѧѧѧѧѧѧѧپGK .  الѧѧѧѧѧѧѧھ  حѧѧѧѧѧѧѧھ بѧѧѧѧѧѧѧا توجѧѧѧѧѧѧѧت  ١۴-٢-۵بѧѧѧѧѧѧѧواھیم داشѧѧѧѧѧѧѧخ 

FPNKPNG GG )()(  کھ ایجاب می کند )(PNG G. داریم در نتیجھ GP .  

. پوچتѧѧوان اسѧѧت  و بѧѧا جایگѧѧذاری آن در قسѧѧمت قبѧѧل نتیجѧѧھ مѧѧی شѧѧود      فѧѧرض کنѧѧیم  ) ٢اثبѧѧات 

 و چون عکس رابطھ شمول ھمواره برقرار است لذا خواھیم داشت  ھمچنین داریم 

  .حال برای اثبات قسمت نھایی می توان فرض کرد 

نرمال بوده و در نتیجھ  یمال سیرگروه ماکھر ز ۴-٢-۵با توجھ بھ  صورت در این قرار می دھیم 

  از اینرو .دارای شاخص اول است
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حاصلضرب تمام زیرگروھھای مینیمѧال نرمѧال آبلѧی     فرض کنیم  . است ١زیرا زیرگروه مشتقش  آبلی است لذا 

وجѧѧѧѧѧود دارد بطوریکѧѧѧѧѧھ  زیرگѧѧѧѧѧروه  ١٣-٢-۵بѧѧѧѧѧا توجѧѧѧѧѧھ بѧѧѧѧѧھ     بѧѧѧѧѧدیھی اسѧѧѧѧѧت کѧѧѧѧѧھ  . باشѧѧѧѧѧد 

بنѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧابراین . لѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧذا  آبلѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧی اسѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧت چѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧون حѧѧѧѧѧѧѧѧѧال  . 

مѧѧѧی توانѧѧѧد شѧѧѧامل  نو چѧѧѧون زیرگѧѧѧروه نرمѧѧѧال   از طرفѧѧѧی   .

  .درنتیجھ  باشد، لذا  زیرگروه نرمال مینیمالی از 

  

  

  

  

  :١٣۴صفحھ تمرینات 

},...,{فѧѧѧѧرض کنѧѧѧѧیم   :۶تمѧѧѧѧرین حѧѧѧѧل  1 nxx    الѧѧѧѧد مینیمѧѧѧѧک مولѧѧѧѧروه  یѧѧѧѧد گѧѧѧѧورت    .باشѧѧѧѧرض  در اینصѧѧѧѧا فѧѧѧѧب

نتیجѧѧѧѧѧѧھ مѧѧѧѧѧѧی دھѧѧѧѧѧѧد   بѧѧѧѧѧѧودن مجموعѧѧѧѧѧѧھ مولѧѧѧѧѧѧد   مینیمѧѧѧѧѧѧالولѧѧѧѧѧѧی  داریѧѧѧѧѧѧم  

 نامولد نیست یعنی یک  پس .   
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٣٧ 
 

  ۶فصل 

  گروھھای آزاد و حاصلضربھای آزاد
}:{فرض کنیم  :تعریف G ی   . خانواده ای از گروھھا باشدѧیک حاصلضرب آزاد برای این خانواده گروھ

و ھѧѧر خѧѧانواده  از ھمریختѧѧی ھاسѧѧت بѧѧھ طوریکѧѧھ بѧѧرای ھѧѧر گѧѧروه     خѧѧانوادهھمѧѧراه بѧѧھ  چѧѧون 

HGھمریختی یکتѧای    :    تѧود اسѧھ  بطوریموجѧایی    .   کѧاگرام زیرجابجѧی دیѧیعن

   .است

 
  

}|:{ماننѧѧد  خѧѧانواده ای از گروھھѧѧا   بѧѧرای  دو حاصلضѧѧرب آزاد   Gو  اگѧѧر  : ۶-٢-١ G  ѧѧاه  آن، د نباشѧѧگ

GG .  

}:{حاصلضѧѧرب آزاد بѧѧھ ھمѧѧراه خѧѧانواده    فѧѧرض کنѧѧیم  : اثبѧѧات GGL   وG   راهѧѧھ ھمѧѧرب آزاد بѧѧحاصلض

}:{خانواده  GG       ایѧای یکتѧی ھѧف ھمریختѧباشد با توجھ بھ تعری  موجودنѧد کѧھ بѧرای ھѧر      ,

  . دیاگرام زیر جابجایی است
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  . طبق تعریف تنھا تابعی است کھ دیاگرام را جابھ جایی کند GIاما 

 
  

GG II    پس  .یکریختی است ,

www.m
jabrpnu.blogfa.com

     Em
ail:m

jabrpnu@
gm

ail.com

www.m
jabrpnu.blogfa.com

     Em
ail:m

jabrpnu@
gm

ail.com

www.mjabrpnu.blogfa.com

