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   ١فصل 

  :یادآوریھا
ورت ھر   .یک گروه باشد   فرض کنیم  :تعریف ی   دراینص GGfھمریخت :     امیم ی می ن ک درونریخت  .را ی

  .نشان می دھیم GEnd)(باکھ  می دھد یک گروهبا عمل ترکیب توابع تشکیل  ریختی ھای ام درونمجموعھ تم

د      ریختی درون :تعریف ویی باش اه دوس امیم ھرگ ام    .را یک خودریختی می ن ھ تم ود مجموع ک   ریختی ھای  خ ی

  .نشان داده می شود GAut)(است کھ با  GEnd)(زیرگروه 

ت  دراینصورت  و  یک گروه فرض کنیم  :تعریف GGfنگاش a :    ا ضابطھ  ب

ی      .می نامیم را یک خودریختی داخلی  خودریختی  .یک خودریختی است ودریختی ھای داخل ام خ مجموعھ تم

 . نشان می دھیم را با  گروه 

یم   .یک گروه باشد فرض کنیم  :تعریف ودریختی روی     فرض کن ک خ GHو  ی   د ورت  در این .باش  ص

HHfپایا می نامیم ھرگاه  را تحت  )(.  

ھ    دراینصورت  .باشدیک زیرگروه آن  و یک گروه  فرض کنیم  :تعریف امیم    را زیرگروه مشخص می ن

  .پایا باشد تحت تمام خودریختی ھای  ھرگاه 

  .است اگر و تنھا اگر ھر خودریختی داخلی پایا باشد زیرگروه نرمالیک  : تذکر

می   کاملاٌ پایایزیرگروه یک را  دراینصورت  .باشدیک زیرگروه آن  و یک گروه  فرض کنیم  :تعریف

  .پایا باشد ریختی ھای درونتحت تمام  نامیم ھرگاه 

ون     .یک گروه باشد   فرض کنیم  :تعریف وچکترین عددی چ رای ھر     ک ھ ب را  1nx داشتھ باشیم   Gxک

  .می نامیم نمای 

  .است از نمای  گروه  :مثال

ھ ھر     را یک  دراینصورت  .عددی اول باشد یک گروه و   فرض کنیم  :تعریف اه مرتب نامیم ھرگ

   .باشد توانی از آن عضو 

رین  یم   :تم رض کن ک   ف د   ی اھی باش ورت  .متن دد دراینص ی   ع ھ     طبیع ود دارد بطوریک وج

  

GGیک مجموعھ و   ،یک گروه فرض کنیم  :تعریف :  دراینصورت  .باشدیک تابع  

),,(سھ تایی  G   را یک گروه اپراتوری راست می نامیم ھرگاه برای ھر   ت ),(نگاش  gg  

),(بھ جای آنگاه معلوم باشد  تابع  اگر .باشد از ریختی یک درون  g  ت   . می نویسیم ن حال را  در ای

  .را دامنھ اپراتوری می نامیم  نامیده و  یک 
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ال یم  : مث رض کن د   ف روه باش ک گ رفتن     .ی ر گ ا در نظ ورت ب وان   دراینص ی ت واره را  م ک ھم ی

وم گروه در نظر       گروه اپراتوریبنابراین مفھوم . در نظر گرفت  وان تعمیمی از مفھ را می توان بھ عن

  .گرفت

می نامیم   را یک  دراینصورت  .باشدزیرگروھی از آن  و یک گروه  فرض کنیم  :تعریف

  .داشتھ باشیم     و ھر Hhھرگاه برای ھر 

ک    یک گروه مانند  ھر تعداد از  اشتراک :تذکر اره ی ت  دوب ابراین می   . اس بن

ورت   از  تولید شده توسط زیرمجموعھ ناتھی  توان مفھوم    اشتراک را بص

 :بھ راحتی ثابت می شود کھ. نشان داده می شود تعریف کرد کھ با نماد  شامل  

  
 

ل    .باشد نرمال از آن  یک  و یک گروه  فرض کنیم  :تعریف ورت  عم  دراینص

  .تعریف می شود و  برای ھر   بصورت  خارج قسمتی 

ف  یم   :تعری رض کن ورت    .دنباش  دو و  ف کدراینص د    ی ک  مانن ی

و        رای ھر عض ھ ب ت بطوریک ام   . داشتھ باشیم     و  ھمریختی اس ھ تم مجموع

  .نشان می دھیم ھا را با نماد  

  

ی یھ اول یکریخت رای  قض یم : ب رض کن یم  .دنباش دو  و  ف رض کن ک  ف ی

 دراینصورت . پوشا باشد 

ان  ھ   :برھ ھ اینک ھ ب ا توج ی       ب ک یکریخت ی، ی یھ اول یکریخت ھ قض ا ب ذا بن ت ل ا اس ی پوش ک ھمریخت ی

یم    داریم  وجود دارد بطوریکھ برای ھر   ک   ثابت می کن ی

  :لذا ثابت می کنیم . است یک زیرگروه نرمال  برای اینکار ابتدا ثابت می کنیم  .است 

 
 :داریم یک  و  یک  حال با توجھ بھ اینکھ 

  
ھ    ات اینک رای اثب ال ب ک  ح یم    ی ی کن رض م ت، ف یم   . اس ت کن ت ثاب افی اس ک

 .  

  :داریم

 

 
  .بنابراین حکم حاصل می شود
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  بھ ھمراه نگاشت گاه آن ، راست باشدمدول  یک و  حلقھیک    گر ا :مثال

وری      . گروه اپراتوری است یک  با ضابطھ  ای اپرات ت خاصی از گروھھ دولھا حال بنابراین م

  .ھستند

است اگر درونریختی ھا از  یک  دراینصورت  و  یک گروه  فرض کنیم  :مثال 

  :در واقع داریم. راست بھ گروه بطور طبیعی عمل کنند

)(),(
:

gffg
GG







  

  .باشد  کاملاٌ پایایزیرگروه خواھد بود ھرگاه یک   یک   دراین حالت

ک     یک  دراین حالت  و  یک گروه  فرض کنیم  :مثال اه ی خواھد بود ھرگ

  .باشد  مشخصھزیرگروه 

ک      یک  دراین حالت  و  یک گروه  فرض کنیم  :مثال اه ی ود ھرگ خواھد ب

ی جابجا می     توجھ می کنیم کھ در این حالت یک . باشد  نرمالزیرگروه  با ھر خودریختی داخل

  .است  ھمان بستار نرمال ھمچنین . شود
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 ٢فصل 

    ) نمایش(گروه آزاد و معرف 
 .باشد یک  نگاشت نیز یک گروه و    یک مجموعھ غیر خالی و  فرض کنید  :تعریف

نگاشت ھر و  گروه  آزاد گوییم ھرگاه برای ھر  را روی  یا بطور دقیقتر  صورت دراین
GX :  ھمریختی یکتایGF :  بعبارت دیگر دیاگرام  .    بطوریکھموجود باشد

  :زیر جابجایی باشد
 

 
 

 .یک گروه را آزاد گوییم ھرگاه روی یک مجموعھ آزاد باشد :تعریف

  .یک بھ یک است آزاد باشد آن گاه روی  بھ ھمراه نگاشت  اگر  :تذکر

Fyxفرض کنیم . اثبات بھ برھان خلف انجام می گیرد :اثبات ,  بطوریکھyx  حال    ولی

یم  رض کن ی   G ف ھ گروھ د ک داقل  باش د  دارای ح ایز مانن و متم 12دو عض , gg د ت  .باش GXنگاش :  را

ھ  یم ک ی کن ف م وری تعری ھ. ط ھ ب ا توج ربفرد  ب ی منحص روه آزاد ھمریخت ف گ تعری

GF :  کھ نتیجھ می دھد موجود است کھ:  

 
 .کھ تناقض است

یم   .آزاد باشدروی  بھ ھمراه نگاشت  فرض کنیم :تذکر ت   ھمچنین فرض کن نگاش

ت   با توجھ بھ اینکھ . شمول باشد ک اس ذا  یک بھ ی وان   . ، ل ھ می ت آزاد  روی را  درنتیج

وان    . فرض کرد واره می ت ھ     بنابراین در تعریف گروه آزاد ھم وان زیرمجموع ھ عن ین  . فرض کرد   را ب ھمچن

  .است برابر  بھ  جابجایی دیاگرام نیز بھ معنی این است کھ تحدید نگاشت 

ذکر  یم  :ت ت    فرض کن راه نگاش ھ ھم دروی  ب ھ      .آزاد باش ود ک ی ش ت م ی ثاب ھ راحت ورت ب دراینص

  .است یک مولد برای  

وی    روی  گروه اعداد صحیح  :مثال ک عض ھ ت ا  آزاد  مجموع ت  ب ھ    نگاش  ک

د ی باش ر . م ع اگ GXدر واق :  ت ک نگاش واه و ی ت    دلخ اه نگاش د آنگ را  باش

ورت  یم    بص ی کن ف م ورت  . تعری ک  دراینص ت و  ی ی اس م ھمریخت   :داری

  . در نتیجھ . 

  :داریم آنگاه برای ھر عدد صحیح مثبت    گاشت دیگری باشد کھ ن حال 
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)()(:داریم ترتیب برای ھر عدد صحیح مثبت بھ ھمین  nn    پس .  

  . تک عضوی آزاد استای روی مجموعھ  گاه آن ،یک گروه دوری نامتناھی باشد اگر  بنابراین

  

  

 : ھای آزادگروھساختن 

ود              ر وج ن نقص در قضیھ  زی ع ای رای رف ذا ب ود، ل ھ نمی ش اثبات وجود یک گروه آزاد از تعریف گروه آزاد نتیج

  .کنیمچنین ساختاری را بیان می 

 موجودند کھ  نگاشت یک و  یک گروه مانند  مجموعھ ای ناتھی باشد آن گاه اگر :  ٢-١-١

 بعلاوه . آزاد است را روی 

اد باشد کھ  با عدد یک مجموعھ دلخواه ھم 1Xفرض کنیم  :اثبات }|{آنرا با نم 11 XxxX   )1x   ا تنھ

ت  اد اس ک نم یم) ی ی دھ ان م ورت  . نش ھ ص ی ب ر ش nھ
nxxw  ...1

1  ول ھ ط ھ ب ک کلم امیم  nی ی ن ھم  در آن ک

ر  ا    0nاگ فر را ب ول ص ھ ط ی ب ت تھ د نگاش یم ١باش ی دھ ان م ال  .نش ح

ھ   یم       W(X)مجموع ی کن ف م ر تعری ورت زی ھ ص )(}...|,1{را ب 1
1  iin XxxxwXW n .  ر اگ

n
nxxw  ...1

11   وn
nyyw  ...1

12    ت در اه  W(X)دو لغ د آن گ ھ   21wwباش ذاری ب م گ ار ھ یلھ کن ھ وس را ب

nnصورت 
nn yyxxww  ...... 11

1121   وس ورت  و معک 1را بص
1

1
1 ...    xxw n

n     یم ین .تعریف می کن  ھمچن

11 قرار می دھیم 1 . رابطھ ھم ارزی روی یک  حالW(X)  دو لغت کھ بھ صورت زیر تعریف می کنیمw  وv 

  :رسید با انجام تعداد متناھی عمل بصورت زیر بھ  ھرگاه بتوان از  ز باشند را ھم ار

xxیا  1xxاضافھ کردن ) الف 1 کھXx.  

xxیا  1xxحذف کردن ) ب 1 کھXx.   

یم   را با  کلاس ھم ارزی  .ھم ارزی است یک رابطھ این رابطھ بھ راحتی ثابت می شود کھ   و نشان می دھ

ھ   در این  حال . باشد W(X)کلاس ھای ھم ارزی فوق روی مجموعھ تمام  Fفرض کنیم  مجموعھ عمل ضرب را ب

  ملاحظھ می کنیم کھ . تعریف می کنیم   صورت

  :آنگاه داریم و  اگر 

 

  
در نتیجھ عمل .  یعنی  و این بدان معنی است کھ  بنابراین 

  :ھمچنین داریم. ضرب خوشتعریف است

 
  ھمچنین این عمل شرکت پذیر است زیرا 
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 ھمان  عضو خنثی گروه و معکوس ھر کلمھ  ھمراه با عمل فوق یک گروه بوده کھ  بنابراین 

تعریف می  را بصورت  برای اینکار نگاشت . آزاد است  حال ثابت می کنیم  .است

GXدلخواه و یک گروه  Gرض کنیم ف. آزاد است را روی   ثابت می کنیم .کنیم :  یک نگاشت

  صورتبرا    ابتدا نگاشت باشد

 :  حال تعریف می کنیم . تعریف می کنیم

  

  
 و  حال چون عناصر مانند . آنگاه  خوشتعریف است زیرا اگر  اولا 

  .پس  است لذا  ١برابر  در 

 :ھمریختی است زیرا ثانیا 

  

  
 :زیرا ھمچنین 

  
ولی با توجھ . آنگاه  نگاشت دیگری باشد کھ  بالاخره توجھ می کنیم کھ اگر 

  . لذا  و   بھ اینکھ 

  لغات تحویل یافتھ 

یچ   را تحویل یافتھ گوییم ھرگاه   روی مجموعھ  لغت  :تعریف ا   1xxشامل ھ xxی 1   ھ د  Xxک  .نباش

  .لغت تھی را بنا بھ قرارداد تحویل یافتھ می گیریم

  .یافتھ یکتاست شامل یک لغت تحویلھر کلاس ھم ارزی  :٢-١-٢

اه   گر ا. باشد یک کلاس ھم ارزی وابستھ بھ فرض کنیم کلاس : اثبات  تحویل یافتھ باشد آن گ

xxیا  1xxموجود استکھ  Xxتحویل یافتھ نباشد آن گاه  اگر . حکم تمام استو 1  ظاھر شده است  در

ھ می     این عبارت ھا را از  ل یافت حذف می کنیم با تکرار این روند پس از تعداد متناھی مرتبھ بھ یک لغت تحوی

12ھم ارز است اگر  رسیم کھ با  ,vv  ھ        دو لغت تحویل یافتھ در کلاس اھی مرتب دادی متن ا تع اه ب باشند آن گ

xxیا  1xxکردن اضافھ یا کم  1  1می توان از یکی بھ دیگری رسید چون ھر دو تحویل یافتھ اند و شاملxx   ا ی

xx 1  21نیستند پس vv  خواھد بود.  
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   لرمانشکل 

ر   اه آن اگ د   گ ھ مانن ل یافت ت تحوی ک لغ امل ی nش
nxxw  ...1

1  س ت پ ف اس ھ تعری ا ب بن

nضرب
nxxW  ]...[][][ 1

1   ال امیم    این نمایش را فرم نرم رای سادگی    .می ن ا    ب نشان می    را ب

 صورت ب لذا ھر عضو . دھیم

 
   

بھ دارای نمایش یکتای  Ggاگر ھر  .باشداز آن ناتھی زیرمجموعھ ای  یک گروه و  Gکنیم فرض  : ٢-١-٣

  صورت

 
  .آزاد است روی  گاه باشد آن 

با توجھ بھ خاصیت مدول آزاد نگاشت  .آزاد باشدروی   شمول بھ ھمراه نگاشت فرض کنیم  :اثبات

ت   با توجھ بھ اینکھ . نگاشت شمول استوجود دارد بطوریکھ    لذا نگاش

یعنی   بنابراین . یک بیک است از طرفی چون نمایش ھر عضو بصورت فرمال یکتاست لذا . پوشاست

  .آزاد است روی 

یم : ٢-١-۴ رض کن ت    FF,21ف راه نگاش ھ ھم ب ب ھ ترتی 12روی  ب , XX ورت در این . دنآزاد باش ص

   اگر و تنھا اگر 

  )لزوم( :اثبات

||||ابتدا فرض کنیم  21 XX   21حال چون  .موجود است پس یک تابع دوسویی,FF     ھ ب ب ھ ترتی ب

12روی   ھایھمراه نگاشت , XX  وجود دارند بطوریکھ دیاگرام  و  ، لذا ھمریختی ھای دنباشمی آزاد

  :ھای زیر جابجایی ھستند

 

 

 

 

 

  :لذا دیاگرام زیر نیز جابجایی است. :طرفی داریم از 
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انی روی      ت ھم وق توسط نگاش ن            حال با توجھ بھ اینکھ دیاگرام ف ایی ای ھ یکت ھ ب ا توج ذا ب ود ل ز جابجا می ش نی

ت   ھ   . نگاش ود ک ی ش ت م ابھ ثاب ق مش ھ طری ھ  ب ی   در نتیج ر دو یکریخت ھ

  درنتیجھ . ھستند

  .٧تمرین  :کفایت

د   ھمچنین . باشدبرای آن  مولد یک مجموعھ  و یک گروه  فرض کنید : لم ک گروه آزاد روی    فرض کنی  ی

د  ھ ای مانن د  Y مجموع ورت اگر  در این . باش ی     ص اه بروریخت ا باشد آن گ ابع پوش ک ت  ی

)|(می باشد   توسیع موجود است کھ   Y. بویژه ھر گروه تصویر ھمریخت یک گروه آزاد است.   

ات ون  :اثب ذا  چ GXYل  : ابراین ی   ،  بن روه آزاد ھمریخت ف گ ق تعری GFطب : 

                              :جایی استجاب زیرموجود است کھ دیاگرام 

 

 

 

 

 

)()( داریم Yyبرای ھر  یعنی   yy  . بنابراین  Y| . پسImX  لذا بروریختی است.  

 Xیک گروه آزاد روی   فرض کنیم  . یک مجموعھ مولد برای آن باشد و یک گروه دلخواه  حال فرض کنیم 

XYطبق قسمت قبل نگاشت شمول  باشد لذا   برو ریختی بھ را می توانGF  گسترش داد.  

یم   ): خاصیت تصویری گروھھای آزاد(قضیھ  ک گروه آزاد    فرض کن واه باشند    و ی فرض  . دو گروه دلخ

ورت  در  .باشدبروریختی یک  ھمریختی و یک  کنیم  ی  اینص ود   ھمریخت موج

   :دیاگرام زیر جابھ جایی استیعنی  است کھ 

 

 

 

 

ات یم   :اثب رض کن روه آزاد روی  ف واه      گ و دلخ ر عض رای ھ ھ ب ھ اینک ھ ب ا توج ال ب د ح م   Xxباش داری

د    .  کھموجود است  لذا   ذا نگاشتی مانن از  ل

ودن   بھ تعریف   ی        می شود کھ با توجھ بھ آزاد ب ھ ھمریخت ل توسیع ب ت قاب ن نگاش د   ای . می باش

  .  لذا داریم  کھ با توجھ بھ اینکھ     : حال داریم
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  ۵٠تمرینات صفحھ 

   :١حل تمرین 

ھ    فرض کنیم . باشد نگاشت با  روی  آزاد  فرض کنیم ل یافت یک لغت تحوی

1,...,1برای ھر  بطوریکھ باشد   ri  ،1 ii xx  د ھ        حال اگر   . باش ت باشد بطوریک ک عدد صحیح مثب ی

  :آنگاه داریم 

  
  .یعنی  توجھ بھ اینکھ در ھر گروه آزاد ھر شی دارای نمایش یکتا می باشد، لذا حال با 

   :٢حل تمرین 

ایز    حال اگر . باشد نگاشت با  روی  آزاد  فرض کنیم و متم  و  آنگاه دو عض

ی     دراینصورت با توجھ بھ ساختار گروه آزاد واژه . را از آن انتخاب می کنیم واژه تھی نمی باشد یعن

رار   بنابراین .  کھ نشان می دھد در مرکز گروه ھیچ عنصری بھ غیر از واژه تھی ق

  .نمی گیرد

  

   :٣ حل تمرین

  .یک گروه آزاد دوری باشد، آنگاه آبلی خواھد بود اگر 

د حداکثر    رتبھ  ٢باشد، آنگاه با توجھ بھ مسالھ  نگاشت با  روی  آزاد اگر  : برعکس . باشد  ١بای

ابراین   و   بن س عض ھ  پ ود دارد بطوریک و   وج ر عض ھ ھ دارای  درنتیج

ا    ایش یکت دد صحیح    نم رای برخی ع ود ب د ب ت   .خواھ ال نگاش ا  ح ب

  .یک یکریختی است و لذا حکم تمام است ضابطھ 

    :4 حل تمرین

  :داریم برای ھر عدد صحیح مثبت دراینصورت .   و نیز  فرض کنیم 

  
  :، آنگاه داریمحال اگر 

  
  . بنابراین  باتوجھ بھ اینکھ 

ھ   بنابراین رابطھ   ھ در گروه   . نتیجھ می دھد ک و دارای    در نتیج ھر عض

  .آزاد است گروه  ٢-١-٣پس با توجھ بھ . می باشد و  نمایش یکتا بصورت توانھای 

   :۵حل تمرین 
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ت  با  روی  آزاد  فرض کنیم یم    .باشد  نگاش ابراین   می دان  بن

واھی از    حال فرض کنیم  و دلخ ھ        عض ھ اینک ھ ب ا توج ورت ب ورت     باشد، دراینص ا بص ایش یکت دارای نم

  ، لذا می باشد کھ در آن  

  
ابراین  . آنگاه  ، لذا اگر در رابطھ فوق  با توجھ بھ اینکھ  ریم     بن ھ می گی نتیج

و ر عض ھ ھ روه ک ورت   گ ا بص ایش یکت د  دارای نم ی باش ھ در آن م ک

  .آزاد است  گروه  ٢-١-٣پس با توجھ بھ  .

ر   اص اگ ت خ روه  در حال اه گ ود آزاد روی   آنگ د ب ابراین . خواھ بن

 .  

رین   یم : ٧تم رض کن 21ف FF . ای  در این روه ھ داد زیرگ ورت تع دیس  2Fص ا ان داد  ٢ب ا تع ت ب ر  اس براب

صورت ھر زیرگروه با شاخص در این باشد ٢مرتبھ از گروه دوری  2Cفرض کنیم  .٢با اندیس  1Fزیرگروھھای 

دیس  از طرفی  .نرمال خواھد بود در گروه  ٢ ی از      1Fاز  ٢ھر زیرگروه با ان رو ریخت ک ب 21ھستھ ی CF  

ت   2Cبھ  2Fپس تعداد بروریختی ھایی از . خواھد بود و تنھا یک بروریختی با این ویژگی وجود دارد مساوی اس

21با تعداد بروریختی از  CF  . 21تعداد توابع پوشا ولی CF   22برابر است با || 1 X لذا   

||||2222 21
|||| 21 XXXX   

رین  یم :١٠تم رض کن ی   ف ھ و  آزادگروھ د بطوریک ی از آن باش ]:[زیرگروھ HF.   ھ ھ ب باتوج

]:[اینکھ HF     ال ت پس زیرگروه نرم ھ     از  متناھی اس ت ک ود اس HNNFموج ,]:[   اھی متن

1باید ثابت کنیم  ،باشد زیرگروه نرمال غیربدیھی  فرض کنیم حال  .است KH . داریم  

 ]:[]:[]:[ NFNNKKNN  

1نامتناھی است پس  چون  NK  1پس HK.  
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  :معرف گروه ھا

روه    ر گ ل ھ ایای قب ھ قض ھ ب ا توج روه آزاد    ب س گ ت پ روه آزاد اس ک گ ت ی ویر ھمریخ ی  تص و بروریخت

GF  ود : ددار وج ی   .ن رای    بروریخت رف آزاد ب ک مع روه  را ی امیم   گ ی ن رض   م ا ف ھ ب ک

امیم      اعضا  . داریم   ن معرف می ن ط ای ک گروه    Gاگر   حال . را رواب آزاد روی ی

}|,1{مجموعھ ای مانند  gGgyY g  صورت بروریختی در اینباشدGF  رای   : موجود است کھ ب

Gggygھر      . می نامیم را معرف استاندارد  ھمریختی. )(,

یم     :تعریف ک گروه و    فرض کن GSی   د ال    در این .باش ورت بستار نرم ام     در  Sص ر اشتراک تم را براب

ال   ھ شامل    زیرگروھھای نرم ا       Sک یم و ب یم   ن GSھستند تعریف می کن ایش می دھ ع . م وچکترین   GS درواق ک

  می شود کھثابت . می باشد Sاست کھ شامل  Gزیرگروه نرمال 

  GgSxxggGgSxxS gG ,|,| 1  

یم  حال  GFفرض کن  رای معرف  : یم    . باشد   ی ب ین فرض کن ھ ای   ھمچن رای   مجموع د ب باشد و   مول

FS   کھ kerFS  در این صورت اگر)(YX   آن گاهX  مولدG بعلاوه اگر   .خواھد بود Fr 

رای   و آن گاه  ت  یک رابطھ ب ا اگر     اس ورت   اگر و تنھ ھ ص nnب f
n

f ssr )...()( 11
1

    ود ھ نوشتھ ش  در آن ک

1,,...,,,..., 11  inn FffSss .  

می  ورا روابط این معرف نامیده  Sرا مولدھا و اعضاء  Yاعضای و در نظر گرفتھ   بھ ھمراه را  معرف 

  .    نویسیم 

اه می نویسیم     Ssبویژه می توانیم روابط این معرف را بصورت زیر نمایش می دھیم اگر   و  آن گ

  معرف را بھ صورت زیر نمایش می دھیم

  
  

یھ ون ( یم   : ٢-٢-١) دایک  -قض ا   فرض کن ای   دو گروه ب ھر   اگر  .باشند  و  معرفھ

HGباشد آن گاه ھمریختی پوشای  یک رابطھ از  رابطھ از  :  موجود است کھ برای ھرFf   داریم

.  

در این صورت . دلخواه باشد Ggفرض کنیم حال .  توجھ بھ مفروضات قضیھ با :اثبات

Ff    ھ و        . موجود است ک ین عض ھ چن یم ک ھ می کن را اگر      توج ت زی ز باشد    یکتاس نی

  دراینصورت  بطوریکھ 

 
HG نگاشت لذا :  استریختی بروخوشتعریف و  با تعریف.  
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ال روه  :مث رف Dگ ا مع  ب 1,1|, 22 yxyxD  ی را روه دووجھ امیم گ ی ن اھی م رض . نامتن ا ف ب

axy  م داری axG ین  و , ,1ھمچن 211   xaaxxyx .  ھ یم ک ی کن ھ م رعکس توج طورب  اب

1,1 22  xy  1از دو رابطھ, 211   xaaxx    ود ھ می ش ع . نتیج 11112در واق   aaaaxxy ،

  :استنیز دارای معرف زیر  Dلذا گروه

 


112 ,1|, aaxxxaxD  

اھی از     گروه با معرف   :مثال را گروه دو وجھی متن

  .می نامیم مرتبھ 

  

  : گروه ھای متناھی معرف

ورت        Gگروه  :تعریف ھ ص ی ب اه دارای معرف وییم ھرگ د گ ھ    را متناھی مول ھر دو   ,باشد ک

  .متناھی باشند

ای آزاد دارای    کل   معرف  توجھ می کنیم کھ گروھھ ھ ش ب |XZ  ن    . ھستند ارت دیگر در ای ا بعب  گروھھ

  .است  مجموعھ روابط برابر

ورت  در این. باشد  یک مولد برای  گروه متناھی معرف و یک  فرض کنیم :  (B.H.Neumann)قضیھ  ص

   موجود است کھ  از  زیرمجموعھ متناھی 

ھ       متناھی معرف می باشد ، آزاد از رتبھ متناھیو نیز ھر گروه  ھر گروه دوری :مثال وع رابط یچ ن ع ھ ھ در واق ک

 . ای ندارند

  

صورت گروه متناھی باشد در اینیک گروه   اگر  در واقع. متناھی معرف استر گروه متناھی یک گروه ھ :مثال

اھی   ھ متن ا رتب ای   آزاد ب ی پوش ت   و ھمریخت ود اس ھبطوریموج ال.   ک رض   ح ا ف ب

اھی  متناھی مولد و  چون  ھ قضیھ       متن ھ ب ذا باتوج ت ل اھی    گروه   ١٫۶٫١١اس ز متن نی

  .متناھی معرف است Gلذا . مولد خواھد بود

  .داده شده است ١۴٫١٫١۴مثال چنین گروھی در  .گروھھای متناھی مولد ممکن است متناھی معرف نباشند :تذکر

  .ھھای متناھی معرف را بدست می دھدقضیھ زیر ساختن مثالھای دیگری از گرو
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متناھی معرف ھر دو  باشد بطوریکھ  گروه زیرگروه نرمالی از  فرض کنیم : (P.Hall) ٢-٢-۴قضیھ 

  .ھم متناھی معرف است Gدر این صورت  .باشند

ات  یم    :اثب رض کن ف 1...|,..., 11 km rrxxN  و 1...|,..., 11 ln ssNyNy
N
G.  در

صورت این mm yyxxG ,...,,,...,    :ھمچنین روابط زیر روی این مولدھا برقرار است .11

Ljxtysnjxvyxy

kixrmixuyxy

jjijjij

iijjiJ

,...,1,)()(,...,1,)(

,...,1,1)(,...,1,)(
1

1








  

   : فرض کنیمحال  .نتیجھ می شود در  از نرمال بودن  فوق ابطوراز دو دستھ 

jjnmچھار دستھ بالا  { xyyyxxG ,|,...,,,..., 11  

ی     ک بروریخت ت    با توجھ بھ قضیھ ون دای ود اس ھ   موج رای  بطوریک minjھر ب ,...,1,,...,1  

  : داشتھ باشیم

 
بھ  دراینصورت تحدید .  فرض کنیم   mxxN ک ب  1,..., ت   ی ک اس .  پس ی

ون     ی دیگر چ Nyxyyxyاز طرف jijjij  11 س   , ال    Nپ ذا     Gزیرگروه نرم ود و ل د ب ھ  خواھ ی  ب بروریخت

ا   ابطھ ب د   ض ی یاب یع م ھ    . توس خ اینک ھ ب ا توج ال ب ط  ح ام رواب Nyتم j  از

1)( yNs j  بوده و  بنابراین  .یکریختی است نتیجھ می گرددGG  متناھی معرف است.  

  :واریتھ ھای گروھھا

ف  یم    :تعری مارای    فرض کن ھ ش ا پای اھی  گروھی آزاد ب ھ  زیرم و   نامتن اتھی از  جموع ات ن لغ

یم   . باشد عضوی دلخواه از  فرض کنیم  .دباش Xروی  واه و    فرض کن ک گروه دلخ   ی

اد    در   کلمھ  ارزش دراینصورت. باشند ا نم  را ب

 بصورتنشان داده و 

 
  .تعریف می کنیم

    بھ صورت   زیرگروه لغوی دراینصورت . یک گروه دلخواه باشد فرض کنیم  :تعریف

  :و تعریف می کنیمنشان داده 

  
ال  د    زیرگروه مشتق      گاه آن اگر   :مث ین اگر    . می باش  ھمچن

 .اعضای گروه می باشد زیرگروه تولید شده توسط تمام توانھای  آنگاه 
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ت   . یک ھمریختی باشد فرض کنیم :تذکر  در گروه   دراینصورت برای ھر لغ

ک گروه،     بھ ویژه . داریم  وی ی ا  ھر زیرگروه لغ املاً پای  ک

  .است

  بدیھی است کھ  :اثبات

  
 برای قسمت انتھایی حکم کافی است قرار دھیم . بنابراین حکم تمام است

ک    . نشان می دھد کھ تذکر بالا برای ھر گروھی برقرار نیست ٢٫٣٫٣تمرین  وی ی ای لغ این حکم برای زیرگروھھ

  .ن می دھیمگروه آزاد برقرار است کھ آنرا در قضیھ بعدی نشا

٢-٣-١  (B.H.Neumann):  پایا از یک گروه آزاد لغوی استکاملاً ھر زیرگروه.  

یم   :اثبات ھ  گروه آزاد   فرض کن یم  . باشد  روی مجموع املاٌ    فرض کن ا  زیرگروه ک اگر   .دباش  از   ی یپای

Wxxw r ),...,( وی   1 د عض ھ در آن  باش ین و  ک Fffھمچن r ,...,1  ند ی آن باش اه درون ریخت گ

FF :  موجود است کھii fx )( .  بنابراین  

Wwxxwxxwffw rrr  )(),...,(())(),...,((),...,( 111   

  .  ، لذابرقرار است ھموارهعکس این رابطھ حال با توجھ بھ اینکھ .   پس

  

  :زیرگروه حاشیھ ای

  زیرگروه نرمال صورت دراین .مجموعھ ای از لغات باشد یک گروه و  فرض کنیم : تعریف

یھ ای در را  از  ر    حاش رای ھ امیم ب ی ن ر  م ر   و ھ Wxxwو ھ r ),...,( تھ  1 داش

  :باشیم

  
ای       ھ زیرگروھھ ود ک د می       حاشیھ ای در  با توجھ بھ این تعریف ملاحظھ می ش ال تولی ک زیرگروه نرم ی

  .نشان می دھند نامیده و با نماد  حاشیھ ای کنند کھ آنرا زیرگروه 

  :در واقع داریم

  
  :دراینصورت فرض کنیم 

١( 
 

٢(   
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ھ       ود ک ھ می ش وق نتیج را     از روابط ف ت زی اتھی اس رای  . ن ات  ب ال اثب ودن   نرم  ب

  : دراینصورت . و  فرض کنیم 

  
]},{[فرض کنیم  :مثال yxW   در این صورت)()(* GZGW  .در واقع:  

 
  :برای عکس رابطھ شمول داریم

  
لزوماٌ کاملاٌ پایا نمی  ٩-۵-١زیرگروه حاشیھ ای ھمواره یک زیرگروه مشخصھ است ولی با توجھ بھ تمرین  :نکتھ

یم  آنگاهباشد  از گروه خودریختی یک  در واقع اگر فرض کنیم . باشد ))(()( ثابت می کن ** GWGW  .

ی   .دلخواه باشد  برای اینکار فرض کنیم  ودن      از طرف ھ پوشا ب ھ ب ا توج رای اعضای    ب ب

  :داریم از  

  
 بنابراین 

  

 

  
 

  .قضیھ زیر ارتباط بین زیرگروھھای حاشیھ ای و لغوی را نشان می دھد

یم  :2.3.2  رض کن ا و   ف الی از واژه ھ ھ غیرخ ک مجموع د  ی واه باش روه دلخ ک گ ورت . ی دراینص

  اگر و تنھا اگر  

)(1رابطھ است کھ بدیھی  :اثبات GW رابطھ GGW )(*  رای ھر   را نتیجھ می دھد و ھر   Wwزیرا ب

Ga  و ھرGgi  داریم   

  
GGW فرض کنیم: عکسبر )(* . صورت برای ھر در اینWw  و ھرGgg r ,...,1  داریم  

  
)(1پس   GW . 

مجموعھ ای از لغات باشد،   بھ عبارت دقیقتر فرض کنیم . یک واریتھ در واقع رده ای از گروھھا است: تعریف

 را با نماد دراینصورت واریتھ وابستھ 
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اه   Gرا یک قانون برای  در واقع  .گویند را مجموعھ ای از قوانین برای واریتھ  ھمچنین  گوییم ھرگ

Gggggwبرای ھر  kk  ,...,,1),...,( 11.   

رای   یک  بنابراین . رده تمام گروھھای آبلی است  گاهآن اگر  :مثال انون ب ت   ق اس

  .آبلی باشد اگر و تنھا اگر 

رده  واریتھ  دراینصورت با فرض . یک عدد اول باشد   فرض کنیم  :مثال

با توجھ بھ . مقدماتی می باشند  گروھھای رده تمام درواقع . ھستند و ١گروھھای با نمای  تمام

  .ھستند  این گروھھا حاصضرب مستقیم گروھھای از مرتبھ  ١٫۴٫٨تمرین 

ال یم :مث رض کن د    ف ی باش دد طبیع ک ع رض . ی ا ف ورت ب ھ  دراینص ام واریت  رده تم

  .معروف است این رده بھ واریتھ برنساید از نمای  .ھستند مقسوم علیھ  گروھھای با نمای 

ھمچنین . ھستند١گروھھای از مرتبھ  رده تمام دراینصورت واریتھ . باشد فرض کنیم   :مثال

  .گروھھای آبلی است رده تمام رده  با فرض  

ک خاصیت باشد    فرض کنیم  :تعریف وییم گروه   . ی ک    گ ت     ی ده ای اس اقی مان اه  ب رای  ھرگ ھر  ب

Gg  1، اگرg    ال ھ     از  آن گاه زیر گروه نرم ود باشد ک صدق   در خاصیت    و  موج

د   در خاصیت متناھی  خاصیت متناھی بودن باشد، آنگاه گوییم گروه  مثلاٌ اگر  . کند  صدق می کن

اھی    و  موجود باشد کھ  از  آن گاه زیر گروه نرمال  1g، اگر  Ggھر برای ھرگاه  متن

  .باشد

  .گروھھای متناھی، متناھی باقی مانده ای ھستند :مثال

  ھمچنین   و آن گاه   متناھی باقی مانده ای است زیرا اگر  :مثال

  .متناھی است  

  

ن خانواده می     خانواده ای از گروھھا باشد گروه  فرض کنیم  :تعریف را حاصلضرب دکارتی ای

ھ   ھر عضو از  موجود باشد بطوریکھ برای ھر  نامیم ھرگاه یک تکریختی  در مؤلف

 عبارت دیگرب .ظاھر شود ام عضوی از 

.  

ال   انواده     :مث ارتی خ ر دک رب زی ت حاصلض ع  . اس ت در واق نگاش

ورت  برا    یم   ص ی کن ف م ورت   .تعری ن ص ک   در ای ی

وده  تکریختی  رای ھر  ب ھ        و ھر    و ب ر مؤلف و ب ن عض و   ای  عض

  .قرار دارد
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روه  : ٢-٣-٣ ک    گ رب         ی ورت حاصلض ر بص ا اگ ر و تنھ ت اگ ده ای اس اقی مان ر  ب ارتی  زی دک

  .باقی مانده ای باشد 

یم   :اثبات ک    فرض کن ده ای باشد    ی اقی مان ورت  . ب ت   . دراینص ین نگاش ھمچن

ھ       ھ توسط رابط ت    را ک ی اس ود تکریخت ف می ش ین  . تعری ر ھمچن ھ

  .شودمی ظاھر  ام عضوی از در مؤلفھ  عضو از 

ر  یم  : عکسب رض کن ارتی  ف ر دک رب زی ده ای  حاصلض اقی مان ی  ب ا تکریخت  ب

د   رای ھر     .باش یم    حال ب رار می دھ ھ در آن    ق  ک

ھ  . قرار می دھیم   ھمچنین برای ھر  .است اممؤلفھ ریختی تصویری بھ برو باتوجھ ب

ھ  ذا    اینک ت ل ک اس ک بی ت       .  ی ارتی نگاش رب زیردک یت ض ھ خاص ھ ب ا توج ی ب از طرف

  :آنگاه داریم حال اگر .  پوشاست لذا  

 
 .باقی مانده ای است یک   بنابراین 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  : ۵۴نات صفحھ تمری

  : ١حل تمرین 

یم  ی دان یم  . م ی دھ رار م ال ق ورت. y)123(و  x)12( ح م  دراینص داری
122 ,1  xyyxyx.می شود کھملاحظھ بھ سادگی  ھمچنین  
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)13(,)132(,)23( 22  xyyxy  

 )123(,)12(  YX  3و شش عضوS  می باشد اکنون گروه  

  yxyxyxyxG 132 ریم    ,|1, ی گی ر م یم  را در نظ رض کن },{و ف yxX   و

},,,{ 32 xyxyxyyxR .  

  : ۶٠نات صفحھ تمری

}{اگر : ٢حل تمرین  2xW  22گاه آن |)( GGggGW  .ھمچنین داریم:  

},|{
},|{

},|{
},)()(|{

)(

1

2

*

GggaagagGa
GggagaGa

GgggagaGa
GggWgaWGa

GW










  

ین  . است 3Zیک قانون برای  در این صورت   رض کنیم ف: ٣حل تمرین    ھمچن

  .می باشد) کلاین -چھارگروه (  و  2Zیک قانون برای 

www.m
jabrpnu.blogfa.com

     Em
ail:m

jabrpnu@
gm

ail.com

www.m
jabrpnu.blogfa.com

     Em
ail:m

jabrpnu@
gm

ail.com

www.mjabrpnu.blogfa.com


٢١ 
 

 

   ٣فصل 

  تجزیھ یک گروه
ورت زی      .یک گروه باشد فرض کنیم  :تعریف ھ ص ک سری ب ک      ازر ی   را ی

 :نامیممی   بھ طول

 

رای ھر   در این  ت   iGدر  گروه   جا ب ال اس ا را جملات سری و     iG. نرم را عوامل   ھ

  .سری می نامیم

ک       را  یک زیرگروه از گروه   :تعریف  ھ ای از ی اه جمل د ھرگ د   نامن ابراین  . باش بن

  است ھرگاه زیرگروھھای  یک  از گروه  زیرگروه 

ایز  ین   متم ھ ب ند بطوریک ود باش ک  و  موج د  ی ود باش ی . موج یعن

 . : داشتھ باشیم

ف  ام    :تعری ھ تم روه  مجموع ریم  گ ر می گی وح  . را در نظ ھ وض د و  ب ود دارن ین سریھایی وج چن

امیم    را تظریف     گاه ن باشند آ  Gاز   دو  و  اگر حال . کوچکترین آنھاست سری  می ن

اه  می نامیم   واقعی را تظریف  ھمچنین. باشد جملھ ای از  ھرگاه ھر جملھ از  ھ ای باشد    ھرگ دارای جمل

  . نیست کھ در 

امیم ھرگاه تناظر ن  دراینصورت آنھا را. باشند از   دو  و  فرض کنیم : تعریف

  .باشند  یک بھ یک بین عوامل دو سری چنان برقرار باشد کھ عوامل متناظر 

ک  از    فرض کنیم  :)زاسنھاوس لم( ٣-١-1  د    ی ود   مانن موج

  در اینصورت .   قرار می دھیم .   و    بطوریکھباشند 

 .ھستند  ھر دو  و    بعلاوه   و   

  .بدیھی است: اثبات

  .ھستند  دارای تظریف ھای  از یک ھر دو : ) قضیھ تظریف شرایر( ٣-١-٢

GHHHGKKKفرض کنیم  :اثبات lm   ...1,...1    گروه از دو  1010

ند   یم . باش ی دھ رار م )(,)(ق 11 jiiijjijij KHHHKHKK   .   ھ ازای ل ب م قب ق ل طب

iijj HAHAKBKB   112112 ھ    ,,, ود ک 11نتیجھ می ش ,  ijijjiij HHKK   ین  و ھمچن

ij

ij

ij

ji

H
H

K
K 11   . 0,...,,0,...,{دو سری بنابراین|{ mjLiH ij   0,...,,0,...,{و|{ mjLiK ij   
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  .از دو سری اول ھستند تظریف ھای 

  . ترکیبی می نامیم ھرگاه تظریف واقعی نداشتھ باشد را یک  یک : تعریف

  .نرمال غیربدیھی نداشتھ باشد ساده می نامیم ھرگاه   را یک  یک  :تعریف

  .باشند سری این ترکیبی است اگر و تنھا اگر عوامل  یک  ، یک : 3-1-3

ات  د    :اثب ک   فرض کنی ک  و   ی ی   دارای ی ھ برخی از   باشد   ترکیب د   عوامل آن ک   مانن

روه ند    گ ف (نباش رض خل ابراین ). ف ک    بن د   دارای ی دیھی مانن ال غیرب ی  نرم م

ھ    ا الحاق     باشد بطوریک ھ سری     حال ب ی  ب ک سری    ترکیب د  ی ود  تولی ن سری     می ش ھ ای ک

  .می باشد کھ تناقض است تظریف حقیقی از 

د    ،  د ولی نساده باش  اگر عوامل : برعکس ی نباش ن  ) خلف فرض  (ترکیب در ای

د      شامل یک  بطوریکھ جملات متوالی صورت یک تظریف حقیقی وجود دارد  می باش

ین    داٌ ب ھ اکی د  و  ک رار دارن ورت  . ق ک  در اینص ال    ی ا       نرم اقض ب ھ تن ود ک د ب خواھ

  .بودن عاملھا دارد 

یھ ژوردان ( ٣-١-۴ در  -قض ک   اگر  : )ھل ک   و    ی ی   ی دارای   گاه آن باشد  ترکیب

  .یکریخت ھستند  بویژه ھر دوسری ترکیبی از  .است با  تظریفی است کھ 

ی  تظریف   اما . می باشند ھای تظریفدارای  و   سریھای ٣-١-٢ قضیھ با توجھ بھ :اثبات حقیق

دارد ابراین ن ا   بن د ،  از  یتظریف ب ی باش ھ    . م ھ ب ال باتوج ف ،  ٣-١-٣ح ن تظری ک ای ی

  . ترکیبی است 

  

ف یم  :تعری رض کن روه و   ف ک گ د ی ر . باش ورت اگ یمال دراینص رط ماکس ال( در ش  ) مینیم

nnدر شرط   صدق کند آن گاه می نویسیم     max)(min   د می  صدق ت   . کن ن حال ک    -در ای سری را ی

  .می نامیم سری نرمال 

  

  .صدق کند دارای یک سری ترکیبی است اگر و تنھا اگر در شرط    : ٣-١-۵

ات د   :اثب رض کنی ک  ف ی  دارای ی ول ترکیب ھ ط د   ب ل  باش ی لااق ی از در ول رطیک  ھای ش

د صدق   ورت   .نکن اھی از    دراینص ر نامتن ک زنجی ال    ی  زیرنرم

  :حال زنجیر زیر را در نظر می گیریم. وجود دارد   بھ صورت 

 
بنابراین . خواھد بود در  است، لذا  از   یک زیرگروه  با توجھ بھ اینکھ 

  یک  و   و ھمچنین بین  و  با افزودن جملات مناسب بین 
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ت آورد   برای  ھ دس ک س      .ب ب ی ن ترتی ھ ای ال   ی از رب ول بیشتر از     زیرنرم ا ط ود   ب وج

  .صدق می کند در شرط   بھ روش مشابھ ثابت می شود کھ. دارد کھ تناقض می باشد

رعکس یم  : ب رض کن رط  ف د در ش دق کن ی  ص ی دارای ول د ترکیب  نباش

ن   . را در نظر می گیریم زیرنرمال واقعی   تمام مجموعھ . )فرض خلف( با توجھ بھ فرض ای

می باشد، لذا  1G مجموعھ دارای عضو ماکسیمال مانند 
1G

G  ھ   . است گروھی ھ اینک دارای  با توجھ ب

ی   ذا     ترکیب د ل ھ    نمی باش ام  حال مجموع ال واقعی    تم را در   زیرنرم

ریم    د      . نظر می گی و ماکسیمال مانن ھ دارای عض ن مجموع ذا      ای می باشد، ل
2G

G
ت  گروھی    و  اس

با ادامھ این روند زنجیر نامتناھی بھ صورت با توجھ بھ اینکھ این روند پایان پذیر نمی باشد، لذا  ھمچنین 

ال    ای زیرنرم رط    م   از زیرگروھھ ا ش ھ ب یم ک اقض  در  ی رس تن

  .است

 یک آن  تنھا اگر ھر صدق می کند  در شرط  یک  :٣- ١-۶

  .متناھی مولد باشد

ک   و  صدق می کند در شرط  فرض کنیم   :اثبات ھ م    ی اھی  آن باشد بطوریک تن

Hh بنابراین عضو  . )فرض خلف(مولد نباشد  1    ھ ود دارد بطوریک و   . وج اره عض  دوب

ھ    ود دارد بطوریک و    .وج ین عض ود دارد   ھمچن وج

ذا  تناھی مولد نم چون . بطوریکھ  ت ل ت      یس ا بینھای د ت ن رون ای

  .حاصل می شود کھ تناقض است  از زنجیر صعودی نامتناھی ادامھ می یابد و لذا یک 

صدق  در شرط ولی  متناھی مولد باشد یک   ھر فرض کنیم : برعکس

قرار می  .وجود دارد  از  یک زنجیر نامتناھی بھ صورت بنابراین . کندن

بنابراین عناصر . می باشدمتناھی مولد لذا است و  یک  ، دراینصورت دھیم 

را آنقدر   حال می توان عدد طبیعی . وجود دارند بطوریکھ   

  در  بزرگ اختیار کرد کھ تمام 

nHHبنابراین   . قرار گیرد      تناقض استکھ.   

ایویژگی : ٣-١-٧ تھ  و   ھ یع بس ھ توس بت ب ندنس ی باش . م

ز   آنگاه باشند  مفروضدارای ویژگی ھای  و  باشد بطوریکھ  زیرگروه نرمالی از  اگر بعبارت دیگر  نی

  .ھمین ویژگی را دارد

GNفرض کنیم . می دھیمارایھ   حالتبرھان را برای  :اثبات  و       
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Nفرض کنیم . باشد  یک   و 
N
G  ویژگیاین  صدق کنند ولی  ھر دو در شرط  ,

  از زیرگروھھای   یک زنجیر صعودی نامتناھی مانند بنابراین . نداشتھ باشدرا 

 یک زیرگروه   و نیز   یک زیرگروه    از طرفی .وجود دارد  

  وجود دارد بطوریکھ  می باشد، لذا عدد صحیح مثبت  

  
  . داریم  ١۶-٣- ١حال با توجھ بھ تمرین 

  

  : ۶٨نات صفحھ تمری

  دو تجزیھ برای عدد صحیح     کنیم فرض: ١حل تمرین 

  :قرار می دھیم. باشد

  
  :دنبالھ زیر حاصل می شوددراینصورت 

 
  :داریم کھ  توجھ می کنیم کھ این دنبالھ یک سری ترکیب است زیرا برای ھر عدد 

  می توان سری ترکیب دیگری برای  با شکیل سری مشابھی با اعداد اول .   

ت آورد   ھ دس ھ قضیھ ژردان    . ب ا توج س       -حال ب ت باشند پ د یکریخ ن دو سری بای در ای ھ     :ھل درنتیج

  .بنابراین عامل ھای اول تجزیھ با ھم برابرند 

  :٢حل تمرین 

  :در نظر می گیریم و  سریھای ترکیب زیر را برای 

  
  :حال داریم

  
  :۴حل تمرین 

  :باشد سری زیر یک سری ترکیب برای فرض کنیم 

 
  :خواھد بود سری زیر یک سری ترکیب برای  بنابراین

 
  :درواقع داریم
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  .نیز چنین است گروھی ساده است پس  باتوجھ بھ اینکھ حال 

  

  :٧حل تمرین 

عضو دلخواھی از  ھمچنین فرض کنیم . مجموعھ تمام اعداد اول باشند فرض کنیم 

  :را در نظر می گیریم  دنبالھ نزولی زیر از زیرگروھھای . باشد گروه 

  
  در شرط مینیموم روی زیرگروھھا صدق می کند، لذا عدد طبیعی  با توجھ بھ اینکھ گروه 

  :بنابراین. وجود دارد بطوریکھ 
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  ۵فصل 

  توان  پذیر  و پوچ حلگروھھای 
وی حل دراینصورت آن را. یک گروه باشد فرض کنیم  :تعریف د     پذیر گ ی باش ک سری آبل اه دارای ی دین  یم ھرگ ، ب

GGGGمعنی کھ یک سری بصورت  n   ...1 ل   10 ی    موجود باشد کھ در آن عوام ای آبل گروھھ

  .باشند

ال ی حل  :مث روه آبل ر گ ت ھ ذیر اس ی  . پ ری آبل ع دارای س د G1درواق ی باش ین. م ری   3S ھمچن ز دارای س نی

331 SA  پذیر استحلمی باشد، لذا یک گروه غیر آبلی. 

اگر  :مثال )4,3)(2,1(u  و )1,4)(4,3)(2,1(v . 4دراینصورتS  41سری  دارای Svu  

  .است

یم   :تعریف ک گروه    فرض کن ذیر حلی ورت  . باشد  پ ول مشتق       دراینص ی را ط وچکترین سری آبل ول ک می   ط

   .نامیم

ابراین  ھ     بن ر از مرتب ا اگ ر و تنھ د اگ ی باش فر م تق ص ول مش د ١دارای ط ین . باش تق  ھمچن ول مش دارای ط

  .را یک گروه متاآبلی نامند ٢یک گروه با طول مشتق حداکثر . حداکثر یک می باشد اگر و تنھا اگر آبلی باشد

                                           

  .تصویر و توسیع بستھ است ، پذیر نسبت بھ زیرگروهرده تمام گروھھای حل :  ۵- ١-١

ات یم   :اثب رض کن روه   ف ک گ ذیر حلی ی    پ ری آبل ا س GGGGب n   ...1 د  10 یم  . باش رض کن  ف

  :با توجھ بھ دومین قضیھ یکریختی داریمصورت در این. باشد  ی از زیرگروھ

.1 1 1( )i i i i

i i i

G H G H G G
G H G G

   
 


  

  .حلپذیر است است، لذا   یک سری آبلی برای  این نشان می دھد کھ 

GN حال فرض کنیم  . ثابت می کنیم 
N
G برای اینکار توجھ می کنیم کھ. نیز حل پذیر است   

 

  :حال با توجھ بھ سومین قضیھ یکریختی. می باشد کھ در واقع تصویری از 
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 یک سری آبلی برای 
N
G است، لذا

N
Gقسمت سوم قضیھ بدیھی است  .حلپذیر است.  

  . پذیر استحل ،پذیر یک گروهحلدو زیرگروه نرمال حاصلضرب  : ۵-١-٢

 ۵-١-١بنابر  .باشند از گروه پذیر حل دو زیرگروه نرمال و  فرض کنید  :اثبات
NM

M
N

MN


 ذیر  حل پ

  . پذیر استنیز حل بنابراین  .است

  

د         دراینصورت . یک گروه باشد فرض کنیم  :تعریف ک سری مرکزی داشتھ باش اه ی وییم ھرگ وان گ . را پوچت

ک ی دارای ی ال  یعن ری نرم GGGGس n   ...1 ھ  10 د بطوریک ر باش رای ھ 0,...,1ب  ni  تھ داش

1)( باشیم

ii

i

G
GZ

G
G

 . می نامیم را رده پوچ توانی  طول کوچکترین سری مرکزی.  

ھ        :مثال ای از مرتب ان گروھھ وانی صفر ھم وان از رده پوچت وان از رده   . ھستند  ١گروھھای پوچت ای پوچت گروھھ

ھ    ای از مرتب وان حل   . ھستند  ١پوچتوانی یک ھمان گروھھ را ھر سری مرکزی       ھر گروه پوچت ت زی ذیر اس ک  پ ی

ری  ت س ی اس ت  . آبل رار نیس اٌ برق رعکس آن لزوم ا ب ثلاٌ . ام را    حل 3Sم ت زی وان نیس ا پوچت ت ام ذیر  اس پ

1)( 3 SZ) گروه پوچتوان نابدیھی استھر مرکز(.  

GGGGاگر   :تذکر n   ...1   داریمگاه طبق تعریف آن ،باشد یک سری مرکزی برای  10

)(1
00

1

G
GZ

G
G

 . 1پس)(
0


G
GZ  1لذا)( GZ ھ   نتیجھ  بنابراین. باشد ود ک )(1اگر  می ش GZ   آنگاه

  .پوچتوان نیست 

 . متناھی پوچتوان است  ھر  :۵-١-٣

ک   فرض کنیم  :اثبات اھی باشد  ی ھ گروه انجام می         . متن ھ استقرا روی مرتب ات را ب ورت اثب دراینص

  .دھیم

||1اگر  G  یم   لذا . است برقرارحکم آنگاه ||1فرض کن  nG    رای ر     و حکم ب ھ کمت ا مرتب ب

)(1داریم  ١۴-۶-١با توجھ بھ  .درست باشد از  GZ درنتیجھ . ، لذا 

طبق فرض استقرا 
)(GZ

G
  فرض کنیم  .پوچتوان است 

0 11 ...
( ) ( ) ( ) ( )

nG G G G
Z G Z G Z G Z G
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رای     زی ب ری مرک ک س ی
)(GZ

G
د  اه آن .باش GGGگ n  ...1 رای    0 زی ب ری مرک ک س ت ی  .اس

چون  درواقع

)(

)(
1

1

GZ
G
GZ

G

G
G

i

i

i

i



   نتیجھ می شود ی پوچتوانلذا.  

ھ زیرگروه    : ۵-١-۴ ت و   ، رده تمام گروھھای پوچتوان نسبت ب ویر ھمریخ اھی بستھ   مستقیم   حاصلضرب تص متن

  . است

ات مت اول و: اثب ابھدوم  قس یھ حل مش ود قض ی ش ت م ذیر ثاب ال  .پ ر ح وان باش و   اگ و د نپوچت

GGG n   ...1 HHHHو  0 n   ...1 رای    10 سری   ، آنگاه  دنباش  و  دو سری مرکزی ب

1......1 100100  nnnn HGHGHGHGHG     رای زی ب ری مرک ک س ی

  .خواھد بود 

  

  جاگرھا جاب

یم  رض کن روه و  ف ک گ ای  ی ند اعض اگر . باش ورت جابج اد  و  دراینص ا نم  را ب

ورت  ھ ص ان داده و ب یم نش ی کن ف م ن جاب .تعری اگر را از وزن ای ھ  ٢ج ده و ب نامی

  آن گاه  2nطور کلی اگر 

]],,...,[[],...,[ 111 nnn xxxxx 
  

  .و  طبق قرارداد  .می نامیم جاگر بھ وزن جابرا یک 

  :حال برخی از خواص مقدماتی جابجاگرھا را بیان می کنیم

Gzyx یک گروه و فرض کنیم  : ۵-١-۵ ,, دراینصورت داریم .دنباش:  

1],,[],,[],,[)4

)],([],[,)],([],[)3

],].[,[],[],,[],[],[)2

],[],[)1

111

1111

1

11

















xzy

xy

zy

yxzxzyzyx
yxyxyxyx

yxzxyzxzyzxzxy
xyyx

  

  .با جایگذاری حاصل می شوند :اثبات

یم  :تعریف ,..., فرض کن 21 XX    ھ ھای اتھی گروه   زیرمجموع ورت زیرگروه جابجاگر     .باشند  ن و  دراینص

  :نشان داده و تعریف می کنیم را با نماد  
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  :تعریف می کنیمگاه آن 2nبھ طور کلی اگر 

]],,...,[[],...,[ 111 nnn XXXXX 
  

مت     . و  ھ قس ھ ب ا توج ھ ب یم ک ی کن ھ م م  ۵-١-۵از  ٢توج لاوه . : داری بع

  .برای سھولت می نویسیم 

ین  یم  ھمچن ی کن ف م ال . تعری ر ح GHاگ   و

  .می باشد در  بستار نرمال  بنابراین . ، آنگاه 

  :دراینصورت. زیرگروه یک گروه باشند زیرمجموعھ و   فرض کنیم: ۵-١-۶

1)  

2)  

3)  

ھ     و   رض کنیمف :۵-١-7 زیرگروھھای یک گروه باشند بطوریک XHYK ورت  . , دراینص
HKYXKH ],[],[ . 

  سری مشتق

  :صورت زیر تعریف می شودب  سری مشتق دراینصورت. یک گروه باشد فرض کنیم  :تعریف

...)2()1()0(  GGGG  

],[,],[ آن کھ در  )1()()(1 GGGGGGG nnn  . توجھ می کنیم کھ برای ھر عدد طبیعی  

)1(گروه 

)(

n

n

G
G

  .آبلی است 

ر   : ۵-١-٨ GGGاگ n   ...1 ذیر     0 ل پ روه ح رای گ ی ب ری آبل ک س د آن Gی ر  باش رای ھ اه ب گ

ni ,...,0 داریمin
i GG )(.  1بویژه)( nG،  است برابر با طول سری مشتق  پس طول مشتق.  

   .ثابت می کنیم i)(روی استقرا  ھحکم را ب :اثبات

GGGGزیراحکم واضح است آنگاه  0iاگر  n  رای     حال  . 0 یم حکم ب د    iفرض کن ت باش ت  درس ثاب

  : داریم. نیز برقرار است 1iبرای می کنیم 

)1(
1 )()( 

  inin
ii GGGG  

در واقع رابطھ شمول نھایی از این واقعیت نتیجھ می شود کھ چون 
)1( 



in

in

G
G 1(آبلی است پس()(   inin GG.  

یم    :تذکر ک گروه باشد    فرض کن ورت  . ی ا اگر      حل دراینص ت اگر و تنھ ذیر اس ود باشد    عدد طبیعی    پ موج

)(1کھ بطوری nG.  
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   : سری مرکزی بالایی و پایینی 

  : قرار می دھیم. یک گروه باشد فرض کنیم : تعریف

.]),([)(,],[)( 12 GGGGGG nn    ,)(1 GG   

  :تشکیل می شود زیر از زیرگروھھای بصورت  نزولیسری یک صورت در این 

)...()()( 321 GGGG    

  . استمعروف سری مرکزی پایینی کھ بھ 

م  عدد طبیعی    کھ برای ھر ثابت می شود با استقرا  (: داری
)(

(
)(

)(

11 G
GZ

G
G

nn

n







ین  .  ک   Gn)(ھمچن ی

روه ای   زیرگ املاً پای ت  ک ر   .اس ع اگ GGfدرواق :      اه د، آنگ واه باش ی دلخ ک ھمریخت یم    ی ی کن ت م ثاب

)())(( 11 GGf nn    .داریم:  

)()],([)](),([],[,,)( 1 GGGhfgfhgfGhGg nnn    

  .لذا حکم حاصل می شود

  :قرار می دھیم. یک گروه باشد فرض کنیم  :تعریف

 
  :تشکیل می شود زیر از زیرگروھھای صعودی بصورت سری یک صورت این در

 
املاٌ     زیرگروه مشخصھ است ھر توجھ می کنیم کھ . استمعروف  بالاییسری مرکزی کھ بھ  اٌ ک ی لزوم ول

  .پایا نیست

  .غیربدیھی است دراینصورت مرکز . باشدپوچتوان یک گروه  فرض کنیم  :تذکر

ات ر  :اثب ی  اگ د آبل م باش ت حک ام اس ورت  . تم ر اینص ز در غی ری مرک ک س ورت ی بی ص

GGGG n   ...1 11)()(پس . وجود دارد10 GZGZG   1لذا)( GZ.  

یم   :۵-١-٩ رض کن GGGGف n   ...1 وان     10 روه پوچت رای گ زی ب ری مرک ک س د ی در  .باش

  صورت این

)(,11برای ھر  -١ 1   niGG ini  1)(1و بویژه  Gn.  

niGGبرای ھر  -٢ ii ,...,1,)(    و بویژهGGn )(.  

  طول سری مرکزی پایینی = طول سری مرکزی بالایی =  رده پوچتوانی  -٣

   .ثابت می کنیم iاستقرا روی بھ ا حکم ر :اثبات

GGGGآن گاه  1iاگر  n  )(1.  
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1)(با توجھ بھ اینکھ صورت در این .درست باشد iفرض کنیم حکم برای حال 

inin

in

G
GZ

G
G



  لذا  

inin GGG  ],[ ت    آنگاه   اگر  در واقع. 1 لذا خواھیم داش

inin GxgGgx   . پس  

.ininininin GGGGGGGxg   ],[],[],[ 11  

ininii: در نھایت داریم GGGGGG   ],[]),([)( 11 .  

  : ٢اثبات 

مت  : ٣اثبات  ود    ٢و  ١از قس ھ می ش ع . نتیج د     درواق وان باش ول سری      ، اگر گروھی پوچت ایینی و ط ول سری پ ط

  .بالایی با ھم برابر استو مرکزی 

الی از    .باشند سھ زیرگروه و  ، فرض کنیم :  )لم سھ زیرگروه( ۵-١-١٠ شامل دو   اگر زیرگروه نرم

اگر   روه جابج ای  زیرگ ین زیرگروھھ ],,[,],,[,],,[از ب LKHHLKKHL د اه  باش روه  ، آنگ امل زیرگ ش

  .سومی نیز خواھد بود

],,[گروه  ٧-١-۵باتوجھ بھ  :اثبات LKH کل   توسط ],,[ مزدوج ھای جابجاگر بھ ش 1 lkh      ھ د می گردد ک  تولی

LlKkHh در آن  جاگر  دو جابجاگر از سھ جابزیرگروه نرمالی شامل اگر  ۵-١-۵با توجھ بھ  حال. ,,

],,[,],,[,],,[ 111 lkhkhlhlk   ،خواھد بودچنین سومی نیز باشد.  

  

  :داریم برای اعداد صحیح مثبت صورت در این. یک گروه باشد فرض کنیم  : ۵-١-١١

.
)(
)(

)
)(

()4

,)()](),([)3

).())(()2
).()](),([)1

G
G

G
G

ijGGZG
GG

GGG

j

ji

j
i

ijji

ijji

jiji




























 

2)(صورت در این. یک گروه باشد فرض کنیم  :۵-١-١٢
)( GG i

i  . پوچتوان از رده حداکثر   اگر بھ ویژه

c 1حداکثر  گاه طول سری مشتق آن ،باشد][log2 c خواھد بود.  

  :در واقع با استفاده از استقرا داریم. نتیجھ می شود ٢، قسمت ١١-١-۵بخش اول از : اثبات

.1)()())(()(],[ 12222
1

1  


 GGGGGGG n
iiii

ii   

ا     .باشد طول رده مشتق  ھمچنین فرض کنیم  .باشد از رده پوچتوان  حال فرض کنیم  ورت ب دراینص

)()(1  :داریم فرض  12
)(   GGG c

i
i  . کوچکترین چنین عدد  

log2][1برابر  c  است کھ در آن  
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یم  : ۵-٢-١ رض کن روه    ف ک گ وان ی ک  و پوچت دیھی   ی ال غیرب روه نرم دزیرگ ورت . آن باش دراینص

1)(  GN .   

ھ فرض   :اثبات ت    باتوجھ ب ود دارد   c عدد صحیح مثب ھ  بطوریوج GGcک )( .     ون ابراین عددی چ  1iبن

ھ   ت ک ود اس )(1موج  GN i . یم رض کن ذا  ف د، ل ددی باش ین ع وچکترین چن 1)(1 ک   GN i . ال ح

م   ]),([)(1داری 1   GNGGN ii   و)()( 1 GNGN i   . ابراین بن

1)()(. 1  GNGN i  

  .ھر زیرگروه نرمال مینیمال از یک گروه پوچتوان در مرکز گروه قرار دارد : ۵-٢-٢

)(1صورت در این. باشدآن یرگروه نرمال مینیمال ز و یک گروه  فرض کنیم  :اثبات  GN .  ی  از طرف

)(GN  ال زیر روه نرم ت  گ س اس ال پ ودن  مینیم NGNب  )(.  ابراین NGNبن  )( . 

GN)(پس   .  

ACA)(دراینصورت. باشد  پوچتوانگروه یمال سی ماکزیرگروه نرمال آبلیک   فرض کنیم : ۵-٢-٣ G.  

ACCA)(لذا آبلی است  چون : اثبات G .    یم ACA)( حال فرض کن G .   ورت دراینص
A

ACG ک  )(  ی

پوچتوان  ز گروهزیرگروه نرمال غیربدیھی ا
A
G داریم ١-٢-۵خواھد بود لذا طبق:  

 
ھ  ال توج ھح یم ک ی کن  م Ax,  ی روه آبل ک زیرگ ھ  ی ت ک را  اس د زی ی باش ز م ال نی در آن نرم

بنابراین   Ax, ولی . می باشد شامل است کھ   نرمال یک زیرگروه آبلی  

AAxیمال است پس سماک چون     .تناقض استیک کھ  Ax لذا ,

  

د   پوچتوان و زیرگروھھای نرمال  و  فرض کنیم  ):قضیھ فیتینگ( ۵-٢-٨  ب از رده    گروھی مانن ھ ترتی ب

MNL دراینصورت .دنباش و   یپوچتوانھای    پوچتوان از رده حداکثر نیزdc  خواھد بود.  

1)(نشان می دھیم کھ بھ استقرا روی  :اثبات Li  ای جاب  بصورت ورت    حاصلضربی از زیرگروھھ ھ ص جاگر ب

],...,[ 11 iXX  است کھjX برای اینکار داریم. ھستند یا  ھا برابر:  
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1اگر  حال  dci ارت  گاه  آن ],...,[در عب 1 iXX ،    داد ھ تع ا    1cب ار ی ار تکرار شده     1d، ب ب

],...,[پس  .است 1 iXX  1)(باید شامل Mc  1)(یا Nd   ذا   .ھستند  ١باشد کھ ھر دو ],...,[1ل 1 iXX   س پ

1)( Li   از رده حداکثرپوچتوان  یعنیdc  است.  

    :زیرگروھھای فیتینگ

را  زیرگروھھای نرمال پوچتوان شده توسط  تولیدروه زیرگدراینصورت . یک گروه باشد  فرض کنیم :تعریف

  .نشان می دھیم نامیده و با  تینگ زیرگروه فی

ا   یک گروه  اگر  :تذکر د ی د آن     س در شرط ماک متناھی باش ال صدق کن ای نرم رای زیرگروھھ   گاه  یمال ب

ود  از پوچتوان و زیرگروه نرمال یک  ین   .خواھد ب د آ   اگر  ھمچن ذیر باش وچکترین   شامل  گاه  ن حلپ ک

  .غیربدیھی است پذیر بنابراین در یک گروه حل ،است جملھ غیربدیھی سری مشتق 

برابر با اشتراک تمام مرکزسازھای عوامل   دراینصورت . یک گروه متناھی باشد  فرض کنیم: ۵-٢-٩

  . است اصلی 

  فرض کنیم : اثبات

 

  

ری    ک س لی ی د اص یم   .باش ی دھ رار م ق
1

0

1 )(





n

i i

i
G G

G
CI .ر  در این رای ھ ورت ب 1,...,1ص  ni 

iiداریم GIG  ],[ ,1اگر در واقع . 1  iGgIx گاه آن  

.iii GgxxgxggxGxgG   11],[  

ابراین ود  بن ی ش ھ م 1)(1 نتیج  In  س وان  Iپ تپوچت ین . اس ت در Iھمچن ال اس ابراین  . نرم بن

 .  

GFG با توجھ بھ اینکھبرعکس  ],[ ھ    در 1G نرمال مینیمال بودن  ، لذا و 1 د ک ایجاب می کن

11 ],[ GFG   1یا],[ 1 FG . 11اگر ],[ GFG  ھ    عدد گاه آن ود دارد بطوریک 11)(1وج   FG c   ھ ک

ت    اقض اس را  (تن ت   1Gزی دیھی نیس ابراین   .)ب ],[1بن 1 FG   ذا )(و ل
2

1

G
GGF G.     ب ب ین ترتی ھ ھم استقرا   ھب
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ھ   iروی  ان داد ک وان نش ی ت م
1

1

G
FG

ھ   از  و در نتیج در مرکزس
i

i

G
G 1 رار دارد ابراین  .ق بن


1

0

1 )(





n

i i

i
G G

GCF.  

ف یم   :تعری رض کن د   ف روه  باش ک گ ورت. ی ای ماک  دراینص ام زیرگروھھ تراک تم روه  یمال ساش را زیرگ

 :قرار می دھیم گاهنداشتھ باشد آنیمال سزیرگروه ماک اگر  .نمایش می دھیم نماد نامیده و با  فراتینی 

.  

  .: مثال

ھ      یک را  Ggعضو . یک گروه  باشد  فرض کنیم :تعریف رای ھر زیرمجموع وییم اگر ب   از  نامولد گ

از رابطھ  XgG نتیجھ شود , XG.  

  

د   یدقیقاً متشکل از اعضا  دراینصورت . یک گروه  باشد  فرض کنیم :) فراتینی( ۵-٢-١٢ در نامول

  .است 

ات یم  : اثب رض کن د   ف واه باش ر  . دلخ د آن  gاگ د نباش اه نامول GXگ     ھ ت ک ود اس موج

 XgG اما  , XG.  بنابراینX ھ زیرگروه      زیرگروه سره ت و در نتیج  از  یمال س ماکاس

MX با شرط   ک زیرگروه ماکسیمال     توجھ می کنیم کھ . موجود است و ت  ی ع  . اس در واق

ھ   زیرگروھی از  اگر  ذا    ، آنگاه  باشد بطوریک س      و ل ت پ اقض اس ھ تن  ک

  .کھ تناقض است  لذا   حال با توجھ بھ اینکھ . است یک زیرگروه ماکسیمال 

 از  یمال سماکصورت زیرگروه در این . بطوریکھ  نامولد نباشدیک    فرض کنیم : بالعکس

ذا   Mgموجود است کھ  GMgو ل  ی   . , ک   ول د  ی ت،  نامول س  اس GMپ    ذا ھ   ل ک

  .تناقض استیک 

  :در اینصورت .گروه متناھی باشدیک  فرض کنیم : ۵-٢-١٣

یم  )١ رض کن ال از    ف روه نرم ک زیرگ ز  ی د   و نی واه باش ی دلخ ر  . زیرگروھ ورت اگ دراینص

  .آنگاه   

 .آنگاه  اگر  )٢

اه اگر    )٣ تھ   . ، آنگ ھ داش ت ک رار اس انی برق اوی زم ین تس ھمچن

 .باشیم 

 ، آنگاه زیرگروه باشد، بطوریکھ  یک زیرگروه نرمال و آبلی گروه  اگر  )۴

  و  وجود دارد بطوریکھ   از 

عضو مینیمال  فرض کنیم  . تعریف می کنیم   را بصورت مجموعھ ) ۴( :اثبات

بنابراین  و  ھمچنین  آبلی است، لذا  ھ بھ اینکھ با توج. این مجموعھ باشد
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HFratAH)(حال اگر .   1،  ١گاه طبق قسمت آن)(  AGFratAH 

1 لذا AH بطوریکھ  وجود دارد  از  در غیر اینصورت زیرگروه ماکسیمال  .و حکم ثابت می شود

  :بنابراین. 

 
  .دارد کھ  این تناقض با مینیمال بودن  

  سیلوی یک زیرگروه  و  از گروه  زیرگروه متناھی و نرمال یک   فرض کنیم :۵-٢-١۴

HPNG دراینصورت. باشد G )(.  

HHggPggPصورت در این ، Ggفرض کنیم : اثبات g    سیلوی یک زیرگروه  و  11

  . کھ بطوریموجود است  Hhبا توجھ بھ قضیھ سیلو لذا . است

1)(در نتیجھ   PNgh G  لذاHPNhghg G )(.1   .  

  :در اینصورت .باشد گروهیک  فرض کنیم  : ٢-١۵-۵

GHGFrat باشد بطوریکھ از  متناھییک زیرگروه  رض کنیم ف )١ )(  و
)(GFrat

H
. پوچتوان باشد 

  . گاه پوچتوان استمتناھی باشد آن بویژه اگر  . پوچتوان است  دراینصورت

  :است شامل بصورت زیر تعریف می کنیم کھ   بنام  از جدید زیرگروھی  )٢

.)
)(

(
)(
)(

GFrat
GFit

GFrat
GFratF

  

ای    ھمچنین . گاه متناھی باشد آن اگر  برابر  با حاصلضرب تمام زیرگروھھ

  . است نرمال مینیمال آبلی 

ھ  . باشد سیلوی یک زیرگروه   فرض کنیم :اثبات ت    ۴-٢-۵با توجھ ب افی اس یم  نشان  ک ال   در  دھ نرم

یم  . است HPFKو  فرض کن  .ورت  در این ھ قضیھ     ص ھ ب ا توج ک    گروه   ١٨-۶-١ب ی

ت   زیرگروه مشخصھ     لذا  پوچتوان است  بوده و چون  سیلوی زیرگروه  ابراین   . اس زیرگروه   بن

ھ  ون   مشخص وده و چ GHب   س GKپ .  ال ھ  ح ھ ب ا توج ت  ١۴-٢-۵ب واھیم داش  خ

FPNKPNG GG )()(  کھ ایجاب می کند )(PNG G. داریم در نتیجھ GP .  

ات  یم  ) ٢اثب رض کن ود      ف ی ش ھ م ل نتیج مت قب ذاری آن در قس ا جایگ ت  و ب وان اس . پوچت

 و چون عکس رابطھ شمول ھمواره برقرار است لذا خواھیم داشت  ھمچنین داریم 

  .حال برای اثبات قسمت نھایی می توان فرض کرد 

نرمال بوده و در نتیجھ  یمال سیرگروه ماکھر ز ۴-٢-۵با توجھ بھ  صورت در این قرار می دھیم 

  از اینرو .دارای شاخص اول است
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ی     فرض کنیم  . است ١زیرا زیرگروه مشتقش  آبلی است لذا  ال آبل ال نرم حاصلضرب تمام زیرگروھھای مینیم

د  ھ  . باش ت ک دیھی اس ھ     ب ھ ب ا توج روه  ١٣-٢-۵ب ھ  زیرگ ود دارد بطوریک وج

ال  .  ون ح ت چ ی اس ذا  آبل ابراین . ل بن

ی   . ال   از طرف روه نرم ون زیرگ امل  نو چ د ش ی توان م

  .درنتیجھ  باشد، لذا  زیرگروه نرمال مینیمالی از 

  

  

  

  

  :١٣۴صفحھ تمرینات 

ل  رین ح یم   :۶تم رض کن },...,{ف 1 nxx    ال د مینیم ک مول روه  ی د گ ورت    .باش رض  در اینص ا ف ب

م   ی  داری الول د   مینیم ھ مول ودن مجموع د   ب ی دھ ھ م نتیج

 نامولد نیست یعنی یک  پس .   
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  ۶فصل 

  گروھھای آزاد و حاصلضربھای آزاد
}:{فرض کنیم  :تعریف G یک حاصلضرب آزاد برای این خانواده گروھی   . خانواده ای از گروھھا باشد

ون  ھ  چ راه ب انوادهھم روه     خ ر گ رای ھ ھ ب ھ طوریک ت ب ی ھاس انواده  از ھمریخت ر خ و ھ

ای    HGھمریختی یکت :    ت ود اس ھ  بطوریموج اگرام زیرجابجایی    .   ک ی دی یعن

   .است

 
  

ر  : ۶-٢-١ رب آزاد   Gو  اگ رای  دو حاصلض ا   ب انواده ای از گروھھ د  خ }|:{مانن G  اه  آن، د نباش گ

GG .  

ات یم  : اثب رض کن انواده    ف راه خ ھ ھم رب آزاد ب }:{حاصلض GGL   وG   راه ھ ھم رب آزاد ب حاصلض

}:{خانواده  GG       ای ی ھای یکت باشد با توجھ بھ تعریف ھمریخت رای ھر      , ھ ب د ک  موجودن

  . دیاگرام زیر جابجایی است

 

 

 

  







L

L



  

  . طبق تعریف تنھا تابعی است کھ دیاگرام را جابھ جایی کند GIاما 

 
  

GG II    پس  .یکریختی است ,
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