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    فصل اول 
  

  هاكاتاگوري

  . دهيم كه چنين نيستگردايه از اشياء مجموعه است؟ نشان ميآيا هر : مقدمه
xباشد به طوري كه  xهايي مانند ي مجموعهي همهگردايه A فرض كنيم كه x. كنيم كه ثابت ميA يك مجموعه نيست .

Aدانيم كه در اين صورت مي. )فرض خلف(يك مجموعه باشد  Aيعني  فرض كنيم كه چنين نباشد، A  ياA A .  
A: حالت اول A  .نابر تعريفدر اين حالت ب A  خواهيم داشتA A  .A A  باA A متناقض است .  
A: حالت دوم A  . در اين حالت چونA  موجب تعريف فرض شده است به يك مجموعهA  خواهيم داشتA A. 

Aباز هم تناقض  A  وA A آيدبه دست مي .  
  . پس فرض خلف باطل و حكم ثابت است

دلخواه را در حالت  يها يك گردايهي مجموعهباشد، در نظريهكه چنين نيست كه هر گردايه از اشياء يك مجموعه با توجه به اين
  . نامندكنند مجموعه ميمعيني صدق مي ينامند و فقط آنهايي را كه در اصول موضوعهكلي يك كلاس مي

  . هر مجموعه يك كلاس است ولي ممكن است يك كلاس يك مجموعه نباشد

  ها كاتاگوري 1.1
  . شودو شرايط ذيل مشخص مي )اصطلاحات(به وسيله حدود ) گورييا كات(يك كاتاگوري : 1تعريف 
  : حدود

  از اشياء،  يك كلاس . 1
ي يك مجموعه از  B,Aشيي  به ازاء هر دو. 2 mor A,B ) كه هر عضو مانندƒ  از آن را يك مورفيسم برA 
ƒ:Aو به  ناميممي Bبتوي  B دهيمنشان مي(،  

  . )هابراي تركيب بعضي مورفيسم( o يك عمل. 3
  : شرايط

ƒ:A به ازاي هر دو مورفيسم. 1 B  وg:B C  تركيبgoƒ  يا به اختصار به ،gƒ تعريف شده  دهيممي نشان
باشد و به  mor A,C يعني  .متعلق باشدgƒ  يك مورفيسم برA  بتويC  بسته بودن(باشد .(  

  ). چون دليل ندارد هر دو مورفيسم را بتوان با هم تركيب كرد(توجه شود كه اين بسته بودن واقعي نيست 
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ƒ:Aبه ازاي هر سه مورفيسم . 2 B  ،g:B C  وh:C D  ،  

   hg ƒ=h gƒ  
  ). پذيريشركت(
A1يك مورفيسم  A به ازاء هر شيي. 3 : A A  موسوم به مورفيسم هماني موجود باشد به طوري كه به ازاء هر دو

ƒمورفيسم  : A B  وg : C A ،   

A A1 g g , ƒ1 ƒ   
  ). هاي همانيوجود مورفيسم(

  : فرض كنيم كه. 1مثال 
)1 (S ها باشدي مجموعهكلاس همه .  
  ،  B,Aي به ازاء هر دو مجموعه) 2(

    mor A,B Fun A,B  
كه در آن  Fun A,B ي توابع بر ي همهمجموعهA  بتويB است .  

)3 (o  عمل تركيب توابع است، به طوري كه اگرƒ:A B  وg:B C  دو تابع باشند، آنگاهgƒ:A C  با
  : شودي ذيل تعريف ميضابطه

       a A gƒ a g f a    
  ). توجه كنيد كه چنين نيست كه بتوان هر دو تابع را با هم تركيب كرد(

شرايط را بررسي . (تيك كاتگوري اسو عمل تركيب توابع ) 2(مذكور در  )هايمورفيسم(به انضمام توابع  Sكلاس 
  .)كنيد

  . فرد استمنحصر به A1، مورفيسم هماني  Aء شيبه ازاي هر ثابت كنيد كه در كاتگوري : 1تمرين 

  : ها كه در آنكاتاگوري گروه. 2مثال 
  . هاي گروهكلاس اشياء عبارت است از كلاس همه) 1(
زاي هر دو گروه به ا) 2( G ,  و G ,   به اختصار ،G  وG  ،  

    mor G,G Hom G,G   
  كه در آن

ƒ}  يك همومورفيسم گروهي است Hom G,G {ƒ:G G     
كه  مانند  Gبه انضمام يك عمل دوتايي در  Gي ناتهي مانند مجموعهكه هر گروه عبارت است از يك توجه كنيد 

غير  براي هر عضو ضو معكوسضو بي اثر داشتن، وجود عشركت پذير بودن، عدانيم بسته بودن، در چهار شرط معين كه مي
  . خوانندي آن ميدانيم براي راحتي يك گروه را بنام مجموعهو همان طور كه ميصدق كند  صفر
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ي توجه كنيد كه هر همومورفيسم در درجه(. تهمان تركيب توابع اس) ها در اينجاهمورفيسم(ها تركيب مورفيسم) 3(
  ). اول يك تابع است

   ).شرايط را بررسي كنيد(
  . )حدود و شرايط را بررسي كنيد(هاي آبلي كاتگوري گروه. 3مثال 
  كه در آن  Fي فضاهاي برداري بر يك ميدان كاتاگوري همه. 4مثال 

     mor V,V L V,V Hom V,V     
كه در آن  Hom V,V  يا L V,V تبديلات خطي بر فضاي برداري  يي همهمجموعهV  به فضاي برداري

V است .  
  : هايادآوري

دستگاه رياضي ) آ( F,o, اگر . را يك ميدان گوييمF  حداقل دو عضو داشته باشد وe  عضو خنثي نسبت به عمل
o  باشد و F,o  گروه آبلي باشد و  F e ,   گروه آبلي باشد و     a boc a b o a c      

يك فضاي برداري روي ميدان ،   ،)اسكالر(و ضرب ،  ، )برداري(را همراه با دو عمل جمع  Vي مجموعه) ب(
F در صورتي كه در اصول زير صدق كند. نامندمي:   

دستگاه . 1 V,  عضو خنثي را (گروه آبلي باشدo ي و قرينهv V  راv ناميممي .(  
V  :در  vو  uو به ازاء هر  Fبه ازاء هر . 2 u v u v        
,ازاء هر به . 3   متعلق بهF  و هرu V :    u u u         
,به ازاء هر . 4   متعلق بهF  و هرu V :      u u     
V :   1uمتعلق به  uبه ازاء هر . 5 u  
L تابع. باشند Fدو فضاي برداري روي ميدان  Vو  Vفرض كنيم ) ج( : V V  را يك تبديل خطي از فضاي

rو هر  Vمتعلق به  2Vو  1Vاگر به ازاء هر  ،ناميم Vبه فضاي برداري  Vبرداري  F ،   
     1 2 1 2L V V L V L V      و     1 1L rV rL V  

را با  Vبه  Vي تبديلات خطي از مجموعه Hom V,V  يا L V,V دهيمنشان مي .  
بررسي  Fفضاهاي برداري بر يك ميدان ي حدود و شرايط را در مورد كاتاگوري همههاي فوق با توجه به يادآوري

  . كنيد
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ناتهي ي يك تكواره عبارت است از يك مجموعه( باشد 1يك تكواره Gء دلخواه و يك شي Aفرض كنيم كه . 5مثال 
صدق كند  -پذير بودن، عضو بي اثر داشتنبسته بودن، شركت - ها سه شرط اول گروهبه انضمام يك عمل دوتايي كه در 

  ). بالاخص هر گروه يك تكواره است. ي اعداد طبيعي با عمل ضربمانند مجموعه
  : كندي را معرفي ميمشخصات ذيل يك كاتاگور

كلاس اشياء عبارت است از ) 1( A  .)داريم به طوري كه يك و فقط يك شي .(  
)2 (           mor A, A G   
اگر  مثلاً. يك تابع باشد، يعني لازم نيست كه هر مورفيسم يك تابع باشد Gملاحظه كنيد كه لزومي ندارد كه هر عضو (

G هاي بر آنگاه مورفيسم ي اعداد صحيح با عمل ضرب باشد،كوارهتA  بتويA باشند و مثلاً ميدقيقاً اعداد صحيح مي -

4توان نوشت  : A A  ( .  
ي اعدادصحيح با عمل تكواره Gمثلاً اگر . (با عمل آن است Gي ها همان تركيب اعضاي تكوارهتركيب مورفيسم) 3(

4مورفيسم  حاصل تركيبآنگاه  ،ضرب باشد : A A   8با مورفيسم : A A  عبارت است از مورفيسم
32 : A A   .(  

  ). رسي كنيدشرايط را بر(
  . اشياء مهم نيستند. هاها و تركيب مورفيسممورفيسم: كنيمكاتاگوري را به صورت مجردتر به شكل زير تعريف مي

  : كندمشخصات ذيل يك كاتاگوري را معرفي مي. 6مثال 
ي اعداد طبيعي كلاس اشياء عبارت است از مجموعه) 1( N 1,2,3,   .  
nر دو عدد طبيعي به ازاء ه) 2( ,m  ،  

m در  nهاي حقيقي ي ماتريسي همهمجموعه mor m, n    

      : مثلاً داريم(
2 3 5

:3 21
2 4

2

 
  
 
 

 ( .  

   :)ممورفيس(به طوري كه به ازاي هر دو ماتريس . ا استهتركيب دو مورفيسم همان عمل ضرب ماتريسعمل ) 3(
  
   

ij n m

ij q n

ƒ= : m n

g : n q





 

  
  

 gƒ:m q ضرب دو ماتريس عبارت است از حاصل ij  و ij  يعني   ij ij   كه يك ماتريسq  در
m  يك مورفيسم بر (استm  بتويq ( .  

                                              
 1. monoid 
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   1سكاتاگوري ملمو: 2تعريف 
ي ن يك مجموعهاز آ Aشيي را ملموس ناميم هر گاه به ازاء هر  يك كاتاگوري  U A ي ، موسوم به مجموعه

  : ، نسبت داده شود به طوري كه شرط ذيل برقرار باشند A 2يزمينه
 i  هر مورفيسمƒ:A B  يك تابع بر U A  بتوي U B است .  
 ii  مورفيسم همانيA1 : A A  همان تابع همانيU(A)1 : U(A) U(A) است .  
 iii  حاصل تركيب دو مورفيسمg:B C , ƒ:A B   يعنيgƒ  همان حاصل تركيب دو تابع

   ƒ:U A U B  و   g:U B U C به عنوان دو تابع است .  
  . ملموس است 4- 1هاي هاي مثالهر يك از كاتاگوري. 7مثال 

توجه كنيد كه هر گروه عبارت است از يك زوج مرتب  2هاي مثال مثلاً براي كاتاگوري G,  كهG ي يك مجموعه
ي ي زمينهمجموعه. دانيماست و تابع چهار شرطي است كه مي Gيك عمل دوتايي در  ناتهي و  G,  عبارت است از

در حقيقت هر همومورفيسم بر يك گروه .  Gي خود مجموعه G,  بتوي يك گروه G ,   عبارت است از يك تابع
ƒ:G G كه در شرط همومورفيسم بودن نيز صدق كند به طوري كه داريم :  

     U G , G , U G, G       
A  ،كه به ازاء هر شيي  نيدثابت ك. 2تمرين U A منحصر به فرد است .  
دو عدد طبيعي  n,mفرض كنيم كه ). فرض خلف(فرض كنيم چنين نباشد . ملموس نيست 6كاتاگوري مثال  . 8مثال 

ƒ:mباشند و  n در اين صورت . ورفيسم باشديك مƒ  يك تابع بر U m  بتوي U n  است) U m ي مجموعه
و  mي زمينه U n ي ي زمينهمجموعهn به طوري كه خواهيم داشت ،)است :  

 ي تعريفحوزه U m ƒ   )1(  
 mدر  nيك ماتريس حقيقي  ƒاست، بنابر تعريف كاتاگوري،  nبتوي  mيك مورفيسم بر  ƒديگر چون از طرفي 

مانند  mدر  nدانيم كه هر ماتريس حقيقي اما مي. خواهد بود ij n m
 ضرب دكارتييك تابع بر حاصل :  

   1,2, ,n 1,2, ,m   
است به طوري كه مقدار آن در  بتوي  i, j  مساويi , j در نتيجه . استƒ ضرب دكارتي يك تابع بر حاصل

  : كه خواهيم داشتبه طوري  ،خواهد بود مذكور بتوي 
   1,2, ,n 1,2, ,m   ي تعريفحوزه ƒ      )2(  

  : آيدبه دست مي) 2(و ) 1( يمقايسه از
     U m 1,2, ,n 1,2, ,m    

                                              
1. Concrete category 

2. Underlying set 
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يعني  U m  بهn مثلاً به ازاء. نيز بستگي دارد n 1  وn 2 شودحاصل مي :  
        U m 1 1,2, ,m        )3(  

     U m 1,2 1,2, ,m        )4(  
  : شود كهمعلوم مي) 4(و ) 3(ي از مقايسه

       1 1,2, ,m 1,2 1,2, ,m     
  . پس فرض خلف باطل و حكم ثابت است. كه ممكن نيست

ƒ:Aيك مورفيسم : 3تعريف  B ،هرگاه يك مورفيسم  را در يك كاتاگوري هم ارزي ناميمg:B A  موجود
  : كهباشد به طوري

A Bgƒ=1 , ƒg=1  
   ).ناميممي ƒرا معكوس و آن  1ƒ-نويسيم مي gه جاي به اين دليل ب. (فرد است منحصر به g ثابت كنيد كه. 3تمرين 

-ها، هم ارزيدر كاتاگوري گروه. يك به يك و بروها دقيقاً عبارتند از توابع ها، هم ارزيمجموعه در كاتاگوري. 9مثال 

  ). هاي يك به يك و برويعني همومورفيسم(ها ايزومورفيسمعبارتند از ها دقيقاً 
قاً دقي G=Zمثلاً به ازاء ( Gي پذير تكوارهها دقيقاً عبارتند از اعضاي معكوس، هم ارزي5در كاتاگوري مثال . 10مثال 

  ). خواهيم داشت -1و  1دو هم ارزي 
Bدو شيئي : 4تعريف  , A هرگاه حداقل يك هم ارزي بر  ،از يك كاتاگوري را هم ارز ناميمA  بتويB  موجود

ƒ:Aيا بنابه تعريف هم ارزي، يك مورفيسم  .باشد B  و يك مورفيسمg:B A وجود داشته باشد به طوري كه :  

B Aƒg=1 , gƒ=1  
ا، دو گروه هدر كاتاگوري گروه. ها دو مجموعه دقيقاً وقتي هم ارزند كه هم عدد باشنددر كاتاگوري مجموعه. 11مثال

  . دقيقاً وقتي هم ارزند كه ايزومورفيك باشند
  . است بين اشياء يك كاتاگوري منعكس، متقارن و متعديخاصيت هم ارز بودن ثابت كنيد كه . 4تمرين 

يك و (از اين كاتاگوري دقيقاً  Aئ هرگاه به ازاء هر شي ناميم، 1از يك كاتاگوري را آغازي Iيك شيئ : 5تعريف 
  . موجود باشد Aبتوي  Iيك مورفيسم بر  )فقط

  ). ؟چرا(هر گروه تك عضوي يك شيئ آغازي است ها، در كاتاگوري گروه. 12مثال 
بتوي  Aدقيقاً يك مورفيسم بر  Aهرگاه به ازاء هر شيئ  ناميم، 2از يك كاتاگوري را نهايي Tيك شيئ  : 6تعريف 

T موجود باشد .  

                                              
1. initial 
2. terminal 
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  . )طورها هم هميندر گروه(ي تك عضوي يك شيئ نهايي است ها هر مجموعهدر كاتاگوري مجموعه. 13مثال 
  آغازي دارد؟  ها هيچ شيئآيا كاتاگوري مجموعه. 5تمرين
  . در يك كاتاگوري هم ارزند) نهايي(هر دو شيئ آغازي : 1.1.1ي قضيه
Iفرض كنيم كه : برهان ,I بايد ثابت كنيم كه دو مورفيسم  ،دو شيئ آغازي باشندƒ:I I  وg:I I   موجودند
  : كهبه طوري

I Igƒ=1 , ƒg=1    
ƒ:Iيك شيئ آغازي است، پس يك و فقط يك مورفيسم  Iچون  I وجود دارد .  
g:Iيك شيئ آغازي است، پس فقط يك مورفيسم  Iچون  I  وجود دارد .  

Iƒg=1و  Igƒ=1دهيم كه نشان مي    
بيش از يك مورفيسم  Iهستند و چون بنابه تعريف آغازي بودن  Iبتوي  Iدو مورفيسم بر  gƒو  Igƒ=1  :I1اثبات 

   Igƒ=1وجود ندارد ناگزير بايد داشته باشيم  Iبتوي  Iبر 
و يك مجموعه  Xيك شيئ از اين كاتاگوري،  Fيك كاتاگوري ملموس،  فرض كنيم كه : 7تعريف 

 i:X U F  يك تابع باشد)   U F ي ي زمينهمجموعهF است .(  
ي تابع به وسيله( Xي بر مجموعه Fگوييم شيئ  i:X U F( ،هرگاه به ازاء هر شيئ  آزاد استA  و هر تابع

 ƒ:X U A  يك و فقط يك مورفيسمh : F A كه موجود باشد به طوريhi ƒ )گويند كه به اصطلاح ميƒ  به
يك تابع بر  hتوجه كنيد كه  .شودتجزيه مي iفرد توسط  صر بهطريق منح U F  بتوي U A يا نمودار ذيل  )است
  . پذير باشدتعويض
ƒبه  hتوجه كنيد كه ( , A بستگي دارد( .  

 iX U F  
  

 U A      
  . دوري نامتناهي يك شيئ آزاد بر هر مولد تك عضوي آن استها هر گروه در كاتاگوري گروه. 14مثال 

نامتناهي و  يك گروه دوري Gبراي اثبات اين مطلب فرض كنيم كه  a يك مولد تك عضوي آن باشد به طوري كه :  
 ي اعداد صحيحمجموعه    iG= a a i     

ي بر مجموعه Gكنيم كه ثابت مي a  احتوا(با تابع شمول ( i : a G ) يعني تابعي كهa را به خودش ببرد (
  . آزاد است

و يك گروه دلخواه  Gبراي اين منظور فرض كنيم كه  ƒ: a G بايد نشان دهيم كه يك . يك تابع دلخواه باشد
h:Gمورفيسم و فقط يك همو G  وجود دارد به طوري كهhi ƒ   

ƒ hhƒ h
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    ia G = a  
  

  
hفرض كنيم كه :  hيكتايي  : G G كه يك همومورفيسم باشد به طوريhi ƒ  .يمدر اين صورت دار:  

     hi a ƒ a  يا ،    h i a ƒ a  يا ،   h a ƒ a  )1(  
 باشد Gيك عضو دلخواه از  iaحال فرض كنيم كه  i  .داريم :  

  i
] ƒ a 1(ي رابطه(   i

h] h a [  يك همومورفيسم است ih a [  
  : ي تعريف آن چيزي جزوجود داشته باشد منحصر به فرد است و ضابطه hكه اگر  شودملاحظه مي

    iii h a ƒ a    
  . تواند باشدنمي

hتابع  ثابت كنيد كه: وجود : G G يبا ضابطه :  

    iii h a ƒ a    
hiتعريف و يك همومورفيسم است و خوش ƒ  .  

و  Fميدان يك فضاي برداري روي يك  Vفرض كنيم كه  .6تمرين  1 2 nV ,V , ,V ثابت . يك مبناي آن باشد
ي يك شيئ آزاد بر مجموعه F  ،Vكنيد كه در كاتاگوري فضاهاي برداري روي  1 2 nV ,V , ,V است .  

,Yفرض كنيم كه . 7تمرين  X د و ي هم عدد باشنر مجموعهدF  يك شيئ آزاد برX  در يك كاتاگوري ملموس
  . زاد استآ Yبر  Fثابت كنيد كه . باشد

Fفرض كنيم كه .  8تمرين  ,F ري ملموس باشند و دو شيئ هم ارز در يك كاتاگوX ثابت كنيد . يك مجموعه باشد
  . آزاد است Xهم بر  Fآزاد باشد  Xبر  Fكه اگر 

كاتاگوري براي راحتي از اين به بعد در يك  A,U A گيريم، يعني علامت را يكي ميA  را براي نمايش U A 
  . بريمنيز به كار مي
  . هم ارزند آزاد بر يك مجموعه در يك كاتاگوري ملموس هر دو شيئ : 1.1.2ي قضيه
Fكه نيم فرض ك: برهان ,F  دو شيئ آزاد در كاتاگوري ي بر يك مجموعهX  به ترتيب با توابعi:X F  و

j:X F بايد ثابت كنيم كه . باشندF F )F ,F هم ارزند .(  
hيا به عبارت معادل بايد ثابت كنيم كه دو مورفيسم  :F F ,h:F F    كه وجود دارند به طوريFhh 1    و

Fh h 1    

ƒ h

G
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iا تابع ب Xبر  Fاما چون  : X F  آزاد است به ازاءA F  وƒ=j  شود كه يك و آزاد معلوم ميدر تعريف اشياء
h:Fفقط يك مورفيسم  F د به طوري كهوجود دار :  

i

(1) hi j

X F




  

  F  
jبا تابع  Xيك شيئ آزاد بر  Fنيز چون  : X F  است به ازاءA F  وƒ=i در تعريف اشياء آزاد معلوم مي -

hو فقط يك مورفيسم شود كه يك  :F F   هست كه :  

j

(2) h j i

X F

 


  

F  
Fhhدهيم كه حال نشان مي 1    وFh h 1  .  

Fhhمثلاً اثبات  1    : از تعريف آزاد بودنF  برX  با تابعj  به ازاءA F  وƒ=j بنابراين يك . كنيماستفاده مي
F:و فقط يك مورفيسم  F    وجود دارد به طوري كهj j    

jX F  
  

  
jي پس اگر نشان دهيم كه رابطه j   به ازاءF1    وhh   بر قرار است، آنگاه خواهيم داشتFhh 1    و

  : اما با توجه به. حكم ثابت است
j ]تعريف مورفيسم هماني يا تابع هماني[ F1 .j  

j ]يرابطه  1 [ hi ]ي رابطه 2  [ h h j ]تركيب توابع [ hh j  
  . آزاد باشد Xها بر عنوان يك شيئ در كاتاگوري گروههرگاه به. د ناميمآزا Xي يك گروه را بر يك مجموعه. 9تمرين 

  ،  Xي ثابت كنيد كه به ازاء هر مجموعه
  . وجود دارد Xحداقل يك گروه آزاد بر ) آ(
  . غير از عضو خنثاي آن نامتناهي است Xي هر عضو يك گروه آزاد بر مرتبه) ب(
  . تغير آبلي اس Xبيش از يك عضو داشته باشد آنگاه هر گروه آزاد بر  Xاگر ) پ(

1ي عبارات صوري به شكل همه): آ(راهنمايي  2 n
1 2 nx x x    را در نظر بگيريد كه در آن  

 n i يك عدد طبيعي است،   
 ix ii  ها بهX  ،تعلق دارند  

 j  h j

 h i

F
j 
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 i iii ناصفرند ها اعداد صحيح،   
 iV هاي متوالي متمايزندپايه .  

 Gكه هيچ كدام از عبارات صوري فوق الذكر نباشد را  eي اين عبارات به انضمام يك عنصر دلخواه ي همهمجموعه
  . بناميد

  : كنيمك عمل دوتايي را مطابق ذيل تعريف ميي Gدر 
 i  حاصل تركيبe  را با هر عضوG به طوري كه (عضو اختيار كنيد  خود اينe عضو خنثي شود( .  
 ii يكديگر قرار دهيد و با استفاده  خواهيد تركيب كنيد پهلويي تركيب دو عبارت صوري آنها را به ترتيبي كه ميبرا

چنانچه بعد . ها، تا يك عبارت صوري به دلت آيد، بدون تغيير جاي جملههاي صفر ساده كنيدها و حذف تواناز قوانين توان
  . اختيار كنيد eچيزي باقي نماند حاصل تركيب را از ساده كردن 

  . است Xبا اين عمل ساده كردن يك گروه آزاد بر  Gثابت كنيد كه 
هرگاه در . ناميم xي آبلي آزاد بر يك مجموعهرا يك گروه  G. يك گروه آبلي باشد Gفرض كنيم كه . 10تمرين 

  ، Xثابت كنيد كه به ازاي هر مجموعه . باشد Xهاي آبلي يك شيء آزاد بر گروه كاتاگوري
  . وجود دارد Xحداقل يك گروه آبلي آزاد بر ) آ(
  . ي هر عضو يك گروه آبلي آزاد غير از عضو خنثاي آن نامتناهي استمرتبه) ب(

صوري را كه فقط در ترتيب  با اين تفاوت كه دو عبارت. تمرين قبل است) آ(مانند راهنمايي قسمت ): آ(راهنمايي 
  . گيريمها تفاوت داشته باشند يكي ميجمله

  ي تهي آزادند؟ موعههايي بر مجچه گروه. 10تمرين 
اگر و فقط اگر  يك گروه آزاد است Gثابت كنيد كه . يك گروه آبلي نابديهي باشد Gفرض كنيم كه . 11تمرين 

  . دوري نامتناهي باشد
  . ثابت كنيد 1.1.1ي را با استفاده از قضيه 1.1.2ي قضيه. 12تمرين 
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  )هاعگونتاب( 1فانكتورها: 1.2بخش 

,فرض كنيم كه : 8تعريف   يك تابع . دو كاتاگوري باشندF:    بر ) فانكتور همورد(نكتور را يك فا 
را به يك شيئ  از  Aهرشيئ  Fهرگاه . ناميم بتوي  F A  از  ، هر مورفيسمƒ:A B  دريك  را به

مورفيسم      F ƒ : F A F B  در كه دو شرط ذيل بر قرار  باشندببرد به طوري :  
  i  به ازاء هر سه شيئA  ،B  ،C  و هر دو مورفيسمƒ:A B  وg:B C   

     F gƒ F g F ƒ  
  .): تركيب را به تركيب ببرد Fبه اختصار، (
    
  
  
  
  

 ii  به ازاء هر شيئA  ،   A F AF 1 1   
   ).بردهاي هماني ميهاي هماني را به مورفيسم، مورفيسم Fبه اختصار، (

  در كاتاگوري             در كاتاگوري             
 

    
 

A A F A

A F A

1 F 1 1

A F A

  

:Fتابع هماني . يك كاتاگوري باشد فرض كنيم كه : 1مثال     يعني تابعي كه شيئ را به خودش و هر
  ). بررسي كنيد(). فانكتور هماني(مورفيسم را نيز به خودش ببرد يك فانكتور است 

Fنيز فرض كنيم . ها باشدهكاتاگوري مجموع Sها، كاتاگوري گروه Grpفرض كنيم كه : 2مثال  : Grp S  تابعي
باشد كه هر گروه  G, ي ي آن يعني مجموعهي زمينهرا به مجموعهG  و هر همومورفيسم ،   ƒ: G, G ,     را

ƒ:Gبه تابع  G ي گروه اول بتوي ي زمينهي اول يك تابع بر مجموعهتوجه كنيد كه هر همومورفيسم در درجه(. ببرد
 2اين فانكتور را فانكتور فراموشكار ).بررسي كنيد(يك فانكتور است  Fدر اين صورت ). ي گروه دوم استي زمينهمجموعه

  . ناميمها ميبر كاتگوري گروه
                                              
1. Functer 

2. Foretful Functor 

                      F A               A   
             F gƒ F g F ƒ         F ƒ     gƒ   ƒ      

                          g F gB C F B F C   

 در كاتاگوري              Fدر كاتاگوري  
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Pها و كاتگوري مجموعه Sفرض كنيم كه : 3مثال  : S S ي تابعي باشد كه هر مجموعهA ي توان را به مجموعه
ƒ:A، و يك تابع  Aهاي ي زير مجموعهي همهآن، يعني مجموعه B  را به تابع     P ƒ :P A P B ي با ضابطه

  : ذيل ببرد
از  Aبه ازاء هر عضو  P A )ي يعني هر زير مجموعهA  ازA  :(     P ƒ A ƒ A    

  ). نامندي توان ميفانكتور مجموعهرا آن (يك فانكتور است  Pصورت  در اين
  :  Pبررسي شرايط فانكتور بودن 

    
  
  
  
  
  

 بايد ثابت كنيم     P g P ƒ P gƒ  .ي يا به عبارت هم ارز به ازاء هر زير مجموعهA  ازA  :  
          P gƒ A P g P ƒ A   

يا بنابه تعريف  P gƒ و تركيب توابع :  
         gƒ A P g P ƒ A   

           : و يا      gƒ A g ƒ A    
  ). تساوي اخير را ثابت كنيد(

  . بررسي كنيد: شرط دوم
  : تابع. باشد از ) ولي از اين به بعد ثابت(يك شيئ دلخواه  Aيك كاتگوري و  كه ض كنيم فر: 4مثال 

 mor A, : S  
  : كنيمرا مطابق ذيل تعريف مي

  i  اگرX  يك شيئ از  باشد، آنگاه mor A,  آن را به mor A, X بردمي .  
  ii  اگرƒ:X Y  يك مورفيسم در  باشد، آنگاه mor A, آن را به تابع :  

   ƒ:mor A, X mor A,Y  
  . بردي ذيل ميبا ضابطه

     mor A, X : ƒ ƒ mor A,Y     
در اين صورت  mor A, يك فانكتور است .  

                      P A               A   
          p gƒ         P ƒ     gƒ   ƒ      

                          g P gB C P B P C   

  Sدر كاتگوري          S            Pتگوري در كا
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 مقدار         مقدار

  : بررسي شرط اول
  
  
  
  
  

gƒ بايد ثابت كنيم كه gƒ زيا به عبارت هم ار  
         mor A, X : gƒ gƒ     

  ؛ ها، و تركيب توابعپذيري مورفيسم، شركت gƒ  ،g  ،ƒبنابه تعريف 
                 gƒ gƒ g ƒ g ƒ g ƒ gƒ            

  : بررسي شرط دوم
  در كاتگوري              Sدر كاتگوري     

 
 
 

x x

X mor A,X

1 1

X mor A,X

  

: بايد ثابت كنيم كه   x mor A,X
1 1   

  : هم ارز يا به عبارت
         x mor A,X

mor A,X : 1 1     
يا بنابر تعريف  x1  و تابع هماني mor A,X

1 ،  

X1     
  . ي بر قرار استمورفيسم هماني است، رابطه X1كه چون 
:Fيك كاتگوري و  فرض كنيم كه : 9تعريف  S  نيز فرض كنيم كه  .باشديك فانكتورU ئ از يك شي  و

u ي يك عضو از مجموعه F U باشد .  
گوييم  U,u ) ياu  ( عنصر عمومي فانكتور يكF  وU  هرگاه به ازاء هر شيئ  است،يك شيئ عمومي اين فانكتور

X  از كاتگوري  و هر عنصرx ي از مجموعه F X  و فقط يك مورفيسم يكƒ:U X وري كهموجود باشد به ط :  
     F ƒ u x   

          

                       mor A, X                 x   
     gƒ              ƒ        gƒ       ƒ      

                 g gy z mor A,Y mor A,Z   

 در كاتگوري                    Sتگوري در كا
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  در كاتگوري        S        Fدر كاتگوري          
 
 

 

U u F U

ƒ F ƒ

X x F X





  

xولي وقتي كه . بستگي دارد xو  Xبه  ƒ: توجه , X  انتخاب شوند بايدƒ باشد منحصر به فرد .  
ي تك عضوي كنيم كه هر مجموعهادعا مي. گيريمها را در نظر ميمجموعه فانكتور هماني بر كاتگوري: 5مثال  y 

يك شيئ عمومي اين فانكتور و زوج مرتب   y ,y يك عنصر عمومي آن است .  
  Sدر كاتگوري       هماني       Sدر كاتگوري     

   y y y

ƒ ƒ

X x X




  

و هر عضو  Xي ء هر مجموعهبه ازابايد ثابت كنيم كه  x F X  يك و فقط يك تابع ƒ: y X موجود است، 
به طوري كه  ƒ y x و اين بديهي است ، .  

نكتور يك شيئ عمومي فا Aكنيم كه ادعا مي: 6مثال  mor A,  و AA,1  فانكنور است يك عنصر عمومي اين
  ). بررسي كنيد(

  در كاتگوري              Sدر كاتگوري     
   

 

AU A (u )1 mor A,A

ƒ? ƒ

X x mor A,X

  



  

از  xو هر عضو  در كاتگوري  Xهرشيئ بايد ثابت كنيم كه به ازاء   mor A,X  يك و فقط يك مورفيسم
ƒ:A X كه وجود دارد به طوري Aƒ 1 x   

  : داريم ƒاما بنابر تعريف 
   A Aƒ 1 ƒ 1 ƒ   

  : ي ذيلي بالا هم ارز است با گزارهدر نتيجه گزاره
به ازاء هر  x mor A, X  يك و فقط يك مورفيسمƒ:A X كه وجود دارد به طوريƒ=x  و اين بديهي است

  ). باشد xتواند خود فقط مي ƒون چ(
مثال . (ها استكار بر كاتگوري گروهثابت كنيد كه هر گروه دوري نامتناهي يك شيئ عمومي فانكتور فراموش. 1تمرين 

  ). را ملاحظه كنيد 2
  ). را ملاحظه كنيد 3مثال (نصر عمومي ندارد ي توان هيچ عثابت كنيد كه فانكتور مجموعه. 2تمرين 
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يك كاتگوري و  فرض كنيم كه ): ي نمايش براي عنصرهاي عموميقضيه( 1.2.1ي قضيه U,u  يك عنصر
:Fعمومي يك فانكتور  S در اين صورت به ازاء هر شيئ . باشدX  در ي دو مجموعه mor U,X  و F X 

  . هم عددند
تابع : برهان   : mor U, X F X   يضابطهرا با :  

        ƒ mor U,X ƒ F ƒ u     
  . يك به يك و برو است كنيم كه ادعا مي. كنيمتعريف مي

بايد ثابت كنيم كه به ازاء هر  x F X  يك و فقط يك مورفيسم ƒ mor U,X كه به طوري ،وجود دارد
 ƒ x   يا بنا به تعريف  ،  F ƒ u x  و اين تعريف عنصر عمومي U,u است :  

  در كاتگوري                    Sدر كاتگوري            
 

      
 

U u F U

ƒ F ƒ u F ƒ

X x F X





  

توان گويند كه ميمي ي بالا اصطلاحاًدر قضيه: توجه F X  را با mor U,X نشان داد .  
:Fيك كاتگوري،  فرض كنيم كه ): يكتايي اشياء عمومي( 1.2.2ي قضيه S  يك فانكتور باشد و U,u  و
 U ,u  مومي دو عنصر ع)U ,U ت در اين صور. اين فانكتور باشند) دو شيئ عموميU U ) نظر از هم صرفيعني

  . )ارز بودن، شيئ عمومي منحصر به فرد است
ƒ:Uبايد ثابت كنيم كه يك مورفيسم : برهان U  و يك مورفيسمg:U U  كهبه طوري وجود دارد :  

U Uƒg=1 , gƒ=1  
چون  U,u  يك عنصر عمومي است بنابه تعريف عنصرهاي عمومي، بالاخص به ازاءX U  وx u  در

ƒ:U مورفيسم) و فقط يك(شود كه يك تعريف، معلوم مي U كهبه طوري هست :  
    1 F ƒ u u  

  در كاتگوري                   Sدر كاتگوري           
 

 
 

U u F U

ƒ F ƒ

U u F U



  

  

به همين ترتيب با توجه به اين كه  U ,u  به ازاء  يك عنصر عمومي استX U  وx u  در تعريف عنصر
عمومي  U ,u  شود كه يك و فقط يك مورفيسم معلوم ميg : U U  كهموجود است به طوري :  

     2 F g u u   
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  در كاتگوري                   Sدر كاتگوري           
 

 
 

U u F U

g F g

U u F U

  



  

Uƒg=1دهيم كه حال نشان مي   وUgƒ=1  .  
Uƒg=1مثلاً اثبات    :  

  در كاتگوري                   Sدر كاتگوري           
 

 
 

U u F U

h F h

U u F U

  

  

  

چون  U,u  يك عنصر عمومي است به ازاءX=U  وx=u ي بودن در تعريف عموم U ,u  شود كه معلوم مي
h:Uيك و فقط يك مورفيسم  U  كهوجود دارد به طوري :  

   F h u u   
hاخير به ازاء ي ن دهيم كه رابطهااگر نش ƒg  وUh 1   گاه به علت يكتايي قرار است، آنبرh خواهيم داشت :  

Uƒg=1   
  : داريم h=ƒgاما به ازاء 

] تعريف تركيب دو تابع[     = F ƒ F g u ]شرط اول در تعريف فانكتور [         F h u = F ƒg u   
        u ]1(ي رابطه([    F ƒ u ]2(ي رابطه( [      F ƒ F g u  

Uh هم چنين به ازاء 1  داريم :  

u ]تعريف تابع هماني [   F U
1 u  ]شرط دوم در تعريف فانكتور همورد [       UF h u F 1 u   

  . ثابت كنيد 1.1.1ي با استفاده از از قضيهي بالا را قضيه. 3تمرين 
,فرض كنيم كه : 10تعريف   تابع . دو كاتگوري باشندF:    ،هرگاه  را يك فانكتور پادورد ناميمF  هر

را به يك شيئ  از كاتگوري  Aئ شي F A  در كاتگوري  و هر مورفيسمƒ:A B  از كاتگوري  را به يك
مورفيسم      F ƒ : F B F A ببرد به طوري كه در شرط ذيل بر قرار باشند :  

ƒ:Aبه ازاء هر دو مورفيسم ) 1( B  وg:B C  از كاتگوري ،   
      F gƒ F ƒ F g ) ،به اختصارF  تركيب ببردتركيب را به( ،  
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 g F g 

  در كاتگوري                     در كاتگوري                             
 

        
   

ƒ gƒ F ƒ F gƒ F ƒ F g

A F A

B C F B F C

  

  
  ،در كاتگوري  Aبه ازاء هر شيئ ) 2(    A F A

F 1 1 ) . ،به اختصارF  هر مورفيسم هماني را به يك مورفيسم
  ).هماني ببرد

  در كاتگوري                   در كاتگوري               
 

    
 

A A F A

A F A

1 F 1 1

A F A

  

:Fيك كاتگوري  رض كنيم كه ف: تعريف S كه نيز فرض كنيم .يك فانكتور پادورد باشد U  يك شيئ از
ي يك عضو مجموعه uو  كاتگوري  F U گوييم . باشد U,u u  يك عنصر عمومي وU  يك شيئ عمومي

ي از مجموعه xو هر عضو  از كاتگوري  Xهرگاه به ازاء هر شيئ  است Fفانكتور پادورد  F X  يك و فقط يك
ƒ:Xمورفيسم  U به طوري كه  موجود باشد  F ƒ u x   

  ر كاتگوري د             هامجموعهدر كاتگوري         
 

 
 

U u F U

ƒ F ƒ

X x F X





  

  : تابع. باشد از ) ولي از اين به بعد ثابت(دلخواه يك شيئ  Bيك كاتگوري و  فرض كنيم كه . 4تمرين 
 mor ,B : S  

  : كنيمرا مطابق ذيل تعريف مي
  i شيئ به ازاء هر X  در  :  

     mor ,B X =mor X,B  
  ii  به ازاء هر مورفيسمƒ:X y  از كاتگوري  :  

  mor ,B ƒ ƒ  
  : كه

   ƒ:mor Y,B mor X,B  
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  : ي ذيلتابعي است با ضابطه
     :mor Y,B : ƒ ƒ mor X,B      

ثابت كنيد كه *  mor ,B ورد و يك فانكتور پاد BB,1 يك عنصر عمومي آن است .  
  . انكتورهاي پادورد بيان و ثابت كنيدرا براي ف 1.2.2و  1.2.1هاي مشابه قضيه. 5تمرين 
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  ضربضرب و هم: 1.3بخش 

يك شيئ و  P، يك كاتگوري فرض كنيم كه : 12تعريف  i i I
A


ي انديس با مجموعه(ي دلخواه يك خانواده 

، و   از اشياء)  Iگذار دلخواه  ip
i i I

P A


 هر (ها باشد ي دلخواه از مورفيسميك خانوادهip  را يك
  . )نامنديا تصوير مي 1ژكسيونپرو

يا به طور دقيق، خانواده ( Pگوييم  i i I
p


ي به طور دقيق، خانواده(ها  iAيك ضرب براي )   i i I

A


. است)  
ي و هر خانواده Xهرگاه به ازاء هر شيئ  i i i I

ƒ : X A


  از كاتگوري  يك و فقط يك مورفيسمƒ:X P 
iكه به ازاء هر به طوري باشد موجود I  ،i ip ƒ=ƒ ) .گويند به اصطلاح ميiƒ ي ها به وسيلهip  ها به طريق منحصر به

  ). شوندتجزيه مي ƒفرد توسط 
i

i i

ƒ

A

p ƒ

P X

  

فرض كنيم كه : آوريياد i i I
A


دكارتي ) ضربحاصل(دانيم كه ضرب مي. ها باشدي دلخواه از مجموعهيك خانواده 

iA  ،هاi
i I

A

 عبارت است از ، :  

  i i i
i I i I

A ƒ: I A i I ,ƒ i A
 
       

iعضو براي راحتي هر 
i I

ƒ A


 ي را به صورت خانواده i i I
ƒ


كه در آن  دهيممي شانن   iƒi=ƒ i A  .  

فرض كنيم كه : 1مثال  i i I
A


ها يك  iAكنيم كه ضرب دكارتي ادعا مي. ها باشدي دلخواه از مجموعهيك خانواده 

  .  ها استها در كاتگوري مجموعه iAضرب براي 
كسيون در حقيقت اگر هر پروژ

j j ji i ip : A A   ييعني تابعي با ضابطه) پروژكسيون(را تابع تصويري :  
  

ji i ji I
p a a


  

ي هكنيم كه خانوادثابت مي .در نظر بگيريم j j I
p


ي يك ضرب براي خانواده  i i I

A


  . است 
i

i i

ƒ
i

i I

p ƒ

A

A X

 

  

ي و هر خانواده Xثابت كنيم كه به ازاء هر شيئ  دباي i i i I
ƒ :X A


  يك و فقط يك مورفيسمiƒ:X A 

  :  كهوجود دارد به طوري
 i i iI p ƒ=ƒ   

                                              
1. projection 
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iƒ:Xفرض كنيم كه : يكتايي A كهيك تابع باشد به طوري :  

 i ii I p ƒ=ƒ   
  تواند باشد؟ ي چه مي ƒچنين ي ببينيم ضابطه

باشد و  Xيك عضو دلخواه از  xفرض كنيم كه    i iƒ x a A   . بنابر فرض به ازاء هرj I  داريم
j jp ƒ=ƒ  .از آنجا :  

     j jp ƒ x ƒ x  
              يا     j jp ƒ x ƒ x   
               يا     j i jp a ƒ x   
                 يا  j ja ƒ x   

             : در نتيجه    j i I
ƒ x ƒ x


    

  : اي جزدر صورت وجود منحصر به فرد است و ضابطه ƒپس 

     j j I
x X : ƒ x ƒ x


    

  . تواند داشته باشدنمي
و ) چرا؟. واقعاً يك تابع است(ي فوق خوش تعريف است با ضابطه ƒم است كه معلو: وجود i ii p ƒ=ƒ  .
  . ثابت كنيد

فرض كنيم كه : يادآوري: 2مثال  i i I
G


ضرب دكارتي صورت  در اين. ها باشديك خانواده دلخواه از گروه 

iها،  iGي مجموعه
i I

G

 با عمل ذيل يك گروه است :  

   
       

i

i i i

i i i G i i i

x , y G

x y x o y x y

 

 
  

  ). ناميمها مي iGضرب خارجي هم چنين حاصل. (ناميمها مي iGاين گروه را ضرب دكارتي 
  . ها است iGيك ضرب  iGها ، در كاتگوري گروهبا نمادهاي قبل

i، پروژكسيون  iبراي نشان دادن اين مطلب به ازاء هر  i ip : G G  كنيمي زير تعريف ميرا با ضابطه :  
  i i ii I

p x x

  

  . )ها استيك همومورفيسم گروه ipبت كنيد كه ثا(
ي و به ازاء هر خانواده Gبايد ثابت كنيم كه به ازاء هر گروه  i iƒ : G G هاي گروهي يك و از همومورفيسم

  :  كهست به طوريموجود ا ƒفقط همومورفيسم 
 i ii I p ƒ=ƒ   
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ii

i

ƒ
i

ƒp

G

G G 

  

  . )يك همومورفيسم است ƒدهيد كه فراموش نكنيد كه در قسمت وجود نشان . ثابت كنيد(اثبات مشابه مثال قبل است 
  . كاتگوري هر دو ضرب يك خانواده از اشياء هم ارزندمستقيماً با استفاده از تعريف ثابت كنيد كه در هر . 1تمرين 
Pفرض كنيم كه . 2تمرين ,P  و كاتگوري در يك دو شيئ هم ارز i i I

A


. يك خانواده از اشياء اين كاتگوري باشد 
  . ها است iAهم يك ضرب براي  Pها باشد،  iAيك ضرب براي  Pثابت كنيد كه اگر 

-از اشياء در يك كاتگوري دقيقاً اشياء نهايي در يك كاتگوري ديگر ميهاي يك خانواده ثابت كنيد كه ضرب. 3تمرين 

  . باشند و از آنجا نتيجه بگيريد كه هر دو ضرب در يك كاتگوري هم ارزند
يك شيئ،  Sيك كاتگوري،  فرض كنيم كه : 13تعريف  i i I

A


و  يك خانواده از اشياء  i i i I
U : A S


  يك

ي يا به طور دقيق خانواده( Sگوييم ) ناميمرا يك انژكسيون مي iuهر (ها باشد فيسمخانواده از مور i i I
u


-يك هم)  

به طور دقيق، خانواده (ها  iA) جمعجمع يا حاصل( ضرب iA ( هرگاه به ازاء هر شيئ  استX ي و هر خانواده
 i i i I

ƒ :A X


 ها يك و فقط يك مورفيسم از مورفيسمƒ: S X كهموجود باشد به طوري :  
 i ii I ƒu ƒ    

i i

i

ƒ

u ƒ

A

S X

  

ض كنيم كه فر: 3مثال  i i I
A


كنيم كه ادعا مي. ها باشدي دلخواه از مجموعهيك خانواده   iA i يك هم -

هاي براي اين منظور انژكسيون. ها است iAضرب   i i iu : A A i  گيريمي زير در نظر ميرا با ضابطه :  
   i i i i ix A u x x ,i    

  ). يك تابع است(خوش تعريف است  iuمعلوم است كه 

  
i

i

i ƒ
i I

ƒ

A

A i X


 

  

ي و هر خانواده X )يمجموعه(ثابت كنيم كه به ازاء هرشيئ  دباي i iƒ : A X  يك تابع فقط از توابع، يك و
  iƒ: A i X  كهوجود دارد به طوري : i ii ƒu ƒ  .  
موجود باشد و    ƒفرض كنيم تابع : يكتايي i ii ƒu ƒ  .  
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يك عضو دلخواه از  x ، فرض كنيم كهƒي براي يافتن ضابطه  iA i چون . باشد iA i  ها دو به دو از
به يكي و فقط يكي از  xباشند هم جدا مي iA i فرض كنيم . ها تعلق دارد ix A i  . رت در اين صوi ia A 

هست كه  ix a , i  .داريم :  
  i iƒ u a ] تعريفiu  [    iƒ x ƒ a ,i  

      i i=ƒ a ]فرض[   i iƒu a  
  : ي ذيل تعريف شودوجود داشته باشد بايد با ضابطه ƒپس اگر 

    i i iƒ a , i ƒ a  
 اگر) خلاصه(  ix A i   آنگاه ،x  دقيقاً به يكي از iA i  تعلق دارد و اگر ix a , i آنگاه :  

   i iƒ x ƒ a  
i  ،iي بالا يك تابع است و به ازاي هر با ضابطه ƒثابت كنيد كه : وجود iƒu ƒ .  

فرض كنيد كه : يادآوري i i I
G


  ها باشد و يك خانواده از گروه 

 باشندميها غير از عضو خنثي  ixاز اي متناهي فقط عده { i i i
i Ii I

G x G{


    
  ). ناميمها مي iGضرب مستقيم خارجي ضعيف اين گروه را حاصل(است  iGگروه  يك زير iGدانيم كه مي

فرض كنيم كه . 4مثال  i i I
G


ضرب مستقيم خارجي كنيم كه حاصلادعا مي. هاي آبلي باشديك خانواده از گروه 

  . ها است iGضرب آبلي يك هم هاي، در كاتگوري گروه iGها،  iG ضعيف
iهاي انژكسيونبراي اثبات اين مطلب،  i iu : G G كنيمذيل تعريف مي يرا با ضابطه :  

   i i i i j jx G : u x y G     
  :كه در آن

 
 

i

j

j

x j i
y

e y i

  


  

  . است jGعضو خنثاي  jeكه در آن 
ي و هر خانواده Gكنيم كه به ازاء هر گروه آبلي حال ثابت مي i iƒ : G G ها يك و تنها يك از همومورفيسم

iƒهمومورفيسم  : G G كهموجود است به طوري  :  
 j jj ƒu ƒ   

i

i

i

i ƒ

u ƒ

G

G G
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:iƒفرض كنيم كه :  ƒيكتايي  G G كه يك همومورفيسم باشد به طوري j jj I ƒu ƒ    . ما دنبال
كنيم كه ميبراي اين منظور فرض . گرديممي ƒي ضابطه j j I

x


  : داريم .باشد iGعضو دلخواه از  يك 

        j j j j j j
j I j j

ƒ u x ƒu x ƒ x


      ] چونƒ يك همومورفيسم است [    j j j
j I

ƒ x ƒ u x


   
 

  

   يدر صورت وجود منحصر به فرد است و بايد با ضابطه ƒكنيم كه پس ملاحظه مي

      j y j y j
j

x G , ƒ x ƒ x     
  . تعريف شود

  ي بالا يك همومورفيسم است و با ضابطه ƒثابت كنيد كه : وجود

 j jj I ƒu ƒ    
  ). شوداستفاده مي ƒها در اثبات همومورفيسم بودن توجه كنيد كه از آبلي بودن گروه(

  .ها بيان و اثبات كنيدضربرا براي هم 3و  2و  1هاي مشابه تمرين. 4تمرين 
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  1تبديلات طبيعي: 1.4بخش 

,فرض كنيم كه : 14تعريف   1و  كاتگوري دو 2F ,F :     كه نيز فرض كنيم . باشند) همورد(دو فاكتور
يك مورفيسم  از كاتگوري  Aبه ازاء هر شيئ    A 1 2: F A F A   در كاتگوري كه موجود باشد به طوري

,Bبه ازاء هر دو شيئ  A  هر مورفيسم وƒ:A B  در كاتگوري داشته باشيم :  

   B 1 2 AF ƒ F ƒ    
             

  در كاتگوري                   در كاتگوري              
   

   
   

A

B

1 2

1 2

1 2

ƒ F ƒ F ƒ

A F A F A

B F B F B









  

  
ي در اين صورت گوييم خانواده A A




  . است 2Fبتوي فانكتور  1Fيك تبديل طبيعي از فانكتور  
آنگاه تبديل طبيعي  ،باشد يك هم ارزي A  ،Aاگر به ازاي هر در تعريف قبل : 15تعريف  A  را يك هم ارزي

2فانكتورهاي طبيعي بين  1F ,F گوييم يا به اختصار مي. ناميمميA يك بيژكسيون طبيعي است .  
1دو فانكتور : 16تعريف  2F ,F :    1هرگاه حداقل يك هم ارزي طبيعي از . را به طور طبيعي هم ارز ناميمF 

  . موجود باشد 2Fبتوي 
بتوي يك  ي فانكتورهاي بر يك كاتگوري بودن در بين همهثابت كنيد كه خاصيت به طور طبيعي هم ارز . 1تمرين 

  . ، منعكس، متقارن و متعدي است  كاتگوري
:Fفرض كنيم كه . 2تمرين  S  يك فانكتور بر يك كاتگوري نيز فرض . ها باشدبتوي كاتگوري مجموعه

و   F ثابت كنيد كه. باشد Uداراي يك شيئ عمومي  Fكنيم كه  mor U, به طور طبيعي هم ارزند .  
2دورد تبديل طبيعي و هم ارزي طبيعي بين دو فانكتور پا: توجه 1F ,F شود، كافي است در تعريف هاً تعريف مينيز مشاب
ƒ:Aهر مورفيسم «بالا عبارت  B  « هر مورفيسم «را به عبارتƒ:B A  «تبديل كنيم .  

  
  

                                              
1. Natural Transfermation 
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     دومفصل 
  

  هاي مدولنظريه

  هامدول 2.1

  : كهبه طوري) موسوم به جمع و ضرب( ,به انضمام دو عمل  Rناتهي  مجموعهحلقه عبارت است از يك يك : يادآوري
 i R يك گروه آبلي است، يا عمل جمع   
 ii R گروه است،با عمل ضرب يك نيم   
 iii يعني. است) پخشي(پذير عمل ضرب نسبت به عمل جمع توزيع :  

   x,y,z R x y z xz yz , z x y zx zy         
  . هرگاه عمل ضرب آن جابه جايي باشد ناميم،) پذيرتعويض(يك حلقه را جابه جايي  

  . ، باشد 1هرگاه نسبت به عمل ضرب داراي عضو خنثي،  ناميم،) يكدار(قه را با عضو واحد يك حل
پذير و با عضو واحد باشد و هر عضو نا صفر آن هرگاه تعريف را يك ميدان ناميم،) يش از يك عضوب(ي غير بديهي يك حلقه

  . نسبت به عمل ضرب معكوس داشته باشد
  :  اگر شرط ذيل بر قرار باشد آل چپ ناميم،را يك ايده Rي از يك حلقه aيك زير گروه جمعي 

R x a x a      
  :  اگر شرط ذيل بر قرار باشد ،آل راست ناميمرا يك ايده Rي از يك حلقه aيك زير گروه جمعي 

R x a x a     
  :  اگر شرط ذيل بر قرار باشد ناميم، دو طرفهآل يدهرا يك ا Rي از يك حلقه aيك زير گروه جمعي 

R x a x , x a      
  . ي يكدار خواهد بوديك حلقه Rاز اين به بعد در سرتاسر اين درس 

  : آبلي باشد نيز فرض كنيم كه ييك گروه جمع Mفرض كنيم كه 

: R M M   
براي راحتي مقدار اين تابع در يك عضو دلخواه . يك تابع باشد , x  ازR M  يعني  , x  را به.x  يا به ،

 xرا يك ضرب اسكالر و   را يك بردار، تابع Mرا يك اسكالر هر عضو  Rچنين هر عضو هم. دهيممي نشان xاختصار به 
  . ناميممي xدر  ضرب اسكالر را حاصل
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هرگاه چهار . است Rمدول يا يك مدول روي  R به انضمام ضرب اسكالر بالا يك Mبا نمادهاي بالا گوييم . 1تعريف 
  : شرط ذيل بر قرار باشند

 i      R x,y M , x y x y           
 ii       , R x M x x y             
 iii            x x      
 iv       x M 1x x      )1 ي عضو واحد حلقهR است .(  
ي در رابطه مثلاً: توجه iii  ، ي با ضرب حلقهR شودمحاسبه مي . x ضرب عبارت است از حاصل

؛ هر يك از  xدر  اسكالر  x , x   شودبا ضرب اسكالر محاسبه مي .  
  ). تعريف فضاهاي برداري(مدول است  Fيك  Fروي آنگاه هر فضاي برداري  ،يك ميدان باشد Fاگر : 1مثال 
  . باشد Rآل چپ يك ايده aفرض كنيم كه : 2مثال 

xو هر عضو  Rاگر به ازاء هر  a  ضرب اسكالر  در بردارx ضربرا همان حاصل   وx  به عنوان دو
  . شودمدول تبديل مي Rبه يك  aآنگاه  در نظر بگيريم،)  Rي در حلقه( Rعضو 

پذيري ضرب نسبت به جمع آن، شركت Rي پذيري ضرب حلقهتوزيع: يچهارگانه به ترتيب نتيجهدر حقيقت شرايط 
  . باشدحلقه، يكدار بودن حلقه مي

   ).باشدبالاخص هر حلقه يك مدول روي خودش مي(
در ) ي اعداد صحيححلقه( اسكالر اعضاي  ضربحاصل .گروه جمعي دلخواه باشديك  M فرض كنيم كه :3مثال 

  : كنيمرا مطابق ذيل تعريف مي Mاعضاي 

   
   
    

M

n x M

M n

nx n 1 x x n

n x n

   

 
   
   



 



  

هر گروه آبلي جمعي شود، به عبارت ديگر مدول تبديل مي -  با اين ضرب اسكالر  به يك  Mدر اين صورت،  
  . مدول است يك 

توجه كنيد كه اين ضرب اسكالر همان تعريف مضارب صحيح يك عضو در يك گروه جمعي است كه از تعريف توان 
  . آيدبه دست مي ل عمل به ها پس از تبديل توان به مضرب و تبديدر گروه

      : تعريف توان(
 

 

n n 1

n1

e n

x x x n

x n





 
 










 (  

  ). ي ضرب اسكالر را بررسي كنيدشرايط چهارگانه(

 عضو خنثاي گروه
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,ثابت كنيد كه به ازاء هر . مدول باشد Rيك  Mفرض كنيم كه : 1تمرين  R   ، و هرx,y M  ،
  x x     و   x x x       وR Mx    وM M     

 

   

R M

x
x

R

x x x , x y x y

 
   


          


 

  

توجه كنيد كه مثلاً (    به معني    تعريف تفريق. (است(( .  
  : مدول باشد، آنگاه Rيك  Mثابت كنيد كه اگر : 2تمرين

     k , R , x M , kx k x k x           
فرض كنيم كه . 3تمرين  i i I

M


ها،  iMثابت كنيد كه ضرب دكارتي . ها باشدمدول Rي دلخواه از يك خانواده 

i
i I

M

  ي ذيل يك نقطه به نقطه، با عمل جمع و ضرب اسكالرR  ضرب مستقيم خارجي آن را حاصل(مدول استiM

  : )ناميمها مي
   i i ii I i I

x , y M
 

   
                : جمع     i i i i i I

x y x y


     
        : ضرب اسكالر i iR x M     

   i i i I
x x


    

فرض كنيم كه . 4تمرين  i i I
M


  ها باشد و مدول Rيك خانواده از  

ها نا صفرند  iMاي متناهي از فقط عده { i i iM { x M    
  . مدول است Rبا عمل جمع و ضرب اسكالر نقطه به نقطه يك  iMثابت كنيد كه 

  ). به بسته بودن توجه شود. ()ناميمها مي iMضعيف ضرب مستقيم خارجي آن را حاصل(
بتوي  Xي توابع بر ي همهمجموعه XMي دلخواه و يك مجموعه Xمدول،  Rيك  Mفرض كنيم كه . 5تمرين 

M  باشدف ثابت كنيد كهXM  ذيل يك ) يبه نقطه نقطه(با عمل جمع و ضرب اسكالرR ول استمد :  
        : جمع Xƒ,g M x X : ƒ,g:X M       

       ƒ+g x ƒ x g x   
  : ضرب اسكالر

     

XR ƒ M x X

ƒ x ƒ x

    

  
  

X توجه در اين تمرين(
i

i I
M M


   كه در آن ii X M M   ( .  

  

 ميدان است
 يا
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  )تبديلات خطي(ها همومورفيسم: 2.2بخش 

ƒ:Mيك تابع . مدول باشند Rدو  Mو  Mفرض كنيم كه : 3تعريف  M  را يكR  همومورفيسم يا يك
  : هرگاه دو شرط ذيل بر قرار باشند. ناميم) Rيا يك تبديل خطي روي ( Rهمومورفيسم روي 

  i            
M M

x,y M ƒ x+y ƒ x ƒ y


      

  ii           
M M

R x M ƒ .x .ƒ x


        

به اختصار (   ƒ x ƒ x   ( .  
   . اگر برو باشد ،ناميم) مورفيسميا به اختصار، اپي(مورفيسم اپي Rهمومورفيسم را يك  Rيك . 4تعريف 

  .  باشد به يكيكناميم، اگر ) مورفيسميا به اختصار، مونو(مورفيسم مونو Rهمومورفيسم را يك  Rيك 
  .  باشدبه يك و برو هرگاه يكناميم، ) مورفيسميزوه اختصار، اب(مورفيسم ايزو Rهمومورفيسم را يك  Rيك 

هر ايزومورفيسم بر يك . همومورفيسم بر يك مدول بتوي خودش را يك آندومورفيسم ناميم Rيك . 5تعريف 
  . نامندمي Mبروي خودش را يك اتومورفيسم  Mمدول 

:ƒفرض كنيم كه : 2.2.1ي قضيه M M  يكR  در اين صورت. باشد) هامدول(همومورفيسم :  
  i        M Mƒ o o  )به اختصار  ƒ   (  
  ii                x M ƒ -x ƒ x       

بتوي گروه  Mجمعي  در اينجا از گروه. (ها استهمومورفيسم بالاخص يك همومورفيسم گروه Rچون هر : برهان
را به معكوس مقدار ها عضو خنثي را به عضو خنثي و معكوس هر عضو گروهدانيم كه هر همومورفيسم و مي)  Mجمعي 

(برد آن عضو مي      1-1ƒ e e , ƒ -x ƒ x
  (،  حكم بديهي است)1هاي جمعي توجه كنيد كه در گروهx  به

x  و   1
ƒ x

  به ƒ x شودتبديل مي .(  
:ƒهمومورفيسم است يعني اگر  Rهمومورفيسم يك  Rتركيب هر دو : 2.2.2ي قضيه M M  و

g: M M   دوR  همومورفيسم باشند، تركيبg  بهƒ  يعني تابعgƒ: M M يبا ضابطه :  
      x M gƒ x g ƒ x    

  ). ثابت كنيد(همومورفيسم است  Rنيز يك 
:ƒايزومورفيسم است، يعني اگر  Rايزومورفيسم يك  Rتابع معكوس هر : 2.2.3ي قضيه M M  يكR 

ƒ  ،-1ƒايزومورفيسم باشد، تابع معكوس  : M M  يبا ضابطه :  
 -1x M , ƒ x x      

كه  ƒ x x  يك ايزومورفيسم استنيز .  
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  : بايد ثابت كنيم كه. يك به يك و برو است 1ƒ-معلوم است كه : برهان

R , x ,y M ,     
  i                  -1 -1 -1ƒ x y ƒ x ƒ y        
  ii              -1 -1ƒ x ƒ x      

   :اثبات
 i   -1ƒ x  راx  و -1ƒ y  راy گيريممي . -1ƒ x x   و -1ƒ y y  .   1-بنابه تعريفƒ داريم :  

   ƒ x x , ƒ y y    
بايد ثابت كنيم  -1ƒ x y x y     هم ارز ، يا به عبارت ƒ x y x y     يا ،
     ƒ x y ƒ x ƒ y    كه چونƒ يك همومورفيسم است، حكم ثابت است .  

 ii شودهم بر همين ترتيب ثابت مي .  
M مدول R-دو : 6تعريف  ,M نويسيم را ايزومورفيك ناميم و ميM M ،  هرگاه حداقل يك ايزومورفيسم بر

M  بتويM موجود باشد .  
ƒ:Mهمومورفيسم  Rهسته يا كرنل يك : 7تعريف  M  كه بهker ƒ شود مطابق ذيل تعريف داده مي نشان

  : شودمي
  Mker ƒ= x M ƒ x      

ƒ:Mهمومورفيسم  Rيك : 2.2.4ي قضيه M اگر و فقط اگر  به يك استيك Mker ƒ = o .  
  . ها استي مشابه در گروهبديهي قضيهي حكم نتيجه ها است،يك همومورفيسم گروه ƒ با توجه به اين كه: برهان

  . است ها، منعكس، متقارن، و متعديمدول R-ي ثابت كنيد كه خاصيت ايزومورفيك بودن در بين همه. 1تمرين 
ƒ:Mمدول باشند و  Rدو  Mو  Mفرض كنيم كه . 2تمرين  M ثابت كنيد كه . يك تابع باشدƒ  يك-R 

  : اگر و فقط اگر همومورفيسم است
     ƒ x+ y ƒ x ƒ y       

  مدول باشند و  Rدو  Mو  M فرض كنيم كه. 3تمرين
ƒ} يك R  همومورفيسم است RHom M,M {ƒ: M M     

  : كنيمرا مطابق ذيل تعريف مي به نقطه دو عمل جمع و ضرب اسكالر نقطه
  : جمع

 
       

ƒ,g Hom M,M ,

x M : ƒ+g x ƒ x g x

 

   
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  : ضرب
 

     
R , ƒ Hom M,M ,

x M , ƒ x ƒ x

  

    
  

  : ثابت كنيد كه
  i  Hom M,M تعريفي يا بسته بودن عمل جمع را فراموش  خوش. (با عمل جمع بالا يك گروه آبلي است
  ). نكنيد

 ii  اگرR  جابه جايي باشد، آنگاه Hom M,M  با اعمال جمع و ضرب اسكالر بالا يكR مدول است .   
 iii اگر R  و عمل ضرب را درجابه جايي  Hom M,M ،آنگاه با اعمال جمع همان تركيب توابع تعريف كنيم 

  : يعني. شودتبديل مي) يكدار(واحد جبر با عضو  Rو ضرب اسكالر بالا و اين ضرب به يك 
) الف Hom M,M  يكR قسمت . (مدول است ii  (  
) ب Hom M,M است) يكدار(با عضو واحد  هبا جمع بالا و ضرب اخير يك حلق .  
  ) ج

 
     

R ƒ,g Hom M,M ,

ƒg ƒ g ƒ g

  

    
  

   ).دهندپيوند مي اين روابط ضرب اسكالر مربوط به ساختمان مدولي را با ضرب مربوط به ساختمان حلقه(
   .]جبر را بيان كنيد Rتعريف كلي يك [

جبر  Rرا يك  Mپذير باشد آنگاه يضويك حلقه تع Rيك گروه آبلي و  Mفرض كنيد : جبر R تعريف
  : گويند هرگاه

1 (M  يكR مدول باشد .  
2 (M ي يكدار باشديك حلقه .  
1به ازاي هر ) 3 2m ,m M  و هرR داشته باشيم:  

     1 2 1 2 1 2m m m m m m      
پذير باشد، تعويض Rثابت كنيد كه اگر . يك عدد طبيعي باشد nمدول و  Rيك  Mفرض كنيم كه . 4تمرين 

  : آنگاه
 n nHom R ,M M  
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  هازير مدول: 2.3بخش 

Nنويسيم ناميم و مي Mرا يك زير مدول  Mمدول  Rاز يك  Nي زير مجموعهيك : 8تعريف  M  هرگاه
  : يعني. مدول باشد Rكالر يك خود با اعمال جمع و ضرب اس

  . ديد آن يك گروه آبلي باشدبسته و با تح Mتحت عمل جمع  N) آ
  : بسته باشد يعني Mتحت ضرب اسكالر  N) ب

R x N : x N      
  . و چهار شرط مربوط به ضرب اسكالر برقرار باشد

در اين صورت شرط . باشد Mي ناتهي يك زير مجموعه Nو  مدول Rيك  Mفرض كنيم كه : 2.3.1ي قضيه
  . بسته باشد Mباشد آن است كه تحت عمل جمع و ضرب اسكالر  Mيك زير مدول  Nكه زم و كافي براي آنلا

  . بنابر تعريف يك زير مدول بديهي است: لزوم
  : بايد ثابت كنيم كه. باشد حت عمل جمع و ضرب اسكالر بستهت Nفرض كنيم كه : كفايت

  . با عمل جمع بسته و تحت آن يك گروه آبلي است N) آ
  . تحت ضرب اسكالر بسته و چهار شرط مربوط به ضرب اسكالر بر قرار است N) ب

تحت تفريق بسته  Nكافي است نشان دهيم كه  )شرط زير گروه بودن(ها وط به گروهبنابر يكي از نتايج مرب): اثبات آ
xبه  1xyهاي جمعي توجه كنيد كه در گروه(است  y شودتبديل مي( .  

xباشند بايد ثابت كنيم  Nو دلخواه از دو عض y,xكنيم كه پس فرض مي y N   .اما :  
     x y x y x 1y x 1 y          

1چون  R   وy N  وN ،داريم  تحت ضرب اسكالر بسته است 1 y N  . چون از آنجا 1 y N   و
x N و N خواهيم داشت ،تحت عمل جمع بسته است :  

  x 1 y N    ياx y N    
به  Mاز  Nچهار شرط مربوط به ضرب اسكالر را نيز . ت ضرب اسكالر بسته استتح Nبنابه فرض ): اثبات ب 

  . بردارث مي
مدول و  Rيك  Mفرض كنيم كه : 1تمرين  i i I

M


ثابت . باشد Mهاي دلخواه از زير مدول ييك خانواده 
iكنيد كه 

i I
M


 مدول  نيز يك زيرM است .  

1ثابت كنيدكه . باشند Mدو زير مدول  2Mو  1M باشد و مدول Rيك  Mفرض كنيم كه : 2تمرين  2M M 
در حقيقت اجتماع دو زير گروه . (ي باشدي ديگرزير مجموعه 2Mو  1M ازكه يكي مگر آن نيست، Mيك زير مدول 

  . )دديگري باشكه يكي از آنها زير مجموعهمگر آن زير گروه نيست،يك 
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:ƒمدول باشند و  Rدو  Mو  M فرض كنيم كه: 3تمرين  M M  يكR ثابت كنيد . همومورفيسم باشد
  : كه

M  ،از  Nل به ازاء زير مدو) الف ƒ N  يك زير مدولM است .  
: يادآوري( ƒ N ز تصوير عبارت است اN  تحتƒ  يعني    ƒ N ƒ x x N   (   

آنگاه . باشد Mيك زير مدول  Nاگر ) ب -1ƒ N  يك زير مدولM مل و شاker ƒ است .  
: يادآوري( -1ƒ N  معكوس عبارت است از تصويرN  تحتƒ يعني :    -1ƒ N x M ƒ x N     (  

kerو شامل  Mيك زير مدول  Nاگر ) پ ƒ  باشد، آنگاه  -1ƒ ƒ N N   
باشد، آنگاه  M يك زير مدول N و) پوشا(برو  ƒاگر ) ت  -1ƒ ƒ N N    
ker باشد كه شامل Mهايي از ي زير مدولي همهمجموعه X برو باشد و ƒاگر ) ث ƒ و  دنباشميY ي مجموعه

:در حقيقت تابع . به يك بر قرار استيم متناظر يك y,X ينب آنگاهباشد،  Mهاي ي زير مدولهمه X Y   با
ي ضابطه   N ƒ N  به يك و برو استيك .  
:توجه كنيد كه تابع ( Y X  ي با ضابطه   -1N ƒ N   يك و برو است و در حقيقت به نيز يك  تابع

  . )است معكوس 
و  Rباشد و  Rآل چپ يك ايده aو  Mيك زير مدول  Nمدول،  Rيك  Mفرض كنيم كه : 4تمرين 

x M  . زير مدول هاي ذيل يك از مجموعهثابت كنيد كه هر يكM است .  
) آ x a  ) آن را بهax دهيممي نشان .(  

) ب y y N   ) آن را بهN دهيممي نشان.(   

1) پ 1 2 2 n n i

i

n

x x x a

x N

 
         
  


 )را به مجموعه ن ايaN دهيمنشان مي .(  

  باشند و  Mمدول  Rاز يك دو زير مدول  N و Nفرض كنيم كه : 5تمرين 

 
R

N : N R N N      
  ). قسمت ب تمرين قبل را ملاحظه كنيد(

ثابت كنيد كه 
R

N : N آل چپيك ايده R  بالاخص ، (استO : N  را صفر سازN را به نامند و آن مي N1ann 
    ).دهندمي نشان

  

                                              
1. annihilator 
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  حاصل جمع و حاصل جمع مستقيم: 2.4بخش 

و مدول  Rيك  M فرض كنيم كه: 9تعريف  i i I
M


i. باشد M هاييك خانواده دلخواه از زير مدول 

i I

M

  ،

  : كنيمها، را مطابق ذيل تعريف مي iM جمع حاصل
iها نا صفرند  ixي متناهي از او فقط عده { i i i

i I i I

M { x i I , x M ,
 

      

ها صفر باشند كه در اين صورت  ixي همهمگر آن كه  ها نا صفر است ixجمع به معني حاصل ixتوجه كنيد كه (
ix كنيمرا صفر اختيار مي( .  

  ). ثابت كنيد(است  Mيك زير مدول  iMبا نمادهاي بالا : 2.4.1ي قضيه
فرض كنيم كه : 10تعريف  i i I

M


كه به ازاء هر به طوري باشد، Mمدول  Rهاي يك يك خانواده از زير مدول 
iدو عضو  iy M   وix  ازi ix y   نتيجه شود i ii I x y    . هر به عبارت هم ارز نمايش

جمع مستقيم است و آن يك حاصل iMدر اين صورت گوييم . د باشدمنحصر به فر ixبه صورت  iMعضو 
iرا به صورت 

i I
M


 دهيم نمايش مي)i iM M   .( بالاخص اگرiM M نويسيم آنگاه ميiM M    

فرض كنيم كه : 2.4.2ي قضيه i i I
M


سه شرط . باشد Mمدول  Rهاي يك ي دلخواه از زير مدوليك خانواده 

  . ذيل دو به دو هم ارزند
i

i I
M M (I


    

   iii , M M i (II  به ازاء هر i ix M   ازix   شودنتيجه مي  ii I x      

   iii , M M i (III   به ازاء هر i j
i j I

M M i I
 

 
   

 
    

Iبرهان   II  : i براي اثبات . طبق تعريف بر قرار است ii  فرض كنيم كهi ix M  كه به طوري

ix    بايد نشان دهيم كه ii x   داريم :  

 i i] i x y    جمع مستقيم بنابه تعريف حاصلi i i
i I i I i I

x x y [
  

 
    

 
      

II III  بايد ثابت كنيم كه هر چه باشدi I ، i j
i j

M M


 
 

 
   .معلوم است  i j

j i

M M


 
  

 
 .  

براي اثبات جهت معكوس يعني  i j
j i

M M


 
 

 
   فرض كنيم كه ،x  يك عضو دلخواه ازi j

j i

M M


 
 
 
 

jصورت در اين. باشد j
j i

x M


   وi iy M  كه به طوري
i

j
j i

x y

x x



 


  . از آنجا، به ازاءi ix y   داريم
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j
j I

x


   . از اين رابطه بنابه II ii كه شود مي نتيجه jj I x     بالاخصix    . در نتيجه

 i ix y x        
III I هر دو عضو  كافي است نشان دهيم كه به ازايi i ix , y M    از ،i ix y  نتيجه مي -

شود  i ii x y  .  
kكنيم ثابت مي. باشد Iاز ) ولي از اين به بعد ثابت(يك انديس دلخواه  kفرض كنيم كه  kx y  .اما   

   
k

i i i i k k i i
ii k

i k

M
x y x y x y x y M




          


      

  k k k k] x y x y        بنابه فرضk k k i
i k

x y M M [


     

 Mيك جمعك مستقيم  Nگوييم . باشد Mيك زير مدول  Nمدول و  Rيك  Mفرض كنيم كه . 11تعريف 
Mموجود باشد به طوري كه  Mاز  Nيك زير مدول ) حداقل(هرگاه  است، N N    

  . ثابت كنيد كه در هر فضاي برداري با بعد متناهي هر زير فضا يك جمعك مستقيم آن فضاي برداري است: 1تمرين 
  . )تيجه براي بعد نامتناهي نيز بر قرار استخواهيم ديد كه اين ن 2.10از بخش  2بعداً در تمرين (

مدول  را به عنوان يك  (مدولي ارائه دهيد كه داراي زير مدولي باشد كه يك جمعك مستقيم نيست : 2تمرين 
  ). در نظر بگيريد
فرض كنيم كه : 3تمرين  i i I

M


ثابت كنيد كه اگر . باشد Mمدول  Rهاي يك يك خانواده از زير مدول 

iM  جمع مستقيم باشد، آنگاهi i
i I i I

M M
 

  ) .اثبات خوش تعريفي را فراموش نكنيد .(  
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  هاي خارج قسمتيمدول: 2.5بخش 

 و باشد M يك زير مدول Nو مدول  Rيك  M فرض كنيم كه: 13تعريف  M
x N x M

N
     كه در آن

 x N x n n N       

Mدانيم كه مي

N
  با عمل جمع  

     
M M
N

M
x N, y N x N y N x y N

N
           

  ). Nبر  Mگروه خارج قسمتي (خوش تعريف و يك گروه آبلي است 

Mهدف ما اين است كه 

N
در اعضاي  Rاعضاي  اين منظور يك ضرب اسكالربراي . مدول تبديل كنيم Rرا به يك  

M

N
  : كنيمذيل تعريف ميرا مطابق  

M
R , x N ,

N
     

       : داريم x N x N      

Mبا نمادهاي بالا، : 2.5.1ي قضيه

N
  . مدول است Rبا اعمال جمع و ضرب اسكالر مذكور يك  

Mايم ها ديدهكه در گروهچنان: برهان

N
كافي است پس براي تكميل اثبات، . با عمل جمع مذكور يك گروه آبلي است 

  : باشندضرب اسكالر خوش تعريف است و چهار شرط ذيل بر قرار مي ثابت كنيم كه

 i            M
R , x N , y N ,

N
      

       x N y N x N y N ,             

 ii                  M
, R , x N ,

N
       

       x N x N x N ,           

 iii                  M
, R , x N ,

N
       

     x N x N ,       

 iv           R

M
x N 1 x N x N.

N
        
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M و هر دو عضو Rبايد ثابت كنيم كه به ازاء هر  :ضرب اسكالر يخوش تعريف
y N

N
   وx N  از

x N y N   شود نتيجه ميx N y N      .اما :  
]2.1از بخش  1تمرين [ N M] x y N     ير مدولز] x y N[  هايكي از نتايج در گروهx N y N[     

] x N y N      هايكي از نتايج در گروه x y N[      
اثبات   i :  

]  تعريف ضرب اسكالر  M
x y N

N
] [       تعريف جمع    M

x N y N
N

[       

   ] x N y N     تعريف جمع  M
] x y N[

N
     شرطi ها براي در تعريف مدول x y N[M    

    x N y N]      اسكالر تعريف ضرب     M
] x N y N

N
[        تعريف ضرب اسكالر[M  

  . سه شرط ديگر را ثابت كنيد
صورت تابع در اين . باشد Mيك زير مدول  Nمدول و  Rيك  Mفرض كنيم كه : 2.5.2ي قضيه

M
q : M

N
 ي با ضابطه x M : q x x N      

  . )نامندميطبيعي يا قانوني مورفيسم آن را اپي .ثابت كنيد. (است Nي مورفيسم با هستهيك اپي
:ƒمدول باشند و  Rدو  Mو  M فرض كنيم كه: 2.5.3ي قضيه M M  يكR در . همومورفيسم باشد
  : اين صورت

 M
ƒ M

ker ƒ
  

) ƒ M  تصويرM  تحتƒ ثابت كنيد. ()است .(  
  : ، ثابت كنيدباشند Mمدول  Rدو زير مدول از يك  2Mو  1M كنيم كهفرض  .1تمرين 

1 2 2

1 1 2

M M M

M M M

 


  

  : ثابت كنيد. باشد Rآل چپ يك ايده aو  Mمدول  Rيك زير مدول از يك  Nفرض كنيم كه . 2تمرين 
M aM N

a
N N

   
 

  

  ). مراجعه كنيد 3هاي بخش براي تعريف به تمرين(
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  آزادهاي مدول: 2.6بخش 

  ). 2.3از بخش  1تمرين (مدول، يك زير مدول است  Rهاي يك از زير مدول تعدادمقطع هر : يادآوري
دانيم كه مي .باشد M ييك زير مجموعه Aو مدول  Rيك  M فرض كنيم كه: 13تعريف 

A L M
L

 
  يك زير

  ). يادآوري بالا(است  Mمدول 
اين زير مدول را به  A شده توسط ددهيم و آن را زير مدول توليمي نشان A  وA را يك مولد اين زير مدول مي -

ي متناهي يك مجموعه Aدر صورتي كه . ناميم 1 na , ,a براي راحتي به جاي  د،باش  1 na , ,a نويسيم مي
 1 na , ,a  .  

  : با نمادهاي بالا داريم: 2.6.1ي قضيه

 
 

  

1 1 2 2 n n i

A L M i

n

a a a R A Ø
A L

a A

o A Ø

 

  
               

  








  

Aبه ازاي : برهان Ø  حكم بديهي است يعني
Ø L M
L
 
   . چون كهL تواند زير مدول بديهي ميo ط را كه در شر

Ø o M  اختيار كندكندق ميصد ، .  
Aكنيم كه پس فرض مي Ø  . بايد ثابت كنيم كه 

A L M
L L A

 
 كه در آن :  

aa A & R}    اي متناهي از عدهو فقطi  ها نا صفرند  1 1 n n i a
a A

i

n

L A a a R { a

a A 

 
           
  




   

: اثبات 
A L M

L L A
 

  :شود كه به آساني ثابت مي L A يك زير مدول M  و شاملA  و از ). ثابت كنيد(است

تواند مي Lآنجا چون  L A را اختيار كند در نتيجه حكم ثابت است .  
براي اثبات  

A L M

L A L
 

   كافي است نشان دهيم كه به ازاء هرL  ي كه در شرطA L M   صدق كند، داريم

 L A L  . پس فرض كنيم كهL  يك زير مدولM  و شاملA بايد ثابت كنيم كه هر عضو . باشد L A  يك عضو
L فرض كنيم كه . است x L A  .نابه تعريف ب L A  ،x توان به صورت را ميa

a A

x a


   نوشت كه در آن

a R   . چونA L پس a L  وa A   .  
  :ب اسكالر بسته است، خواهيم داشتتحت اعمال جمع و ضر و در نتيجه Mيك زير مدول  Lاز آنجا چون 

ax a L    
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هرگاه حداقل يك مولد متناهي داشته  ناميم) توليد شده(مدول را به طور متناهي توليد شونده  Rيك : 14تعريف 
  . باشد

nمانند ي متناهي هيك دنبال: 15تعريف  2 1x , ,x ,x  از اعضاي يكR  مدولM  روي (راR(  مستقل خطي
n) يدنباله( يهرگاه به ازاء هر رشته ناميم، 2 1, , ,    از اعضايR از   

1 1 2 2 n nx x x         
1نتيجه شود  2 n          

ي متناهي از اعضاي دو به دو متمايز آن هرگاه هر رشته را مستقل خطي ناميم، Mاز  Xي يك زير مجموعه: تعريف
  . مستقل خطي باشند

و هم  Mهم يك مولد  Aهرگاه  ناميم، Mرا يك مبناي  Mمدول  Rاز يك  Aي يك زير مجموعه: 16تعريف 
  . مستقل خطي باشد

  هم چنينو  Rبتوي  Xي توابع بر ي همهيعني مجموعه XRآنگاه  يك زير مجموعه باشد، Xاگر : يادآوري

 نا صفرند ƒاي متناهي از مقادير فقط عده { XR ={ƒ: X R   

xبه ازاء هر . يك مجموعه باشد Xفرض كنيم كه  X  ، X
xe R كنيمرا مطابق ذيل تعريف مي :  

 
 
 x

y x
y X e y

1 y x

    



  

به ازاء : مثال X 1,2, ,n  داريم :  

       

 

 

1 1 1 1

2

n

1 2 n
e 1 1,e 2 e n e 1, , , ,

1

1 2 n
e ,1, , ,

1

1 2 n
e , , , ,1

1

 
       

 
 

  
 
 

  
 


     

  


   
  


   

  

  

دهيم قرار مي xA e x X    داريم، در اين صورت :  
 يك مبناي A: 2.6.2ي قضيه XR است .  
يك مولد  Aاولاً : برهان XR فرض كنيم كه : استƒ  يك عضو دلخواه از XR بايد ثابت كنيم كه . باشدƒ  يك

بنابه تعريف . است Aاي متناهي از اعضاي خطي از عدهتركيب  XR  مقدارƒ اي متناهي از اعضاي فقط در عدهX  مانند
n 2 1x , ,x ,x نا صفر است .  
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كنيم كه به ازاي ادعا مي i iƒ x  داريم :  

1 2 n1 x 2 x n xƒ = e e e       
xبراي اثبات اين فرمول بايد نشان دهيم كه به ازاء هر  X   

     
1 n1 x n xƒ x = e e x     

  : دهيمبراي اين منظور دو حالت تميز مي
حالت  x . i كدام از هيچn 2 1x , ,x ,x در اين حالت بنابر انتخاب . نيستix ها، داريم ƒ x    .چنين بنابر هم

تعريف 
ixe داريم :  

   
1 n

1 x n x 1 n
e x e x]               بنابه تعريف جمع و ضرب اسكالر درXR يا    

1 n
1 x n x

X
e e x R[     

حالت  x . ii  يكي ازn 2 1x , ,x ,x  ًمثلا ،ix در اين حالت، بنابر انتخاب . استi ها، داريم : i iƒ x    .  
چنين بنابه تعريف هم

jxe ها داريم :  
     

1 n i1 x n x i x i i ie e x e x .1           
مانند  Aي متناهي از اعضاي متمايز بايد ثابت كنيم كه هر رشته: مستقل خطي است Aثانياً 

n 2 1x x xe , ,e ,e  مستقل
  . خطي است

1پس فرض كنيم كه  n, , R   به طوري كه :  
 

1 n1 x n x1 e e       
  ). صفر استتوجه كنيد كه صفر طرف دوم تابع ثابت (

  : بايد نشان دهيم كه

1 2 n         
iمثلاً براي نشان دادن اين كه    را بر ) 1(ي ، كافي است طرفين رابطهix اثر دهيم .  

   . و حكم بدين ترتيب بر قرار است
  . ها يك شيئ آزاد باشدمدول Rي هرگاه در كاتگوري همه مدول را آزاد ناميم Rيك : 17تعريف 

  . )باشندها ميهمومورفيسم Rها ها و مورفيسممدول Rتوجه كنيد كه در اين كاتگوري اشياء (
  . اگر و فقط اگر حداقل يك مبنا داشته باشد آزاد است Mمدول  Rيك : 2.6.3ي قضيه
بر  Mها مدول Rكنيم كه در كاتگوري ثابت مي. باشد Mيك مبناي  Aفرض كنيم كه : قسمت اگر: برهان
i شمولبا تابع  Aي مجموعه : A M )ي با ضابطه i a a  (آزاد است .  

A M

ƒ h

M




  

شمولنانامشمول



هاي مدولنظريه 2.6بخش  40
 

:ƒو هر تابع  Mمدول  Rبايد ثابت كنيم كه به ازاء هر  A M  يك و فقط يكR  همومورفيسم
h: M M كه وجود دارد به طوريhi=ƒ  .   

:hفرض كنيم كه :  hيكتايي  M M  يك-R كه به طوري. همومورفيسم باشدhi=ƒ ي ، در جستجوي ضابطه
  . هستيم hمنحصر به فرد براي 

aبه ازاء هر  A داريم :  
   hi a ƒ a  

يا     h i a ƒ a  
يا    h a ƒ a   

توان را مي x است، Mيك مبنا، بالاخص يك مولد  Aچون . باشد Mيك عضو دلخواه از  xحال فرض كنيم كه 
  : به صورت

1 1 n nx a a      
n  ،iنوشت كه در آن  R   وi A   ، داريمآنجا از :   

h]  يكR همومورفيسم است    1 1 n nh x h a a [      
  *]ي رابطهبنابه [   1 1 n nh a h a      

   1 1 n nƒ a ƒ a .      
  . ي بالا تعريف شود، در صورت وجود منحصر به فرد است و ناگزير بايد با ضابطه hپس 

كه به طوري. همومورفيسم است Rو يك ) يك تابع(ي بالا خوش تعريف با ضابطه hثابت كنيد كه :  hوجود 
hi ƒ  .  

بايد ثابت كنيم كه . آزاد باشد Xي ها بر يك مجموعهمدول Rدر كاتگوري  Mفرض كنيم كه : قسمت فقط اگر
M ي دانيم كه مجموعهمي. حداقل يك مبنا دارد  xA e x M     

يك مبناي  XR  همين قضيه، » اگر«از آنجا به موجب قسمت ). 2.6.2ي قضيه(است XR  برA اما . آزاد استA  با
X  ي ضابطه(هم عدد استxx e در نتيجه ). به يك استيك متناظر يك XR  برX از بخش 7تمرين ( نيز آزاد است 

و  Mدانيم كه تا به حال مي). 1.1 XR  1.1.2ي قضيه(ايزومورفيك هستند .( يعني يكR  ،ايزومورفيسم)R 
  ،مانند  )همومورفيسم يك به يك و برو X: R M  شود كه به آساني ثابت مي. موجود است A ) تصويرA 

  ). ثابت كنيد(است  Mيك مبناي  )تحت 
فرض كنيم كه : 1تمرين i i I

M


ثابت كنيد كه . باشد Mمدول  Rهاي يك يك خانواده از زير مدول 

i i

A

M M
 
   
 




  .  
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:ƒ,gمدول باشند و  Rدو  Mو  M فرض كنيم كه: 2تمرين  M M  دوR نيز فرض  .همومورفيسم باشد
  : ثابت كنيد كه. باشد Mيك مولد  Aكنيم كه 
aاگر به ازاء هر ) آ A داشته باشيم    ƒ a g a  آنگاه داريم ،ƒ g   

aاگر به ازاء هر ) ب A ،  ƒ a    آنگاه ،ƒ   )ي اخير نمايانگر صفر صفر طرف دوم رابطه
 Hom M,M يعني تابع ثابت صفر است .(  

هاي ي ماتريسي همهمجموعه Rفرض كنيم كه : 3تمرين    ij1 i ,1     رويR )هاي متعلق به با جمله
R( كه به ازاء هر باشد به طوريi اي متناهي از ، فقط به ازاء عدهj ،ها ij  ها نا صفرند) توجه كنيد كه هر ستون اين

- جملهاي به بعد كه از مرتبه Rي نامتناهي از اعضاي و هر سطر آن يك رشته Rي نامتناهي از اعضاي ماتريس يك رشته

  . )باشدهاي آن همگي صفرند، مي
  : را تعريف و ثابت كنيد كه)هاي متناهيريسمشابه اعمال جمع و ضرب مات(دو عمل جمع و ضرب  Rدر 
  . با اين اعمال يك حلقه با عضو واحد است R) آ

، و به طور ... به عنوان يك مدول روي خودش داراي يك مبناي يك عضوي، داراي يك مبناي دو عضوي،  R) ب
  . ي استعضو nداراي يك مبناي  nء هر عدد طبيعي كلي به ازا

شود كه اگر يك حلقه ثابت مي. مدول مساوي باشند Rي اعضاي هر دو مبناي يك بنابراين لازم نيست كه عده(
كه اگر يك مدول شود نيز ثابت مي. هر دو مبناي يك مدول روي آن مساويند )يعده(آنگاه اعداد اصلي پذير باشد تعويض

، آنگاه هر مبناي آن نامتناهي است و داراي يك مبناي نامتناهي باشد) پذير و چه تعويض ناپذيرتعويضچه (روي يك حلقه 
  . )ي اعضاي هر دو مبنا مساويندعده

در حقيقت هر فضاي (برداري به طور متناهي توليد شونده حداقل يك مبنا دارد ثابت كنيد كه هر فضاي : 4تمرين 
   ). را ملاحظه كنيد 2.10از  4تمرين ( ).برداري حداقل يك مبنا دارد

مدول باشند نيز فرض كنيم كه  Rدو  Mو  M فرض كنيم كه: 5تمرين  i i I
x


و  Mيك مبناي   i i I

y


يك  
:ƒهمومورفيسم  Rثابت كنيد كه يك و فقط يك . باشد Mي دلخواه از اعضاي خانواده M M  موجود است به
كه طوري  i ii I ƒ x y     

:ƒهمومورفيسم  R به اصطلاح هر( M M ي مقاديرش بر اعضاي يك مبناي وسيلهبهM كاملاً مشخص است( .  
مدول  Rيك  Pيعني  اگر مدول، تصوير همومورفيكي يك مدول آزاد است  R هر كه ثابت كنيد: 6تمرين 

tمورفيسم يك اپيو  Fمدول آزاد  Rدلخواه باشد، آنگاه يك  : F P موجود است .  
ثابت كنيد كه اگر . باشد Xمدول آزاد با مبناي  Rيك  F مدول دلخواه و Rيك  M كه فرض كنيد: 7تمرين 

X ي هم عدد با يك مجموعهX باشد، آنگاه :   
  xHom F,M M  
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  ،  Xي بالاخص به ازاي هر مجموعه
    X XHom R ,M M  

  : ها باطل كنيدرا كه در فضاهاي برداري برقرارند در مدولاحكام ذيل : 8تمرين 
  . هر مدول به طور متناهي توليد شونده حداقل يك مبنا دارد) آ

  . ي اعضاي هر دو مبنا يكي استعده) ب
  . توان يك مبنا استخراج نموداز مولد مي) پ
  . هر عده از بردارهاي مستقل خطي قابل تكميل به يك مبنا است) ت
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  ضرب تانسوري: 2.7بخش 

دانيم كه مي .باشند مدول R دو N و M فرض كنيم كه: يادآوري M NR  ي توابع ي همهعبارت است از مجموعه
Mبر  ƒمانند  N )بتوي ) ضرب دكارتيR يكه مجموعهبه طوري :  

    x,y M N ƒ x,y      
دانيم كه هر عضو نيز مي .متناهي باشد M NR  توان به طور منحصر به فرد به صورت را مي  (x,y )x,y

e  نوشت كه
  : در آن

(x,y)e : M N R   
  : يبا ضابطه

 

 
   
   (x,y )

u, v M N

u, v x,y
e u, v

1 u, v x,y

  

  


  

  . شودتعريف مي
ايم كه قبلاً ديده(  (x,y )e x,y M N    يك مبناي M NR   2.6.2يقضيه(است(( .  

x,y)براي راحتي  )e  را با x,y يعني هميشه به جاي (گيريم يكي مي(x,y )e نويسيم مي x,y .(  
بنابراين با اين قرارداد، هر عضو  M NR  توان به طور يكتا به صورت را مي i i ix ,y  نوشت كه در آن

i R   و i ix ,y M N  .  
) i ix ,y M N   به معني i i

M N
x ,y

e R  است .(  
Mبا نمادهاي بالا، فرض كنيم كه : 18تعريف  NC R   . نيز فرض كنيم كهA ي اعضايي از ي همهمجموعهC  باشد

  : باشنديكه به صورت يك از چهار شكل زير م
 i              x x ,y x,y x ,y      

yكه در آن  N , x,x M     
 ii              x,y x,y     

yكه در آن  N , x M , R     
 iii              x,y y x,y x,y      

y,yكه در آن  N , x M   
 iv              x, y x,y     

yكه در آن  N , x M , R      
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مدول خارج قسمتي در اين صورت، . باشد Aي ي مجموعهبه وسيله Cتوليد شده از زير مدول  Dفرض كنيم كه 
C

D
Mرا به   N دهند و آن را ضرب تانسوري مي نشانN,M چنين اگر هم. نامندمي x,y M N   آنگاه ،

 x,y D  را كه بهC

D
xتعلق دارد به   y ضرب تانسوري دهند و آن را حاصلمي نشانy,x نامندمي .  

مجموعه : توجه  x y x,y M N     يك مولدM N كنيم كه فرض مي براي نشان دادن اين حقيقت. است

Z  يك عضو دلخواه ازM N  يعني يك عنصر دلخواه از
 M NR

D



zتوان به صورت را مي Z. باشد  D  نوشت كه

در آن  M Nz R   .م كه فرض كني i i iz x ,y   .در اين صورت داريم :  
 ]تعريف جمع و ضرب اسكالر در مدول خارج قسمتي[ i i iZ z D x ,y D      

 i i ix y   ]تعريف i ix y [ i i ix ,y D      

Mپس هر عضو  N ياي متناهي از اعضاي مجموعهيك تركيب خطي از عده x M
x y

y N

 
   

  . است 

gيك تابع . مدول باشند Rسه  Tو Nو M فرض كنيم كه: 19تعريف  : M N T  ،هرگاه  را دو خطي ناميم
x,xء هر به ازا M  هر ،y,y N  و هرR  قرار باشندچهار شرط ذيل بر :  

       g x x ,y g x,y g x ,y i      
     g x,y g x,y ii    

       g x,y y g x,y g x,y iii     
     g x, y g x,y iv    

2تابع . باشد) يا هر ميدان دلخواه(ميدان اعدادحقيقي  Rفرض كنيم كه : 1مثال 2g :     ي ذيل را با ضابطه
  : كنيمتعريف مي

   

 

2
1 1 2 2

1 1
1 2 1 2

2 2

x ,y u , x ,y v :

x y
g u, v x y y x

x y

   

  


  

2Nدر اينجا . (يك تابع دو خطي است gكنيم كه ادعا مي M    2وT  ( . ،مثلاً براي اثبات اولين شرط
2u,uفرض كنيم كه  , v  دهيم كه و نشان مي     g u u , v g u, v g u , v     .فرض كنيم كه :  

     1 1 1 1 2 2u x ,y ,u x ,y , v x ,y .      
  : در اين صورت داريم

g [ تعريف[      1 1 1 1 2 2g u u , v g x x ,y y , x ,y       
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       1 1 1 1
1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1

2 2

x x y y
x x y x y y x y x y x y x y

x y

  
             

   1 1 1 1

2 2 2 2

x y x y
g u, v g u , v

x y x y

 
   

 
  ]g تعريف[ 

  ). ي شروط را ثابت كنيدبقيه(
gيك تابع دو خطي : 20تعريف  : M N T  هرگاه به ازاء هر . را عمومي ناميمR  مدولP  دو و هر تابع

ƒ:Mخطي  N P   يك و فقط يكR  همومورفيسمh : T P  موجود باشد به طوري كهhg ƒ  .  

gM N T

ƒ h

P

 
  

ومي يك مقسوم قابل قسمت باشد يا يك تابع دو خطي عم gبايد بر تابع دو خطي  ƒبه اصطلاح هر تابع دو خطي (
  . )عليه هر تابع دو خطي است البته با خارج قسمت يكتا

:gكنيم كه تابع ادعا مي. مدول باشد R-يك  Mو  پذيرتعويض Rي فرض كنيم كه حلقه: 2مثال  R M M  
  : يبا ضابطه

    , x R M g ,x x M         
  . يك تابع دو خطي عمومي است

در اثبات شرط . ثابت كنيد( دو خطي است g: اولاً iv شود كه لازم است مشاهده ميR جابه جايي باشد( .  
  : دو خطي عمومي است g: ثانياً

:ƒو هر تابع دو خطي  Mمدول  Rبايد ثابت كنيم كه به ازاء هر  R M M   يك و فقط يكR 
hهمومورفيسم  : M M  هست كهhg ƒ   

gR M M

ƒ h

M

 


  

hفرض كنيم كه :  hيكتايي  : M M  يكR كه همومورفيسم باشد به طوريhg ƒ  .ي دنبال ضابطه
xگرديم به ازاء هر مي hمنحصر به فرد  M داريم :  

] تعريف تركيب دو تابع[   h g 1,x ]تعريف g [ h 1x ] شرط چهارم ضرب اسكالر درR مدول[  h x  
  ƒ 1,x ]فرض [    hg 1,x  

ي و با ضابطهدر صورت وجود منحصر به فرد  hپس     h x ƒ 1,x شودتعريف مي .  
hg: كههمومورفيسم است به طوري Rي فوق يك با ضابطه hثابت كنيد كه : وجود( ƒ ( .  
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  : تابعدر اين صورت . مدول باشند Rدو  Nو  M فرض كنيم كه: 2.7.1ي قضيه

g : M N M N    
      يبا ضابطه   x,y M N , g x,y x y      

  . يك تابع دو خطي عمومي است
x,xبايد ثابت كنيم كه به ازاء هر : دو خطي است g: برهان M  وy,y N   وR   

       g x,x ,y g x,y g x ,y i     
     g x,y g x,y ii     

       g x,y y g x,y g x,y iii     
     g x, y g x,y iv    

اثبات  i  :  

,u v D]  تعريف 
u

] x x ,y D D[
 

    
   تعريف ] x x y[     تعريف g x x ,y [g  

تعريف  [   x,y D x ,y D] [           جمع در مدول خارج قسمتي   
v

x,y x ,y D[
 
    
 
 

  

   ] g x,y g x ,y   تعريفx y x y [g     
  ). سه شرط ديگر را ثابت كنيد(  
g دو خطي عمومي است :  
   

  
  

:ƒو هر تابع دو خطي  Pمدول  Rبايد ثابت كنيم كه به ازاء هر  M N P   يك و فقط يكR  همومورفيسم
h : M N P  كه موجود است به طوريhg ƒ  .  

hgكه همومورفيسم باشد به طوري Rيك  hفرض كنيم كه :  hيكتايي  ƒ  . به ازاء هر x,y M N  
  : داريم

 ] ƒ x,y فرض       ] h g x,y hg x,y [   تعريف   h x y [g   
Mيك عضو دلخواه از  Xحال فرض كنيم كه  N چون. باشد :  

x M
x y

y N

 
   

  

gM N M N      
                ƒ h  دو خطي دلخواه  

       P دلخواه 

gM N M N      
                ƒ h  دو خطي دلخواه  

       P دلخواه 
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Mيك مولد  N  ،استX توان به صورت مي را i i iX x y    نوشت كه در آنi R   و
 i ix ,y M N   .از آنجا داريم :  

h]  يكR  همومورفيسم است    i i ih X h x y [    
 i i i] ƒ x ,y يرابطه  i i ih x y [     

  : يدر صورت وجود منحصر به فرد است و بايد با ضابطه hبنابراين، 
    i i i i i ih x y ƒ x ,y      

  . تعريف شود
hgهمومورفيسم است و  Rي بالا خوش تعريف و يك با ضابطه hبايد ثابت كنيم كه :  hوجود  ƒ  .فقط  ما

  ). ها را ثابت كنيدي قسمتبقيه(كنيم را ثابت مي hخوش تعريفي 
  بايد ثابت كنيم كه به ازاء هر دو عضو :  hخوش تعريفي 

   
         

 

i i i i i i

i i i i i i i i i i i i

M N
g

x y , x y M N

x y x y ƒ x , y ƒ x ,y

R
M N M N

D
ƒ h

P



     

        

   

 
    

  

تابع  M Nh : R P  يرا با ضابطه :  
    i i i i i ih x ,y ƒ x ,y      

  ). توضيح دهيد(است ) يك تابع(خوش تعريف  hمعلوم است كه . كنيمتعريف مي
براي . صفر است Dدر هر عضو  hكنيم كه مقدار ادعا مي). ثابت كنيد( همومورفيسم است Rيك  hدر حقيقت 

- ي مذكور در قبل ميهاي چهارگانهكه به صورت شكل Dضو مولد در هر ع hاين منظور كافي است نشان دهيم كه مقدار 

  : به شكل اول مانند Dمثلاً يك عضو مولد . باشند صفر است
     x x ,y x,y x ,y     

  : داريم. گيريمرا در نظر مي
     ] ƒ x+x ,y ƒ x,y ƒ x ,y    تعريف       h x x ,y x,y x ,y [h       

        ƒ]= ƒ x,y ƒ x ,y ƒ x,y ƒ x ,y       دو خطي است[  
  ). هاي ديگر نيز صفر استاز نوع Dدر هر عضو مولد  hثابت كنيد كه مقدار (

حال به اثبات رابطه   پردازيممي :  
   i i i i i i] x ,y D x ,y D             تعريف    i i i i i ix y x y [        
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   i i i i i i] x ,y D x ,y D        هاي خارج قسمتي تعريف و ضرب اسكالر در مدل[  
] مقدار h  در هر عضوD  صفر است   i i i i i ix ,y x ,y D [      

         i i i i i i i i i ih x ,y x ,y h x ,y             
   i i i i] ƒ x ,y      تعريف [h  

       i i i i i i i i i i i iƒ x ,y - x ,y ƒ x ,y ƒ x ,y           
x,xفرض كنيم : توجه M  ،y,y N  وR  .بالا ثابت شده است كه يدر ضمن اثبات قضيه :  

       
       
x x y x y x y , x y y x y x y ,

x x y , x y x y

              

         
  

  ). ثابت كنيد(شود كه از آنجا به آساني ثابت مي
         y x , x y x y x y , x y x y .                    

gثابت كنيد كه اگر . 1تمرين  : M N T   وg : M N T   آنگاه دو تابع دو خطي عمومي باشند ،T T 
)T  باT و ار آنجا نتيجه بگيريد كه اگر  )ايزومورفيك استg : M N T   يك تابع دو خطي عمومي باشد، آنگاه

T M N  .  
Rمدول باشد ثابت كنيد كه  Rيك  Mاگر . 2تمرين  M M  )R جابه جايي است .(  

ولي يك ميدان ( ي تقسيم باشد،يك حلقه R مثلاً اگر. جابه جايي نباشد، حكم بر قرار نيست Rتوجه كنيد كه اگر (
R، آنگاه )نباشد R   )چرا؟(( .  

M داريم Nو  M مدول Rثابت كنيد كه به ازاء هر دو . 3تمرين  N N M  .  
تعريف ضرب تانسوري دو مدول را به چند مدول و تعريف تابع دو خطي را به چند خطي و تعريف تابع دو . 4تمرين 
  . را به تعريف تابع چند خطي عمومي تعميم دهيد و نتايج مشابه را بيان كنيد خطي عمومي
   M  ،P,Nمدول  Rثابت كنيد كه به ازاء هر سه . 5تمرين 

   M N P M N P      
zبه ازاء هر : راهنمايي P  يكR  همومورفيسم zh : M N M N P    كه به طوري. وجود دارد

   zh x y x y z     و تابع   ƒ: M N P M N P     ي با ضابطه   zƒ u ,z h u  دو خطي
  . است

باشند، آنگاه ) نسبت به هم اول( دو عدد طبيعي متباين n,mاگر ثابت كنيد كه . 6تمرين          كه ،
هر گروه (مدول در نظر گرفت  به عنوان يك توان آن را است كه مي mي ي اعداد صحيح به پيمانهحلقه در آن مثلاً 

  ). مدول است آبلي يك 
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يك مبناي متناهي مانند  Mاگر . مدول باشند Rدو  Nو  M پذير باشد وتعويض Rفرض كنيم كه . 7تمرين 

1 2 mx ,x , ,x  وN  1يك مبناي متناهي مانند 2 ny ,y , ,y  داشته باشد، ثابت كنيد كهi j

i 1,2, ,m
x y

y 1,2, ,n

 
 

 




يك  

Mمبناي  N است .  
mاگر : راهنمايي nR  هاي ي ماتريسمدول همهm n  رويR  باشند، آنگاه تابعm nƒ: M N R   با ضابطه :  

 
1 1 1 2 1 n

2 1 1 2 2 n
i i j j

m 1 1 2 m n

x , y

      
         
 
 
      

 







  

  . دو خطي است
nيك عدد طبيعي باشد، آنگاه  nمدول و  Rيك  Mپذير و تعويض Rثابت كنيد اگر . 8تمرين  nR M M  .  
مدول دلخواه باشد، آنگاه  Rيك  Nمدول ايزومورفيك و  Rدو  Mو  M ثابت كنيد كه اگر. 9تمرين 

M N M N    .سه مدول M  وM  وN  روي يك حلقه ارائه دهيد كهM  وM  ايزومورفيك نباشند ولي
M N M N    .  

مدول و  Rيك  Mفرض كنيم كه . 10تمرين i i I
N


  : ثابت كنيد كه. ها باشدمدول R از يك خانواده 

i i
i I i I

M N M N
 

     

بالاخص      1 2 1 2M N N M N M N        
1به جاي معمولاً : توجه( 2N N 1نويسند مي 2N N .(  

دوعدد طبيعي باشند و  nو  mفرض كنيد كه . 11تمرين  m,n d  ثابت كنيد كهm n d    .   
12مثلاً ( 30 6    (  

. 12تمرين    M x M R x    
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  )به يكيك(و انژكتيو  )تصويري(هاي پروژكتيو مدول: 2.8بخش 

,Bمدول  Rهرگاه به ازاء هر دو  را پروژكتيو ناميم P .باشد مدول R يك Pفرض كنيم كه : 21تعريف  A  ،
tمورفيسم هر اپي : A B  و هرR  همومورفيسمs : P B  حداقل يك همومورفيسمt : P A   موجود باشد به

ttطوري كه  s   .  

t

t ? s

P

A B





  

  . ژكتيو استپرومدول آزاد  Rهر : 2.8.1ي قضيه
 مدول و Rيك  Fكنيم  فرض: برهان i i I

x


قبلي  توجه كنيد كه به موجب يكي از نتايج. (، يك مبناي آن باشد 
  . ))2.6.3ي قضيه( آزاد بودن هم ارز است با مبنا داشتن

,Bپروژكتيو است، فرض كنيم كه  Fكه براي اثبات اين A  دوR  ،مدول دلخواهt : A B  يكR اپي -

sمورفيسم دلخواه و  : F B  يكR بايد ثابت كنيم كه يك . همومورفيسم دلخواه باشدR  همومورفيسم
t : F A  به طوري كه  وجود داردtt s   :  

t

t s

F

A B




  

  . )دارد sو  A  ،B ،tبستگي به  tتوجه كنيد كه (
iبه ازاء هر  I  چون ،t  برو است، يكia A كه هست به طوري   i it a s x ) . توجه كنيد كه ممكن است

t  چندين عضو را به is x داريم، يكي از آنها را اختيار كرده و از اين پس نگه ميببرد( .t كنيم كه را طوري تعريف مي
ix  را بهia براي اين منظور . ببردt كنيمي ذيل تعريف ميرا با ضابطه :  

iتوان به طور منحصر به فرد به صورت را مي Fهر عضو  ix  نوشت كه در آنi R   .دهيمقرار مي :  

 i i i it x a      

ttهمومورفيسم است و  Rخوش تعريف و يك  tشود كه به آساني ثابت مي s  )ثابت كنيد .(  
  . مدول پروژكتيو، پروژكتيو است Rهر جمعك مستقيم يك : 2.8.2ي قضيه
بنابه تعريف جمعك مستقيم، . باشد Pيك جمعك مستقيم  1Pمدول پروژكتيو و  Rيك  Pفرض كنيم كه : برهان

1هست كه  Pاز  2Pيك زير مدول مانند  2P P P  .  
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,Bژكتيو است، فرض كنيم كه پرو 1Pكه براي اثبات اين A  دوR  ،مدول دلخواهt مورفيسم دلخواه و يك اپي
1 1s : P B  يكR بايد ثابت كنيم كه يك . همومورفيسم دلخواه باشدR  1همومورفيسم 1t : P A   موجود است

1كه به طوري 1tt s   :  

1

1

1

1

t

t ?

t

s

s

P

P

A B



 



  

1تابع  1: P P  كنيمرا مطابق ذيل تعريف مي :  
1چون  2P P P   هر عضو ،x P 1توان به طور يكتا به صورت را مي 2x x x   1نوشت كه در آن 1x P  و

2 2x P  .دهيم قرار مي 1 1x x   .1شود كه به آساني ثابت مي و يك  خوش تعريفR  همومورفيسم است
1فرض كنيم كه ). ثابت كنيد( 1s s  دانيم كه ، ميs  يكR تركيب هر دو : قضيه. (همومورفيسم استR 

tهمومورفيسم  Rپروژكتيو است، يك  Pچون . )است همومورفيسم Rهمومورفيسم يك  : P A   هست كه
 1 1tt s s    .  1تابع 1t : P A  كنيمي ذيل تعريف ميرا ضابطه :  

   1 1 1 1 1x P t x t x     
)1t ديد تحt  1برP است( .  

ثابت ( همومورفيسم است Rهمومورفيسم يك  Rتحديد يك ( .همومورفيسم است Rيك  1tمعلوم است كه 
  . ))كنيد

1براي تكميل اثبات بايد نشان دهيم كه  1tt s  يا به عبارت هم ارز ، :  
     1 1 1 1 1 1x P tt x s x    

  : اما
            1 1 1 1 1 1] t t x tt x s x          تعريف     1 1 1 1 1tt x t t x [t    

 1 1] s x  تعريف  1 1 1 1s x [    
Pفرض كنيم كه . 1تمرين  ,P  دوR ثابت كنيد اگر . مدول ايزومورفيك باشندP  پروژكتيو باشد، آنگاهP  هم

  اند؟مدول پروژكتيو ايزومورفيك Rآيا هر دو . پروژكتيو است
پروژكتيو باشد آن است كه با يك جمعك مستقيم از  Pمدول  Rشرط لازم و كافي براي آن كه يك : 2.8.3ي قضيه

  . مدول آزاد ايزومورفيك باشد Rيك 
  : برهان
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 Fاز  1Pو يك جمعك مستقيم  Fمدول آزاد  Rبايد ثابت كنيم كه يك  .پروژكتيو باشد Pفرض كنيم كه : لزوم
1Pكه هست به طوري P  .دانيم كه هر ميR ،جمله من مدولP  تصوير همومورفيكي يك ،R  مدول آزادF است 

tفيسم مورو يك اپي Fمدول آزاد  Rيعني يك  : F P  چون ). 2.6از بخش  6تمرين (وجود داردP  پروژكتيو
Aاست، به ازاء  F  ،B P  وPs 1 عريف در تR شود كه يك هاي پروژكتيو، معلوم ميمدولR  همومورفيسم
t : P F   هست كهPtt 1    

 
   

P

t

t 1 s

P

A F P B

 

  

  

1P  را تصويرP  تحت  t P از . كنيماختيار ميPtt 1  شود كه معلوم ميt و از ) ثابت كنيد(به يك است يك
و  Pبه  tآنجا تحديد  t P  يكR 1در نتيجه . ايزومورفيسم استP P   

1Fكنيم كه حقيقت ثابت ميدر . است 1Pماند اثبات جمعك مستقيم بودن آنچه باقي مي P ker t   . كافي است
  : نشان دهيم كه

   F t P ker t i    
     t P ker t ii    

 F t P ker t   :ي طرف اول استمجموعهي ي طرف دوم زير مجموعهمعلوم است كه مجموعه .  
: براي اثبات F t P ker t   فرض كنيم كه ،x  يك عضو دلخواه ازF توان نوشتباشد، مي :  

        x x t t x t t x t t x x t t x          
 معلوم است كه   t t x t P   .دهيم كه حال نشان مي x t t x ker t   يا به عبارت هم ارز

  t x t t x    .اما :  
               Pt] t x tt t x t x 1 t x t x t x         يكR  همومورفيسم است  t x t t x [  

   t P ker t    : معلوم است كه   t P ker t  ) چون براي اثبات ). به هر زير مدول تعلق دارد
جهت معكوس فرض كنيم كه  x t P ker t   . بايد ثابت كنيمx     

 
   

   
              P

x t P p P , x t p

x t P ker t &

x ker t t x

t x t t p tt p 1 p p x t p t

      
 

   
    

           




  

  

  ). بردهر همومورفيسم صفر را به صفر مي(
1Pباشد به طوري كه  Fيك جمعك مستقيم  1Pمدول آزاد و  Rيك  Fفرض كنيم كه : كفايت P  . بايد ثابت

  . پروژكتيو است Pكنيم كه 



)به يكيك(و انژكتيو ) تصويري(هاي پروژكتيو مدول 2.8بخش   53
 

F  ،1چون ). 2.8.1ي قضيه(پروژكتيو است چون آزاد استP  يك جمعك مستقيمF  وF  ،1پروژكتيو استP 
1Pاما . )2.8.2ي قضيه(پروژكتيو خواهد بود  P  1وP از آنجا  .پروژكتيو استP  1تمرين (نيز پروژكتيو خواهد بود .(  

فرض كنيم كه . 2تمرين  i i I
M


ثابت كنيد شرط لازم و كافي براي  .ها باشدمدول Rي دلخواه از يك خانواده 

iكه آن
i I

M

 ) ضرب خارجي ضعيفiM پروژكتيو باشد آن است كه هر ) هاiM پروژكتيو باشد .  
  . مدول پروژكتيو ارائه دهيد كه آزاد نباشد Rيك . 3تمرين 

هاي آن بگيريد و مدول مطلوب را در بين زير مدولرا به عنوان يك مدول روي خودش در نظر  6: راهنمايي
  . جستجو كنيد

، هر مونومورفيسم  B,Aمدول  Rهرگاه به ازاء هر دو  را انژكتيو ناميم Jمدول  Rيك : 22تعريف 
t : B A  هر وR  همومورفيسمs : B J )يك ) حداقلR  همومورفيسمt : A J  موجود باشد به طوري 

tكه  t s   :  
   

  
  
  

انژكتيو باشد،  Jاگر  در اين صورت. باشد Aيك زير مدول  Jمدول و  Rيك  Aفرض كنيم كه : 2.8.4ي قضيه
  . است Aيك جمعك مستقيم  Jآنگاه 

مدول باشد، به طوري كه در شرط ذيل  Rيك  Jشودكه عكس اين قضيه نيز برقرار است يعني اگر ثابت مي: جهتو
  . انژكتيو است J، آنگاه صدق كند

  . است Aيك جمعك مستقيم  Jباشد آنگاه  Aيك زير مدول  Jاگر  Aمدول  Rبه ازاء هر 
Bانژكتيو باشد، به ازاء  Jفرض كنيم كه : ي فوقبرهان قضيه J  ،t R  ،همومورفيسم شمولJs 1  در ،

tهمومورفيسم  Rشود كه يك هاي انژكتيو معلوم ميمدول Rتعريف  : A J   هست كهJt t 1   .  
  
  
  
  

Aاگر ثابت كنيم كه  J ker t  حكم ثابت است .  
A J ker t   :J ker t A  )چرا؟(   

t مونو  

s t ?

B A

J

  

t شمول  

  J1 t

J A

J

 
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A J ker t  :  
 

 
 t x t x

x A x tt x x tt x
 

 
      
 
 

 
   

معلوم است كه    tt x t x J     
كنيم كه ثابت مي x tt x ker t    .،اما   

                  Jt x tt x t x t t t x t x 1 t x t x t x                  
 J ker t    :  J ker t  بديهي است .   

اثبات  J ker t    :  
 
 

          J

x J x t x
x J ker t

x ker t t x

t x t t x t t x 1 x x x

     
   

        




 

  

فرض كنيم كه . 4تمرين  i i I
M


ثابت كنيد كه شرط لازم و كافي براي آن كه  .ها باشدمدول Rيك خانواده از  

i
i I

M

 ) ضرب مستقيم خارجيiM آن است كه هر  انژكتيو باشد) هاiM انژكتيو باشد .  
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  نوتري و آرتينيهاي مدول: 2.9بخش 

  . ها خواهد بوداز مجموعه يك مجموعه Sاين بخش  در سرتا سر

Aيك عضو : 23تعريف  S هرگاه به ازاء هر عضو ناميم) نيمممي(كسيمم را ما B S  داشته باشيم
 B A B A  .  

  . وجود منحصر به فرد است در صورت) نيمممي(ماكسيمم كنيد كه عضو ثابت . 1تمرين 
  دارند؟ ) نيمممي(هاي ذيل ماكسيمم كدام از مجموعه. 2تمرين 

                    
               
1 , 1,2 , 1,3 ; 1,2 , 1,3 , 1,2,3 ; 1 , 1,2 , 1,2,3 ;

1 , 2 , 3 , 2,3 ; 2 , 3 , 2,3 .
  

A,Bعضو هر دو هرگاه به ازاء  را يك زنجير ناميم S : 24تعريف  S ي ، لااقل يك از دو رابطهA B  و
B A بر قرار باشد .  

كه  Sيعني نسبتي دوتايي در  Sيك ترتيب جزيي در . قرار داد توان هر نسبت ترتيبي جزيي مانند مي به جاي (
  . )منعكس، متقارن و متعدي باشد

كلي  ترتيب. ناميميك زنجير مي) يا همراه با اين ترتيب(اگر يك مجموعه با يك ترتيب كلي در نظر گرفته شود، آن را (
bهر دو عضو لااقل يكي از دو رابطه آن است كه ترتيب جزيي مرتبط باشد، يعني به ازاء  a ,a b  نيز بر قرار باشد( .  

  زنجيرند؟  2هاي تمرين كدام از مجموعه. 3تمرين 
يك  )، دقيقا1ًدر حقيقت به موجب تمرين (آنگاه حداقل  ،يك زنجير متناهي باشد Sثابت كنيد كه اگر . 4تمرين 

  . نيمم، يا هيچ كدام نداشته باشدكه هيچ ماكسيمم، مييك زنجير نامتناهي ارائه دهيد . نيمم داردم و يك ميماكسيم
Aيك عضو : 25تعريف  S  نيمالمي(را ماكسيمال( هرگاه هيچ عضو ديگري از  ناميمS  بعد از)قبل از (A  ،نباشد

Bيا به عبارت دقيق، به ازاء هر  S  از B A A B   نتيجه شودA B  .  
  . را  مشخص كنيد 2هاي تمرين هاي هر يك از مجموعهنيمالو ميماكسيمال . 5تمرين 
باشد نيز مي) نيمالمي(باشد، آنگاه اين عضو ماكسيمال ) نيمممي(داراي عضو ماكسيمم  Sكه اگر  ثابت كنيد. 6تمرين 

  . ديگري ندارد)نيمالمي(كسيمال ما Sو 
زنجير باشد يعني به ازاء هر يك  Sگاه خود هر ناميم) Sدر (را يك زنجير  Sاز  Sي يك زير مجموعه: 26تعريف 

1دو عضو  2s ,s S    ،1 2s s   2يا 1s s   .  
  . بيابيد 2هاي تمرين ي زنجيرها را در هر يك از مجموعههمه. 7تمرين 
  . ستا) مينيمم(ماكزيمم  ،)نيمالمي(ثابت كنيد در هر زنجير هر ماكسيمال  .6َتمرين 
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1 ييك رشته: 27تعريف  2A , A , نزولي، اكيداً نزولي ناميم بر حسب آن كهها را صعودياز مجموعه ، :  
1 2

1 2

1 2

1 2

A A ,

A A ,

A A ,

A A

 

 

 

 






  

1جاي اين كه بگوييم  مثلاً بهبراي راحتي : قرارداد 2A , A , 1گوييم مي ي صعودي استيك رشته 2A A  
  . ي صعودي استيك رشته
  . ي صعودي، نزولي، اكيداً صعودي يا اكيداً نزولي يك زنجير استهاي هر رشتهي جملهمجموعه: توجه

1) نزولي(ي صعودي گوييم يك رشته: 28تعريف  2A , A , هاي آن همه با جملهاي به بعد هرگاه از مرتبه ايستا است
nكه  nبه طوري كه به ازاء هر عدد طبيعي  موجود باشد nيعني يك عدد طبيعي  ،هم مساوي باشند n   داشته باشيم

n nA A


  .  
. كندصدق مي) نزولي(ناميم يا گوييم در شرط زنجيري صعودي ) آرتيني(را نوتري  Mمدول  Rيك : 29تعريف 

  . ايستا باشدهاي آن از زير مدول) نزولي(ي صعودي هرگاه هر رشته
هاي آن ي زير مدولدر حقيقت هر مدولي كه عده. (هم نوتري است و آرتيني Mمدول متناهي  Rهر : 1مثال 

  . )است و هم آرتينيمتناهي باشد هم نوتري 
1 فرض كنيم كه: نوتري است Mكنيم كه براي نمونه ثابت مي 2M M  زير  ي صعودي دلخواه ازيك رشته

  : بايد ثابت كنيم كه اين رشته ايستا است يعني. باشد Mهاي مدول

 n nn n n n M M      
    

1Mي چون رشته  ،هاي آن يعني ي جملهمجموعه صعودي است 1 2M ,M , چون . يك زنجير استM 
ي آن بالاخص زنجير هاي زير مدولمتناهي است، مجموعه 1 2M ,M , در نتيجه اين زنجير ماكسيمم دارد . متناهي است

nMفرض كنيم كه ). 4تمرين (


  : ثابت كنيم كه. ماكسيمم اين زنجير باشد 
 n nn N n n M M    

  
1Mي چون رشته. باشد nيك عدد طبيعي نا كمتر از  nفرض كنيم كه    صعودي است، داريم

n n(1) M M


nMچون .  


ي ماكسيمم مجموعه  1M ,  است، داريمn n(2) M M


به ) 2(و ) 1(از روابط .  
nد آيدست مي nM M


  .  

هاي ي جملهها كه مجموعه، از زير مدول)نزولي(ي صعودي ايم كه در هر رشتهدر حقيقت ما در بالا نشان داده: توجه
  . است آن متناهي باشد، ايستا

يا
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 )آرتيني(ناميم هرگاه به عنوان يك مدول روي خودش نوتري ) آرتيني چپ(را نوتري چپ  Rي حلقه: 30تعريف 
  . باشد

هاي راست مدول R(شوند مدول چپ ناميده مي Rايم در حقيقت هايي را كه ما تعريف كردهمدول R: توجه
  ). اندنيز مشابهاً قابل تعريف

ي است هرگاه هر رشته) آرتيني چپ(نوتري چپ  Rي حلقه) آرتيني(ها نوتري مدول Rبا توجه به تعريف : توجه
  . ايستا باشد R هاي چپآلاز ايده) نزولي(صعودي 

  . ايستا باشد Rهاي آلاز ايده) نزولي(ي صعودي هر رشته:  هرگاه ناميم) آرتيني(را نوتري  Rي حلقه: 31تعريف 
  . است ولي آرتيني نيست ، نوتري ي اعداد صحيح حلقه: 2مثال 
 1فرض كنيم كه : نوتري است 2a a  هاي آلي صعودي از ايدهيك رشته آل دانيم كه هر ايدهمي. باشد

 چون (شود ي يك عضو توليد ميبه وسيله آل دوري است و هر ايده  در حقيقت يك زير گروه جمعي  است و
  . )دوري است آل پس هر ايده زير گروه يك گروه دوري، دوري است،هر 

فرض كنيم كه  i ia n  .توان فرض نمود كه ميin  مجموعه ). چرا؟(يك عدد طبيعي است 1 2n ,n , X  را
چون كه (نيمم دارد ي اعداد طبيعي است و بنابراين ميمجموعهي ناتهي اين مجموعه يك زير مجموعه. گيريمدر نظر مي
   ).ي اعداد طبيعي خوش ترتيب استمجموعه

inفرض كنيم كه 


iكه  iكنيم كه به ازاء هر عدد طبيعي ثابت مي. نيمم اين مجموعه باشدمي  i   داريمi in n


و  
iدر نتيجه  ia a


  .  
ي اما چون رشته   1 2n n  ،به ازاء  صعودي استi i   داريم  i i1 n n


بالاخص .   i i2 n n


  .

inچون 


ي نيمم مجموعهمي  1n ,  است خواهيم داشت    i i3 i i n n 
  . شود حاصل مي) 3(و ) 2(از

  i ii i n n 
  .  
 ي اكيداً نزولي كافي است ملاحظه كنيم كه رشته: آرتيني نيست     2 32 2 2   هاي آلاز ايده  ايستا
  . نيست

  ). چرا؟(آرتيني هر ميدان هم نوتري است و هم : 3مثال 
nيك رشته : 32تعريف  n+1ƒ ƒ

n 1 n n 1M M M       ازR ها و مدولR 
ها را دقيق همومورفيسم exact هرگاه تصوير هر همومورفيسم  ناميمnƒ يسم بعدي، ي همومورفمساوي هستهn+1ker ƒ 

  : ي دقيق به صورتهر رشته. باشد
ƒ gM M M       

هاي بديهي يا تك صفرها نمايش مدول( نامندي دقيق كوتاه ميها را يك رشتههمومورفيسم Rها و مدول Rاز 
عضوي    ًو مثلاM   نمايش همومورفيسم ثابت صفر است( .  
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ƒي معلوم است كه شرط لازم و كافي براي آن كه رشته gM M M       دقيق باشد آن
: است كه ƒ i  ،يك به يك باشد g ii اشد، برد ب   ƒ M ker g iii  .  

  ): يدنباله(ي در اين صورت رشته. باشد Mيك زير مدول  Nمدول و  Rيك  Mفرض كنيم كه : 4مثال 
M

N M
N

      
ي ن نا همومورفيسم شمول با ضابطهكه در آ i n n  وq ،ي دقيق كوتاه استيك رشته همومورفيسم قانوني است .  
ƒفرض كنيم كه : 2.9.1ي قضيه gM M M        

باشد، آن است كه هر ) آرتيني(نوتري  Mه در اين صورت شرط لازم و كافي براي آن ك. ي دقيق كوتاه باشديك رشته
Mهاي يك از مدول ,M   باشند) آرتيني(نوتري .  
  . )شودثابت مي مورد آرتيني مشابهاً(كنيم ما فقط مورد نوتري را ثابت مي: برهان
  . هر دو نوتري هستند Mو  Mكنيم ثابت مي .دنوتري باش Mفرض كنيم : لزوم
M 1فرض كنيم كه : نوتري است 2M M   هاي ي صعودي از زير مدوليك رشتهM د نشان دهيم باي. باشد

  : يرشته. رشته ايستا استكه اين 
   1 2ƒ M ƒ M    

  : باشد يعنينوتري است، ايستا مي Mبنابراين، چون است و  Mهاي ي صعودي از زير مدوليك رشته

    n nn n n ƒ M =ƒ M   
   

  : در نتيجه

      -1 -1
n nn n ƒ ƒ M =ƒ ƒ M  

  
  : باشد، داريممي ƒي شامل هسته Mبه يك است، و در نتيجه هر زير مدول يك ƒما چون ا

     -1 -1
n n n nƒ ƒ M M , ƒ ƒ M M    

 
  

  ). 2.3از  3طبق تمرين (
پس  n nn n M M   

 و حكم ثابت است .  
M  ثابت كنيد: (استنوتري .(  

Mفرض كنيم كه : كفايت ,M  براي اثبات اين كه . نوتري باشندM  1نوتري است، فرض كنيم كه 2M M  
Mچون . اين رشته ايستا استكنيم كه ثابت مي. باشد Mهاي ي صعودي از زير مدوليك رشته ,M  هاي رشته اند،نوتري
  : صعودي

   
   

-1 -1
1 2

1 2

ƒ M ƒ M

g M g M ,

 

 




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Mهاي به ترتيب از زير مدول ,M  پس. باشندايستا مي :  

     

     

-1 -1
n n

n n

ƒ M =ƒ M 1
n n n

g M g M 2


   







   

اگر نشان دهيم كه  n nn n M M  
 پس فرض كنيم كه . حكم ثابت استn  و از (يك عدد طبيعي دلخواه

n باشد به طوري كه) اين پس ثابت n   .كنيم كه ثابت ميn nM M


 .  
1Mي چون رشته  ريم صعودي است، داn nM M


nكنيم كه حال ثابت مي.   nM M


براي اين منظور .  

nxنشان دهيم كه . است nMيك عضو دلخواه  xفرض كنيم كه  M


  :  

 n] g M


ي هرابط      n nx M g x g M [ 2    
     

     
n nx M , g x g x x M , g x x

x x ker g ƒ M x M , x x ƒ x 3

        

           
    

 


  

 

n

n
n n

n
n n

n

x M
x M

M M

x M
x x M ƒ x x x M

x M

   


       








 


  

     -1
n n] ƒ M ƒ x M 4  
 

 يرابطه    -1
nx ƒ M [ 1    

      n n3 x x ƒ x x M , 4 x M     
    

Mاگر : 1 نتيجه ,M  درR يك و مدول ايزومورفM  آرتيني(نوتري ( باشد، آنگاهM  نيز نوتري)است) آرتيني .  
ƒ:Mاگر : برهان M  ي دقيق كوتاهيك ايزومورفيسم باشد، كافي است رشته :  

ƒM M       
  . را در نظر بگيريم

در اين صورت شرط لازم و كافي براي . باشد Mيك زير مدول  Nو مدول  Rيك  Mكنيم كه فرض : 2 نتيجه

Mو  Nباشد آن است كه هر يك از ) آرتيني(نوتري  Mآن كه 

N
  . باشد) آرتيني(نوتري  

iي دقيق كوتاه كافي است رشته: برهان q M
N M

N
     را ملاحظه كنيد 4مثال . (را در نظر بگيريم .(  

1فرض كنيم كه : 3 نتيجه nM , ,M ي متناهي از يك رشتهR در اين صورت . باشد) آرتيني(هاي نوتري مدول
n

i
i 1

M

  است) آرتيني(نيز نوتري .  
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nحكم به ازاء . است nاثبات به استقراء بر : برهان 1 فرض كنيم كه . بديهي استn 1 و 
n 1

i
i 1

M



  نوتري

كنيم كه ثابت مي). فرض استقراء(باشد ) آرتيني(
n

i
i 1

M

  يرشته). حكم استقراء(است ) آرتيني(نوتري :  

n n 1
ƒ g

n i i
i 1 i 1

M M M


 

       

gگيريم كه در آن را در نظر مي ,ƒ گردندفي ميبه ترتيب با ضوابط ذيل معر :  
   

     

n n n n

n

1 n 1 n i 1 n 1 n 1 n 1
i 1

x M ƒ x , , ,x

x , ,x ,x M g x , ,x ,x x , ,x  


  

  

  

  
  

 2.9.1ي از آنجا به موجب قضيه). ثابت كنيد(ي دقيق كوتاه است شود كه اين يك رشتهبه آساني ثابت مي
n

i
i 1

M

 

  . است) آرتيني(نوتري 
ي توليد شونده مدول به طور متناه Rيك  Mو ) آرتيني چپ(نوتري چپ  Rي فرض كنيم كه حلقه: 4 نتيجه

  . است) آرتيني(نوتري  M در اين صورت. باشد
1شود، به طور متناهي توليد مي Mچون : برهان 2 nx ,x , ,x M  به طوري كه دارندوجود :  

    1 n 1 1 n n iM x , ,x x x R          
:nƒتابع  R M ي را با ضابطه 1 n 1 1 n nƒ , , x x        شود كه به آساني ثابت مي. كنيمتعريف مي

ƒ  يكR  از آنجا ). ثابت كنيد(همومورفيسم برو است
nR

M
ker ƒ

  . اما بنابه فرضR  چپآرتيني (نوتري چپ( 

از  3 نتيجهدر نتيجه به موجب . است) آرتيني(مدول روي خودش نوتري  Rبه عنوان يك  Rبه عبارت ديگر، . است

دهد كه ان مياين نش. است) آرتيني(مدول نوتري  Rيك  nRي قبل، قضيه
nR

ker ƒ
از  2 نتيجه(است ) آرتيني(نيز نوتري  

  ). از همين قضيه 1 نتيجه(است ) آرتيني(نوتري  Mبنابراين . )قبلي قضيه
  : زندسه شرط ذيل دو به دو هم ار .مدول باشد Rيك  Mفرض كنيم كه : 2.9.2ي قضيه
 I M نوتري است .  
 II هاي ي ناتهي از زير مدولهر مجموعهM حداقل يك ماكسيمال دارد .  
 III  هر زير مدولM شودبه طور متناهي توليد مي .  
  : برهان

I II  : فرض كنيم كه I هاي مدولاز زير ي ناتهي بر قرار باشد نيز فرض كنيم كه يك مجموعهM  موجود باشد
  . ناميممي Sاين مجموعه را . كه هيچ ماكسيمال نداشته باشد
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هيچ عضو ماكسيمال ندارد،  Sچون ). است Mل يك زير مدو 1M(دارد  1Mتهي نيست عضوي مانند  Sچون 
2Mدر نتيجه يك عضو . عضو ماكسيمال نيست 1M بالاخص S 1به طوري كه  ،وجود دارد 2M M  . ،به دليل مشابه

3Mباشد،  Sتواند يك عضو ماكسيمال نمي 2Mچون  S  2وجود دارد به طوري كه 3M M  . با ارائه اين عمل
1صعودي  ي اكيداًشود كه يك رشتهملاحظه مي 2M M  هاي از زير مدولM  ثابت كنيد به استقراء(وجود دارد( .

پس فرض خلف باطل و حكم ثابت . در تناقض است Mمعلوم است كه اين رشته ايستا نيست و اين با فرض نوتري بودن 
  . است

II III  : فرض كنيم كه شرط II  بر قرار وN  يك زير مدول دلخواه ازM بايد ثابت كنيم كه . باشدN  به
  . شودطور متناهي توليد مي

به طور  Nچون . كنيمرا اختيار مي Nاز  1xيك عضو دلخواه مانند ) فرض خلف(طور نباشد فرض كنيم كه اين
، داريم شودمتناهي توليد نمي    1 1x N N x   . 2در نتيجهx N  هست كه 2 1x x  يا   1 1 2x x ,x .

شود به طور متناهي توليد نمي Nبه دليل مشابه چون  1 2x ,x N  ، بنابراين 3 1 2x x ,x  3وx  . يا
   3 1 2 1 2 3x N x ,x x ,x ,x    .1شود كه يك رشته با ادامه اين عمل معلوم مي 2x ,x ,  از اعضايN د وجو

  : دارد به طوري كه
   1 1 2x x ,x   

هاي هاي اين رشته، كه يك مجموعه از زير مدولي جملهشود كه مجموعهبه آساني ديده مي). به استقراء ثابت كنيد(
  . كنداين تناقض، حكم را ثابت مي. سيمال نداردهيچ ماكاست،  Mناتهي 

III I  : فرض كنيم كه هر زير مدولM ي صعودي بايد ثابت كنيم كه هر رشته. به طور متناهي توليد شود

1 2M M  هاي از زير مدولM فرض كنيم كه . ستا استايi
i 1

N M




  .شود كه به آساني ثابت ميN  يك زير

  ). ثابت كنيد(است  Mمدول 
  . شوديد مي، به طور متناهي تول N، بالاخص  Mچون هر زير مدول 

 

1

2

n

1 2 n i 1 2 n
i 1

1 i 1 1 i
i 1

2 i 2 2 i
i 1

n i n n i
i 1

x ,x , ,x N , N M x ,x , ,x

x N M i , x M

x N M i , x M

x N M i , x M

















   

    

    

    









 


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با فرض  1 2 nn Max i ,i , , i  1ي و با توجه به اين كه رشتهM   صعودي است، خواهيم داشت
1 2 n nx ,x , ,x M


  . در نتيجه چونnM


  . است Mيك زير مدول  

 i 1 n n
i 1

M x , ,x M




 
  

  
  

بنابراين  i ni 1 M M  


iحال معلوم است كه به ازاء هر .   n  داريم :i nM M


ي چون كه رشته( 
iM  صعودي است .(  

  : سه شرط ذيل دو به دو هم ارزند: نتيجه
 I ي حلقهR نوتري چپ است .  
 II هاي چپ آلي ناتهي از ايدههر مجموعهR حداقل يك ماكسيمال دارد .  
 III آل چپ هر ايدهR شودبه طور متناهي توليد مي .  
  : دو شرط ذيل هم ارزند. مدول باشد Rيك  Mفرض كنيم كه : 2.9.3ي قضيه
 I M آرتيني است .  
 II هاي از زير مدول ي ناتهيهر مجموعهM نيمال داردحداقل يك مي .  
  : برهان

I II  : ثابت كنيد(مشابه مورد نوتري است .(  
II I  : فرض كنيم كه شرطII  بر قرار باشد نيز فرض كنيم كهM  در اين صورت ). فرض خلف(آرتيني نباشد

1ي اكيداً نزولي يك رشته 2M M  هاي از زير مدولM  چرا؟(وجود دارد.(   
  . ض استمتناق IIنيمال ندارد و اين با شرط هاي اين رشته هيچ عضو ميي جملهمجموعه
  : دو شرط ذيل هم ارزند: نتيجه
 I ي حلقهR  استچپ آرتيني .  
 II چپ هاي لآايدهي ناتهي از هر مجموعهR نيمال داردحداقل يك مي .  
  ): ثابت كنيد(شود كه ثابت مي 2.9.3و  2.9.2با دلايلي مشابه قضاياي : توجه
  : سه شرط ذيل دو به دو هم ارزند: 2.9.2ي قضيه
 I R نوتري است .  
 II هاي آلي ناتهي از ايدههر مجموعهR ال داردحداقل يك ماكسيم .  
 III آلهر ايده R شودبه طور متناهي توليد مي .  
  : دو شرط ذيل هم ارزند: 2.9.3
 I R آرتيني است .  
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 II هاي آلي ناتهي از ايدههر مجموعهR نيمال داردحداقل يك مي.  
: يادآوري R x هاي بر حسب متغير ايي چند جملهي همهعبارت است از مجموعهx  رويR ) با ضرايب متعلق

  ): Rبه 

i R}  متناهي از اي و فقط عدهi صفرند  ها نا  i
i

i

R x { x




  


  

دانيم كه مي R x است) يكدار(ي با عضو واحد با دو عمل جمع و ضرب ذيل يك حلقه :  

 i i i
i i i i

i i i
i i i

x x x

x x x

  

  

      

  
     

  

  

  

  

  

  

iكه در آن  i 1 i 1 i              

اگر  ƒ x اي در يك چند جمله R x  باشد، به طوري كه  i iƒ x x


 


nو   1 n 2        آنگاه

 ƒ x  2را به صورت n
1 2 nx x x         بالاخص اگر  .نويسندنيز ميn   ي ، آنگاه درجه ƒ x  را

n كنند،تعريف مي nمساوي 
nx ي پيشرو را جمله ƒ x  وn  را ضريب پيشرو ƒ x ما درجه و ضريب (. نامندمي

2xاي صفر يعني پيشرو چند جمله x       را به ترتيب, 1 )كنيمتعريف مي) صفر( .  
نوتري چپ باشد، آنگاه  Rاگر : )يلبرتاي هي پايهقضيه(: 2.9.4ي قضيه R x  اگر بالاخص (نيز نوتري چپ است

R  جابه جايي باشد، از نوتري بودنR  نوتري بودن R x شودنتيجه مي .(  
ات اين كه براي اثب. چپ باشدنوتري  Rفرض كنيم كه : برهان R x  نوتري چپ است، كافي است ثابت كنيم كه هر

آل چپ ايده R x  مانند 2.9.2ي قضيه نتيجه(شود به طور متناهي توليد مي .(  
  : باشد هاي متعلق به ايي جمله آخر چند جملههاي ضريبمهي همجموعه aفرض كنيم كه 
اي يك چند جمله { ƒ x  در  وجود دارد به طوري كه  ضريب پيشرو آن استa { R    

  . است Rآل چپ يك ايده aكنيم كه ثابت مي
  . بسته است) از سمت چپ Rضرب در اعضاي (تحت عمل تفريق و ضرب اسكالر  aكافي است نشان دهيم كه 

a فرض كنيم كه : تحت عمل تفريق بسته است,   دو عضو دلخواه ازa بايد ثابت كنيم كه . باشندa   .
اگر     آنگاه    كه  و بديهي استa  )كنيم پس فرض مي ).چرا؟     . بنابر تعريفa دو ،

اي چند جمله   g x , ƒ x باشندهاي ذيل ميوجود دارند كه به شكل :  
 
 

m m 1
m 1

n n 1
n 1

ƒ x x x

g x x x







      

      







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mتوان فرض كرد د آيد، ميبدون اين كه به روش كلي اثبات خللي وار n در اين حالت داريم :  
     m n mƒ x x g x x      

آل چپ يك ايده چون  R x  است و   ƒ x ,g x   داريم   m nƒ x x g x   . در نتيجه  
اي چند جمله كه ضريب پيشرو   m nƒ x x g x باشد به ميa تعلق خواهد داشت .  

a بنابه تعريف : تحت ضرب اسكالر بسته استa   
    mƒ x A : ƒ x x      

از آنجا        m
1rƒ x r x r r         

چون  rƒ x  بهA  و در صورتي كه  )چرا؟(تعلق داردr  صفر نباشد، ضريب پيشرو آن مساويr  است و
  : خواهيم داشت

r a  
به طور  aبنابراين . نوتري چپ است R، اما بنابه فرض. است Rچپ  آليك ايده aايم كه ال نشان دادهتا به ح

1شود به طوري كه متناهي توليد مي 2 k, , , a    شوند كهييافت م :  

    1 2 k 1 1 k k ia , , , k R               
1، به ازاء هر  aبنابر تعريف  i k   ،i اي ضريب پيشرو يك چند جمله iƒ x  در فرض كنيم كه. است :  

                  
   

    

1 k 1 1 k k i

i i 1 k

2 d 1 d 1
1 d 1 i

ƒ x , ,ƒ x x ƒ x x ƒ x x R x ;

deg ƒ x d , d max d , ,d

M 1,x,x , ,x 1 x x R . 


        

 

         

 



 



  

Mايم كه عجالتاً فرض كنيم كه ثابت كرده      . چونR  نوتري چپ وM  يكR  مدول به طور
كه يك زير  Mاز آنجا ). 2.9.1ي از قضيه 4 نتيجه(مدول نوتري است  Rيك  Mباشد، متناهي توليد شونده مي

  ): 2.9.2ي قضيه(شود متناهي توليد مي مدول اين مدول است به طور

            1 2 1 1 iM g x ,g x , ,g x g x g x R             
Mحال با توجه به        معلوم است كهA يبه وسيله  iƒ x  ها و ig x شودها توليد مي :  

        1 k 1ƒ x , ,ƒ x ,g x , ,g x    
M: يعبارت است از اثبات رابطه ماندبنابراين آنچه براي تكميل اثبات باقي مي       

Mمعلوم است كه      )براي اثبات جهت ديگر يعني ). چرا؟M     كنيم فرض مي
 ƒ x  كنيم كه و ثابت مي ƒ x M      
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ي اثبات به استقراء قوي بر درجه ƒ x اگر درجه. است  ƒ x  باشد، آنگاه  1-مساوي ƒ x    و معلوم است كه
 ƒ x M        . فرض كنيم كهn اي متعلق به يك عدد صحيح نا منفي و هر چند جمله ي از درجه

Mبه  nاز  كمتر     كنيم كه اگر ثابت مي). فرض استقراء(تعلق داشته باشد ƒ x  متعلق به ي و از درجه
n آنگاه  ،باشد ƒ x  به+ M    فرض كنيم كه). حكم استقراء(تعلق دارد :  nƒ x x    .چون 

 ƒ x   و  ضريب پيشرو ƒ x است، داريم  : 1 ka= , ,    1از آنجا 1 k k=        كه در آن
i R   .گيريمحال، دو حالت در نظر مي :  

n: حالت اول d 1   در اين حالت بنابر تعريفM  داريم ƒ x M  . از آنجا ƒ x M  و بنابراين :  
   ƒ x = ƒ x M      

n: حالت دوم d ؛ فرض كنيم كه :  
         1 2 kn d n d n d

1 1 2 2 k kg x ƒ x x ƒ x x ƒ x x ƒ x            
  : اي طرف دوم به صورتشود كه چند جملهبه آساني ديده مي

   n n
1 1 k kx x               

ي بنابراين درجه. باشدمي g x  ازn از طرف ديگر چون . كمتر است آل چپ يك ايده R x  است و  
     1 kƒ x ,ƒ x , ,ƒ x    

خواهيم داشت  g x   . از آنجا به موجب فرض استقراء g x M     .اما :  
        1 kn d n d

1 1 k kƒ x g x x ƒ x x ƒ x        
چون  g x اي داخل پرانتز در طرف دوم اين رابطه به و چند جملهM     ملاحظه مي. )؟چرا(تعلق دارند -

شود كه  ƒ x M    و حكم ثابت است .  
1ه آنگا ،نوتري چپ باشد Rاگر : نتيجه 2 nR x ,x , ,x   )هاي بر حسب ايي چند جملهحلقهn  متغير

1 2 nx ,x , ,x  رويR(  نيز نوتري چپ است)به استقراء ثابت كنيد .(  
2مدول باشد و  Rيك  Mفرض كنيم كه . 8تمرين  1M ,M  آرتيني(دو زير مدول نوتري (M  باشند، ثابت كنيد

1 2M M  است )آرتيني(نيز نوتري .  
1فرض كنيم كه . 9تمرين  2x ,x ,    اي نامتناهي و شما را از متغيرهاي عدههاي بر حسب ايجملهي چند حلقه

1 2x ,x , توان فرض نمود كهمي( .ي اعداد صحيح باشدروي حلقه :  

1 1 2x x ,x         

  
1 2 1 i

i 1

x ,x x , ,x




           (  

1      : يك عضو دلخواه به صورت 2

1 2 1 2x x 
      
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   .ها نا صفرند اي متناهي از ها نا صفرند و عده i اي متناهي ازاست كه در آن عده
  . ثابت كنيد كه اين حلقه نه نوتري است نه آرتيني

  . نباشد) آرتيني(يك مدول به طور متناهي توليد شونده اراطه دهيد كه نوتري . 10تمرين 
1x. (اي غير نوتري داشته باشدائه دهيد كه زير حلقهي نوتري اريك حلقه. 11تمرين  ,    اين  را به عنوان ميدان

  . )حلقه در نظر بگيريد
  . بعد متناهي باشدثابت كنيد شرط لازم و كافي براي آن كه يك فضاي برداري نوتري باشد آن است كه با . 12تمرين 
  . كافي براي آن كه يك فضاي برداري آرتيني باشد آن است كه با بعد متناهي باشدثابت كنيد كه شرط لازم و . 13تمرين 
  . يك مدول ارائه دهيد كه آرتيني باشد ولي نوتري نباشد. 14تمرين 
  . مدول نه نوتري است نه آرتيني ثابت كنيد كه گروه جمعي اعداد گويا به عنوان يك . 15تمرين 

Fيك فانكتور : 33عريف ت : Mod Mod ي دقيق كوتاههرگاه به ازاء هر رشته ها را دقيق ناميم،وري مدولدر كاتگ :  
ƒ gA B C      

  : يها رشتههمومورفيسم Rها و مدول Rاز 
         F ƒ F gF A F B F C      

ي دقيق كوتاه هرگاه به ازاء هر رشته ورد باشد، آن را دقيق ناميم،يك فانكتور پاد Fدر صورتي كه . دقيق باشد
A B C      ازR ها و مدولR يها رشتههمومورفيسم :  

         F g F ƒF C F B F A      
  . دقيق باشد 

ƒفرض كنيم كه . 16تمرين  gM M M       يك رشته ازR ها و مدولN  يكR  مدول
  : ثابت كنيد كه. دلخواه باشد

اگر ) آ  ƒ gM M M M M M          شد، آنگاهدقيق با  :  
     
      

ƒ g

g ƒ

Hom N,M Hom N,M Hom N,M

Hom M ,N Hom M,N Hom M ,N

   

   




  

نيز دقيق است كه در آن     ƒ ƒ ƒ ƒ         
           و     g g g g         
  : شرط لازم و كافي براي آن كه ،ي مفروض دقيق باشداگر رشته) ب

     
      

ƒ g

g ƒ

Hom N,M Hom N,M Hom N,M

Hom M ,N Hom M,N Hom M ,N

    

    

 

 
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  . باشد) انژكتيو(پروژكتيو  Nدقيق باشد آن است كه 
به اختصار، شرط لازم و كافي براي آن كه (    Hom ,N Hom N,  دقيق باشد آن است كهN  پروژكتيو

  . )باشد) انژكتيو(
ثابت كنيد شرط لازم  .مدول به طور متناهي توليد شونده باشد Rيك  Mجابه جايي و  Rفرض كنيد . 17تمرين 

Rي باشد آن است كه حلقه) آرتيني(نوتري  Mبراي آن كه و كافي 

ann(M)
  . باشد) آرتيني(نوتري  

  annM r R x M ; rx       
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  رن و كاربرُدلمِ ز: 2.10بخش 

Sها باشد و از مجموعه مجموعهيك  S فرض كنيم كه: 34تعريف  S  . يك عضوb  ازS  را يك بند بالايS 
ناميم، هرگاه داشته باشيم  s S s b      .  

) حداقل( Sهرگاه هر زنجير در  را استقرايي ناميم S. ها باشديك مجموعه از مجموعه Sفرض كنيم كه : 35تعريف 
  . داشته باشد) Sدر (يك بند بالا 

  . يك ماكسيمال دارد) حداقل(استقرايي  با هر ترتيب جزيي ي نا تهي هر مجموعه :2.10.1لمِ زرن 
  ). شوداثبات پذيرفته مي بدون(

  : هم ارز است» خوش ترتيبي«و » انتخاب«هاي لم زرن با هر يك از اصل: توجه
كند كه اگر اصل انتخاب بيان مي i i I

A


هاي غير تهي و دو به دو از هم جدا باشد، ي دلخواه از مجموعهيك خانواده 
  . يك و فقط يك عضو را شامل است iAآنگاه يك مجموعه وجود دارد كه دقيقاً از هر 

ي دلخواه باشد، آنگاه يك يك مجموعه Xيعني اگر است ترتيب كند كه هر مجموعه خوشترتيبي بيان مياصل خوش
آن با اين  ي ناتهييعني هر زير مجموعه(ترتيب است با اين ترتيب جزيي خوش Xوجود دارد كه  Xترتيب جزيي در 

  . )نيمم داردترتيب مي
هيچ  Rهرگاه غير از  شودباشد، ماكسيمال ناميده مي R، كه غير از خود  Rي از حلقه mآل يك ايده: يادآوري

mاز  Rاز  U آليعني به ازاء هر ايده .نباشد mبه طور سره شامل  Rآل ديگر ايده U  نتيجه شودU R . ) در
هاي آلايده( Rي هاي سرهآلي ايدهي همهدقيقاً عبارتند از عنصرهاي ماكسيمال مجموعه Rهاي ماكسيمال آلحقيقت ايده

R غير از خودش(( .  
آل يك ايده aاست، يعني اگر  Rماكسيمال  آلمشمول در حداقل يك ايده Rي آل سرههر ايده: 2.10.2ي قضيه

aكه وجود دارد به طوري Rاز  mآل ماكسيمال آنگاه يك ايده ،باشد Rي سره m .  
  . است a باشد كه هر يك از آنها شامل Rهاي سره از آلي ايدهي همهمجموعه Sفرض كنيم كه : برهان

R b

S b b R

a b

 
   
  

  

 آليك ايده Sچون كه هر عنصر ماكسيمال . حداقل يك ماكسيمال دارد، حكم ثابت است Sنشان دهيم كه اگر 
  ). چرا؟(نيز خواهد بود  Rماكسيمال 

  . ناتهي و استقرايي است Sبنابراين لم كافي است نشان دهيم كه . كنيمبراي اثبات اين مطلب از لم زرن استفاده مي
S بديهي است كه : ناتهي استa S .  

استآل  ايده يك
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S فرض كنيم كه : استقرايي است i i I
a


 Sبايد ثابت كنيم كه اين زنجير در . باشد Sيك زنجير دلخواه از اعضاي  

iaكافي است نشان دهيم كه . يك بند بالا دارد S  .  
  : بايد نشان دهيم كه

 i
i I

a i

  :آل يك ايدهR  ثابت كنيد(است .(  

 i
i I

a R ii


  :كنيم كه در حقيقت ادعا ميi
i I

1 a


   . فرض كنيم كهi1 a )در اين صورت ). فرض خلف
ها بنابر تعريف اجتماع مجموعه ii I 1 a     از آنجاii ,a R  . دهد كه اين نشان ميia S  كه يك تناقض

  . است
 ia a iii  :،چون كه هر  بديهي استia  شاملa است .  
Rاگر : 1 نتيجه   ) ي بديهي به معني حلقه  است .( آنگاهR آل ماكسيمال دارد حداقل يك ايده)د توجه كني
ي بديهي كه حلقه  آل ماكسيمال نداردهيچ ايده .(  

aكافي است به ازاء : برهان   آل بديهي ايده. كنيمي فوق استفاده از قضيه ي آل سرهيك ايدهR )كه صفر نيست (
  . ، ماكسيمال استآلي قبل مشمول در يك ايدهبنابراين به موجب قضيه. باشدمي

1پذير نيز خواهد بود و علاوه بر يكدار بودن، تعويض Rبه بعد در اين بخش حلقه از اين : قرارداد   ) يعنيR 
  ). حداقل دو عضو خواهد داشت

يعني و يك نايكال در اين حلقه ) با عمل ضرب(پذير آن يعني يك عضو معكوس Rي يك يكال در حلقه: يادآوري
  . پذير نباشدعضوي كه معكوس

 باشد، Rيك عضو نايكال  يعني اگر . است Rآل ماكسيمال مشمول در يك ايده Rهر عضو نايكال : 2 نتيجه
يك شمول در م تواندتوجه كنيد كه يك عضو يكال نمي( .mوجود دارد به طوري كه  mآل ماكسيمال آنگاه يك ايده

   .)آل ماكسيمال باشدايده

كافي است به ازاء : برهان    a r r R     فقط بايد نشان دهيم كه . ي بالا استفاده كنيماز قضيهa R  .
aفرض كنيم كه  R ) خلففرض .(  

در اين صورت  l   و درنتيجهr R  وجود دارد به طوري كه l r r     .دهد كه اين نشان مي  يكال
  . است كه مخالف فرض است

 شانن Jناميم و آن را به مي Rژاكوبسني را راديكال  Rهاي ماكسيمال آلي ايدههمه) اشتراك(مقطع : 36تعريف 
  . دهيممي

- آل حلقهيك ايده aمدول به طور متناهي توليد شونده و  Rيك  Mفرض كنيم كه : 2.10.3ي قضيه) لم ناكاياما(

Mباشد به طوري كه ) Rراديكال ژاكوبسني ( J، مشمول در  Rي  aM  .در اين صورت ،M     
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Mفرض كنيم كه : برهان   )چون ). فرض خلفM ي اعداد طبيعي با شود و مجموعهبه طور متناهي توليد مي
عضوي  nيك مولد  ،ترتيب استخوش  نسبت 1 2 nx ,x , ,x  ازM ي كه هيچ زير مجموعهوجود دارد به طوري
nي بالاخص هيچ زير مجموعه(ي آن سره 1 يك مولد ) عضوي آنM نيست .  

  ). چرا؟(ها صفر نيست  ixمعلوم است كه هيچ يك از 
1هدف ما اين است كه نشان دهيم  2 n 1x ,x , ,x   نيزM كند و به اين ترتيب يك تناقض به دست آوريم را توليد مي

  . و فرض خلف را باطل كنيم
nxچون  M  وM aM  داريمnx aM  . از آنجا به موجب تعريفaM  :  

 1 k 1 k n 1 1 k k, , a y , ,y M : x y y              
1چون  2 ky ,y , ,y M  1و nx , ,x  يك مولدM است .  

 ij 1 11 1 1n n

2 21 1 2n n

k k1 1 kn n

R 1 i k , 1 j n , y x x

y x x

y x x

          

    

    








  

ها در رابطه  iyاگر به جاي   مقادير مساوي آنها را قرار دهيم، خواهيم داشت :  
   

   
n 1 n

1 n n

n 1 1 1 1 n k k 1 k n

1 1 k k 1 1 1 k k n

1 1 n n

x x x x x

x x

x x

            

              

    

  

  



  

كه در آن 
11 1 11 k k          

iچون  a   وa آل يك ايدهR  است، داريم  i1 i n a     .  
nي از رابطه 1 1 n nx x x     شودحاصل مي .  

 n n 1 1 n 1 n 11 x x x ,         
n1اگر نشان دهيم كه    آنگاه  ،است) پذيرمعكوس(يكالnx 1ي به وسيله 2 n 1x ,x , ,x   و در نتيجهM  نيز به

1ي وسيله 2 n 1x ,x , ,x   1توليد خواهد شد كه با انتخاب مولد nx , ,x ثابت خواهد بود متناقض و بنابراين حكم .  
n1فرض كنيم كه    ماكسيمال  آل، يك ايده2.10.2ي از قضيه 2 نتيجهبنابر ). فرض خلف(نايكال باشدm  ازR 

n1هست كه  m    . از طرف ديگرn a   وa جمله آل ماكسيمال منمشمول در هر ايدهm پس . استn m   .
n1از  m    وn m  1شود كه نتيجه مي m  كه امكان ندارد، چونm پس فرض نايكال بودن . ماكسيمال است

n1  باطل و حكم ثابت است .  
 aو  Mيك زير مدول  Nمدول به طور متناهي توليد شونده،  Rيك  Mفرض كنيم كه ): ي كرولقضيه( نتيجه
  : باشد به طوري كه Rژاكوبسني مشمول در راديكال  Rآل يك ايده
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aM N M   در اين صورتN M   

Mمدول خارج قسمتي  Rلم ناكاياما را براي : برهان

N
كنيم كه شرايط ابتدا ملاحظه مي. بريمبه كار مي) Mبه جاي ( 

Mلم ناكاياما براي 

N
  . بر قرار است 

1چون كه اگر  ku , ,u  يك مولدM 1آنگاه  ،باشد ku N, ,u N   يك مولدM

N
  : و داريم). بررسي كنيد(است  

M
]

N
 فرض aM N

] [
N


  2.5از  2تمرين M

a [
N

 
 
 

   

پس به موجب اين لم بايد داشته باشيم  M
N

N
   يا به عبارت هم ارزM N  .)چرا؟ .(  

  ). حداقل يك مبنا دارد(هر فضاي برداري آزاد است ثابت كنيد كه : 1تمرين 
هر زير فضا يك جمعك مستقيم است و نتيجه بگيريد كه هر  Vري بردادر هر فضاي ثابت كنيد كه : 2تمرين 

 Vمستقل خطي ي يك زير مجموعه Lيعني اگر (است  Vقابل تكميل به يك مبناي  Vي مستقل خطي در مجموعه
Lوجود دارد به طوري كه  Vاز  Lي آنگاه يك زير مجموعه ،باشد L  يك مبنايV  است وL L Ø  (  

يك  Lيعني اگر  ،توان يك مبنا استخراج نمودمي Vاز هر مولد يك فضاي برداري دلخواه ثابت كنيد كه : 3تمرين 
ي ثابت كنيد كه مجموعه: راهنمايي. (است Vوجود دارد كه يك مبناي  Lاز  Lي باشد، آنگاه يك زير مجموعه Vد مول

L }  مستقل خطي است وS {L L L     حداقل يك ماكسيمال دارد و هر ماكسيمالS  يك مبنايV است( .  
  : ها باطل كنيدبراي مدول را كه در فضاهايي بر قرارنداحكام ذيل : 4تمرين 
 i  راهنمايي(هر مدول آزاد است :M Q  وR    ثابت كنيد كه هر دو عدد گويا روي بستگي خطي دارند 

  . )كندرا توليد نمي Qو يك عدد گويا به تنهايي 
 ii مثال بالا و يا : راهنمايي(ي مستقل خطي قابل تكميل به يك مبنا است هر مجموعهR M   .(  
 iii راهنمايي(توان يك مبنا استخراج نمود مي از هر مولد :R M   .(  

1پذير است و ي تعويضحلقه Rتوجه شود كه از اين به بعد (باشد  Rآل يك ايده mكه  فرض كنيم: 5تمرين   

Rي خارج قسمتي باشد آن است كه حلقه Rآل ماكسيمال يدهايك  mشرط لازم و كافي براي اين كه  كه ثابت كنيد. )

m
 

  . يك ميدان باشد
  : مدول آزاد به طور متناهي توليد شونده باشد، ثابت كنيد كه Rيك  Mكه  فرض كنيم: 6تمرين 

  . متناهي است Mهر مبناي ) آ
  . اندمساوي Mي اعضاي هر دو مبناي عده) ب

  : ابتدا ثابت كنيد كه. است mماكسيمال  آلداراي يك ايده R، 2.10.2ي بنابر قضيه، )براي قسمت ب: راهنمايي
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 M
i

mM
Rبا عمل جمع و ضرب اسكالر ذيل يك فضاي برداري روي ميدان  

m
ي قبل را ملاحظه مسأله(است  

  ): كنيد

Mعمل جمع در 

mM
  : خارج قسمتيهمان عمل جمع گروه :  

     
x mM,y mM

x mM y mM x y mM

  

     
   

Rضرب اسكالر اعضاي 

m
Mدر اعضاي  

mM
  :  

   

R M
r m x mM

m mM
r m x mM rx mM

     

   
ٍ  

  ). ترتيبي ضرب اسكالر را فراموش نكنيدخوش(

 ii  1اگر nx , ,x  يك مبنايM 1آنگاه  ،باشد nx mM, ,x mM   يك مبناي فضاي برداريM

mM
روي  

R

M
  . خواهد بود 

12هاي راديكال ژاكوبسني هر يك از حلقه: 7تمرين  4, ,   را به دست آوريد .   
xفرض كنيم كه : 8تمرين  R  ثابت كنيد كه شرط لازم و كافي براي آن كهx  به راديكال ژاكوبسنيR  تعلق داشته

yباشد آن است كه به ازاء هر  R  ،1 xy  براي اثبات هر دو قسمت از برهان خلف استفاده : راهنمايي(يكال باشد
  ). كنيد
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  هاي اول و اوليهآلايده: 2.11بخش 

هم چنين صفر و واحد اين حلقه . پذير نيز خواهد بودعلاوه بر يكدار بودن، تعويض شدر اين بخ Rي حلقه: قرارداد
  ). حداقل دو عضو دارد Rيا به عبارت هم ارز ( متمايزند
F نيز يك ميدان دلخواه خواهد بود .  

هرگاه به ازاء هر دو عضو  ،را اول ناميم Pمانند ) غير از خودش Rآلي از ايده( Rآل سره از يك ايده: 37تعريف 
,   ازR  از ،P  وP  .  

ي اعداد صحيح به صورت آل حلقهدانيم كه هر ايدهمي: 1مثال  n  است كه در آنn يك عدد صحيح نا منفي است .
كنيم كه ميادعا  n صحيح است كه ي اعداد آل اول حلقهفقط و فقط وقتي يك ايدهn    ياn يك عدد اول باشد .

n    :  

   

 

, 

 
       





  




  

n يك عدد اول است :  

 n] n n    عدد اول است 

,

n
n

n

 


 





 

[

n







  

n 1  : n سره نيست و در نتيجه اول نيست .  
n 1  :n اول نيست :  

1 2
1 2

1 2

n n n
n ,n :

1 n ,n n


    

  

براي اثبات اين كه  n  ،كافي است ملاحظه كنيم كهاول نيست :  
 

 
 

1 2

1

2

n ,n n

n n

n n

 
  

   

  

1باشد و  Rآل اول يك ايده Pفرض كنيم كه . 1تمرين  2 n, , , R     .ثابت كنيد كه :  
1از ) الف 2 n, , , P    يكي از  شود كه لااقلنتيجه ميi  ها بهP تعلق دارد .  

)چرا؟(



هاي مدولنظريه 2.11بخش  74
 

) ب nR n P P         
ي اول باشد آن است كه حلقه Rاز  Pي آل سرهكه يك ايدهشرط لازم و كافي براي آن كه  ثابت كنيد. 2تمرين 

Rخارج قسمتي 

P
  . ي صحيح باشديك حوزه 

  . اول است Rآل ماكسيمال هر ايدهكه  ثابت كنيد. 3تمرين 
هاي آلايدهكه  دهيدنشان . 4تمرين      x,y , y , x ي در حلقه F x,y )هاي بر حسب دو ايي چند جملهحلقه

د و در بين آنها فقط اولن) Fروي  y,xمتغير  x,y ماكسيمال است .  
  . آل اول نا صفر آن ماكسيمال استاصلي باشد، آنگاه هر ايده آلي ايدهحوزه Rاگر كه  ثابت كنيد. 5تمرين 

   .)ستنيآن ماكسيمال در صفر بديهي آل ايدهولي ، استاصلي  آلي ايدهي اعداد صحيح يك حوزهتوجه كنيد كه حلقه(

,هرگاه به ازاء هر دو عضو  ،ناميمرا اوليه مي Rاز  qي آل سرهيك ايده: 38تعريف    متعلق بهR  ازq  و
q  شودنتيجه  nn q    .   

كنيم كه ، ادعا مي1با نمادهاي مثال : 2مثال  n  وقتي اوليه است كه فقط و فقطn    ياn  به صورتkp  كه در
  . يك عدد طبيعي دلخواه است kيك عدد طبيعي اول و  pآن 

n    : آل اول اوليه استدر حقيقت بديهي است كه هر ايده(ثابت كنيد .(  

 
   

1

k k
k k k k

k k

R

p p
p p p

p p

 
         
  

  

n 1  : n سره، و در نتيجه اوليه نيست .  
n 1  :n فرض كنيم كه. هيچ توان طبيعي از يك عدد اول نيست :  

t1 2
1 2 tn p p p    

tمعلوم است كه . ضرب اعداد اول باشدبه حاصل nي استاندارد تجزيه 2 داريم :  
     

 

   

t1 2

1

t2

1 2 t

1

m

2 t

p p p n n

p n

m p p n

 





 



  



 

  

 هرگاه. شوديك پوچ توان ناميده مي Rاز  aيك عضو : 39تعريف  nn N a      
د به موجود باش Rاز  bهرگاه يك عضو نا صفر  شود،عليه صفر ناميده مييك مقسوم Rاز  aيك عضو : 40تعريف 

ab: طوري كه     
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aعليه صفر باشد و يك مقسوم aاگر     آنگاه ،a نامندي صفر ميعليه سرهرا يك مقسوم .  
  . را مشخص كنيد 12ي هاي صفر حلقهها و مقسوم عليهپوچ توان. 6تمرين 
  . يك مقسوم عليه صفر است Rهر پوچ توان ثابت كنيد كه . 7تمرين 
ي خارج اگر و فقط اگر هر مقسوم عليه صفر در حلقه اوليه است Rاز  qي آل سرهيك ايدهثابت كنيد كه . 8تمرين 

R قسمتي

q
  . باشديك پوچ توان  

يا به اختصار  radaرا كه به  aراديكال  .باشد Rآل يك ايده aفرض كنيم كه : 41تعريف  r a دهيممي نشان 
  : شودمطابق ذيل تعريف مي

    nr a R n N a        
  . )نامندمي Rپوچ راديكال آل بديهي صفر را راديكال ايدهبالاخص (

  nR n N        پوچ راديكالR  
1تر از يك عدد طبيعي بزرگ nفرض كنيم كه : 3مثال  2 k

1 2 kn p p p , 1    ي استاندارد تجزيهn ضرببه حاصل 
  :كنيم كهادعا مي. باشد اعداد اول

    1 2 krad n p p p   
: براي مثال(          5 10 2rad 3 11 rad 3 11 rad 3 11 33     (  
      1 2 k

1 2 k 1 kr p p p p p      :  

  1 kn
1 k] n N p p        تعريف راديكال  1 k

1 kr p p [    

ip 1 ها اولند [ k n n
1 k 1 kp p p , ,p [       

i 1 2 kp ] p p p   1ها دو به دو نسبت به هم اولند 2 kp ,p , ,p [   
 1 2 kp p p   

    1 2 k
1 2 k 1 2 kp p p r p p p     : فرض كنيم كه 1 kn Max ,    ،  

  n n n n
1 2 k 1 2 k 1 2 kp p p p p p p p p        

تعريف راديكال  [ 1 2 k 1 kn n
1 2 k 1 kp p p p p [          

  1 2 k
1 2 kr p p p      

  : در اين صورت. باشد Rآل يك ايده aفرض كنيم كه : 2.11.1ي قضيه
   r a I آل يك ايدهR  و شاملa است .  

      r r a r a II   
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 III  اگرa  اوليه باشد، آنگاه r a اول است .  
  : برهان

   r a a I  :  
 ] r a  1تعريف راديكالa a [     

 r a كافي است نشان دهيم كه : آل استيك ايده r a تحت عمل تفريق و ضرب اسكالر بسته است .  
 r a تحت عمل تفريق بسته است :  

m

n

a
] m,n

a

    
 

  تعريف راديكال , r a [    

   
m n

m n i m n i i

i

1 a


  



       


   

 ] r a  تعريف راديكال[  
 r a بايد ثابت كنيم كه: تحت ضرب اسكالر بسته است :  

   R r a : r a    
  : برهان

       nn n nr a n N a a r a               
 II  بنابه قسمتI  ،    r a r r a براي اثبات جهت معكوس :  

        mn nr r a n N r a m N a             
 ] r a  تعريف راديكالmn a [   

   r a III  فرض كنيم كه ). چرا؟(سره استa براي اثبات اين كه . اوليه باشد r a فرض كنيم كه اول است ،

, R   به طوري كه 
 
r a

r a





 بايد ثابت كنيم  r a داريم :  

    
 

n n n

n

r a n N a a

r a a

         

   
  

 ] r a  تعريف راديكال  
n n

kn n nk

a

a k N a a [

a

  

        



  

در ). اول است Pدانيم كه مي(باشد  Pو راديكال آن مساوي  Rي آل اوليهيك ايده qفرض كنيم كه : 42تعريف 
  . اوليه است Pآل يك ايده qگوييم كه  اين صورت

 اوليه است

)  چرا؟(
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qباشند و  Rآل ايده دو P,qفرض كنيم كه : 2.11.2ي قضيه R  . در اين صورت شرط لازم و كافي براي آن كه
q  ،P اوليه باشد آن است كه در دو شرط ذيل صدق كند :  

 P rad q i   

 q
, R q ii

P

 
     

   

شرط : توجه ii  با شرط ii  مذكور در ذيل هم ارز است :  

 q
, R P ii

q

       
   

  : برهان
  ). توضيح دهيد(اوليه بودن بديهي است  Pبنابه تعريف : لزوم

با توجه به شرط : كفايت   i , ii  شود كه و تعريف راديكال ملاحظه ميq  پس كافي ). توضيح دهيد(اوليه است
radاست نشان دهيم كه  q P  .  
radيك عضو دلخواه  فرض كنيم كه  q در اين صورت يك عدد طبيعي . باشدn  موجود است به طوري كه

n q   .ي اين گونه اعداد طبيعي فرض كنيم كه از همهn در اين صورت داريم . ترين آنها باشدكوچكn 1 q   .  

 
n 1 n

n 1

q
, ii P

q





            
  

  : ثابت كنيد كه. 9تمرين 
  . يك ميدان است Rي صحيح آرتيني باشد، آنگاه حوزه Rاگر ) الف
  . آل اول آن ماكسيمال است، آنگاه هر ايدهآرتيني باشد Rاگر ) ب

aاگر : راهنمايي براي الف R  يآنگاه رشته :  
     2 3a a a    

  . پذير استمعكوس aايستا است و از آنجا نتيجه بگيريد كه  

Rباشد، آنگاه  Rآل اول يك ايده Pاگر : راهنمايي براي ب

P
  . ي صحيح آرتيني استيك حوزه 

nكه  فرض كنيم. 10تمرين  2 1a , ,a ,a هاي دلخواه آلايدهR  و ،P آل اول يك ايدهR ثابت كنيد كه. باشد :  

اگر ) الف
n

i
i 1

P a


   آنگاه ii 1 i n P a      

اگر ) ب
n

i
i 1

P a


   آنگاه ii 1 i n P a      



هاي مدولنظريه 2.11بخش  78
 

: راهنمايي(هاي ماكسيمال آن متناهي است آلي ايدهآرتيني باشد، آنگاه مجموعه Rاگر ثابت كنيد كه . 11تمرين 
   يمجموعه

ia ,k } هاي ماكسيمال آلها ايدهR 1 باشندمي 2 kS {a a a    
1 نيمال دارد و اگرحداقل يك مي nm m در آن كه (نيمال آن باشد يك عضو ميim هاي ماكسيمال آلها ايده

R هاي ماكسيمال آلي ايدهآنگاه مجموعه ،)باشندميR  مساوي است با 1 nm , ,m(.  
  ثابت كنيد كه. باشد Rآل يك ايده aكه  فرض كنيم. 12تمرين  r a هاي اول آلي ايدهمساوي است با مقطع همه

R  كه شاملa باشند :  
 r a P   

P a اول  
a به ازاء(   شود كه پوچ راديكال معلوم ميR هاي اول آن استآلي ايدهمساوي مقطع همه( .  

  براي اثبات  : راهنمايي
 r a P   

P a اول  
فرض كنيد كه  r a  كه و مطابق ذيل نشان دهيدP  :  

{bي مجموعه


b است Rآل يك ايده  r b{
    

 
يك عضو ماكسيمال اين  Pنا تهي و استقرايي است و اگر  

   .  Pاول است و  P مجموعه باشد
1كه  فرض كنيم. 13تمرين  2 ka ,a , ,a هاي آلايدهR 1ضرب حاصل. باشند 2 ka a a كنيمرا چنين تعريف مي :  

1 2 k

y

n

1 2 k i i i
i ji 1

n N
a a a

a

         
   

  : ثابت كنيد كه
1) آ 2 ka a a آل يك ايدهR  و مشمول درi

i 1
a


 است .  

) ب   
k k

1 2 k i i
i 1 i 1

r a a a r a r a
 

   
 

     

  : يك عدد طبيعي باشد آنگاه nو  Rآل اول يك ايده Pاگر ثابت كنيد كه . 14تمرين 

 :الف nr P P     )nP PP P

.(    

n  ،و هر عدد طبيعي  Rاز  aآل ثابت كنيد كه به ازاي هر ايده :ب   nr a r a .  

 n مرتبه 
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nكه  فرض كنيم. 15تمرين  2 1q , ,q ,q هايآلايده p و P آل اول ايدهR ثابت كنيد كه . باشد
n

i
i 1

q

  نيزP 

  . اوليه است
ي در حلقهثابت كنيد كه . 16تمرين  F x,y  :  

آل ايده) آ 2x ,y  اوليه و راديكال آن مساوي x,y است .  
) ب 2x ,y آل اوليه مساوي تواني لازم نيست كه يك ايدهو بنابراين (آل اول نيست هيچ توان طبيعي از يك ايده

  . )آل اول باشدطبيعي از يك ايده
به ازاء هر عدد طبيعي، : راهنمايي(       n 2 2x,y x,y x ,y x,y   .(  

Rكه  فرض كنيم. 17تمرين  ,R پذير يكدار باشند و ي تعويضدو حلقهƒ: R R  يكR ها مورفيسم حلقهاپي
  : ثابت كنيد كه. باشد
kerشامل  Rآل يك ايده aاگر ) آ ƒ باشد، آنگاه :  

   ƒ a i آل يك ايدهR است .  
   -1ƒ ƒ a a ii  

   R R
iii

a ƒ a


   

  : باشد، آنگاه Rآل يك ايده aاگر ) ب
   -1ƒ a i آل يك ايدهR   و شاملker ƒ است .  

   -1ƒƒ a a ii   

   -1

R R
iii

ƒ a a




 
   

kerو شامل  Rآل يك ايده aاگر ) پ ƒ  باشد، آنگاه بر حسب آن كهa  ماكسيمال، اول يا اوليه باشد ƒ a  نيز هم
  ). ماكسيمال، اول يا اوليه است(چنين است 

ماكسيمال، اول يا اوليه باشد  Rاز  aآل بر حسب آن كه يك ايده) ت -1ƒ a نيز چنين است .  

ي خارج قسمتي حلقه. 18تمرين  
 2

F x,y,z
R

xy z



گيريم و هر عضو را در نظر مي    2ƒ x,y,z xy z   را به

 ƒ x,y,z  نيز فرض كنيم كه . دهيممينشان   p= x , z x,y  . ثابت كنيد كهp آل اول يك ايدهR 2ولي  استP 
  ). آل اول، اوليه باشدو بنابراين لازم نيست كه هر توان طبيعي يك ايده(نيست در اين حلقه اوليه 

  : نشان دهيد كه 2Pاز تمرين قبل استفاده كنيد و براي اثبات اوليه نبودن  Pبراي اثبات اول بودن : راهنمايي(
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2

2

x y P

y P

x P

 
 
 

  

توجه كنيد كه . را ملاحظه كنيد 2.11.2ي قضيه 2r P P .(  
ثابت كنيد كه . باشد Rاز  m آل ماكسيمال مانندو راديكال آن يك ايده Rآل يك ايده aكه  مكني فرض. 19تمرين 

a  ،m اوليه است .  
  ). آل ماكسيمال اوليه استبالاخص هر توان طبيعي ايده(

Rي خارج قسمتي ابتدا نشان دهيد كه حلقه: راهنمايي(

a
آل و در حقيقت دقيقاً يك ايده(آل ماكسيمال يك ايده دقيقاً 

mكه همان ) اول

a
Rصفر آل پوچ توان است و هر مقسوم عليه است دارد و هر عضو اين ايده 

a
كه مسلماً نايكال است در  

m

a
  . )قرار دارد 

  
  
  
  
  
  




