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١ فصل

اقلیدسی فضای بر هموار تابع

است چیزی منیفلد واقع در سادگی، این به نه البته معمولی! Rn اقلیدسی فضای به شبیه است چیزی منیفلد
و دیفرانسیلی محاسبات در می تواند Rn خصوص در اطلاعی گونه هر دلیل همین به .Rn به شبیه موضعا

باشد. مفید منیفلدها بر انتگرالی یا
هستند. فراگیر استاندارد مختصات دارای که است جهت این از بیشتر اقلیدسی فضاهای اهمیت
Rn بر لازم ساختارهای تمام که است فرصت دلیل این به تحدید! هم و است فرصت هم موضوع این
لازم محاسبات راحتی به آنگاه و نمود، تعریف می توان آن بر موجود استاندارد مختصات از استفاده با را
به شده تعریف مفهوم نمی توان سادگی به که است تحدید دلیل این به و نمود؛ انجام صریح شکل به را
منیفلد در چون نمود. بیان آزاد١ مختصات صورت به اصطلاحاً یا نمود، جدا مختصات از را طریق این
داد تعمیم منیفلدها حالت به اقلیدسی حالت از می توان را مفاهیمی تنها ندارد، وجود استاندارد مختصات
تعریف مختصات اساس بر توابع از انتگرالگیری چون ،مثلا گردد. بیان قابل آزاد مختصات صورت به که
گرفت! انتگرال منیفلدها نمی توان n−بعدی منیفلدهای بر توابع از کلاسیک) صورت به (حداقل می شود،
چون که است اینجا نکته می شود. گرفته انتگرال منیفلدها بر دیفرانسیلی فرمهای از توابع بجای ،عملا
و دارد، وجود یکبیک تناظری Rn بر n−فرمهای و Rn بر توابع بین دارد، وجود Rn بر فراگیر مختصات

می باشد. آن به متناظر n−فرم از انتگرالگیری معنی به عملا ،Rn بر تابع از انتگرالگیری لذا
بوده آزاد مختصات که است گونه ای به Rn بر انتگرال و دیفرانسیل حساب بیان فصل این از هدف
خطی پاره بعنوان نه را مماس بردار مثلا اساس، این بر باشد. مناسب منیفلدها حالت به تعمیم برای و
نتیجه ای موضوع، این می کنیم. تلقی توابع جبر بر مشتق یک عنوان به بلکه اعداد، از ستونی یا و جهتدار
دیفرانسیل فرمهای نظریه اساس که است، برداری فضاهای بر توابع خصوص در گراسمن٢ هرمن دیدگاه از
سپس و می کنیم مطرح را Rn بر دیفرانسیلی فرم مفهوم ابتدا اساس، این بر است. داده تشکیل را امروزی
که داد خواهیم نشان و می کنیم، ارائه را خارجی دیفرانسیل و گوه ای ضرب یعنی فرمها، بر پایه ای عمل دو

می دهند. تعمیم سادگی به را Rn در برداری دیفرانسیل حساب دو این چگونه

Hermann Grassmann ٢ free coordinates ١
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هموار تحلیلی توابع .١ . ١ مطالب فهرست

توابع دورۀ با دلیل، همین به است. بالا بعد با منیفلدهای مطالعه در اصلی ابزار هموار توابع حسابان٣
می کنیم. آغاز Rn بر هموار

هموار تحلیلی توابع ١ . ١ بخش

باز زیر مجموعه یک در p = (p1, · · · , pn) نقطه ای و داده نشان (x1, · · · , xn) با را Rn بر مختصات١
گذاری شماره بالا اندیسهای با را مختصات که شده رسم دیفرانسیل هندسه در بگیرید. نظر در Rn از U

است. شده آورده پایین و بالا اندیسهای خصوص در بحثی ۴.٣٩ در پایین. اندیسهای با نه می کنند،

از صورتی در را f : U → R حقیقی مقدار با تابع است. نامنفی صحیح عدد k گیریم تعریف. ١.١

و موجود p در آن 1 ≤ j ≤ k مرتبه از
∂ j f

∂xi1 · · ·∂xi j
جزئی مشتقات همه که گوییم p ∈ U در Ck کلاس

باشند. پیوسته
Ck کلاس از p در ای k ≥ 0 هر ازای به که گوییم p ∈ U در C∞ کلاس از صورتی در را f تابع

باشند. پیوسته و موجود مرتبه ای هر از p در آن جزئی مشتقات همه دیگر، بعبارت باشد؛
مولفه ای توابع همه که گوییم p ∈U در Ck کلاس از صورتی در را f : U→ Rn برداری مقدار با تابع
در که می شود گفته U بر Ck کلاس از f : U→Rn صورتی در باشند. p در Ck کلاس از آن f 1, · · · , f m

اصطلاح از دارد. وجود U باز مجموعه ای بر هموار تابع برای مشابهی تعریف باشد. چنین U نقاط همه
می دهیم. نشان C∞(U) با را U بر هموار توابع مجموعه می کنیم. استفاده هموار معنی به هموار٢

است. U بر پیوسته تابعی معنی به عملا U بر C0 کلاس از تابع (١ مثال. ١.٢
x , 0 هر ازای به صورت، این در بگیرید. نظر در را f (x) = 3x1/3 ضابطه با f : R→ R تابع (٢
است، C0 کلاس از x = 0 در f تابع بنابراین، نمی گردد. تعریف x = 0 در f ′ بعلاوه ، f ′(x) = x−2/3 ای

نیست. C1 کلاس از ولی
،g′(x) = 1

4 f (x) صورت این در بگیرید. نظر در را g(x) = 9x4/3 ضابطه با g : R→ R تابع (٣
تابعی می توان طریق همین به نمی باشد. C2 کلاس از که حالی در باشد، C1 کلاس از x = 0 در g لذا و

نباشد. Ck+1 کلاس از که حالی در است، Ck کلاس از بخصوص نقطه ای در که ساخت
هستند. هموار کلاس از حقیقی خط کل بر نمایی و کسینوس سینوس، چند جمله ای، توابع (۴

حقیقی- صورتی در را f تابع است. نقطه آن از باز مجموعه ای ،Rn در نقطه یک همسایگی از منظور

smooth ٢ coordinates ١ calculus ٣
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هموار تحلیلی توابع .١ . ١ مطالب فهرست

یعنی باشد؛ برابر p در f تیلور بسط با p از همسایگی ای در که گوییم p در تحلیلی

f (x) = f (p)+
∑

i

∂ f
∂xi (p).(xi− pi)

+
1
2!

∑
i, j

∂2 f
∂xi∂x j (p).(xi− pi)(x j− p j)+

...

+
1
k!

∑
i1,··· ,ik

∂k f
∂xi1 · · ·∂xik

(p).(xi1 − pi1) · · · (xik − pik )+

...

می باشد. 1 ≤ i1, · · · , ik ≤ n که طوری i1, · · · , ik اندیسهای همه برای آخر مجموع آن، در که
توان سری یک حقیقی-تحلیلی تابع هر تیلور بسط که چرا است، هموار لزوماٌ حقیقی-تحلیلی تابع هر

،مثلا گرفت. مشتق می توان آن از جمله به جمله لذا و است یکشکل) همگرای بنابراین، (و همگرا

f (x) = sin(x) = x− 1
3!

x3+
1
5!

x5− · · · ,

f ′(x) = 1− 1
2!

x2+
1
4!

x4− · · · = cos(x),

f ′′(x) = −x+
1
3!

x3− 1
5!

x5+ · · · = −sin(x),

...

در مثال این ایده باشد. حقیقی-تحلیلی C∞ کلاس از تابع هر ندارد لزومی که می دهد نشان زیر مثال
تمام (یعنی، است تخت بسیار 0 در نمودارش که است R کل بر C∞ کلاس از f چون تابعی ساخت

نمی باشد. ها x محور بر منطبق ولی صفرند)، 0 در آن مشتقات

ضابطه با f : R→ R تابع است) تخت بسیار 0 در که هموار (تابعی مثال. ١.٣

f (x) =
{

e−1/x x > 0 برای
0 x ≥ 0 برای

C∞ کلاس از Rn بر f که نمود اثبات می توان استقراء به شود). توجه ١ . ١ شکل (به بگیرید نظر در را
0 از همسایگی یک در تابع این تیلور بسط نتیجه، در . f (k)(0) = 0 مشتق ای k ≥ 0 هر ازای به و است
تحلیلی 0 در f لذا و نیست برابر تیلورش بسط با 0 از باز همسایگی این بر f بنابراین، است. صفر برابر

نمی باشد.

١٠



باقیمانده با تیلور قضیه .١ . ٢ مطالب فهرست

صفرند صفر، در مرتبه ای هر از آن مشتقات همه که هموار تابعی :١ . ١ شکل

باقیمانده با تیلور قضیه ١ . ٢ بخش

در باقیمانده با تیلور قضیه به موسوم قضیه ای باشد، برابر تیلورش بسط با هموار تابع ندارد لزومی اینکه با
می باشد. کافی ما بحث ادامه برای که دارد وجود توابع نوع این مورد

ای x ∈ S هر ازای به که گوییم p ∈ S نقطه به نسبت شکل ستاره درصورتی را S ⊆ Rn زیر مجموعه
شود). توجه ١ . ٢ شکل (به باشد S به متعلق تماماٌ p تا x از پاره خط

نسبت شکل این ب) خیر. q به نسبت ولی است، شکل ستاره p به نسبت شکل این الف) :١ . ٢ شکل
نیست شکل ستاره نقطه ای هیچ به

p = نقطه به نسبت شکل ستاره و باز زیر مجموعه ای U ⊆ Rn گیریم باقیمانده. با تیلور قضیه ١.۴
وجود چنان g1, · · · ,gn ∈ C∞(U) توابع صورت این در .U بر هموار تابعی f و است، (p1, · · · , pn)

که دارند

f (x) = f (p)+
n∑

i=1

(xi− pi).gi(x), gi(p) =
∂ f
∂xi (p).

١١



باقیمانده با تیلور قضیه .١ . ٢ مطالب فهرست

{p+ t(x− p) |0 ≤ پاره خط ای، x ∈ U هر ازای به است، شکل ستاره p به نسبت U چون : برهان
داریم مشتق، زنجیره ای قاعده از استفاده با دارد. قرار U در تماما t ≤ 1}

d
dt

f (p+ t(x− p)) =
n∑

i=1

(xi− pi).
∂ f
∂xi (p+ t(x− p)).

که می شود نتیجه بگیریم، انتگرال t به نسبت [0,1] بازه بر تساوی این طرفین از چنانچه

f (p+ t(x− p))
∣∣∣∣1
0
=

n∑
i=1

(xi− pi)
∫ 1

0

∂ f
∂xi (p+ t(x− p)).dt.

به را (١.١ ) رابطه و هموارند، ها gi از یک هر صورت، این در gi(x) :=
∫ 1

0
∂ f
∂xi (p+ t(x− p)).dt. گیریم

gi(p) =
∫ 1

0
∂ f
∂xi .dt = ∂ f

∂xi (p) بعلاوه، نوشت. می توان f (x)− f (p) =
∑n

i=1(xi− pi).gi(x) صورت
□ .

p = نقطه به نسبت شکل ستاره و باز زیر مجموعه ای U ⊆ Rn گیریم باقیمانده. با تیلور قضیه ١.۵
چنان g1, · · · ,gn ∈ C∞(U) توابع صورت این در .U بر هموار تابعی f و k ∈N است، (p1, · · · , pn)

که دارند وجود

f (x) = f (p)+
∑

i

∂ f
∂xi (p).(xi− pi)

+
1
2!

∑
i, j

∂2 f
∂xi∂x j (p).(xi− pi)(x j− p j)+

...

+
1
k!

∑
i1,··· ,ik

∂k f
∂xi1 · · ·∂xik

(p).(xi1 − pi1) · · · (xik − pik )

+
∑

i1,··· ,ik+1

gi1,··· ,ik+1(x).(xi1 − pi1) · · · (xik+1 − pik+1)

آن در که

gi1,··· ,ik+1(p) =
1

(k+1)!
∂k+1 f

∂xi1 · · ·∂xik+1
(p).

gi توابع از یک هر مورد در مجدداٌ را لم همان اکنون، بگیرید. نظر در را (١.۴) لم اثبات ابتدا : برهان
که دارند وجود چنان gi,1, · · · ,gi,n ∈ C∞(U) هموار توابع بنابراین، می  کنیم؛ اجرا

gi(x) = gi(p)+
∑

i1

gi,i1(x).(xi1 − pi1), gi,i j(p) =
∂gi

∂xi j
(p).
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تمرینات .١ . ٣ مطالب فهرست

می شود: نتیجه ، (١.۴) لم حکم در مقادیر این دادن قرار با

f (x) = f (p)+
∑

i

∂ f
∂xi (p).(xi− pi)+

∑
i1,i2

gi1,i2(x).(xi1 − pi1)(xi2 − pi2).

p در را حاصل سپس و بگیریم، xi2 و xi1 به نسبت دوم مرتبه جزئی مشتق رابطه این طرف دو از اگر
اثبات استقراء به حکم بالا، روند تکرار با . gi1,i2(p) = (∂2 f /∂xi∂x j)(p) دید خواهیم کنیم، محاسبه
□ می گردد.

گوی هر که چرا نیست. چندانی محدودیت بالا قضیه و لم در بودن شکل ستاره شرط یادداشت. ١.۶
تابعی f اگر بنابراین، است. شکل ستاره مرکزش به نسبت B(p, ε) := {x ∈ Rn | ∥x− p∥ < ε} باز
پس .p ∈ U ⊆ Rn که دارد وجود چنان ای ε > 0 آنگاه باشد، p شامل U ⊆ Rn باز مجموعه بر هموار
قضیه استدلال که می رسیم، p حول شکل ستاره همسایگی یک به کنیم، تحدید B(p, ε) به را f دامنه اگر

بست. بکار می توان آن بر را باقیمانده با تیلور

تمرینات ١ . ٣ بخش

نشان بگیرید. نظر در را ١.٢ مثال در ٣ قسمت از g تابع نیست. C3 ولی است C2 که تابعی ١.١
نیست. C2 کلاس از ولی است، C1 کلاس از تابع این که دهید

است. ١.٣ مثال در تابع f گیریم صفر. در هموار و تخت خیلی تابعی ١.٢

شکل به f (k) ام k مرتبه مشتق ،k ≥ 0 هر و x > 0 هر ازای به که دهید نشان استقراء به (الف)
می باشد. y حسب بر 2k درجه از جمله ای چند یک p2k(y) آن در که است، p2k(1/x)e−1/x

. f (k)(0) = 0 ای k ≥ 0 هر ازای به و است هموار R بر f که کنید ثابت (ب)

V ⊆ Rn و U ⊆ Rn باز زیرمجموعه های .R خود با R از دلخواه باز بازه هر بودن دیفئومورف ١.٣
و بوده دوسویی که گوییم دیفئومورفیسم صورتی در را F : U → V هموار نگاشت بگیرید. نظر در را

باشد. هموار نیز F−1 : V → U وارون نگاشت

است. دیفئومورفیسم tan : (−π/2,π/2)→ R تابع که دهید نشان (الف)

چنان h : (a,b)→ (−1,1) خطی تابعی هستند. a < b با حقیقی اعدادی b و a کنید فرض (ب)
هر ازای به و است هموار R بر f که کنید ثابت بسازد. بازه دو این بین دیفئومورفیسمی که بیابید

. f (k)(0) = 0 ای k ≥ 0

می باشد. R بروی (a,b) از دیفئومورفیسمی f ◦h ترکیب پس

١٣



تمرینات .١ . ٣ مطالب فهرست

بازه های که دهید نشان آن از استفاده با است. دیفئومورفیسم exp : R→ (0,∞) نمایی نگاشت (ج)
دیفئومورفند. R با (−∞,b) و (a,∞) شکل به

تابع که دهید نشان .Rn خود با Rn در باز جعبه هر بودن دیفئومورف ١.۴

f :
(−π/2,π/2)n→ Rn, f (x1, · · · , xn) =

(
tan x1, · · · , tan xn)

است. دیفئومورفیسم

باز گوی B(0,1) و مبداء 0 = (0,0) گیریم .Rn خود با Rn از باز گوی هر بودن دیفئومورف ١.۵
یکی R3 در xy−صفحه با را R2 ،R2 و B(0,1) بین دیفئومورفیسمی یافتن برای می باشد. R2 در یکه
١ . ٣ شکل (به می گیریم نظر در را R3 در S : x2+y2+ (z−1)2 = 1, z < 1 پایینی باز کره نیم و گرفته

بگیرید: نظر در را زیر دوسویی نگاشت شود). توجه

Rn خود با R از باز گوی هر بودن دیفئومورف :١ . ٣ شکل

f : B(0,1)→ S , (a,b) 7→
(
a,b,1−

√
1−a2−b2

)
.

به را (a,b,c) ∈ S نقطه هر که است نگاشتی ،(0,0,1) از g : S → R2 گنجنگاری نگاشت (الف)
که دهید نشان می نگارد. xy−صفحه با (a,b,c) و (0,0,1) نقاط از گذرنده خط برخورد محل

است: چنین آن ضابطه

(a,b,c) 7→ (u,v) =
(

a

1−
√

1−a2−b2
,

b

1−
√

1−a2−b2

)
.

.t= 2/
√

1+u2+ v2 آن در که (u,v) 7→
(
tu, tv,1− t

)
از است عبارت آن وارون که دهید نشان

١۴



تمرینات .١ . ٣ مطالب فهرست

نمود: تعریف می توان g و f نگاشت دو کمک به را h := g◦ f نگاشت (ب)

h(a,b) = (a,b)/
√

1−a2−b2.

از دیفئومورفیسمی h که بگیرید نتیجه و یافته، h−1(u,v) = ( f −1 ◦ g−1)(u,v) برای فرمولی
است. R2 بروی B(0,1)

دهید. تعمیم Rn حالت به را (ب) قسمت حکم (ج)

آنگاه باشد، هموار f : R2 → R اگر که کنید ثابت .n = 2 حالت در باقیمانده با تیلور قضیه ١.۶
که می شوند یافت چنان R2 بر g22 و g12 ،g11 هموار توابع

f (x,y) = f (0,0)+
∂ f
∂x

(0,0)x+
∂ f
∂y

(0,0)y

+x2 g11(x,y)+ xyg12(x,y)+ y2 g22(x,y).

که بگیرید نظر در را ویژگی این با f : R2→ R هموار تابع یک شدنی١. رفع تکینگی با تابعی ١.٧

کنید فرض . f (0,0) =
∂ f
∂x

(0,0) =
∂ f
∂y

(0,0) = 0

g(t,u) :=
{

f (t, tu)/t t , 0 برای
0 t = 0 برای

که می شوند یافت چنان R2 بر g22 و g12 ،g11 هموار توابع و است هموار تابع این که دهید نشان

f (x,y) = f (0,0)+
∂ f
∂x

(0,0) x+
∂ f
∂x

(0,0)y

+x2g11(x,y)+ xyg12(x,y)+ y2g22(x,y).

کنید.) استفاده ١.۶ تمرین از (راهنمایی: است. هموار R2 بر g کنید ثابت

نظر در را f (x) = x3 ضابطه با f : R→ R تابع هموار. غیر وارون با دوسویی هموار تابع ١.٨
بدانید است (جالب نیست. هموار f −1(x) آن وارون ولی است، وارونپذیر و هموار f دهید نشان بگیرید.
دوسویی هولومورف٣ نگاشت هر که: معنی این به است؛ متفاوت مختلط٢ آنالیز حالت در موضوع این که

دارد.) هولومورف وارون لزوماٌ f : C→ C

holomorph ٣ complex analysis ٢ removable singularity ١

١۵



٢ فصل

مشتق عملگر بعنوان Rn در مماس بردار

شکل به و جبری صورت به را p ∈ R3 نقطه در بردار مقدماتی، انتگرال و دیفرانسیل حساب در معمولا
تجسم p نقطه از صادره جهتدار خطی پاره شکل به و هندسی صورت به یا و می کنند؛ تعبیر اعداد از ستونی
نقطه ای به مماس صفحه تعریف برای مقدماتی، دیفرانسیل هندسه در شود). توجه ٢ . ١ شکل (به می نمایند

R3 در بردارها هندسی و جبری تجسم :٢ . ١ شکل

سپس و می دهند عبور را صفحه ای آنها از نموده، انتخاب p نزدیکی در نقطه سه ابتدا ،S ⊂ R3 رویه از p
نماید، میل مشخص حدی صفحه یک به حاصل صفحه چنانچه می دهند. میل p سمت به را نقطه سه این
نقطه در رویه به مماس صفحه شهودی، نظر از می نامند. p نقطه در S رویه به مماس صفحه را صفحه این
رویه به را p در برداری ترتیب، این به می کند. لمس تنها p نقطه در را رویه که است R3 در صفحه ای ،p
این در شود). توجه ٢ . ٢ شکل (به باشد متعلق رویه این به مماس صفحه به که می دانیم مماس S ⊂ R3

مثلا که حالی در است، شده نشانده R3 پیرامونی فضای در رویه که است شده استفاده ویژگی این از تعریف
ارائه بخش این از هدف نشاند. نمی توان Rn اقلیدسی فضای در طبیعی روش هیچ به را تصویری صفحه

باشد. منیفلدها حالت به تعمیم قابل که است، مماس بردارهای برای توصیفی

امتدادی مشتق ٢ . ١ بخش

١۶



امتدادی مشتق .٢ . ١ مشتق عملگر بعنوان RN در مماس بردار .٢ فصل

نقطه یک در R3 رویه یک به مماس صفحه :٢ . ٢ شکل

شامل برداری فضای صورت به (٢ عمومی (ریاضی حسابان در را p نقطه در Rn به TpR
n مماس١ فضای

می کنند: معرفی p از آغاز با پیکانهای همه

TpR
n :=

{
vp

∣∣∣v ∈ Rn
}
.

می گردد: تعریف ذیل صورت به TpR
n در اسکالر ضرب و برداری جمع اعمال

vp+wp := (v+w)p, avp := (av)p, vp,wp ∈ TpR
n, a ∈ R.

بردارها و p ∈ Rn نقاط بین اینکه برای می کنیم. استفاده v ساده تر نماد از vp بجای نرود، ابهام بیم اگر
صورت به را بردارها و p = (p1, · · · , pn) صورت به را نقاط شویم، قایل تمایزی (TpR

n (یا v ∈ Rn

v =


v1

...

vn

 یا و v =
⟨
v1, · · · ,vn⟩

هر ترتیب، این به می دهیم. نشان e1, · · · ,en با را (TpR
n (یا Rn برای استاندارد پایه می دهیم. نشان

به مماس١ بردار را TpR
n عناصر .vi ∈ R که نوشت، می توان v =

∑
viei صورت به را TpR

n از عضو
گویند. p در Rn از) بردار ساده تر، (یا

صورت به را Rn در v = (v1, · · · ,vn) هادی بردار با p = (p1, · · · , pn) از گذرنده خط

c(t) =
(
p1+ tv1, · · · , pn+ tvn), t ∈ Rn

همسایگی ای در f :Rn→R اگر .ci(t)= pi+ tvi از است عبارت c(t) ام i درآیه نمود. پارامتره می توان
به را p نقطه در و v راستای در f امتدادی٢ باشد،مشتق p در Rn به مماس برداری v و هموار p از

صورت

Dv f := lim
t→0

f (c(t))− f (p)
t

=
d
dt

∣∣∣∣∣∣
t=0

f (c(t)),

directional derivative ٢ tangent vector ١ tangent space ١

١٧



تابع جرم .٢ . ٢ مشتق عملگر بعنوان RN در مماس بردار .٢ فصل

داریم مشتق، زنجیره ای قاعده بنابه می کنیم. تعریف

Dv f =
n∑

i=1

dci

dt
(0).

∂ f
∂xi (p) =

n∑
i=1

vi.
∂ f
∂xi (p).

در مماس برداری v فرض بنابه زیرا می شوند، محاسبه p در مشتقات که است این بر فرض Dv f نماد در
نماد با می نگارد، Dv f به را f که نگاشتی تابع. نه است، عدد Dv f بنابراین است. p

Dv :=
n∑

i=1

vi ∂

∂xi

∣∣∣∣∣∣
p

می کنیم. خودداری p پایین اندیس ذکر از است، مشخص بحث در p نقطه وقتی عمل، در می دهیم. نشان

TpR
3 به v = مماس⟨2,4,1⟩ بردار و p = (1,−1,2) نقطه ، f (x,y,z) = xy2/z3 تابع مثال ٢.١.١

صورت این در بگیرید. نظر در را p در

Dv( f ) = v1.
∂ f
∂x

(p)+ v2.
∂ f
∂y

(p)+ v3.
∂ f
∂z

(p)

= (2)
(y2

z3

)∣∣∣∣
p
+ (4)

(2xy
z3

)∣∣∣∣
p
+ (1)

(
− 4xy2

z4

)∣∣∣∣
p

= (2)
(1
8

)
+ (4)

(−1
4

)
+ (1)

(−1
4

)
= −1.

اینکه کلی تر و

Dv = v1.
∂

∂x

∣∣∣∣
p
+ v2.

∂

∂y

∣∣∣∣
p
+ v3.

∂

∂z

∣∣∣∣
p

=
y2

z3 .
∂

∂x

∣∣∣∣
p
+

2xy
z3 .

∂

∂y

∣∣∣∣
p
− 4xy2

z4 .
∂

∂z

∣∣∣∣
p

△ ! f متغیر با است تابعی دومی و عدد، اولی که شود توجه

بر عملگرهایی عنوان به مماس بردارهای تصور امکان ،Dv و v مماس بردار بین v 7→ Dv تناظر
امتدادی مشتقات بیشتر مطالعه به بحث، شدن روشن تر جهت به ادامه در می سازد. فراهم را تابعی فضاهای

می پردازیم. عملگر عنوان به Dv

تابع جرم ٢ . ٢ بخش

برابرند. هم با p نقطه در آنها امتدادی مشتق آنگاه باشند، برابر p نقطه ای همسایگی در g و f تابع دو اگر

.p همسایگی بر شده تعریف هموار توابع مجموعه بر ارزی هم رابطه ای تعریف برای است انگیزه ای این

١٨



تابع جرم .٢ . ٢ مشتق عملگر بعنوان RN در مماس بردار .٢ فصل

f : U → R و است p از بازی همسایگی U که بگیرید نظر در را ( f ,U) مرتب زوجهای همه مجموعه
شامل و W ⊆U∪V باز مجموعه ای که ارزند هم (V,g) و ( f ,U) می گوییم درصورتی .U بر هموار تابعی
این به است، ارزی هم وضوح به رابطه این باشند. برابر هم با W به g و f تحدید که باشد داشته وجود p
از می نامیم. p در f جرم١ را ( f ,U) شامل ارزی هم کلاس می باشد. متعدی و تقارنی بازتابی، که معنی
در هموار Rn→ R توابع از جرمهای همه مجموعه دادن نشان برای C∞p ساده تر نماد یا و ،C∞p (Rn) نماد

می دهیم. نشان [( f ,U)] با را ( f ,U) شامل ارزی هم کلاس می  کنیم. استفاده p

با g(x) = 1+ x+ x2+ x3+ · · · تابع و U = R−{0} دامنه با f (x) = 1/(1− x) تابع مثال. ٢.١
هم p ∈ (−1,1) نقطه هر در بنابراین و برابرند، هم با W = (−1,1) باز مجموعه بر V = (−1,1) دامنه

ارزند.

مختلط اعداد هیات یا و R حقیقی اعداد هیات (مثلا است هیات١ یک K کنید فرض تعریف. ٢.٢
دوتایی ضرب نگاشت یک همراه به است A برداری فضایی ،K هیات بر جبر یک از منظور .(C
a,b,c ∈ A هر ازای به که گونه ای به می شود، نوشته µ(a,b)= a ·b صورت به اغلب که ،µ : A×A→ A

داریم r ∈ K هر و

،(a ·b) · c = a · (b · c) (شرکتپذیری) (١

،a · (b+ c) = a ·b+a · c و (a+b) · c = a · c+b · c (توضیعپذیری) (٢

.r(a ·b) = (ra) ·b = a · (rb) (همگنی) (٣

همزمان که ضرب) یکانی عنصر بدون یا (با A مانند است حلقه ای ،K هیات بر جبر٢ دیگر، بعبارت
بنابراین، می کند. صدق بالا در مشروح (٣) همگنی شرط در که گونه ای به می باشد، K بر برداری فضای
اغلب برداری. فضای یک اسکالری ضرب همراه به حلقه، یک ضرب و جمع است: عمل سه دارای جبر

.ab می نویسیم تنها a ·b بجای و می شود، خودداری ضرب نماد ذکر از

در بگیرید. نظر در را (K هیات (بر W و V برداری فضای دو بین L : V →W نگاشت تعریف. ٢.٣
ای u,v ∈ V و r ∈ K هر ازای به که است خطی۴ عملگر یا خطی٣ نگاشت L می گوییم صورتی

.L(u+ v) = L(u)+L(v) (١

.L(ru) = rL(u) (٢

استفاده K−خطی عملگر یا K−خطی نگاشت اصطلاح از کنیم، مشخص تر را K هیات نقش بخواهیم اگر
می کنیم.

خطی نگاشتی جبری۵، همومورفیسم از منظور باشند. K هیات بر جبر دو A′ و A گیریم تعریف. ٢.۴
L(ab) = ای a,b ∈ K هر ازای به یعنی، باشد. جبر در ضرب عمل حافظ که است L : A→ A′

.L(a)L(b)

نمایند: تعریف می توانند C∞p بر مشابهی اعمال توابع، ضرب و جمع

algebra homomorphism ۵ linear operator ۴ linear map ٣ algebra ٢ field ١ germ ١

١٩



نقطه-مشتق .٢ . ٣ مشتق عملگر بعنوان RN در مماس بردار .٢ فصل

تعریف کنیم r ∈ R و [( f ,U)], [(g,V)] ∈ C∞p (U) ازای به اگر قضیه. ٢.۵

1) r[( f ,U)] := [(r f ,U)],

2) [( f ,U)]+ [(g,V)] := [( f +g,U ∩V)], (١.٢ )
3) [( f ,U)][(g,V)] := [( f g,U ∩V)],

می دهد. یکR−جبر تشکیل اعمال این با C∞p (U) صورت، این در

است. خواننده عهده بر تمرین بعنوان قضیه این اثبات

نقطه-مشتق ٢ . ٣ بخش

نگاشتی تعریف باعث p در امتدادی مشتق ،p ∈ Rn مفروض نقطه هر ازای به

Dv : C∞p → R,

می کند: صدق لایبنیتز رابطه در و است R−خطی نگاشتی Dv (١.٢ ) بنابه می گردد. برداری فضاهای بین

Dv( f g) = (Dv f )g(p)+ f (p)Dvg,

کل، در است. چنین نیز Dv آنها از پیروی به و دارند، را خواص این ∂/∂xi|p جزئی مشتقات عملا که چرا

نقطه-مشتق١ یک را (٢.٢ ) لایبنیتز رابطه در صادق D : C∞p → R خطی نگاشت هر تعریف. ٢.۶
نماد با را C∞p بر نقطه-مشتقات همه مجموعه می نامند. (C∞p بر مشتق اختصار، به (یا C∞p بر p در
بر نقطه-مشتق یک در عدد یک حاصلضرب نیز و هم با نقطه-مشتق دو جمع می دهیم. نشان DpR

n

نتیجه، در است. نقطه-مشتق ،C∞p

است. برداری یکR−فضای DpR
n مجموعه لم. ٢.٧

در است. C∞p بر نقطه-مشتق یک دلخواه، راستای هر در و p در امتدادی مشتق که شد ملاحظه
صورت به نگاشتی نتیجه،

ϕ : TpR
n −→DpR

n, v 7−→ Dv =
∑

vi ∂

∂xi

∣∣∣∣
p
,

بین خطی عملگری نیز ϕ نتیجه در است، خطی v به نسبت وضوح به Dv چون نمود. تعریف می توان
داریم: نیاز زیر لم به موضوع این اثبات برای است. ایزومورفیسم ϕ ،عملا است. برداری فضاهای

.D(c) = 0 ای c ثابت تابع هر ازای به آنگاه باشد، C∞p بر نقطه-مشتق یک D اگر لم. ٢.٨

point-derivation ١

٢٠



نقطه-مشتق .٢ . ٣ مشتق عملگر بعنوان RN در مماس بردار .٢ فصل

تابع برای را حکم که است کافی پس .D(c) = cD(1) که می شود نتیجه D بودن R−خطی از : برهان
داریم ،D لایبنیتزی خاصیت از استفاده با کنیم. اثبات 1

D(1) = D(1×1) = D(1)×1+1×D(1) = 2D(1),

□ .D(1) = 0 نتیجه در

بین ایزومورفیسمی (٢.٢ ) در شده تعریف ϕ : TpR
n −→ DpR

n R−خطی نگاشت قضیه. ٢.٩
است. برداری فضاهای

Dv اعمال با .ϕ(v) = Dv = 0 و v ∈ TpR
n کنیم فرض ،ϕ بودن یکبیک اثبات منظور به : برهان

داریم x j مختصاتی توابع بر

0 = Dv(x j) =
n∑

i=1

vi ∂

∂xi

∣∣∣∣
p
x j =

n∑
i=1

viδ
j
i = v j.

است: کرونکر١ دلتای δ j
i اینکه، توضیح است. یکبیک ϕ لذا و v = 0 نتیجه در

δ
j
i =

{
1 i = j اگر
0 i , j اگر

جرمی [( f ,V)] ∈C∞p و است C∞p بر دلخواه نقطه-مشتق یک D کنیم فرض ،ϕ پوشایی اثبات برای
وجود V در p مرکز به باز گوی یک پس است، p شامل و باز V فرض، بنابه چون باشد. f تابع یک از
با می باشد. شکل ستاره بنابراین و (چرا؟)، است باز گوی همین V که نمود فرض می شود اول از دارد.
چنان p از همسایگی ای در gi هموار توابع که می گیریم نتیجه (١.۴ (لم باقیمانده با تیلور قضیه از استفاده

که دارند وجود

f (x) = f (p)+
n∑

i=1

(xi− pi)gi(x), gi(p) =
∂ f
∂xi .

و ،D(pi) = 0 و D( f (p)) = 0 قبل، لم به توجه با می کنیم. اعمال تساوی این طرف دو بر را D حال،
داریم D لایبنیتزی خاصیت از استفاده با بنابراین

D( f )(x) =
n∑

i=1

D(xi)gi(p)+
∑

(xi− pi)D(gi(x))

=

n∑
i=1

D(xi)
∂ f
∂xi = Dv( f ),

□ .D = Dv بنابراین .v = (D(x1), · · · ,D(xn)) اینجا در که

می کنیم: مطرح را زیر قراداد قضیه، این اساس بر

Kronecker delta ١

٢١



برداری میدان .۴ . ٢ مشتق عملگر بعنوان RN در مماس بردار .٢ فصل

گرفت: یکی می توان C∞p R
n بر نقطه-مشتقات با را p در مماس بردارهای قرارداد. ٢.١٠

TpR
n �DpR

n.

جزئی مشتقات مجموعه با TpR
n برای {e1, · · · ,en} استاندارد پایه یکی گیری، این در

مماس بردار هر و شمرده محترم را یکی گیری این پس این از است. متناظر {∂/∂x1, · · · ,∂/∂xn}

v = ⟨v1, · · · ,vn⟩ =
∑

viei

TpR
n مانند p DpRدر

n مشتقات فضای دیگر ترتیب، این به می نویسیم. v =
∑

vi∂/∂xi صورت به را
برداری میدانهای می باشد. مناسب منیفلدها حالت به تعمیم برای و نیست، هندسی پیکانهای از گردایه ای

گرفت: یکی می توان نیز U بر هموار توابع از ستونی با را U بر

v = ⟨a1, · · · ,an⟩ ⇐⇒ v =
∑

ai ∂

∂xi ⇐⇒ v =


a1

...

an

 .
صورت این در باشد. v = (2,3) و p = (1,π) ، f = x2 siny کنیم فرض مثال. ٢.١١

Dv f = 2
∂ f
∂x

∣∣∣∣
p
+3

∂ f
∂y

∣∣∣∣
p
= 2(2xsiny)

∣∣∣∣
p
+3(x2 cosy)

∣∣∣∣
p
= −3.

برداری میدان ۴ . ٢ بخش

p ∈ U نقطه هر به که است تابعی ،U ⊆ Rn باز مجموعه بر X برداری١ میدان از منظور مثال. ٢.١٢
مماس بردار است، {∂/∂xi|p} پایه دارای TpR

n چون می کند. نظیر را p در Xp ∈ TpR
n مماس برداری

خطی ترکیب صورت به را Xp

Xp =

n∑
i=1

ai(p)
∂

∂xi

∣∣∣∣
p
, p ∈ U,

X مختصاتی٢ توابع را آنها که می گردد، مشخص ai : U → R تابع n ترتیب، این به نوشت. می توان
هموار U بر آن مختصاتی توابع همه که است هموار U بر X برداری میدان می گوییم صورتی در می نامند.

باشند.

coordinate functions ٢ vector field ١

٢٢



برداری میدان .۴ . ٢ مشتق عملگر بعنوان RN در مماس بردار .٢ فصل

مماس بردار p = (x,y) ∈ U هر به U = R2−{0}. کنیم فرض مثال. ٢.١٣

Xp =
−y√

x2+ y2

∂

∂x

∣∣∣∣
p
+

x√
x2+ y2

∂

∂y

∣∣∣∣
p

�
⟨
−y√

x2+ y2
,

x√
x2+ y2

⟩
صورت به را آن و است، U بر برداری میدان یک این می کنیم. نظیر را

X =
−y√

x2+ y2

∂

∂x
+

x√
x2+ y2

∂

∂y

مماس و یک طول به برداری p ∈ U نقطه هر به برداری میدان این شهودی، نظر از بنویسیم. می توانیم
آن مختصاتی توابع شود. توجه ٢ . ٣ شکل به می کند؛ نظیر را نقطه این از گذرنده و مبداء مرکز به دایره بر

برداری میدان .a2 = x : U → R و a1 = −y : U → R از عبارتند بترتیب

U = R2−{0} بر برداری میدنی :٢ . ٣ شکل

Y = x
∂

∂x
− y

∂

∂y
= ⟨x,−y⟩

شود. توجه ۴ . ٢ شکل به می باشد؛ تعریف قابل R2 کل بر نیز

مجموعه می دهیم. Fنشان (U) با یا و C∞(U) با را U ⊆Rn باز بر هموار توابع مجموعه تعریف. ٢.١۴
می دهیم. نشان X(U) نماد با را U بر هموار برداری میدانهای همه

٢٣



برداری میدان .۴ . ٢ مشتق عملگر بعنوان RN در مماس بردار .٢ فصل

R2 بر Y = ⟨x,−y⟩ بر برداری میدنی :۴ . ٢ شکل

A مجموعه یک R−مدول١، از منظور است. یکدار تعویضپذیر حلقه یک R کنید فرض تعریف. ٢.١۵
می باشد: زیر شرایط در صادق R×A→ A اسکالر ضرب و A×A→ A جمع عمل دو همراه به

است. آبلی گروه جمع، عمل به نسبت A الف)

ای a,b ∈ A هر و r, s ∈ R هر ازای به ب)

،ra ∈ A بودن) (بسته (١
،1a = 1 آنگاه باشد، یکانی عنصر 1 ∈ R اگر یکانی) (وجود (٢

.(rs)a = r(sa) (شرکتپذیری) (٣
.r(a+b) = ra+ rb و (r+ s)a = ra+ sa (توزیعپذیری) (۴

یک از اینکه بجای آن ضرایب که تفاوت این با است، برداری فضای به شبیه درست مدول واقع در
بی برداری، فضاهای خواص اکثر می گردند. انتخاب یکدار تعویضپذیر حلقه یک از شوند، انتخاب هیات

هستند. برقرار مدولها مورد در تغییری هیچ

می کنیم تعریف . f ∈ C∞(U) و X,Y ∈ X(U) ،Rn از باز زیرمجموعه ای U کنید فرض قضیه. ٢.١۶

(X+Y)p := Xp+Yp, ( f X)p := f (p) Xp.

است. C∞(U)−مدول یک X(U) بنابراین و هموارند، برداری میدانهای نیز f X و X+Y صورت، این در

R−module ١

٢۴



مشتق عنوان به برداری میدان .۵ . ٢ مشتق عملگر بعنوان RN در مماس بردار .٢ فصل

مشتق عنوان به برداری میدان ۵ . ٢ بخش

را X f جدید تابع باشد، U بر هموار تابعی f و U ⊆ Rn باز زیرمجموعه بر همواری برداری میدان X اگر
دیگر عبارت به می کنیم. تعریف نقطه ای صورت به

(X f )(p) := Xp f , p ∈ U به ازای هر

آنگاه بنویسیم، X =
∑

ai∂/∂xi صورت به را X اگر

(X f )(p) =
n∑

i=1

ai(p)
∂ f
∂xi (p),

خلاصه تر بطور یا

X f =
n∑

i=1

ai ∂ f
∂xi ,

R−خطی نگاشت یک به ترتیب، این به است. U بر هموار تابعی نیز X f می دهد نشان که

C∞(U) −→ C∞(U), f 7→ X f .

C∞(U) بر R−خطی نگاشتی صورت به را U بر هموار برداری میدان هر دیگر، بعبارت یافتیم. دست
نمود. قلمداد می توان

که گوییم مشتق١ صورتی در را A K−جبر بر D : A→ A K−خطی عملگر مثال. ٢.١٧

D(ab) = D(a)b+a D(b), a,b ∈ A هر ازای به

می دهیم. نشان Der(A) با را A بر مشتقات همه مجموعه

کنید فرض .r ∈ K و D,D′ ∈ Der(A) K−جبر، یک A کنید فرض لم. ٢.١٨

(D+D′)(a) := D(a)+D′(a), (rD)(a) := r D(a), a ∈ A, r ∈ K,

یک تشکیل عمل، دو این با همراه Der(A) هستند. A بر مشتق نیز rD و D+D′ صورت، این در
می دهد. برداری K−فضای

زیرمجموعه بر همواری برداری میدان X اگر برداری). میدانهای برای لایبنیتز (قاعده گزاره ٢.١٩
صدق لایبنیتزی) (قاعده ضربی قاعده در X( f g) آنگاه باشند، U بر هموار توابعی g و f ،U ⊆ Rn باز

می کند:

X( f g) = (X f )g+ f Xg.

derivation ١

٢۵



تمرینات .۶ . ٢ مشتق عملگر بعنوان RN در مماس بردار .٢ فصل

.X ∈ Der(C∞(U)) می باشد: C∞(U) جبر بر مشتقی X دیگر، بعبارت

تناظر یک به مجداداٌ ترتیب، این به

φ : X(U) −→ Der(C∞(U)), X 7−→ ( f 7→ X f )

بعلاوه رسیدیم.

است. برداری فضاهای بین ایزومورفیسمی φ : X(U) −→ Der(C∞(U)) نگاشت قضیه. ٢.٢٠

اما خوانند؛ عهده بر تمرین عنوان به و است، ممکن وضعیت این در حکم این بودن یکبیک اثبات
می کنیم. موکول ١٩٬١١ مساله به را آن و نیست مقدور فعلا آن پوشایی اثبات

یکی C∞(U) جبر بر مشتقات با را بردارها که نقطه، یک در مماس بردارهای حالت مثل درست
می نماییم. مطرح را زیر داد قرار گرفتیم،

می گیریم. یکی C∞(U) جبر بر مشتقات با را U بر برداری میدانهای قرارداد. ٢.٢١

،C∞p بر مشتق آنکه حال است، R حقیقی خط به C∞p از نگاشتی p ∈ U در مشتق که شود توجه
است. C∞p خود به C∞p از نگاشتی

تمرینات ۶ . ٢ بخش

را R3 بر f (x,y, x) = x2+y2+ z2 هموار تابع و X = x∂/∂x+y∂/∂y هموار برداری میدان . ٢.١
کنید. محاسبه را X f بگیرید. نظر در

کنید. اثبات را ٢.۵ قضیه .C∞p (U) بر جبری ساختار ٢.٢

کنید. اثبات را ٢.١٨ لم .Der(A) بر جبری ساختار ٢.٣

است. شده داده A بر D1,D2 ∈Der(A) مشتق دو و A K−جبر یک کنید فرض مشتقات. ضرب ٢.۴
D1 ◦D2 −D2 ◦D1 همیشه که حالی در باشد؛ A بر مشتق نیز D1 ◦D2 ندارد لزومی که دهید نشان

می نامیم. نظر مورد مشتق دو ضرب اصطلاحاٌ را عنصر این است. A بر مشتقی

٢۶



٣ فصل

نوسانی k−خطی تابع

دوگان فضای ٣ . ١ بخش

را f : V →W خطی نگاشتهای همه از متشکل برداری فضای حقیقی اند. برداری فضای W و V گیریم
آن به و داده نشان V∗ نماد با را V بر خطی توابع همه برداری فضا می دهیم. نشان Hom(V,W) نماد با
می نامیم. V بر 1−همبردار یا همبردار٢ را V∗ عناصر .V∗ :=Hom(V,R) می گوییم: ١V دوگان فضای
است. V برای پایه ای {e1, · · · ,en} گیریم است. متناهی بعد با V می کنیم فرض بخش این ادامه در
گیریم .vi ∈ V که نوشت، می توان v =

∑
viei شکل به یکتا صورتی به را v ∈ V عنصر هر صورت این در

عبارت به .αi(v) = vi می نگارد: امش i مختص به را v ∈ V بردار هر که باشد خطی  تابعی αi : V→ R
می گردد: معرفی زیر صورت به پایه اساس بر α دیگر

αi(e j) = δ
j
i , i, j = 1, · · · ,n

می دهند. تشکیل V∗ برای پایه ای α1, · · · ,αn توابع گزاره. ٣.١

خطی مستقل و نموده تولید را دوگان فضای بردارها این که دهیم نشان باید بودن، پایه اثبات برای : برهان
،v =

∑
viei ∈ V و f ∈ V∗ اگر می کنند. تولید را V∗ فضای α1, · · · ,αn می کنیم ثابت ابتدا، هستند.

آنگاه

f (v) =
∑

vi f (ei) =
∑

f (ei)αi(v).

می دهد. نشان را ما منظور که ، f =
∑

f (ei)αi نتیجه، در

covector ٢ dual space ١

٢٧



جایگشت .٣ . ٢ نوسانی K−خطی تابع .٣ فصل

طرف دو مقدار محاسبه با .
∑

ciα
i = 0 می کنیم فرض ،α1, · · · ,αn خطی استقلال دادن نشان برای

داریم ( j = 1, · · · ,n (که ،e j بردار بر

0 =
∑

ciα(e j) =
∑

ci δ
j
i = c j, j = 1, · · · ,n.

□ است. تمام برهان ترتیب این به

می نامیم. {e1, · · · ,en} به نظیر دوگان١ پایه را {α1, · · · ,αn} پایه تعریف. ٣.٢

است. فضا آن با بعد هم متناهی، بعد با برداری فضای هر دوگان فضای نتیجه. ٣.٣

شده مشخص پایه به نسبت را V مفروض برداری فضای از v بردار هر مختصاتی). (توابع نتیجه ٣.۴
.bi(v) ∈ R که نوشت، می توان v =

∑
bi(v)ei خطی ترکیب صورت به {e1, · · · ,en}

آنگاه باشد، {e1, · · · ,en} به نظیر V∗ برای دوگان پایه {α1, · · · ,αn} چنانچه،

αi(v) = αi
(∑

b j(v)e j

)
=

∑
b j(v)δi(e j)

=
∑

b j(v)δi
j = bi(v).

به نظیر دوگان پایه همان دقیقاٌ ،{e1, · · · ,en} پایه به نسبت {b1, · · · ,bn} مختصاتی توابع بنابراین،
می باشد. {e1, · · · ,en}

جایگشت ٣ . ٢ بخش

است تابعی ،A = {1, · · · ,k} مجموعه برای جایگشت٢ از منظور بگیرید. نظر در را k مثبت صحیح عدد
این ترکیب صورت به را σ و τ جایگشت دو τσ : A→ A حاصلضرب .σ : A→ A شکل به دوسویی
(a1a2 · · ·ar) دوری٣ جایگشت .τ بعد و می کند تاثیر σ اول دیگر، بعبارت می کنیم. تعریف تابع دو

که ای σ : A→ A جایگشت از است عبارت

σ(a1) = a2, σ(a2) = a3, · · · , σ(ar−1) = ar, σ(ar) = a1.

می نامند. r−دور یا و دور را (a1a2 · · ·ar) دوری جایگشت می دارد. نگه ثابت را A در عناصر سایر و
a,b ∈ A عنصر دو که (a,b) است جایگشتی دیگر،ترانهش۴ بعبارت می نامند. ترانهش اصطلاحا را 2−دور

می گذارد. ثابت را آن اعضاء سایر و می کند تعویض را
ماتریس صورت به را σ : A→ A جایگشت هر معمولا(

1 2 · · · k
a1 a2 · · · ak

)
می دهند. نشان جایگشتها از (a1 · · ·ar)(b1 · · ·bs) · · · حاصلضربی صورت به یا و

transposition ۴ cyclic permutation ٣ permutation ٢ dual basis ١
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جایگشت .٣ . ٢ نوسانی K−خطی تابع .٣ فصل

به بترتیب را ١،٢،٣،۴،۵ σ : {1,2,3,4,5} → {1,2,3,4,5} جایگشت کنید فرض مثال. ٣.۵
صورت این در ببرد. ٢،۴،۵،١،٣

σ =

(
1 2 3 4 5
2 4 5 1 3

)
= (124)(35).

که می گردد اثبات گروهها مقدماتی نظریه در

باشد. {1,2, · · · ,k} مجموعه جایگشتهای همه گروه S k گیریم قضیه. ٣.۶

می دهد؛ عضو n! با گروهی تشکیل جایگشتها ضرب عمل با S k (١

جایگشت هر ازاء به نمود. تجزیه می توان ترانهش ها از حاصلضربی صورت به را جایگشت هر (٢
اساس، همین بر فرد؛ همواره یا و است، زوج همواره یا تجزیه این در ترانهش های تعداد مفروض،
موجود ترانهش های تعداد که گوییم فرد) (بترتیب، زوج صورتی در را σ جایگشت می کنیم: تعریف
را آن علامت باشد، فرد) (بترتیب، زوج σ جایگشت اگر باشد. فرد) (بترتیب، زوج آن تجزیه در

sgn(σ))؛ = −1 بترتیب، ) sgn(σ) = +1 می نویسیم و نموده تعریف (−1 (بترتیب، +1

زیر Ak صورت این در باشد، {1,2, · · · ,k} مجموعه از زوج جایگشتهای همه مجموعه Ak گیریم (٣
است؛ S k از 2 شاخص با نرمال گروهی

2 .sgn(στ) = sgn(σ).sgn(τ) ای σ,τ ∈ S k هر ازاء به (۴

از عبارتند آن عناصر و بوده 6 مرتبه از {1,2,3} مجموعه جایگشتهای S 3 گروه مثال. ٣.٧

1, (12), (13), (23), (123) = (12) (23), (132) = (12) (13).

صورت این در بگیرید. درنظر را S 7 مجموعه از (123457) دور

(12345) = (12) (13) (14) (15).

که است درست موضوع این کل در .sgn(σ) = +1 است: زوج σ درجه بنابراین،

(a1 a2 · · · ar) = (a1 a2) (a1 a3) · · · (a1 ar).

بعلاوه

sgn
(
1 2 3 4 5
2 4 5 1 3

)
= sgn

(
(124)(35)

)
= sgn

(
(124)

)
sgn

(
(35)

)
= (+1)(−1)

= −1.

است. فرد درجه از جایگشت این یعنی،
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چندخطی توابع .٣ . ٣ نوسانی K−خطی تابع .٣ فصل

چندخطی توابع ٣ . ٣ بخش

تابع باشد. V از کپی k از حاصلضربی Vk و است. حقیقی بردار فضای V کنید فرض تعریف. ٣.٨
به باشد؛ خطی مستقلا متغیرش، k از یک هر به نسبت که گوییم k−خطی١ صورتی در را f : Vk→ R

که معنی این

f (· · · ,u+av, · · · ) = f (· · · ,u, · · · )+a f (· · · ,v, · · · ), a ∈ R, u,v ∈ V.

توابع می کنیم. استفاده «سه خطی» و «دوخطی» از بترتیب 3−خطی و 2−خطی اصطلاح بجای اغلب
می نامند. f درجه را k باشد، k−خطی تابعی f اگر می نامند. نیز V بر k−تانسور را V بر k−خطی

می دهند. نشان Link(V) با را V بر k−خطی توابع همه مجموعه

نمود. تلقی ثابت اصطلاحاً یا متغیر»، «بدون تابعی می توان را 0−خطی تابع ،k = 0 حالت برای
نتیجه در می گردد. تلقی 0−خطی تابع یک ،V مفروض برداری فضای بر ثابت تابع هر بنابراین،

.Lin0(V) := R

ضرب و جمع تعریف با Link(V) صورت، این در است. بعدی n برداری فضای V گیریم لم. ٣.٩
است. بعدی nk برداری فضای یک نقطه ای اسکالر

σ ∈ S k جایگشت هر ازای به که گوییم متقارن١ صورتی در را f : Vk→R k−خطی تابع تعریف. ٣.١٠
ای v1, · · · ,vk ∈ V هر و

f (vσ(1), · · · ,vσ(k)) = f (v1, · · · ,vk).

هر و σ ∈ S k جایگشت هر ازای به که گوییم چند همبردار) یا و (k−همبردار نوسانی٢ صورتی در را آن
ای v1, · · · ,vk ∈ V

f (vσ(1), · · · ,vσ(k)) = sgn(σ). f (v1, · · · ,vk).

بر نوسانی k−خطی توابع همه مجموعه و Symk(V) نماد با را V بر متقارن k−خطی توابع همه مجموعه
می دهیم. نشان Altk(V) نماد را V

نتیجه در نوسانی. حال عین در و است، متقارن هم وضوح به Lin0(V) = R از عضو هر

Alt0(V) = Sym0(V) = Lin0(V) = R.

بنابراین است. متقارن یکخطی تابع عملا (V بر (همبردار f : V → R خطی نگاشت هر مثال ٣.٣.١

alternating ٢ symmetric ١ k−linear ١

٣٠



K−خطی توابع بر جایگشت عمل .۴ . ٣ نوسانی K−خطی تابع .٣ فصل

تابع یک از نمونه ای Rn بر f (u,v) = u ·v =∑
ui vi (داخلی) نقطه ای حاصلضرب .Sym1(V) = V∗

△ است. متقارن دوخطی

بنابراین است. نوسانی یکخطی تابع عملا (V بر (همبردار f : V → R خطی نگاشت هر مثال ٣.٣.٢
دترمینان .Alt1(V) = V∗

f (v1, · · · ,vn) = u · v
= det

[
v1| · · · |vn

]
=

∑
σ∈S n

sgn(σ).ασ(1)(v1) · · ·ασ(n)(vn),

△ است. نوسانی n−خطی تابع یک از نمونه ای Rn از ستونی بردار n از تابعی عنوان به

k−خطی توابع بر جایگشت عمل ۴ . ٣ بخش

باشد. جایگشت σ ∈ S k و آن، بر k−خطی تابعی f ∈ Lin(V) برداری، فضای V گیریم تعریف. ٣.١١
صورت به و داده نشان σ · f نماد با را f بر σ عمل صورت، این در

(σ · f )(v1, · · · ,vk) := f (vσ(1), · · · ,vσ(k)), v1, · · · ,vk ∈ V,

می کنیم. تعریف

صورت این در بگیرید. نظر در را f k−خطی تابع نتیجه. ٣.١٢

.σ. f = f ای σ ∈ S k جایگشت هر ازاء به اگر تنها و اگر است متقارن تابعی f (١

.σ. f = sgn(σ) f ای σ ∈ S k جایگشت هر ازاء به اگر تنها و اگر است نوسانی تابعی f (٢

،A بر G چپ١ عمل از منظور باشد. 1 همانی با گروهی G و مجموعه A کنید فرض تعریف. ٣.١٣
آنگاه ،µ(g, x) = g · x بنویسیم اگر که µ : G×A→ A است تابعی

x؛ ∈ A هر ازای به 1 · x = x (١

.g,h ∈G هر ازای به g · (h · x) = (gh) · x (٢

بنویسیم اگر که µ : G × A → A است تابعی ،A بر G راست٢ عمل از منظور مشابه، صورت به
آنگاه ،µ(g, x) = g · x

left action ٢ left action ١

٣١



نوسانی-ساز و متقارن-ساز عمگر .۵ . ٣ نوسانی K−خطی تابع .٣ فصل

x؛ ∈ A هر ازای به 1 · x = x (١

.g,h ∈G هر ازای به g · (h · x) = (hg) · x (٢

σ,τ ∈ S k جایگشت دو هر ازاء به دیگر، بعبارت می کند. عمل Link(V) بر چپ از S k گروه لم. ٣.١۴
.τ · (σ · f ) = (στ) · f ای f k−خطی نگاشت هر و

ای v1, · · · ,vk ∈ V هر ازای به : برهان

τ (σ · f )(v1, · · · ,vk) = (τ f )(vσ(1), · · · ,vσ(k))

= f (vτ(σ(1)), · · · ,vτ(σ(k)))

= (τσ) · f (v1, · · · ,vk),

□ است. تمام برهان و

نوسانی-ساز و متقارن-ساز عمگر ۵ . ٣ بخش

شرح به k−خطی توابع دو باشد. آن بر k−خطی تابعی f و برداری فضایی V کنید فرض تعریف. ٣.١۵
می کنیم: تعریف زیر

Sym( f ) :=
∑
σ∈S k

σ · f ,

Alt( f ) :=
∑
σ∈S k

sgn(σ)σ · f .

دیگر بعبارت

Sym( f )(v1, · · · ,vk) =
∑
σ∈S k

f (vσ(1), · · · ,vσ(k)),

Alt( f )(v1, · · · ,vk) =
∑
σ∈S k

sgn(σ) f (vσ(1), · · · ,vσ(k)).

می نامند. نوسانی-ساز عملگر را Alt و متقارن-ساز عملگر را Sym اصطلاحا،

f (v1,v2,v3)= v11.v23.v32 ضابطه با سه خطی تابع f ∈Lin2(V) و V =R3 کنید فرض مثال. ٣.١۶
صورت این در می باشد. vi از ام j درآیه vi j اینجا در که است؛

1 · f (v1,v2,v3) = v11v23v32, (12) · f (v1,v2,v3) = v21v13v32

(13) · f (v1,v2,v3) = v31v23v12, (23) · f (v1,v2,v3) = v11v33v22

(123) · f (v1,v2,v3) = v21v33v12, (132) · f (v1,v2,v3) = v31v13v22.
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نوسانی-ساز و متقارن-ساز عمگر .۵ . ٣ نوسانی K−خطی تابع .٣ فصل

نتیجه در

Sym( f ) = v11v23v32+ v21v13v32+ v31v23v12+ v11v33v22+ v21v33v12+ v31v13v22,

Alt( f ) = v11v23v32− v21v13v32− v31v23v12− v11v33v22+ v21v33v12+ v31v13v22.

صورت این در باشد. V بر k−خطی تابعی f کنید فرض گزاره. ٣.١٧

.Sym( f ) = k! f که است متقارن تنها و وقتی f بعلاوه، است، متقارن Sym( f ) k−خطی تابع (١

.Alt( f ) = k! f که است نوسانی تنها و وقتی f بعلاوه، است، نوسانی Alt( f ) k−خطی تابع (٢

می سپاریم خواننده به را (١) اثبات و می کنیم، اثبات را (٢) تنها : برهان

τ · (Alt( f )) = τ ·
( ∑
σ∈S k

sgn(σ)σ · f
)

=
∑
σ∈S k

sgn(σ)τ · (σ · f ) (١.٣ )

=
∑
σ∈S k

sgn(σ) (τσ) · f (٢.٣ )

= sgn(τ)
∑
σ∈S k

sgn(τσ) (τσ) · f (٣.٣ )

= sgn(τ)
∑
η∈S k

sgn(η)η · f (۴.٣ )

نوسانی-ساز، عملگر تعریف و k−خطی تابع بر جایگشت عمل نقطه ای تعریف از (١.٣ ) در اینکه توضیح
بالاخره و ،sgn(τ)2 = 1 همواره که نموده ایم استفاده خاصیت این از (٣.٣ ) در ،٣.١۴ لم از (٢.٣ ) در
هر ازاء به آنگاه باشد، نوسانی خود f چنانچه .τG = G که است شده استفاده نکته این از (۴.٣ ) در

بنابراین و σ · f = sgn(σ) f داریم ای σ ∈ S k

Alt( f ) =
∑
σ∈S k

sgn(σ)σ · f

=
∑
σ∈S k

sgn(σ) sgn(σ) f

=
∑
σ∈S k

f = k! f .

□ است. k! مرتبه از S k گروه که چرا
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گوه ای و تانسوری حاصلضرب .۶ . ٣ نوسانی K−خطی تابع .٣ فصل

گوه ای و تانسوری حاصلضرب ۶ . ٣ بخش

ℓ−خطی و k−خطی توابعی g ∈ Linℓ(V) و f ∈ Link(V) و برداری فضایی V گیریم تعریف. ٣.١٨
صورت به را آنها f ⊗g تانسوری١ حاصلضرب باشند.

( f ⊗g)(v1, · · · ,vk+ℓ) := f (v1, · · · ,vk)g(vk+1, · · · ,vk+ℓ),

k−تانسور یک حاصلضرب یعنی، است. V بر (k+ℓ)−خطی تابع یک خود وضوح به که می کنیم، تعریف
می باشد. +k)−تانسور ℓ) یک ℓ−تانسور، یک در

{α1, · · · ,αn} و Rnبوده، برای استاندارد پایه {e1, · · · ,en} گیریم اقلیدسی) داخلی (ضرب مثال ٣.۶.١
با ⟨ , ⟩ : Rn ×Rn → R دوخطی تابعی Rn در اقلیدسی داخلی ضرب باشد. آن با متناظر دوگان پایه

ضابطه

⟨
v,w⟩ :=

n∑
i=1

viwi, v =
n∑

i=1

v jei, w =
n∑

i=1

w jei

نوشت: می توان تانسوری حاصلضرب صورت به را ⟨ , ⟩ است.

⟨
v,w⟩ =

n∑
i=1

viwi =

n∑
i=1

αi(v)αi(w) =
n∑

i=1

(αi⊗αi)(v,w).

تعریف نظیر می شود؛ فراوانی استفاده دیفرانسیل هندسه در مفهوم این از .
⟨
, ⟩ =∑n

i=1α
i⊗αi بنابراین

△ ریمانی. هندسه در ریمانی متر

.c ∈ Lin0(V) = R و باشند V برداری فضای بر چند خطی تابع سه h و g ، f کنید فرض قضیه. ٣.١٩
صورت این در

،c⊗ f = c f (١

،(a f )⊗g = f ⊗ (ag) = a( f ⊗g) (٢

،( f +g)⊗h = f ⊗h+g⊗h تانسوری) ضرب در جمع (توضیعپذیری (٣

. f ⊗ (g⊗h) = ( f ⊗g)⊗h تانسوری) ضرب (شرکتپذیری (۴

اصلاح طوری را انها تانسوری ضرب باشند، V بر نوسانی چندخطی تابع دو g و f اگر که است خوب
باشد. نوسانی نیز آنها حاصلضرب که کنیم

tensor product ١
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گوه ای و تانسوری حاصلضرب .۶ . ٣ نوسانی K−خطی تابع .٣ فصل

به را آنها گوه ای١ ضرب است. g ∈Altℓ(V) و f ∈Altk(V) برداری، فضایی V گیریم تعریف. ٣.٢٠
می کنیم: تعریف زیر صورت

f ∧g :=
1

k!ℓ!
Alt( f ⊗g);

صورت به مختصاتی، بیان به یا

( f ∧g)(v1, · · · ,vk+ℓ) :=
1

k!ℓ!
Alt( f ⊗g)

=
∑

σ∈S k+ℓ

sgn(σ) f (vσ(1), · · · ,vσ(k))g(vσ(k+1), · · · ,vσ(k+ℓ)).

بعلاوه است. نوسانی نیز f ∧g تابع ،٣.١٧ گزاره به بنا

و باشند V برداری فضای بر چند خطی تابع g ∈ Altℓ(V) و f ∈ Altk(V) کنید فرض قضیه. ٣.٢١
صورت این در .c ∈ Lin0(V) = R

. f ∧g ∈ Alt(k+ℓ)(V) است: V بر چندخطی نگاشت f ∧g (١

.c⊗ f = c f (٢

می توان را c :R→Rثابت تابع هر که می کنیم توجه دوم، حکم مورد در است. بدیهی (١) حکم : برهان
c f اسکالر ضرب معنی به درست c∧ f وضعیت این در نمود. قلمداد نوسانی 0−تانسور یک عنوان به

آنگاه ،v1, · · · ,vk ∈ V ، f ∈ Altk(V) اگر زیرا، می باشد.

(c∧ f )(v1, · · · ,vk) =
1

0!k!

∑
σ∈S 0+k

sgn(σ) f (vσ(1), · · · ,vσ(k))

=
1
k!

∑
σ∈S k

sgn(σ) f (vσ(1), · · · ,vσ(k))

= (c f )(v1, · · · ,vk)

□ است. تمام برهان ترتیب این به و

.c ∈ Lin0(V) =R و باشند V برداری فضای بر چند خطی تابع سه h و ،g ، f کنید فرض نتیجه. ٣.٢٢
صورت این در

،(c f )∧g = f ∧ (cg) = c( f ∧g) (١

( f +g)∧h = f ∧h+g∧h,

f ∧ (g+h) = f ∧g+ f ∧h.
گوه ای) ضرب در جمع (توضیع پذیری (٢

wedge product ١
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گوه ای ضرب شرکتپذیری .٣ . ٧ نوسانی K−خطی تابع .٣ فصل

گوه ای ضرب شرکتپذیری ٣ . ٧ بخش

بعلاوه است. دوخطی گوه ای ضرب که دیدیم

آنگاه ،g ∈ Altℓ(V) و f ∈ Altk(V) اگر است: ناجابجایی گوه ای ضرب گزاره. ٣.٢٣

f ∧g = (−1)kℓg∧ f .

گیریم : برهان

τ =

(
1 · · · ℓ ℓ+1 · · · ℓ+ k

k+1 · · · k+ ℓ 1 · · · k

)
∈ S k+ℓ.

داریم ای σ ∈ S k+ℓ هر ازای به

σ(1) = στ(ℓ+1), · · · , σ(k) = στ(ℓ+ k),

σ(k+1) = στ(1), · · · , σ(k+ ℓ) = στ(ℓ).

صورت این در ،v1, · · · ,vk+ℓ ∈ V کنیم فرض حال،

Alt( f ⊗g)(v1, · · · ,vk+ℓ)) =

=
∑

σ∈S k+ℓ

(sgnσ) f (vσ(1), · · · ,vσ(k))g(vσ(k+1), · · · ,vσ(k+ℓ))

=
∑

σ∈S k+ℓ

(sgnσ) f (vστ(ℓ+1), · · · ,vστ(ℓ+k))g(vστ(1), · · · ,vστ(ℓ))

= (sgnτ)
∑

σ∈S k+ℓ

(sgn(στ))g(vστ(1), · · · ,vστ(ℓ)) f (vστ(ℓ+1), · · · ,vστ(ℓ+k))

= (sgnτ) Alt(g⊗ f )(v1, · · · ,vk+ℓ)).

به می باشد. آن از عضوی τ و است گروه S k+ℓ زیرا ،S k+ℓ = S k+ℓ τ که است دلیل این به آخر تساوی
این به توجه و k!ℓ! بر طرفین تقسیم با ؛ Alt( f ⊗g) = (sgnτ) Alt(g⊗ f ) که شد اثبات ترتیب، این
□ می گردد. نتیجه نظر مورد حکم خواننده)، عهده بر (تمرین sgnτ = (−1)kℓ که نکته

. f ∧ f = 0 آنگاه باشد، V بر فرد k درجه از نوسانی k−خطی تابعی f اگر نتیجه. ٣.٢۴
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گوه ای ضرب شرکت پذیری ٣ . ٨ بخش

است. نیاز زیر لم به منظور، این برای

صورت این در ،g ∈ Linℓ(V) و f ∈ Link(V) کنید فرض لم ٣.٨.١

،Alt(Alt( f )⊗g) = k! Alt( f ⊗g) (١

.Alt( f ⊗Alt(g)) = ℓ! Alt( f ⊗g) (٢

تعریف به بنا می سپاریم. خواننده به تمرین عنوان به را دومی و نموده، اثبات را اولی : برهان

Alt(Alt( f )⊗g) =
∑

σ∈S k+ℓ

(sgnσ)σ ·
∑
τ∈S k

(sgnτ) (τ · f )⊗g

 .
k+ ℓ و . . . ،k+1 اعداد که نمود، قلمداد می توان S k+ℓ از عنصری عنوان به را τ ∈ S k عضو هر اما،

بنابراین و ،(τ · f )⊗g = τ · ( f ⊗g) نتیجه در می دارد. نگاه ثابت را

Alt(Alt( f )⊗g) =
∑

σ∈S k+ℓ

∑
τ∈S k

(sgnσ) (sgnτ) (στ) · ( f ⊗g). (۵.٣ )

k! برابر S k+ℓ در S k شاخص طرفی، از .S k+ℓ S k = S k+ℓ بنابراین و است، S k+ℓ زیرگروه S k اما،
مجموع بنابراین، است. جواب k! دارای ،τ ∈ S k و σ ∈ S k+ℓ که ،µ =στ معادله دیگر، بعبارت است؛

یعنی می پذیرد. صورت مرتبه k! تعداد به S k+ℓ کل بر عملا (۵.٣ ) در

Alt(Alt( f )⊗g) = k!
∑
µ∈S k+ℓ

(sgnµ)µ · ( f ⊗g)

= k! Alt( f ⊗g).

□ شد. اثبات اول حکم ترتیب، این به

توابع f ,g,h و است حقیقی برداری فضای V گیریم گوه ای). ضرب بودن (ناجابجایی گزاره ٣.٢۵
صورت این در باشند. V بر نوسانی چندخطی

( f ∧g)∧h = f ∧ (g∧h).

٣٧
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گوه ای ضرب تعریف بنابه : برهان

( f ∧g)∧h =
1

(k+ ℓ)!m!
Alt

(
( f ∧g)⊗h

)
=

1
(k+ ℓ)!m!

1
k!ℓ!

Alt
(
Alt( f ⊗g)⊗h

)
=

1
(k+ ℓ)!m!k!ℓ!

(k+ ℓ)! Alt
(
( f ⊗g)⊗h

)
(۶.٣ )

=
1

k!ℓ!m!
Alt

(
( f ⊗g)⊗h

)
,

مشابه صورت به است. شده استفاده ٣ . ٨ لم از (١) قسمت از (۶.٣ ) در که

f ∧ (g∧h) =
1

k!(ℓ+m)!
1

ℓ!m!
Alt

(
f ⊗Alt(g⊗h)

=
1

k!ℓ!m!
Alt

(
( f ⊗g)⊗h

)
,

□ می گردد. نتیجه تساوی دو این از حکم است، شرکتپذیر تانسوری ضرب چون،

می توان ( f ∧g)∧h بجای و نیست، گذاری پرانتز به نیازی دیگر گوه ای، ضرب شرکت پذیری جهت به
. f ∧g∧h نوشت

داریم بالا، مفروضات با نتیجه. ٣.٢۶

f ∧g∧h =
1

k!ℓ!m!
Alt( f ⊗g⊗h).

آنگاه ،i = 1, · · · ,r برای fi ∈ Altdi(V) اگر کلیتر،

f1∧ · · ·∧ fr =
1

(d1)! · · · (dr)!
Alt( f1⊗ · · ·⊗ fr).

آنگاه ،v1, · · · ,vr ∈ V و α1, · · · ,αr ∈ V∗ اگر همبردارها. گوه ای (ضرب نتیجه ٣.٢٧(
α1∧ · · ·∧αr)(v1, · · · ,vr) = det[αi(v j)].

.αi(v j) ام (i, j) درآیه با r× r است ماتریسی [αi(v j)] اینجا، در که

٣٨
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داریم ،٣.٢۶ نتیجه از دوم قسمت بنابه : )برهان
α1∧ · · ·∧αr)(v1, · · · ,vr) = Alt

(
α1⊗ · · ·⊗αr)(v1, · · · ,vr)

=
∑
σ∈S r

(sgnσ)α1(vσ(1)) · · · αr(vσ(r))

= det[αi(v j)]

□ است. تمام برهان و

جمع صورت به را آن که گوئیم مدرج١ صورتی در را K هیات بر A جبر مدرج). (جبر تعریف ٣.٢٨
Ak از عنصری ضرب که نوشت، بتوان طوری K هیات بر Ak برداری فضاهای A =

⊗∞
k=0 Ak مستقیم

باشد. Ak+ℓ از عنصری ،Aℓ از عضوی در
ای b ∈ Aℓ هر و a ∈ Ak هر ازای به که گوئیم ناجابجایی٢ صورتی در را A =

⊗∞
k=0 Ak مدرج جبر

ab = (−1)kℓba.

شبیه مدرج جبرهای کاتگوری در ایزومورفیسم قضایای و نگاره هسته، مدرج، جبرهای بین همومورفیسم
می باشد. طرح قابل معمولی جبرهای حالت

حقیقی ضرایب با و k درجه از همگن جمله ایهای چند همه برداری فضای Ak کنید فرض مثال. ٣.٢٩
مدرج جبر یک ،A = R[x,y] متغیره دو جمله ایهای چند جبر صورت، این در باشد. y و x متغیر دو از

نیست. ناجابجایی جبر این است.

کنیم فرض باشد. K هیات بر بعدی n برداری فضای V کنید فرض خارجی). (جبر تعریف ٣.٣٠
دیگر بعبارت .Alt∗(V) :=

⊗∞
k=0 Ak و Ak := Altk(V)

Alt∗(V) =
∞⊗

k=0

Altk(V) =
n⊗

k=0

Altk(V).

گراسمنی۴ جبر یا خارجی٣ جبر اصطلاحاً آن به که است، ناجابجایی مدرج جبر یک از نمونه ای این
می گویند. V برداری فضای بر همبردارهای

k−همبردارها برای پایه ای ٣ . ٩ بخش

I = مانند می باشد. A اعضاء از I = (i1, · · · , ik) مرتب چندتایی یک ،A از چند-اندیس از منظور
I = (i1, · · · , ik) چند-اندیس می باشد. A = {1,2,3,4,5,6} مجموعه از چند-اندیس یک که (2,1,4)
.i1 < i2 < · · · < ik باشند: شده انتخاب صعودی صورت به آن درآیه های که گوئیم صعودی صورتی در را

Grassmann algebra ۴ algebra exterior ٣ anticommutative ٢ graded ١
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K−همبردارها برای پایه ای .٣ . ٩ نوسانی K−خطی تابع .٣ فصل

دوگان پایه α1, · · · ,αn گیریم باشد. آن برای پایه ای e1, · · · ,en و حقیقی برداری فضای V گیریم
تعریف ،1, · · · ,n اعداد از I = (i1, · · · , ik) مفروض چند-اندیس هر ازاء به باشد. V∗ بردای آن به نظیر

می کنیم:

eI := (ei1 , · · · ,eik ), αI := αi1 ∧ · · ·∧αik .

باشند، برابر درآیه ها از تا دو حتی J = (i1, · · · , ir) چند-اندیس در بالا، مفروضات با اگر لم. ٣.٣١
درآیه های ترتیب از حاصل صعودی چند-اندیس J = ( j1, · · · , jr) اگر صورت این غیر در αJ؛ = 0 آنگاه
آنگاه خودشان، به را {1, · · · ,n} اعضاء سایر و می نگارد jt به را it که باشد جایگشتی σ ∈ S n و باشد I

αI = (sgnσ)αJ .

I = (i1, · · · , ir) مفروض طول هم و صعودی چند-اندیس دو هر ازای به بالا، مفروضات با لم. ٣.٣٢
داریم ،J = ( j1, · · · , jr) و

αI(eJ) = δI
J :=

{
1 I = J برای
0 I , J برای

،٣.٢٧ نتیجه بنابه : برهان

αI(eJ) = det(M), M :=


αi1(e j1) · · · αir (e j1)

...
...

αi1(e jr ) · · · αir (e jr )

 .
می شود. یک آن دترمینان مقدار بنابراین و است، همانی M ماتریس آنگاه ،I = J چنانچه

، j1 < · · ·< jr چون آنگاه ،i1 < j1 اگر الف) است: ممکن حالت دو ،i1 , j1 اگر صورت، این غیر در
صفر آن دترمینان بنابراین و می گردد، صفر M ماتریس اول سطر لذا و است متفاوت ها jt همه با i1 پس
متفاوت ها is همه با j1 پس ،i1 < · · · < ir چون مشابه) صورت (به آنگاه ، j1 < i1 اگر ب) است؛

است. صفر آن دترمینان بنابراین و می گردد، صفر M ماتریس اول ستون لذا و است
، j2 < · · ·< jr چون آنگاه ،i2 < j2 اگر الف) است: ممکن حالت دو ،i2 , j2 ولی i1 = j1 اگر اما،
صفر آن دترمینان بنابراین و می گردد، صفر M ماتریس دوم سطر لذا و است متفاوت ها jt همه با i2 پس
متفاوت ها is همه با j2 پس ،i2 < · · · < ir چون مشابه) صورت (به آنگاه ، j2 < i2 اگر ب) است؛

است. صفر آن دترمینان بنابراین و می گردد، صفر M ماتریس دوم ستون لذا و است
همواره حالت این در یعنی، است. بررسی قابل مشابه صورت به و استقراء به دیگر، حالتهای
□ .det(M) = 0

۴٠
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از دلخواه صعودی تایی k چند-اندیس یک I که ،αI نوسانی k−خطی توابع Ak مجموعه گزاره. ٣.٣٣
تشکیل V بر نوسانی k−خطی توابع Altk(V) برداری فضای برای پایه ای می باشد، {1, · · · ,n} مجموعه

.dimAltk(V) = 0 صورت این غیر در و dimAltk(V) =
(
n
k

)
آنگاه ،k ≤ n اگر نتیجه، در می دهد.

بر I که ،
∑

I cIα
I = 0 کنیم فرض منظور این برای می کنیم. اثبات را خطی استقلال ابتدا، : )برهان

n
k

)
مجموعه این می کند. تغییر {1, · · · ,n} مجموعه از k بطول صعودی چند-اندیسهای همه I مجموعه

تاثیر eJ بر را
∑

I cIα
I = 0 رابطه طرف دو و J ∈ I کنیم فرض حال .cI ∈R بعلاوه (چرا؟)، دارد عضو

لم اساس بر است، J برابر ها I از یکی تنها شده اند، انتخاب صعودی چند-اندیسها همه چون ، می دهیم.
داریم ،٣.٣١

0 =
∑

I

cIα
I(eJ) =

∑
I

cIδ
I
J = cJ .

می کند. اثبات را Ak مجموعه خطی استقلال این
vi = و f ∈ Altk(V) کنیم فرض کند، تولید را Altk(V) می تواند Ak اینکه دادن نشان برای

صورت، این در .i = 1, · · · ,k که ،
∑n

j=1 a j
i e j

f (v1, · · · ,vk) = f
( n∑

j1=1

a j1
1 e j1 , · · · ,

n∑
jk=1

a jk
k e jk

)
=

n∑
j1=1

· · ·
n∑

jk=1

f (e( j1,··· , jk))a j1
1 · · ·a

jk
1

=

n∑
j1=1

· · ·
n∑

jk=1

f (e( j1,··· , jk))α j1(v1) · · ·α jk (vk)

=
(∑

J∈I
f (eJ)αJ

)
(v1, · · · ,vk).

□ است. تمام کار و f =
∑

I∈I f (eI)αI می دهیم نشان این

تمرینات ٣ . ١٠ بخش

و آن، برای پایه ای e1, · · · ,en و حقیقی برداری فضای V گیریم همبردارها. تانسوری ضرب ٣.١
تابع باشد. n×n ماتریس [gi j] ∈ Rn×n فرض کنیم باشد. V∗ برای آن به نظیر دوگان پایه α1, · · · ,αn

v =
∑

i viei که می کنیم، تعریف f (v,w) =
∑

1≤i, j≤n gi j viw j صورت به را f : V ×V→ R دوخطی
کنید. بیان ها αi حسب بر را f تابع .w =

∑
j w je j و

باشد. ثابت غیر خطی تابعک f : V → R و بعدی، n برداری فضای V گیریم الف) ابرصفحه. ٣.٢

گویند. V در ابرصفحه را Ker( f ) ⊂ V بعدی n−1 خطی زیرفضای .dimKer( f ) = n−1 دهید نشان

۴١
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را ابرصفحه ای ،V برداری فضای بر صفر غیر خطی تابعک هر ثابت، ضریبی حد در که دهید نشان ب)
دارد وجود ای c ∈ R ثابت آنگاه ،Ker( f ) =Ker(g) اگر که معنی این به می کند. مشخص را V از یکتا

. f = cg که

α1, · · · ,αn و است، e1, · · · ,en پایه با بعدی n برداری فضای V گیریم k−تانسورها. برای پایه ای ٣.٣
پایه ای {αi1 ⊗ · · · ⊗αik | i1, · · · , ik = 1, · · · ,n} دهید نشان می باشد. V∗ برای آن به نظیر دوگان پایه

.dimLink(V) = nk نتیجه در است. Link(V) برداری فضای برای

با که است نوسانی وقتی تنها و وقتی ω کنید ثابت است. V بر k−تانسور یک ω گیریم . ٣.۴
ω(· · · ,vi,vi+1, · · · ) = دیگر: بعبارت دهد. علامت تغییر متوالیش، متغیرهای از تا دو مکان تغییر

.i = 1, · · · ,n−1 هر ازای به −ω(· · · ,vi+1,vi, · · · )

از تا دو که: است نوسانی وقتی تنها و وقتی ω کنید ثابت است. V بر k−تانسور یک ω گیریم . ٣.۵
.ω(v1 · · · ,vn) = 0 آنگاه باشند، برابر v1, · · · ,vk بردار k

و {ω1, · · · ,ωk} همبردارهای از مجموعه دو کنید فرض همبردارها. گوه ای ضرب بر تبدیلات ٣.۶
ثابت باشند. مربوط بهم i = 1, · · · ,k که ،ωi =

∑k
j=1 ai

jτ
j روابط با V برداری فضای بر {τ1, · · · , τk}

.A = [ai
j] ∈ Rk×k آن در که ، ω1∧ · · ·∧ωk = det(A)τ1∧ · · ·∧τk کنید

مجموعه دو و باشد V برداری فضای بر k−همبردار یک ω کنید فرض k−همبردارها. بر تبدیلات ٣.٧
که ،ui =

∑k
j=1 ai

jv j روابط با که بگیرید نظر در را V در بردارهای از {u1, · · · ,uk} و {v1, · · · ,vk}
آن در که ، ω(u1, · · · ,uk) = det(A)ω(v1, · · · ,vk) کنید ثابت باشند. مربوط بهم i = 1, · · · ,k

.A = [ai
j] ∈ Rk×k

کنید ثابت مفروضند. V برداری فضای بر α1, · · · ,αk همبردارهای همبردارها. خطی استقلال ٣.٨
.α1∧ · · ·∧ωk , 0 که هستند خطی مستقل V∗ بر وقتی تنها و وقتی اینها

داده V متناهی بعد با برداری فضای بر ω k−همبردار و α 1−همبردار کنید فرض خارجی. ضرب ٣.٩
.ω = α∧τ ای τ (k−1)−همبردار یک ازای به اگر تنها و اگر α∧ω = 0 دهید نشان شده اند.

برداری، فضاهای بین L : V →W مفروض خطی نگاشت هر ازای به k−همبردار. یک قلاب  ٣.١٠
ضابطه با L∗ : Altk(W)→ Altk(V) قلاب١  به موسوم نگاشتی ،k مثبت صحیح عدد هر و

L∗( f )(v1, · · · ,vk) := f (L(v1), · · · ,L(vk)), v1, · · · ,vk ∈ V,

باشد، V بعدی n برداری فضای بر خطی عملگر L : V → V اگر که دهید نشان نمود. تعریف می توان
می باشد. L نگاشت دترمینان در ضرب عملا L∗ : Altn(V)→ Altn(V) آنگاه

نشان باشد. f (v1, · · · ,vn) = v11 · · ·vnn ضابطه با f : (Rn)n → R کنید فرض دترمینان. ٣.١١
که کنید ثابت همچنین، است. متقارن f نتیجه در و Sym( f ) = k! f و است k−خطی f تابع که دهید

.Alt( f ) = det

کنید. اثبات را ٣.١٩ قضیه . ٣.١٢

pullback ١
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۴ فصل

Rn بر دیفرانسیلی فرم

کمک به می کنیم. مطرح Rn بر دیفرانسیلی فرمهای و نموده استفاده قبل فصل اطلاعات از فصل این در
نموده مطرح منسجم تری شکل به را دیده اید قبلا که R3 در حسابان قضایای از بسیاری می توان مفهوم این

داد. تعمیم و

تابع یک دیفرانسیل و دیفرانسیلی 1−فرم ١ . ۴ بخش

نظیر (TpR
n)∗ دوگان برداری فضای بگیرید. نظر در را p ∈Rn نقطه هم-مماس). (فضای تعریف ۴.١

می دهیم. نشان T ∗pR
n نماد با و نامیده p نقطه در Rn به هم-مماس١ فضای را ،TpR

n مماس فضای به
درست می باشد. TpR

n مماس فضای بر خطی تابعک یا و همبردار یک عملا T ∗pR
n از عضو هر بنابراین،

می کنیم: تعریف برداری، میدانهای همانند

بر دیفرانسیلی٣ 1−فرم یا همبرداری٢ میدان دیفرانسیلی). 1−فرم یا همبرداری (میدان تعریف ۴.٢
می کند. نظیر را T ∗pR

n از ω(p) عنصری p ∈ Rn نقطه هر به که ω است تابعی ،U ⊆ Rn باز مجموعه
به می باشد. TpR

n مماس فضای بر خطی تابعک یا و همبردار یک عملا T ∗pR
n از عضو هر بنابراین،

1−فرم۴. می گوییم تنها دیفرانسیلی، 1−فرمی بجای اختصار، جهت

بگیرید. نظر در را U ⊆ Rn باز زیرمجموعه بر f : U→ R هموار تابع تابع). (دیفرانسیل تعریف ۴.٣
می کنیم تعریف ، p ∈ U هر ازای به

(d f )p : TpR
n→ R, (d f )p(Xp) := Xp( f ).

(d f )p همبردار p ∈U هر به که d f دیفرانسیلی 1−فرمی است. TpR
n بر همبرداری (d f )p وضوح، به

می نامند. ۵ f دیفرانسیل می کند، نظیر را

differential of f ۵ 1−form ۴ differential 1−form ٣ covector field ٢ cotangent space ١

۴٣



تابع یک دیفرانسیل و دیفرانسیلی 1−فرم .١ . ۴ RN بر دیفرانسیلی فرم .۴ فصل

{∂/∂x1|p, · · · ,∂/∂xn|p} آنگاه ،p ∈Rn و Rnباشد بر استاندارد پایه x1, · · · , xn اگر که دیدیم ٢ . ٣ بخش در
آورد. بدست T ∗pR

n برای مشابهی حکم می توان اکنون می دهد. تشکیل TpR
n مماس فضای برای پایه ای

می سپاریم. خواننده به تمرین عنوان به را آن اثبات

{(dx1)p, · · · (dxn)p}ای p ∈Rn هر ازای به آنگاه Rnباشد، بر استاندارد پایه x1, · · · , xn اگر گزاره. ۴.۴
می باشد. T ∗pR

n هم-مماس فضای برای {∂/∂x1|p, · · · ,∂/∂xn|p} پایه به نظیر دوگان پایه

ازای به و ،U ⊆ Rn مفروض باز زیرمجموعه بر ω دیفرانسیلی 1−فرم هر ازای به گزاره، این به بنابه
.ωp =

∑n
i=1 ai(p) (dxi)p که می شوند یافت چنان ai(p) ∈ R بفرد منحصر اعداد ای p ∈ U نقطه هر

که نمود تعریف می توان چنان را i = 1, · · · ,n که ،ai : U → R توابع نتیجه، در

ω =

n∑
i=1

ai dxi.

ω مختصاتی توابع اصطلاحاً را بالا در مشروح i = 1, · · · ,n که ،ai : U → R توابع تعریف. ۴.۵
آن مختصاتی توابع که گویند هموار صورتی در را ω =

∑n
i=1 ai dxi. دیفرانسیلی 1−فرم می نامند.

باشند. هموار a1, · · · ,an : U → R
همین به می کنیم. استفاده z و y ،x از بترتیب x3 و x2 ،x1 بجای ،R2 یا R3 حالت در نتیجه. ۴.۶

می کنیم. استفاده dz و dy ،dx از dx3 و dx2 ،dx1 بجای حالت این در دلیل،

دیفرانسیلی فرم این است. R3 بر دیفرانسیلی 1−فرم یک از نمونه ای ω = xdx− yzdy مثال. ۴.٧
هموارند. 0 و −yz ،x مختصاتی تابع سه زیرا است، هموار

است. هموار U = {(x,y) | x > 0,y > 0} ⊂ R2 باز بر η = √xydx+dy دیفرانسیلی فرم

آنگاه باشد، هموار تابعی f : U → R اگر مختصات). حسب بر دیفرانسیل (بیان گزاره ۴.٨

d f =
n∑

i=1

∂ f
∂xi dxi. (١.۴ )

(d f )p = که دارند وجود چنان ai(p) ∈ R اعداد ،p ∈ U هر ازای به ،۴.۴ گزاره بنابه : برهان
حال، .d f =

∑n
i=1 ai dxi که دارند وجود چنان ai : U→ R توابع اختصار، به یا .

∑n
i=1 ai(p) (dxi)p

می کنیم: محاسبه ∂/∂xi در را تساوی این طرف دو

d f
( ∂
∂xi

)
=

n∑
i=1

dxi
( ∂
∂xi

)
=

n∑
i=1

ai δ
i
j = a j.

تعریف بنابه طرفی، از

d f
( ∂
∂xi

)
=

( ∂
∂xi

)
( f ) =

∂ f
∂xi ;

□ شد. اثبات حکم ترتیب، این به و
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دیفرانسیلی K−فرم .٢ . ۴ RN بر دیفرانسیلی فرم .۴ فصل

است. هموار نیز d f دیفرانسیل آنگاه باشد، هموار تابعی f : U → R اگر نتیجه. ۴.٩

نظر در را U = {(x,y) | x , 0} بر f (x,y) = arctan(y/x) ضابطه با f : U→ R تابع مثال. ۴.١٠
دیفرانسیلی 1−فرم نتیجه، در است؛ هموار تابعی f صورت، این در بگیرید.

d f =
−y/x2

1+ (y/x)2 dx+
1/x

1+ (y/x)2 dy

=
−ydx+ xdy

x2+ y2 ,

است. هموار U بر

میدانهای دوگان به شبیه رفتاری dx1, · · · ,dxn دیفرانسیلی 1−فرمهای که شود توجه یادداشت. ۴.١١
می کنند: ایفا ∂/∂x1, · · · ,∂/∂xn برداری

dxi
( ∂

∂x j

)
= δ

j
i .

داد. خواهیم توضیح بیشتر را موضوع این جلوتر کمی است! درست البته احساس این

دیفرانسیلی k−فرم ٢ . ۴ بخش

،U ⊆ Rn باز زیرمجموعه بر k−فرم اختصار به یا k درجه ω دیفرانسیلی فرم از منظور تعریف. ۴.١٢
می سازد؛ متناظر TpR

n مماس فضای بر نوسانی k−خطی تابع یک U از p نقطه هر به که است تابعی
از ما قبلی تعمیم k−فرم تعریف ،Alt1(TpR

n) = T ∗pR
n چون .ωp ∈ Altk(TpR

n) دیگر بعبارت

می آید. بشمار 1−فرم
مجموعه ،٣.٣٣ گزاره بنابه

dxI
p := dxi1

p ∧ · · ·∧dxik
p , 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n,

چنان aI(p) ∈R حقیقی اعداد ،p ∈U نقطه هر در بنابراین، می دهد. تشکیل Altk(TpR
n) برای پایه ای
که دارند وجود

ωp =
∑

aI(p)dxI
p, 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n;

خطی ترکیب صورت به U بر را ω k−فرمی نتیجه، در

ω =
∑

aI dxI
p,

می شوند. نامیده آن مختصاتی هاتوابع aI : U → R که نوشت، می توان
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دیفرانسیلی K−فرم .٢ . ۴ RN بر دیفرانسیلی فرم .۴ فصل

هموار U بر آن aI : U → R مختصاتی توابع که گوییم هموار را ω k−فرم صورتی در تعریف. ۴.١٣
هر به ،U بر 0−فرمی می دهیم. نشان Ωk(U) نماد با را U بر هموار k−فرمی های همه مجموعه باشند.

معنی به درست U بر 0−فرمی بنابراین، می کند. نظیر را Alt0(TpR
n) = R از عنصری p ∈ U نقطه

.Ω0(U) =C∞(U) نتیجه در است. U بر هموار تابعی

U بر هموار k−فرمی های همه Ωk(U) مجموعه صورت، این در .U ⊆ Rn کنید فرض قضیه. ۴.١۴

نقطه ای اسکالر ضرب و جمع اعمال همراه (١

(ω+aη)p := ωp+aηp, a ∈ R, ω ∈Ωk(U)

می دهد؛ R حقیقی اعداد هیات بر برداری فضای یک تشکیل

C∞(U) هموار توابع نقطه ای ضرب همراه (٢

( fω)p := f (p)ωp, f ∈C∞(U), ω ∈Ωk(U)

و می دهد؛ C∞(U) حلقه بر مدول یک تشکیل

نقطه ای صورت به گوه ای ضرب همراه (٣

(ω∧η)p := ωp∧ηp, ω ∈Ωk(U), η ∈Ωℓ(U)

است. R هیات بر جبر یک تشکیل

صورت، این در .Ω∗(U) :=
⊕∞

k=1Ω
k(U) کنیم تعریف و ،U ⊆ Rn کنید فرض نتیجه. ۴.١۵

شرکت پذیر مدرج، یکR−جبر همزمان و C∞(U)−مدول یک همزمان و برداری Ω∗(U)یکR−فضای
است. ناجابجایی و

وجود صفر k−فرمی مگر U ⊆ Rn بر دیفرانسیلی k−فرمی هیچ آنگاه ،k > n اگر یادداشت. ۴.١۶
حاصل لذا و برابرند، ها dxis از تا دو اقل حد dxI در آنگاه ،degdxI > n اگر حالت، این در زیرا ندارد.

.Ωk(U) = پس{0} dxI؛ = 0 می باشد: صفر

R3 بر هموار 1−فرمی هر صورت، این در باشد. R3 بر استاندارد مختصات x,y,z گیریم مثال. ۴.١٧
شکل به

a(x,y,z)dx+b(x,y,z)dy+ c(x,y,z)dz

شکل به R3 بر هموار 2−فرمی هر است؛

a(x,y,z)dx∧dy+b(x,y,z)dy∧dz+ c(x,y,z)dz∧dx

شکل به R3 بر هموار 3−فرمی هر بالاخره، و است؛

a(x,y,z)dx∧dy∧dz

می باشند. R3 بر هموار توابعی a,b,c که است،
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برداری میدانهای از چندخطی تابع بعنوان دیفرانسیلی فرم .٣ . ۴ RN بر دیفرانسیلی فرم .۴ فصل

این در بگیرید. نظر در را R3 بر f3 = xyz و f2 = xy+ yz+ zx ، f1 = x+ y+ z توابع مثال. ۴.١٨
صورت

d f1∧d f2∧d f3 =

= (dx+dy+dz)∧ ((y+ z)dx+ (x+ z)dy+ (x+ y)dz)∧ (yzdx+ xzdy+ xydz)

= (1)(y+ z)(yz)dx∧dx∧dx+ · · ·+ (1)(x+ y)(xy)dz∧dz∧dz جمله) ٢٧)

=
(
x2(y− z)+ y2(z− x)+ z2(x− y)

)
dx∧dy∧dz.

چرا؟ است، F = ( f1, f2, f3) تابع ژاکوبی دترمینان برابر dx∧dy∧dz ضریب

η= udy∧dz+vdz∧dx+wdx∧dy =ωو adx+bdy+cdz دیفرانسیلی فرمهای مثال. ۴.١٩
صورت این در می باشند. (x,y,z) حسب بر هموار توابعی a,b,c,u,v,w که بگیرید، نظر در را R3 بر

ω∧η = (au+bv+ cw)dx∧dy∧dz.

کنید. اثبات را این

برداری میدانهای از چندخطی تابع بعنوان دیفرانسیلی فرم ٣ . ۴ بخش

تابع باشد، U ⊆ Rn باز مجموعه بر هموار برداری میدان X و هموار یک-فرمی ω اگر تعریف. ۴.٢٠
می کنیم: تعریف زیر صورت به را ω(X) : U → R

ω(X)p := ωp(Xp), p ∈ U.

می کنیم. بازنویسی مختصات حسب بر را این

در . f ∈C∞(U) و X =
∑n

j=1 b j ∂
∂x j ∈ X(U) ،ω =

∑n
i=1 ai dxi ∈Ω1(U) کنیم فرض لم. ۴.٢١

صورت، این
.ω(X) =

∑n
i=1 aibi و است هموار ω(X) تابع الف)

است. خطی C∞(U) بر X به نسبت ω(X) دیگر، بعبارت )ω؛ f X) = f ω(X) ب)

که شود توجه است کافی (الف)، اثبات برای : برهان

ω(X) =
( n∑

i=1

ai dxi
)( n∑

j=1

b j ∂

∂x j

)
=

n∑
i=1

n∑
j=1

aib j δ
j
i =

n∑
i=1

aibi.

□ است. خواننده عهده بر (ب) قسمت اثبات است. هموار U بر ω(X) تابع که می دهد نشان این

۴٧



خارجی مشتق .۴ . ۴ RN بر دیفرانسیلی فرم .۴ فصل

U = بر همگی که f = xy2z3 و X = yz (∂/∂x)+ (y/x) (∂/∂z) ،ω = ydx− z2 dy مثال. ۴.٢٢
صورت این در بگیرید. نظر در را هموارند {(x,y,z) | x > 0}

ω(X) = (y)(yz)+ (−z2)(0)+ (0)(y/x)

= y2z.

ω( f X) = (xy3z3)(yz)+ (−xy2z5)(0)+ (0)(y/x)

= xy4z4 = f ω(X).

X 7→ ضابطه با X(U)→ C∞(U) نگاشت صورت این در ،ω ∈ Ω1(U) کنید فرض نتیجه. ۴.٢٣
است. C∞(U)−خطی تابعکی ω(X)

باز مجموعه بر هموار دیفرانسیلی k−فرمی یک ω ∈Ωk(U) اگر یک-فرمی، حالت مشابه مثال. ۴.٢۴
می کنیم تعریف باشد، U ⊆ Rn

X(U)× · · ·×X(U)→C∞(U), (X1, · · · ,Xk) 7→ ω(X1, · · · ,Xk) (٢.۴ )

است. C∞(U)−خطی متغیرهایش از یک هر به نسبت (٢.۴ ) در شده معرفی ω نگاشت قضیه. ۴.٢۵
می باشد. X(U)k C∞(U)−مدول بر k−خطی نگاشت یک دیگر، بعبارت

خارجی مشتق ۴ . ۴ بخش

نمودیم: تعریف (١.۴ ) در را دیفرانسیلی 0−فرمی های همان یا و هموار توابع دیفرانسیل قبلا

d f =
n∑

i=1

∂ f
∂xi dxi.

می دهیم. تعمیم دیفرانسیلی k−فرمی های حالت به را مفهوم این حال،

باشد، U ⊆ Rn باز زیرمجموعه بر هموار دیفرانسیلی k−فرمی یک ω =
∑

I aI dxI اگر تعریف. ۴.٢۶
می کنیم: تعریف

dω :=
∑

I

daI dxI

=
∑

I

n∑
j=1

∂aI

∂x j dx j∧dxI

.d :Ωk(U)→ Ωk+1(U) دیگر بعبارت میباشد. U بر هموار دیفرانسیلی (k+1)−فرمی یک که
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خارجی مشتق .۴ . ۴ RN بر دیفرانسیلی فرم .۴ فصل

در . f ,g ∈C∞(R2) که بگیرید، نظر در را R2 بر ω = f dx+gdy دیفرانسیلی 1−فرم مثال. ۴.٢٧
صورت این

dω = d f ∧dx+dg∧dy

= ( fxdx+ fydy)∧dx+ (gxdx+gydy)∧dy

= (gx− fy)dx∧dy.

،dx∧ dx = 0 از محاسبه این در است. شده استفاده fy از ∂ f /∂y بجای و fx از ∂ f /∂x بجای که
ضرب بودن ناجابجایی از نتایجی که است، شده استفاده نیز dy∧ dx = −dx∧ dy و dy∧ dy = 0

می باشند. گوه ای

D : A→ A K−خطی نگاشت باشد. K هیات بر مدرجی جبر A =
⊕∞

k=0 Ak گیریم تعریف. ۴.٢٨
ای τ ∈ Aℓ هر و ω ∈ Ak هر ازای به که گوییم A بر پادمشتق١ صورتی در را

D(ω∧τ) = (Dω)∧τ+ (−1)kω∧ (Dτ). (٣.۴ )

است. m درجه از D می گوییم اصطلاحاً بنگارد، Ak+m به را Ak اعضای D پادمشتق ای، k هر ازای به اگر

است: یک درجه از پادمشتق d :Ω∗(U)→Ω∗(U) خارجی دیفرانسیل (١ گزاره. ۴.٢٩

d(ω∧τ) = (dω)∧τ+ (−1)degωω∧ (dτ).

.d2 = 0 (٢
.(d f )(X) = X f آنگاه ،X ∈ X(U) و f ∈C∞(U) اگر (٣

تنها را آن است کافی بنابراین هستند، خطی τ و ω به نسبت (٣.۴ ) رابطه طرف دو هر (١) : برهان
نتیجه در کنیم. تحقیق τ = gdxJ و ω = f dxI ساده تر فرمهای برای

d(ω∧τ) = d
(
f gdxI ∧dxJ)

=
∑ ∂( f g)

∂xi dxi∧dxI ∧dxJ

=
∑ ∂ f

∂xi gdxi∧dxI ∧dxJ +
∑

f
∂g
∂xi dxi∧dxI ∧dxJ .

داریم، نیاز جابجایی بار k به کنیم، رد dxI k−فرمی روی از را ∂g
∂xi dxi دیفرانسیلی فرم دوم مجموع در اگر

بنابراین می گردد. ضرب (−1)k در عبارت بنابراین و

d(ω∧τ) =
∑ ∂ f

∂xi gdxi∧dxI ∧dxJ + (−1)k
∑

f dxI ∧
( ∂g
∂xi dxi

)
∧dxJ

= (dω)∧τ+ (−1)degωω∧ (dτ).

antiderivation ١
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خارجی مشتق .۴ . ۴ RN بر دیفرانسیلی فرم .۴ فصل

ω = f dxI ساده تر فرم برای تنها را d2ω = 0 رابطه است، RR−خطی متغیرش به نسبت d چون (٢)
نتیجه در کنیم. اثبات

d2( f dxI) = d
( n∑

i=1

∂ f
∂xi dxi

)
∧dxI

=
( n∑

i=1

n∑
j=1

∂2 f
∂x j∂xi dx j∧dxi

)
∧dxI .

شکل به جملات اول، نمود: تقسیم می توان گروه دو به را جملات آخر، مجموع در

∂2 f
∂xi∂x j dxi∧dx j, i = j,

شکل به جملات جفت دوم، و صفرند؛ همگی که

∂2 f
∂xi∂x j dxi∧dx j,

∂2 f
∂x j∂xi dx j∧dxi, i < j,

است: صفر نیز جمله دو این جمع دومورد، هر در اما،

∂2 f
∂xi∂x j dxi∧dx j+

∂2 f
∂x j∂xi dx j∧dxi =

( ∂2 f
∂xi∂x j −

∂2 f
∂x j∂xi

)
dx j∧dxi = 0.

صورت این در ،X =
∑

ai∂/∂xi گیریم (٣)

(d f )(X) =
( n∑

i=1

∂ f
∂xi dxi

)( n∑
j=1

a j ∂

∂x j

)
=

n∑
i=1

∂ f
∂xi ai = X f ,

□ است. تمام برهان ترتیب این به و

توصیف یکتا صورت به را خارجی دیفرانسیل ۴.٢٩ گزاره در خاصیت سه خارجی. مشتق توصیف ۴.٣٠
.D = d آنگاه باشد، ذیل خواص دارای D :Ω∗(U)→Ω∗(U) نگاشت اگر که معنی این به می کند.

است: یک درجه از پادمشتق D :Ω∗(U)→Ω∗(U) (١

D(ω∧τ) = (Dω)∧τ+ (−1)degωω∧ (Dτ).

.d2 = 0 (٢
.(D f )(X) = X f آنگاه ،X ∈ X(U) و f ∈C∞(U) اگر (٣

۵٠



دقیق فرم و بسته فرم .۵ . ۴ RN بر دیفرانسیلی فرم .۴ فصل

d چون و است، f dxi1 ∧ · · · ∧ dxik شکل به جملات از مجموعی U بر k−فرمی هر چون : برهان
این در اما، نمود. تحقیق ساده تر حالت این در باید تنها را D = d تساوی هستند، R−خطی دو هر D و

حالت

D
(
f dxi1 ∧ · · ·∧dxik) = D

(
f Dxi1 ∧ · · ·∧Dxik) Dxi = dxi ،(٣) بنابه

= D f
(
Dxi1 ∧ · · ·∧Dxik) (٢) و (١) بنابه

= d f
(
dxi1 ∧ · · ·∧dxik) (٣) بنابه هم باز

= d
(
f dxi1 ∧ · · ·∧dxik).

□ .Ω∗(U) بر D = d بنابراین

دقیق فرم و بسته فرم ۵ . ۴ بخش

صورتی در را آن dω؛ = 0 که گویند بسته١ صورت در را ω ∈ Ωk(U) دیفرانسیلی فرم تعریف. ۴.٣١
.ω = dτ که باشد داشته وجود چنان τ دیفرانسیلی (k−1)−فرم که گویند دقیق٢

بگیرید.چون نظر در R2−{0}را سفته صفحه =ωبر (−ydx+ xdy)/(x2+y2) 1−فرمی مثال. ۴.٣٢

dω =
( 2xy
(x2+ y2)2 dx+

y2− x2

(x2+ y2)2 dy
)
∧dx+

( y2− x2

(x2+ y2)2 dx− 2xy
(x2+ y2)2 dy

)
∧dy

=
y2− x2

(x2+ y2)2

(
dy∧dx+dx∧dy

)
= 0

است. بسته فرم این

آنگاه ،τ = x2ydx+ xy2 dy اگر بگیرید. نظر در را R2 بر ω = (y2− x2)dx∧dy فرم مثال. ۴.٣٣
مفهوم دو این است. دقیق ω فرم بنابراین، d(τ) = d(x2ydx+ xy2 dy) = (y2− x2)dx∧dy = ω.

در است. بسته لذا و dω = d2τ = 0 آنگاه ،ω = dτ باشد دقیق فرمی اگر که، چرا هستند. مرتبط هم با
نتیجه

است. بسته فرم یک ،U ⊆ Rn باز زیرمجموعه بر دقیق فرم هر قضیه. ۴.٣۴

شود. توجه زیر مثال به است. غلط کلی حالت در حکم این عکس

نیست. دقیق فرم این بگیرید. نظر در را ۴.٣٢ مثال در ω بسته فرم دقیق. غیر بسته فرم ۴.٣۵
واحد دایره گرفتن نظر در با آنگاه ،ω = d f که باشد داشته وجود f : R2 − {0} همواری تابع اگر زیرا،

exact ٢ closed ١

۵١



حسابان در کاربرد .۶ . ۴ RN بر دیفرانسیلی فرم .۴ فصل

داریم .c(t) = (cos t,sin t) ضابطه با c : [0,2π]→ R∫
c
ω =

∫ 2π

0

−(sin t)d(cos t)+ (cos t)d(sin t)
(cos t)2+ (sin t)2

=

∫ 2π

0

sin2 t dt+ cos2 t dt
1

=

∫ 2π

0
dt = 2π

که حالی ∫در
c
ω =

∫ 2π

0
d f = f (2π)− f (0) = 0.

که است، برقرار U بر توپولوژیک شرایطی تحت ۴.٣۴ قضیه وارون باشد. دقیق ω که نیست ممکن پس

شد. خواهد مطرح بعداً

حسابان در کاربرد ۶ . ۴ بخش

صورت به و نموده، یکپارچه می توان را R3 بر حسابان قضایای از بسیاری دیفرانسیلی، فرمهای کمک به
می پردازیم. ساده مورد چند به اینجا در کرد. ارائه واحدی

قلمداد می توان برداری میدان یک عنوان به را مفروضی F = (P,Q,R) : R3→ R3 برداری تابع هر
نمود:

F : p 7→ F(p)p ∈ TpR
3, p 7→ (P(p),Q(p),R(p))p.

.div دیورژانس و Curl کرل ،∇ گرادیان می گردد: مطرح R3 بر مقدماتی حسابان در عملگر سه

ضابطه با ∇ گرادیان عملگر تعریف. ۴.٣۶

∇ :=
( ∂
∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
,

گرادیان بگیرید. نظر در را F = (P,Q,R) : R3→ R3 هموار برداری میدان و f : R3→ R هموار تابع
برداری میدان صورت به را ١ f

grad( f ) := ∇ f

= ( fx, fy, fz).

gradient ١
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حسابان در کاربرد .۶ . ۴ RN بر دیفرانسیلی فرم .۴ فصل

برداری میدان صورت به را F پیچش٢ یا کرل می کنیم. تعریف

Curl(F) := ∇×F =

 i j k
∂/∂x ∂/∂y ∂/∂z

P Q R


=

(
Ry−Qz,Pz−Rx,Qx−Py

)
تابع صورت به را F دیورژانس١ سرانجام، و می کنیم؛ تعریف

div(F) := ∇ ·F
= Px+Qy+Rz,

که نمود اثبات می توان عمومی ریاضی درس از تمرینی بعنوان راحتی، به می کنیم. معرفی

.Curl(grad( f )) = (0,0,0) ای f هموار تابع هر ازای به (١ قضیه. ۴.٣٧
.div(Curl(F)) = 0 ای F هموار برداری میدان هر ازای به (٢

که می شود }ملاحظه
توابع
هموار

}
grad
−→

{
میدانهای
برداری

}
Curl−→

{
میدانهای
برداری

}
div−→

{
توابع
هموار

}

دنباله اصطلاحاً، یا است؛ صفر همواره بالا، نگاشتهای از تا دو متوالی ترکیب قضیه، این اساس بر
دنباله آن اساس بر که است، ۴.٢٩ گزاره از دوم قسمت حکم شبیه موضوع این است. دقیق

Ω0(U)
d−→ Ω1(U)

d−→ Ω2(U)
d−→ Ω3(U)

d−→ ·· ·

شود. مطرح یکی گیری سری یک ابتدا باید مطلب، این توضیح برای .d2 = 0 یعنی است، دقیق نیز

می کنیم تعریف باشد. R3 از بازی زیرمجموعه U کنید فرض تعریف. ۴.٣٨

Φ1 :Ω1(U) −→ X(U), Pdx+Qdy+Rdz 7−→(P,Q,R)

Φ2 :Ω2(U) −→ X(U), Pdy∧dz+Qdz∧dx+Rdx∧dy 7−→(P,Q,R)

Φ3 :Ω3(U) −→ C∞(U), f dx∧dy∧dz 7−→ f

تعویض پذیرند: زیر دیاگرام سه که می شود مشاهده یکی گیری نگاشتهای این با

f
d−−−−−→ fx dx+ fy dy+ fz dz∥∥∥∥ yΦ1

f
grad
−−−−−→ ( fx, fy, fz)

divergence ١ curl ٢
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حسابان در کاربرد .۶ . ۴ RN بر دیفرانسیلی فرم .۴ فصل

Pdx+Qdy+Rdz
d−−−−−→ (Ry−Qz)dy∧dz+ (Pz−Rx)dz∧dx

+(Qx−Py)dx∧dy

Φ1

y yΦ2

(P,Q,R)
Curl−−−−−→ (Ry−Qz,Pz−Rx,Qx−Py)

Pdy∧dz+Qdz∧dx+Rdx∧dy
d−−−−−→ (Px+Qy+Rz)dx∧dy∧dz

Φ2

y yΦ3

(P,Q,R)
div−−−−−→ Px+Qy+Rz

می باشد: تعویض پذیر نیز حاصل نمودار نمود. ترکیب هم با می توان را سه این

Ω0(U) = C∞(U)
d−−−−−→ Ω1(U)

d−−−−−→ Ω2(U)
d−−−−−→ Ω3(U)∥∥∥∥ yΦ1

yΦ2

yΦ3

C∞(U)
grad
−−−−−→ X(U)

Curl−−−−−→ X(U)
div−−−−−→ C∞(U)

است؛ دیفرانسیل فرمهای از دیفرانسیل گیری معنی به عملا دیورژانس، و کرل گرادیان، محاسبه یعنی،
می باشد. d2 = 0 حکم همان عمل در بالا قضیه دلیل همین به

آن در که کاربردی و ابزاری بسیار شاخه ای شود. محسوب کوهومولوژی١ سرآغاز می توان مشاهده این
می شود. استفاده بسیار جبر از

بردارها که است مرسوم دیفرانسیل هندسه در انیشتن). جمعبندی و پایین بالا، (اندیسهای نتیجه ۴.٣٩
می دهند. نشان ω1, · · · ,ωn بالا اندیسهای با را دیفرانسیلی فرمهای و ،e1, · · · ,en پایین اندیسهای با را
نشان x1, · · · , xn بالایی اندیسهای با نیز را مختصاتی توابع هستند، 0−فرم عملا مختصاتی توابع چون
میدهیم. نشان بالایی اندیسهای با هستند، 1−فرم که نیز را dx1, · · · ,dxn آنها دیفرانسیل می دهیم.
قبلا که چرا می شود، استفاده بالا اندیس از ∂/∂x1, · · · ,∂/∂xn مختصاتی برداری میدانهای نمایش در

بودیم. داده نشان اندیسها همین با را مختصات

فرمهای در یا و شوند ظاهر برداری میدانهای در اینکه به بسته مولفه ای، توابع اندیس گذاری در
توابع X =

∑
aiei برداری میدان در ،مثلا می کنیم. استفاده پایین و بالا اندیسهای از بترتیب دیفرانسیلی،

ei در پایینی اندیسهای با ،ai در بالایی اندیسهای که است این آن دلیل هستند، بالا اندیس با ai مولفه ای
،ω =

∑
b jdx j و ei = ∂/∂xi اگر اینکه، جالب می گردد. ظاهر فرمول در تقارن نوعی و می شوند، جور

آنگاه

ω(X) =
(∑

b j dx j
)(∑

ai ∂

∂xi

)
=

∑
biai

دارند! تقارن پایین و بالا اندیسهای آن در هم باز که

cohomology ١
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تمرینات .٧ . ۴ RN بر دیفرانسیلی فرم .۴ فصل

تمرینات ٧ . ۴ بخش

بنویسید. Alt3(TpR
4) برای پایه ای .p ∈ R4 و هستند R4 بر مختصاتی x1, x2, x3, x4 گیریم . ۴.١

U ⊆ Rn باز زیرمجموعه بر X,Y,Z برداری میدانهای و η 2−فرمی و ω 1−فرمی کنید فرض . ۴.٢
دهید. بسط را ω∧η(X,Y,Z) عبارت شده اند. داده

کنید. محاسبه را dω و ω(X) مقدار .R2 بر X = y∂/∂x+ x∂/∂y و ω = zdx−dz گیریم . ۴.٣

صورت به را TpR
3 بر ωp دوخطی تابع ،p = (p1, p2, p3) ∈ R3 هر ازای به . ۴.۴

ωp(a,b) = p3 det
(
a1 b1

a2 b2

)
2−فرمی یک ω دهید نشان .a = (a1,a2,a3),b = (b1,b2,b3) ∈ TpR

3 که می کنیم، تعریف
بنویسید. ها dxi∧dx j پایه حسب بر را آن سپس و است، R3 بر هموار دیفرانسیلی

شود. استفاده R2 صفحه برای (r, θ) قطبی مختصات از کنید فرض قطبی. مختصات در فرم ۴.۵

کنید. بازنویسی dθ و dr اساس بر را dx∧dy و dy ،dx فرمهای ،y = r sinθ و x = r cosθ چنانچه

شود. استفاده R3 صفحه برای (ρ,ϕ,θ) کروی مختصات از کنید فرض کروی. مختصات در فرم ۴.۶
،dy∧dz ،dx∧dy ،dz ،dy ،dx فرمهای z= ρcosϕ و y= ρsinϕsinθ ،x= ρsinϕcosθ چنانچه

کنید. بازنویسی dθ و dϕ ،dρ اساس بر را dx∧dy∧dz و dz∧dx

β= b1 dx2∧dx3+b2 dx3∧dx1+ و α= a1 dx1+a2 dx2+a3 dx3 دیفرانسیلی فرمهای . ۴.٧
کنید. محاسبه را α∧β بگیرید. نظر در را R3 بر b3 dx1∧dx2

بر α = a1 dx+ a2 dy+ a3 dz 1−همبردار هر به گو ای. ضرب و خارجی١ ضرب بین رابطه ۴.٨
β = b1 dy∧dz+ 2−همبردار هر به همچنین، می کنیم؛ نظیر را R3 در vα = (a1,a2,a3) برداری ،R3

با که دهید نشان می کنیم. نظیر را R3 در vβ = (b1,b2,b3) برداری ،R3 بر b2 dz∧dx+b3 dx∧dy
.vα∧β = vα× vβ داریم ای β و α 1−همبردار دو هر ازای به یکی گیری، این

انقباض یا داخلی ضرب آنگاه ،v ∈ V و V برداری فضای بر k−همبردار یک ω اگر داخلی. ضرب ۴.٩
تعریف با ιvω (k−1)−همبردار از است عبارت v توسط ω

ιvω(v2, · · · ,vk) := ω(v,v2, · · · ,vk), v2, · · · ,vk ∈ V.

آنگاه باشند، V بر همبردارهایی α1, · · · ,αk اگر که کنید ثابت

ιv(α1∧ · · ·∧αk) =
k∑

i=1

(−1)i+1αi(v)α1∧ · · ·∧ α̂i∧ · · ·∧αk

شود.) استفاده ٣.٣٢ لم از (راهنمایی: می باشد. نظر مورد گوه ای ضرب از α1 حذف معنی به α1 بر ̂ که

cross product ١
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تمرینات .٧ . ۴ RN بر دیفرانسیلی فرم .۴ فصل

کنید: ثابت قبل، مساله در نمادهای حفظ با داخلی. ضرب ۴.١٠
ιv؛ ◦ ιv = 0 الف)

.τ ∈ Altℓ(V) و ω ∈ Altk(V) هر ازای به ،ιv(ω∧τ)+ (ιvω)∧τ+ (−1)kω∧ (ιvτ) ب)
می باشد. صفر آن مربع که است −1 درجه از پادمشتق یک ιv نتیجه، در

است. K هیات بر مدرج جبر یک A =
⊕∞

k=0 Ak کنید فرض پادمشتقها. و مشتقها جابجاگر ۴.١١
به و D(Ak) ⊆ Ak+m که است D : A→ A K−خطی نگاشتی ،m درجه از A بر ابرمشتق١ از منظور

ای b ∈ Aℓ هر و a ∈ Ak هر ازای

D(ab) = (Da)b+ (−1)kma(Db).

صورت به را آنها جابجاگر باشند، A بر m2 و m1 بترتیب درجه از ابرمشتقات D2 و D1 اگر

[D1,D2] = D1 ◦D2− (−1)m1m2 D2 ◦D1,

می باشد. m1+m2 درجه از ابرمشتقی [D1,D2] دهید نشان می کنیم. تعریف

superderivation ١
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۵ فصل

منیفلد

اقلیدسی موضعا فضای یک منیفلد است. بالاتر ابعادی به رویه و منحنی از تعمیمی منیفلد شهودی، نظر از
از باز ای مجموعه زیر با چارت هر و بوده، چارت بنام همسایگی یک دارای نقطه هر آن در که است
فضای مانند را محاسبات بتوان تا ساخته فراهم را امکان این چارت بر مختصات است. همئومورف Rn

و مماس فضای ای، نقطه مشتق مشتقپذیری، مانند، Rn مفاهیم از بسیاری بنابراین داد، انجام اقلیدسی
می باشد. اجرا قابل منیفلد روی دیفرانسیلی، فرم

نگردید، ارائه مشخص فرد یک توسط نیز منیفلد مفهوم ریاضیات، اساسی مفاهیم از بسیاری همانند
عنوان با خود شاهکار در گاوس١ فدریک کارل آمد. بدست جمعی فعالیت یک با و زمان مرور به بلکه
یک بر موضعی مختصات از آزادانه بطور یافت، انتشار ١٨٢٧ سال در که مستوی» های رویه کلی «بررسی
اولین او بعلاوه داشت. نظر در را چارت ایدۀ قبل از وی که بود آن دهندۀ نشان این و نمود، استفاده رویه
نشانده طریقۀ از فارغ و دانسته، مستقل هویت واجد مجرد فضای یک بعنوان را رویه یک که بود فردی
درباره عنوان تحت خود معارفه سخنرانی در ریمن٢ برنارد می دانست. اقلیدسی فضای یک در آن شدن
دیفرانسیل هندسۀ اساس گوتینگن، دانشگاه در ١٨۵۴ سال در است٣. هندسه مبانی در نهفته مفروضات
می باشد، Mannigfaltigkeit آلمانی واژۀ از گرفته بر که منیفلد واژۀ واقع در نهاد. بنا را بالاتر ابعاد با
کارهای در و نوزدهم قرن اواخر در امر این گرفت. قرار وی نیاز مورد اشیای توصیف در ریمن استفاده مورد
قرن اواخر در شد. دنبال جدی بطور موضعی اقلیدسی فضاهای مطالعۀ و هومولوژی در پوانکاره۴ هانری
اول این گرفت، بر در را جا همه عمومی توپولوژی نظریه بسط و مطالعه تب که بیستم قرن اوایل و نوزدهم
توابع از گروه یک و عمومی توپولوژی اساس بر منیفلد از مدرن تعریف یک ،١٩٣١ سال در که بود بار

گردید؟ ارائه انتقال
ارائه ها آن بین هموار های نگاشت و هموار منیفلد یک مقدماتی خواص و تعاریف فصل این در
یک فضا یک زمانی چه که ساخته مشخص تا گیریم بهره آن از مجبوریم ابتدا در که روشی تنها می گردد.
بخش در می پوشاند. را فضا ∞C−سازگار، چارتهای از ای گردایه که دهیم نشان که است آن است، منیفلد
منیفلد یک تشکیل می تواند قسمتی خارج توپولوژی فضای یک شرایطی چه تحت که داد خواهیم توضیح ٧

Uber die Hypothesen, welche der Geome- ٣ Bernhard Riemann ٢ Carl Friedrich Gauss ١

Poincaré Henri ۴ trie zu Grunde liegen
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توپولوژی های منیفلد .١ . ۵ منیفلد .۵ فصل

می باشد. ها منیفلد ساخت برای دیگری روش که دهد،

تحلیلی های منیفلد ، Ck منیفلدهای توپولوژی، منیفلدهای مانند، متفاوت منیفلدهای وجود رغم علی
با را مطلب ابتدا در گیریم. نظر در هموار را منیفلدها تا هستیم آن بر کتاب این در مختلط، منیفلدهای و
اقلیدسی موضعا فضای و دوم شمارایی موضوع اصل هاوسدورف، خواص، دارای که توپولوژی، منیفلدهای
منیفلدهای توپولوژی، منیفلدهای از ماکزیمال، هموار اطلس مفهوم ارائۀ با سپس و نموده، آغاز می باشند،

می گردد. بیان ساده مثال چند ذکر با امر این بسازیم. را هموار

توپولوژی های منیفلد ١ . ۵ بخش

ببینید. را A ضمیمۀ بیشتر، توضیحات برای می آوریم. بیاد را عمومی ، توپولوژی از تعریف چند ابتدا در
همسایگی باشد. شمارا پایۀ یک دارای هرگاه، نامیم، دوم١ شمارایی خاصیت واجد را توپولوژی فضای یک
از باز٢ پوشش .یک p شامل باز مجموعۀ هر از عبارتست M توپولوژی فضای یک در p مانند ای نقطه
باشد. M برابر

∪
α∈A Uα اجتماع که بوده، M در باز های مجموعه از {Uα}α∈AUα مانند ای گردایه M

که است معنی بدان این است، اقلیدسی موضعا فضای یک ،n بعد با M توپولوژی فضای تعریف. ۵.١
از باز زیرمجموعۀ یک بروی U از ϕ مانند همئومورفیسمی و U مانند همسایگی دارای M در p نقطه هر
و مختصاتی، باز مجموعۀ یا مختصاتی۴ همسایگی را U چارت٣، را (U,ϕ : U→ Rn) زوج باشد. Rn

ϕ(p) = 0 هرگاه است، p مرکز به چارتی (U,ϕ) گوییم نامیم. U بر مختصاتی دستگاه یا نگاشت را ϕ
باشد.

آنرا است. اقلیدسی موضعا و دوم شمارای هاسدروف، فضایی توپولوژی۵، منیفلد از منظور تعریف. ۵.٢
باشد. n بعد با اقلیدسی موضعا هرگاه نامیم، n بعد با

زیر یک ،n , m برای که بدانیم می بایست باشد، تعریف خوش توپولوژی منیفلد یک بعد آنکه برای
بعد ناوردایی که را حقیقت این نیست. Rm از باز مجموعۀ زیر یک با همئومورف Rn از باز مجموعۀ
اصلی علاقه چون نمایی، دنبال را مسیر این که نداشته را آن قصد کرد. اثبات نمی توان بسادگی می نامیم،
البته .(٨.١۴ (نتیجۀ می گردد اثبات بسادگی مشابه نتایج آنجا در می باشد، هموار منیفلدهای مطالعۀ ما
بعد مولفه هر برای که دارد وجود امکان این باشد، همبند مولفه چندین دارای توپولوژی منیفلد یک اگر

گردد. منظور متفاوتی

1Rn :Rn→Rn آن در پوشاند، (Rn,1Rn) چارت تک بوسیلۀ می توان Rnرا اقلیدسی فضای مثال. ۵.٣
از باز مجموعۀ زیر هر می باشد. توپولوی منیفلدهای از مقدماتی مثال یک این می باشد. همانی نگاشت

می باشد. (U,1U) چارت با توپولوژی، منیفلد یک نیز Rn

فضا زیر یک یعنی، می باشند؛ ارثی” ”خواصی دوم شمارایی و هاوسدورف شرط که می کنیم آوری یاد
خود دوم، شمارایی فضای از فضا زیر هر و (١٩. A (گزارۀ بوده هاوسدورف خود هاوسدورف فضای از
می باشد. دوم شمارای و هاوسدورف Rn از فضا زیر هر بنابراین .(١۴. A (گزارۀ می باشد. دوم شمارای

topological ۵ coordinate eighborhood ۴ chart ٣ open covering ٢ second countable ١

manifold
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. ۵ . ١-الف) (شکل است توپولوژی منیفلد یک R2 در y = x2/3 نمودار توقف۶). (نقطۀ مثال ۵.۴
ضابطۀ با فوق نمودار چون می باشد. دوم شمارای و هاوسدورف پس است، R2 از فضایی زیر آنکه بدلیل

است. اقلیدسی موضعا پس می باشد، R با همئومورف (x, x2/3) 7→ x

تقاطع نقطه (ب) توقف نقطه (الف) :١ . ۵ شکل

توپولوژی با ۵ . ١-ب) (شکل مطابق R2 در تقاطع شکل که می دهیم نشان تقاطع١). (نقطۀ مثال ۵.۵
باشد. توپولوژی منیفلد نمی تواند ،p آن تلاقی نقطۀ در فضایی زیر

همسایگی یک دارای p آنگاه باشد. n بعد با و اقلیدسی موضعا p نقطۀ در تقاطع، که کنید فرض حل:
U→ B همئومورفیسم می نگارد. 0 به را p که است B := B(0, ϵ) ⊂ Rn باز گوی یک با همئومورف U

اگر و بوده، همبند B−{0} آنگاه باشد، n ≥ 2 اگر می شود. تحدید U−{p} → B−{0} همئومورفیسم به
نتیجه در دارد، همبند مولفۀ چهار U − {B} چون است. گردیده تشکیل همبند ناحیۀ دو از آنگاه ،n = 1
موضعا p در تقاطع که می کند ثابت تناقض این ندارد. وجود B−{0} به U−{p} از همئومورفیسمی هیچ

نمی باشد. اقلیدسی

سازگار چارتهای ٢ . ۵ بخش

باشند. مفروض توپولوژی منیفلد یک از چارت دو (V,ψ : V → Rn) و (U,ϕ : U → Rn) کنید فرض
می باشد، Rn از باز مجموعۀ زیر یک بروی همئومورفیسمی ϕ : U→ Rn و است باز U در U∩V چون
مجموعۀ زیر یک نیز ψ(U ∩V) مشابه بطور است. Rn از باز مجموعۀ زیر یک نیز ϕ(U ∩V) تصویر

است. Rn از باز
∞C−سازگار٢ را توپولوژی منیفلد یک از (V,ψ : V→Rn) و (U,ϕ : U→Rn) چارت دو تعریف. ۵.۶

:(٢ . ۵ (شکل می باشند هموار زیر نگاشت دو هرگاه نامیم،

ϕ◦ψ−1 : ψ(U ∩V)→ ϕ(U ∩V) , ψ◦ϕ−1 : ϕ(U ∩V)→ ψ(U ∩V)

خودکار بطور چارت دو آنگاه باشد، تهی U ∩V اگر می نامیم. چارتها بین گذر٣ توابع را نگاشت دو این
استفاده Uα ∩Uβ ∩Uγ برای Uαβγ و Uα ∩Uβ برای Uαβ نماد از سهولت، برای ∞C−سازگارند.

برای و نموده حذف را همواری اغلب می کنیم، استفاده ∞C−سازگار چارتهای از همواره چون می شود.
می نماییم. استفاده سازگار چارتهای واژه از اختصار

transition functions ٣ C∞−compatible ٢ cross ١ cusp ۶
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سازگار چارتهای .٢ . ۵ منیفلد .۵ فصل

:٢ . ۵ شکل

گردایه ای M اقلیدسی موضعا فضای بر اطلس۵، یک اختصار به یا هموار۴ اطلس یک تعریف. ۵.٧
M =

∪
αUα یعنی می پوشانند، را M که سازگار - C∞ چارتهای زوج از است U = {(Uα,ϕα)} مانند

:٣ . ۵ شکل

از ای مجموعه بصورت را C مختلط صفحۀ در S1 واحد دایرۀ دایره). بر هموار (اطلسی مثال ۵.٨
S1 از از باز مجموعۀ زیر دو U2 و U1 کنید فرض گرفت. نظر در می توان {eit ∈ C | −π < t < π} نقاط

ببینید): را ٣ . ۵ (شکل باشند

U1 = {eit ∈ C | −π < t < π}, U2 = {eit ∈ C | 0 < t < 2π},

می کنیم، تعریف زیر ضابطۀ با α = 1,2 برای را ϕα : Uα→ R تابع باشند.

ϕ1(eit) = t, −π < t < π, ϕ2(eit) = t, 0 < t < 2π.

همئومورفیسمی توابع این از یک هر و بوده (1/i) logz مختلط لگاریتمی تابع از هایی شاخه ϕ2 و ϕ1 توابع
U1

∩
U2 اشتراک می باشند. S1 بر چارتهایی (U2,ϕ2) و (U1,ϕ1) بنابراین هستند. خود تصاویر بر

یعنی است، همبند مولفۀ دو شامل

A = {eit | −π < t < 0 }, B = {eit |0 < t < π }.

atlass ۵ smotth atlass ۴
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چارتهای با همراه

ϕ1(U1∩U2) = ϕ1(A⊔B) = ϕ1(A)⊔ϕ1(B) = (π,0) ⊔ (0,π),

ϕ2(U1∩U2) = ϕ2(A⊔B) = ϕ2(A)⊔ϕ2(B) = (π,2π) ⊔ (0,π).

می کنیم. استفاده B و A هم از جدا مجموعۀ دو اجتماع از است عبارت دادن نمایش برای A⊔B نماد از
ϕ2 ◦ϕ−1

1 : ϕ1(A⊔B)→ ϕ2(A⊔B) گذر تابع

(ϕ2 ◦ϕ−1
1 )(t) =

{
t+2π t ∈ (−π,0) برای
t t ∈ (0,π) برای

مشابه صورت به یا

(ϕ1 ◦ϕ−1
2 )(t) =

{
t−2π t ∈ (π,2π) برای
t t ∈ (0,π) برای

S1 روی هموار اطلس یک تشکیل لذا و بوده -سازگار C∞ چارتهای (U2,ϕ2) و (U1,ϕ1) بنابراین
می دهند.

متعدی که ساخت نشان خاطر باید اما بوده، متقارن و منعکس سازگار، - C∞ چارتهای چه گر
کنید توجه باشند. هموار چارت و (U2,ϕ2) با (U1,ϕ1) چارت کنید فرض آن، اثبات برای نمی باشند.
زیر ترکیب بنابراین، باشند. شده تعریف U123 مشترک دامنۀ بر همزمان می بایست مختصاتی تابع سه که

ϕ3 ◦ϕ−1
1 = (ϕ3 ◦ϕ−1

2 )◦ (ϕ2 ◦ϕ−1
1 )

گذشت که آنچه به توجه با .(۴ . ۵ (شکل می باشد هموار ،ϕ1(U13) بر لزوما نه و ،ϕ1(U123) بر تنها نیز
(U1,ϕ1) که گرفت نتیجه نمی توان بنابراین نمی دانیم، چیزی ϕ1(U13−U123) روی ϕ3 ◦ϕ−1

1 مورد در
باشد. -سازگار C∞ نمی تواند (U3,ϕ3) با

(Uα,ϕα) چارتهای همۀ با که است، سازگار {(Uα,ϕα)} اطلس با (V,ψ) چارت گوییم صورتی در
باشد. سازگار اطلس، آن از

(V,ψ) چارت دو اگر باشد. اقلیدسی موضعا فضای یک بر اطلس یک {(Uα,ϕα)} کنید فرض لم. ۵.٩
سازگارند. یکدیگر با دو آن آنگاه باشند، سازگار {(Uα,ϕα)}اطلس با (W,ϕσ) و

،ψ(p) در σ ◦ψ−1 که داد نشان باید حال .p ∈ V
∩

W کنید فرض (.۵ . ۵ شکل (مطابق : برهان
اشتراک در p نتیجه در ،p ∈Uα ای α ازای به می باشد، M برای اطلسی {(Uα,ϕα)} چون است. هموار

است. واقع V
∩

W
∩

Uα مجموعۀ سه
می باشد، هموار ،ψ(V

∩
W

∩
Uα) σ◦ψ−1،بر = (σ◦ϕ−1

α )◦(ϕα◦ψ−1) فوق، ملاحظات به بنا
σ◦ψ−1 که می کند ثابت این است، V

∩
W از دلخواه نقطۀ یک p چون است. چنین نیز ψ(p) در نتیجه در

□ است. هموار نیز σ(V
∩

W) بر ψ◦σ−1 مشابه بطور است. هموار ،ψ(V
∩

W) بر

دامنه های دارای σ◦ψ−1 = (σ◦ϕ−1
α )◦ (ϕα ◦ψ−1) تساوی طرفین فوق اثبات در که دارید توجه

گرفته نظر در شان مشترک دامنه بر نگاشت دو که دارد معنا زمانی فوق تساوی بنابراین بوده، متفاوت
شوند.
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است. هموار ،ϕ1(U123) بر ϕ3 ◦ϕ−1
1 گذر تابع :۴ . ۵ شکل

اطلس یک با سازگار (W,σ) و (V,ψ)چارت دو :۵ . ۵ شکل

هموار های منیفلد ٣ . ۵ بخش

بزرگتر اطلس یک در مشمول هرگاه نامیم، ماکزیمال را اقلیدسی موضعا فضای یک روی Mاطلس یک
.U =M آنگاه Mباشد، شامل دیگری اطلس U اگر دیگر، بیان به نباشد؛

ماکزیمال اطلس یک با همراه توپولوژی منیفلدی ∞C−منیفلد، یا هموار١ منیفلد از منظور تعریف. ۵.١٠
نامیم بعدی n را منیفلد یک می نامند. نیز M بر پذیر دیفرانسیل ساختار را ماکزیمال اطلس می باشد.
را بعدی - 2 منیفلد خم، را بعدی - 1 منیفلد یک باشند. n بعد دارای آن همبند های مولفه همۀ هرگاه،

می نامند. n−منیفلد یک را بعدی - n منیفلد یک و رویه،

دیفئومورف V ⊂ Rm باز مجموعۀ با U ⊂ Rn باز مجموعۀ یک اگر که می کنیم ثابت ٨.١۴ نتیجۀ در
می باشد. تعریف خوش نقطه هر در منیفلد بعد نتیجه، یک عنوان به .m = n آنگاه باشد،

smooth manifold ١
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اطلس یک در مشمول اقلیدسی، موضعا فضای یک بر U = {(Uα,ϕα)} اطلس هر گزاره. ۵.١١
می باشد. بفرد منحصر ماکزیمال

چارتهای ۵.٩ لم به بنا دارند. تعلق Uاطلس به باشند، سازگار U با که (Vi,ψi) چارتهای همۀ : برهان
سازگار چارت هر است. اطلس یک چارتها از یافته توسیع گردایۀ بنابراین سازگارند. یکدیگر با (Vi,ψi)

تعلق جدید اطلس به آن، ساختار به بنا و باشد، سازگار U اصلی اطلس با می بایست جدید، اطلس با
است. ماکزیمال جدید اطلس که می کند ثابت این دارد.

U شامل دیگری ′Mاطلس اگر شد. ساخته الان همین که باشد، U شامل ماکزیمال Mاطلس گیریم
باشد. داشته Mتعلق به می بایست آن، ساختار به بنا و بوده سازگار U ′Mبا در چارتها همۀ آنگاه باشد،
شامل ماکزیمال اطلس بنابراین .M′ =M هستند، ماکزیمال دو هر ′M.چون ⊂M که می کند ثابت این
□ است. بفرد منحصر U

که کافیست است، هموار منیفلد یک M توپولوژی فضای یک دهیم نشان آنکه برای خلاصه، بطور
نماییم: بررسی

باشد. دوم شمارای و هاوسدورف M الف)

باشد. ماکزیمال) لزوما نه (و هموار اطلس یک دارای M ب)

”C∞” و ”هموار” های واژه از نیز مورد به بسته می باشد. هموار منیفلد منیفلد، از منظور پس این از
(U,ϕ : اگر می دهیم. نمایش r1, · · · ,rn با را Rn بر استاندارد مختصات متن، در شد. خواهد استفاده
می نویسیم و گرفت، نظر در ϕ مولفۀ امین i می توان را xi = ri ◦ϕ باشد، منیفلد یک از چارتی U→Rn)
نقطه (x1(p), · · · , xn(p)) ،p ∈U برای نتیجه، در .(U,ϕ) = (U, x1, · · · , xn) یا و ϕ = (x1, · · · xn)
p از اوقات گاهی نامیم. U بر موضعی مختصات یا مختصات را x1, · · · , xn توابع است. Rn در ای
و U باز مجموعۀ بر موضعی مختصات بعنوان هم متناوبا (x1, · · · , xn) نماد بنابراین می کنیم. صرفنظر
چارتی ،p نقطۀ حول M منیفلد در (U,ϕ) چارت از منظور می شود. استفاده Rn در نقطه یک بعنوان هم

.P ∈ U که است، M پذیر دیفرانسیل ساختار در

هموار های منیفلد از مثالهایی ۴ . ۵ بخش

(Rn,r1, · · · ,rn) چارت تک با هموار منیفلدی Rn اقلیدسی فضای اقلیدسی). (فضای مثال ۵.١٢
می باشد. Rnبر استاندارد مختصات r1, · · · ,rn آن در که است،

منیفلد یک نیز M منیفلد یک از V باز مجموعۀ زیر هر منیفلد). یک از باز مجموعۀ (زیر مثال ۵.١٣
بوده، V برای اطلس یک {(Uα∩V,ϕα |Uα∩V )} آنگاه باشد، M برای اطلسی {(Uα,ϕα)} اگر است.

می باشد. Uα∩V مجموعۀ زیر به ϕα تحدید دهندۀ نمایش ϕα|Uα∩V : Uα∩V → Rn آن در که

R0 با عضوی تک مجموعۀ زیر هر صفر، بعد با منیفلد یک در صفر). بعد با هایی (منیفلد مثال ۵.١۴
اصل به بنا است. گسسته مجموعۀ یک بعدی صفر منیفلد هر بنابراین، است. باز لذا و بوده همئومورف

است. نیز شمارا گسسته مجموعۀ این دوم، شمارایی موضوع
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هموار های منیفلد از مثالهایی .۴ . ۵ منیفلد .۵ فصل

f : Rn ⊃ U → Rm هموار تابع یک نمودار :۶ . ۵ شکل

f : دلخواه نگاشت یک و A ⊂ Rn مجموعۀ زیر یک برای هموار). تابع یک (نمودار١ مثال ۵.١۵
(۶ . ۵ (شکل زیرمجموعۀ صورت به f نمودار ،A→ Rm

Γ( f ) :=
{
(x, f (x))

∣∣∣ x ∈ A
}
⊂ A×Rm,

نگاشت دو آنگاه باشد. هموار نیز f : U → Rn و ،Rn از باز مجموعۀ زیر یک U اگر می گردد. تعریف

ϕ : Γ( f ) −→ U, (1, f ) : U −→ Γ( f ),

(x, f (x)) 7−→ x, x 7−→ (x, f (x)),

f : U→Rm، هموار تابع Γ( f ) نمودار هستند. همئومورفیسم بنابراین می باشند، یکدیگر وارون و پیوسته
می دهد نشان مطلب این است. هموار منیفلد یک بنابراین و بوده، (Γ( f ),ϕ) چارت یک با اطلسی واجد

می باشند. منیفلد هذلولوی، سهمی گون و بیضوی هذلولی گون مانند حسابان، در آشنا های رویه که

متشکل Rm×n کنید فرض n و m مثبت صحیح عدد دو هر ازای به عمومی١). خطی (گروه مثال ۵.١۶
توپولوژی آن به است، ایزومورف Rmn با ،Rm×n چون باشد. m×n های ماتریس همۀ برداری فضای از

از، عبارتست GL(n,R) عمومی  خطی گروه تعریف، به بنا می شود. داده Rmn

GL(n,R) :=
{
A ∈ Rn×n| det A , 0

}
= det−1(R−{0}).

Rn×n ≃ از بازی مجموعۀ زیر GL(n,R) نتیجه در است، پیوسته det : Rn×n→ R دترمینان تابع چون
است. منیفلد یک بنابراین و بوده، Rn2

است، n×n نامنفرد مختلط های ماتریس گروه از متشکل که مختلط، عمومی خطی گروه GL(n,C)
GL(n,C) نتیجه در ،det A , 0 اگر تنها و اگر است، نامنفرد A ،n×n ماتریس می نماییم. تعریف را
با می باشد. Cn×n ≃ R2n2 یعنی ،n× n مختلط های ماتریس همۀ برداری فضای از بازی مجموعۀ زیر

است. 2n2 بعد با منیفلدی GL(n,C) حقیقی، حالت در مشابه استدلالی

General linear groups). ١ Graph ١
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هموار های منیفلد از مثالهایی .۴ . ۵ منیفلد .۵ فصل

واحد دایرۀ روی چارتها :٧ . ۵ شکل

C مختلط صفحۀ در S1 واحد دایرۀ برای ،۵.٨ مثال در .((x,y) صفحۀ در واحد (دایرۀ مثال ۵.١٧
در واحد دایرۀ بعنوان را S1 حال است. منیفلد یک S1 نتیجه در یافتیم، چارت دو با هموار اطلس یک
تعریف آن بر چارت چهار شامل هموار اطلسی و گرفته، نضر در x2+y2 = 1 معادلۀ با R2 حقیقی صفحۀ

می کنیم.
(شکل U2 ،U1 با را پایینی و بالایی های دایره نیم پوشاند: می توان مجموعه چهار با را S1 دایره
تابع مختصات ،U2 و U1 بر می دهیم. نمایش U4 ،U3 با بترتیب را چپ و راست های دایره نیم و (٧ . ۵
ϕi(x,y) = x i،داریم، = 1,2 ازای به بنابراین، است. x محور از (−1,1) باز بازۀ، بر xهمئومورفیسمی
محور از (−1,1) باز بازۀ بر U4 و U3 از همئومورفیسم یک y تابع که، داد نشان می توان مشابه بطور .

. ϕi(x,y) = y ،i = 3,4 ازای به بنابراین، و بوده y
برای است. هموار Uα ∩Uβ ناتهی اشتراک جفت بر ϕβ ◦ϕ−1

α که کرد بررسی می توان سادگی به
،U1∩U3 روی مثال،

(ϕ3 ◦α−1
1 )(x) = ϕ3

(
x,

√
1− x2

)
=

√
1− x2,

است. چنین نیز زیر تابع U2∩U4 بر و بوده هموار تابعی

(ϕ4 ◦α−1
2 )(x) = ϕ4

(
x,−

√
1− x2

)
= −

√
1− x2.

توپولوژی با M×N آنگاه باشند، هموار منیفلد دو N و M هرگاه حاصلضربی١). (منیفلد مثال ۵.١٨
M ×N که دهیم نشان آنکه برای .(٢٢. گزارۀ و ٢١. (نتیجۀ است شمارای و هاوسدورف حاصلضربی

است. اطلس یک واجد که دهیم نشان باید است، منیفلد یک
از عبارتست g : Y → Y ′ و f : X→ X′ نگاشت دو حاصلضرب که داریم بیاد قبل از

f ×g : X×Y → X′×Y ′ ( f ×g)(x,y) =
(
f (x),g(y)

)
.

برای هموار اطلس دو {(Vi,ψi)} و {(Uα,ϕα} اگر حاصلضربی). منیفلد برای (اطلسی گزاره ۵.١٩
گردایۀ آنگاه باشند، n و m ابعاد با ترتیب به Nو M )}منیفلدهای

Uα×Vi,ϕα×ψi : Uα×Vi→ Rm×Rn
)}

product manifold ١
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تمرینات .۵ . ۵ منیفلد .۵ فصل

می باشد. m+n بعد با هموار منیفلد یک M×N بنابراین است. M×N بر هموار اطلس یک چارتها، از

□ است. شده گذاشته خواننده عهده به ۵ مسالۀ در : برهان

هستند. منیفلد S1×S1 تیوب و S1×R نامتناهی استوانۀ که می شود نتیجه ۵.١٩ گزارۀ از مثال. ۵.٢٠
منیفلد P و N ،M اگر می باشد، ها فضا حاصلضرب M×N ×P = (M×N)×P چون (٨ . ۵ (شکل

نامتناهی استوانۀ - تیوب :٨ . ۵ شکل

منیفلد نیز بار) n) S1× · · ·×S1 بعدی - n تیوب بنابراین، است. منیفلد نیز M×N ×P آنگاه باشد،
است. بعدی n منیفلد این است؛

استفاده با باشد. Rn+1 در
(
x1)2
+
(
x2)2
+ · · ·+ (

xn+1)2
= 1 واحد کرۀ Sn گیریم یادداشت. ۵.٢١

Sn بر دیفرانسیلپذیر ساختار یک این نمود. تعریف Sn بر هموار اطلس یک می توان بسادگی ،٣ مسالۀ از
می نامند. استاندارد کرۀ - n را ساختار این با Sn منیفلد می کند. تعریف

١٣۵۶ سال در [٢٧] میلنور جان توسط توپولوژی های دستاورد ترین جالب از یکی یادداشت. ۵.٢٢
همئومورف استاندارد بعد -٧ کره  با که دارند وجود عجیبی بعدی -٧ کره های آن، اساس بر گردید. ارائه
که دادند نشان [٢۴] میلنور جان و کرویر مایکل ،١٩۶٣ سال در نیست. دیفئومورف آن با ولی هستند،

کردند. تعریف S7 بر دیفئومورف غیر پذیر دیفرانسیل ساختار ٢٨ دقیقا

بعلاوه، است، یکتایی پذیر دیفرانسیل ساختار دارای ۴ از کمتر بعد با توپولوژی منیفلد هر که می دانیم
است. پذیر دیفرانسیل ساختار متناهی تعداد دارای فشرده توپولوژی منیفلد هر ۴ از بیشتر ابعاد برای
تعداد دارای یا متناهی تعداد دارای S4 که نیست معلوم هنوز است. برخوردار خاص رازی از ۴ بعد ظاهرا
منحصر پذیر دیفرانسیل ساختار دارای S4 که مطلب این خیر. یا است دیفرانسیلپذیر ساختار نامتناهی
است. باز مسالۀ یک بعنوان کماکان حدس این کنون، تا است. موسوم پوانکاره حدس به می باشد بفردی
مثالی که بود کرویر مایکل این نمی پذیرند. پذیر دیفرانسیل ساختار که موجودند ای توپولوژی های منیفلد

.[٢٣] داد ارائه آن برای
در بسیاری خواندنی مطالب http://www.maths.ed.ac.uk/ aar/exotic.htm سایت در

بیابید. می توانید خصوص این

تمرینات ۵ . ۵ بخش
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مجموعۀ باشند. R حقیقی خط بر واقع غیر نقطه دو B و A گیرم مبدا. دو با حقیقی خط ۵.١
تعریف ،d ،c مثبت حقیقی عدد دو هر برای (٩ . ۵ (شکل می گیریم. نظر در را S = (R−{0})∪{A,B}

می کنیم:

IA(−c,d) = (−c,0) ∪ {A} ∪ (0,d)

با می کنیم: تعریف S بر زیر بصورت توپولوژی یک می شود. تعریف B برای IB مجموعه مشابه بطور
از مبنا یک می گیریم. نظر در مبنا بعنوان باز بازۀ دو (R− {0}) بر ،R فضایی زیر توپولوژی از استفاده
عبارت B های همسایگی از دیگر مبنای مشابه بطور ؛ {IA(−c,d) |c,d > 0} مجموعۀ A های همسایگی

. {IB(−c,d) |c,d > 0} از، است

با شده تعریف h : IA(−c,d)→ (−c,d) نگاشت که کنید ثابت (الف)

h(x) = x, x ∈ (−c,0)∪ (0,d) برای و h(A) = 0

است. همئومورفیسم

نمی باشد. هاوسدورف ولی است، دوم شمارای و اقلیدسی موضعا S که دهید نشان (ب)

مبدا دو با حقیقی خط :٩ . ۵ شکل

اگر که می کند، بیان بعد، (پایایی) ناوردایی قضیۀ توپولوژی، اساسی قضایای از یکی چوبی. آبنبات ۵.٢
صفحۀ [١٨] به اثبات (برای است. n =m آنگاه باشند، همئومورف V ⊂ Rm و U ⊂Rn باز مجموعۀ دو
در مو تار یک با کرۀ که کنید ثابت بعد، ناوردایی قضیۀ و ۵.۵ مثال ایدۀ از استفاده با حال ببینید). را ١٢۶
باشد. توپولوژی منیفلد یک نمی تواند نتیجه در نمی باشد. اقلیدسی موضعا q نقطۀ در (١٠ . ۵ (شکل R3

متناظر چارت شش S2 بر باشد. R3 در x2+ y2+ z2 = 1 واحد کرۀ S2 گیریم کره. بر چارتهایی ۵.٣
:(١١ . ۵ (شکل می کنیم تعریف زیر ترتیب به را پایین و بالا چپ، راست، عقب، جلو، - نیمکره شش با

U1 =
{
(x,y,z) ∈ S2 | x > 0

}
, ϕ1(x,y,z) = (y,z),

U2 =
{
(x,y,z) ∈ S2 | x < 0

}
, ϕ2(x,y,z) = (y,z),

U3 =
{
(x,y,z) ∈ S2 |y > 0

}
, ϕ3(x,y,z) = (x,z),

U4 =
{
(x,y,z) ∈ S2 |y < 0

}
, ϕ4(x,y,z) = (x,z),

U5 =
{
(x,y,z) ∈ S2 |z > 0

}
, ϕ5(x,y,z) = (x,y),

U6 =
{
(x,y,z) ∈ S2 |z < 0

}
, ϕ6(x,y,z) = (x,y).
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مو تار یک با ای کره :١٠ . ۵ شکل

هموار تابعی ϕ4(U14) بر ϕ1 ◦ϕ−1
4 که دهید نشان و نموده، مشخص را ϕ1 ◦ϕ−1

4 از ϕ4(U14) دامنه
دهید. انجام ϕ6 ◦ϕ−1

1 برای را عمل همین است.

واحد کرۀ بر چارتها :١١ . ۵ شکل

ثابت باشد. M منیفلد برای ماکزیمال اطلس یک {(Uα,ϕα)} گیریم مختصاتی. همسایگی وجود ۵.۴
دارد وجود بقسمی  Uα مختصاتی باز مجموعۀ یک ،p ∈U نقطۀ و M در U باز مجموعۀ هر برای که کنید

. p ∈ Uα ⊂ U که،

کنید. ثابت را ۵.١٩ گزارۀ حاصلضربی. منیفلد برای اطلسی ۵.۵
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۶ فصل

منیفلد بر هموار نگاشت

استفاده با کنیم. بررسی را آن بین نگاشتهای که است آن وقت نمودیم، تعریف را هموار منیفلد که اکنون
توجه داد. انتقال می توان منیفلدها به اقلیدسی فضای از را هموار نگاشتهای مفهوم مختصاتی، چارتهای از
از مستقل نگاشتها، همواری مفهوم که دهد می نشان اطلس، یک در چارتها ∞C−سازگاری خاصیت به
نیز و نگاشت یک همواری از مختلفی محک های اند. تعریف خوش مفاهیمی لذا و بوده آنها انتخاب
به اقلیدسی، فضای از را جزئی مشتقات مفهوم ادامه، در داد. خواهیم ارائه هموار نگاشتهای از مثالهایی
امکان این مختصاتی چارتهای به وابسته جزئی مشتقات دهیم. انتقال منیفلد بر مختصاتی چارتهای کمک
توابع از مجموعه ای قضیه، آن از استفاده با دهیم. تعمیم منیفلدها به را وارون تابع قضیۀ تا ساخته فراهم را

کرد. مطالعه می توان نفطه یک حول موضعی مختصات بعنوان را، هموار

.Rn به قلاب با p نقطۀ در f - هموار تابع بررسی :١ . ۶ شکل

منیفلد بر هموار توابع ١ . ۶ بخش

هموار p نقطۀ در را f : M→ Rمفروض تابع است. n بعد با هموار منیفلدی M گیریم تعریف. ۶.١
باز مجموعۀ زیر بر f ◦ϕ−1تابع که باشد M در p نقطۀ حول (U,ϕ) مانند چارتی هرگاه نامیم، C∞ یا
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منیفلد بر هموار توابع .١ . ۶ منیفلد بر هموار نگاشت .۶ فصل

هر در هرگاه نامیم، هموار Mبر را f تابع ببینید). را ١ . ۶ (شکل باشد هموار ϕ(p) نقطۀ در Rn از ϕ(U)
باشد. هموار M نقطۀ

اگر اینکه برای است، (U,ϕ) چارت از مستقل نقطه یک در f تابع همواری تعریف یادداشت. ۶.٢
نگاشت، آنگاه باشد، M در p حول دیگری چارت هر (V,ψ) و هموار، ϕ(p) در f ◦ϕ−1

f ◦ψ−1 =
(
f ◦ϕ−1)◦ (ϕ◦ψ−1)

ببینید). را ٢ . ۶ (شکل است هموار ψ(U ∩V) مجموعۀ بر ψ(p) نقطۀ در

چارت دو کمک به p نقطۀ در f تابع بودن هموار بررسی :٢ . ۶ شکل

f اگر که، می دانیم هرچند است. نشده فرض پیوسته f : M→ R ، ۶.١ تعریف در یادداشت. ۶.٣
مجموعۀ زیر یک به متعلق ϕ(p) نقطۀ در f ◦ϕ−1 : ϕ(U)→ R آنگاه باشد، p ∈ M در هموار تابعی
می توان پیوسته، توابع ترکیب به توجه با است. پیوسته ϕ(p) نقطۀ در نتیجه در و بوده، هموار Rn از باز
یک بر بحث مورد توابع می خواهیم چون است. پیوسته p نقطۀ در f =

(
f ◦ϕ−1) ◦ϕ که گرفت نتیجه

کرد. فرض پیوسته را f تابع ابتدا از می توان بحث کلیت به خلل بدون باشند، هموار باز مجموعۀ

حقیقی تابعی f : M→ R و n بعد با منیفلدی M گیریم مقدار). حقیقی تابع (همواری گزاره ۶.۴
ارزند، هم زیر احکام آنگاه باشد. M بر مقدار

است. هموار f : M→ R تابع الف)

f ◦ϕ−1 :Rn ⊃ ϕ(U)→R آن، در
(
U,ϕ

)
چارت هر ازای به که است اطلسی دارای M منیفلد ب)

است. هموار

است. C∞ f ◦ψ−1 : Rn ⊃ ψ(V)→ R تابع M بر (V,ψ) چارت هر ازای به پ)
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منیفلدها بین هموار نگاشتهای .٢ . ۶ منیفلد بر هموار نگاشت .۶ فصل

می کنیم. اثبات دوری استلزام روش به را گزاره این : برهان
مانند نقطه هر (ب) به بنا چون است، هموار تابع یک تعریف مستقیم نتیجۀ این : ⇐(الف) (ب)

است. هموار ϕ(p) نقطۀ در f ◦ϕ−1 که است، (U,ϕ) مختصاتی همسایگی یک دارای p ∈ M
،(۶.٣) یادداشت به بنا باشد. p ∈ V و M بر دلخواه چارتی (V,ψ) کنید فرض : ⇐(پ) (الف)
هموار، ψ(V) روی f ◦ψ−1 بنابراین است، V از دلخواهی نقطۀ p چون است. هموار ψ(p) در f ◦ψ−1

است.
□ است. آشکار : ⇐(ب) (پ) اثبات

اثبات برای است: آمده کتاب این در مکرر بصورت که است موضوعی ،٣٬۶ گزارۀ همواری شرایط
همواری یکبار اگر شود. بررسی آن اطلس چارتهای روی همواری محک که است کافی منیفلد، همواری

است. منیفلد آن چارت هر برای همواری محک برقراری آن نتیجۀ شود، تحقیق منیفلدی

F توسط h قلاب، یا پولبک١، باشد. M بر تابعی h و نگاشت یک F : N→ M گیریم تعریف. ۶.۵
. h◦F مرکب تابع از عبارتست می شود، داده نمایش F∗h با که

(ϕ−1) ∗ f قلاب اگر تنها و اگر نامیم، هموار (U,ϕ) چارت یک بر را M بر f تابع تعریف، این با
باشد. هموار اقلیدسی، فضای یک از ϕ(U) مجموعۀ زیر بر ϕ−1 توسط

منیفلدها بین هموار نگاشتهای ٢ . ۶ بخش

آن بر کنیم. بیان را آن خلاف آنکه مگر است هموار منیفلد منیفلد، از منظور که می کنیم تاکید مجددا
یا اطلس هموار، منیفلد بر چارت یا اطلس از منظور گیریم. بکار جابجا را هموار و همواری واژۀ که هستیم
با را آن بعد و M با را منیفلد عموما است. هموار منیفلد از پذیر دیفرانسیل ساختاری در مشمول چارتی
f : N → M نگاشت در مثلا کنیم، استفاده همزمان بطور منیفلد دو از اگر معذالک می دهیم. نمایش n

باشد. m برابر M بعد و n برابر N بعد که، کرد خواهیم فرض

F : N→M پیوستۀ نگاشت باشند. m و n بعدهای با ترتیب به منیفلدهایی M و N گیریم تعریف. ۶.۶
(U,ϕ) و M در F(p) نقطۀ حول (V,ψ) مانند چارتهایی هرگاه گوییم، هموار٢ N به متعلق p نقطۀ در را
Rn از ϕ(F−1(V)∩U) باز زیرمجموعۀ از نگاشتی ψ◦F ◦ϕ−1 ترکیب که باشند M در p نقطۀ حول

ببینید). را (شکل۶ . ٣ باشد هموار ϕ(p) نقطۀ در Rm به

یک F−1(V) که شویم مطمئن تا بوده پیوسته F : N → M که می کنیم فرض ،(۶.۶) تعریف در
نیز پیوسته منیفلدها بین هموار نگاشتهای که می گیریم نتیجه تعریف، به بنا است. N در باز مجموعۀ

می باشند.

چارتی بعنوان را ،(Rm,1Rm) M = Rm که درحالتی .(Rm بتوی هموار (نگاشتهای یادداشت ۶.٧
هموار p ∈ N نقطۀ در F : N → Rm ،(۶.۶) تعریف به بنا نمود. اختیار می توان Rm در F(p) حول
F ◦ϕ−1 : ϕ(U)→ Rm که، باشد چنان N در p نقطۀ حول (U,ϕ) مانند چارتی اگر تنها و اگر است،

گردد. هموار ϕ(p) در

smooth ٢ pullback ١

٧١



منیفلدها بین هموار نگاشتهای .٢ . ۶ منیفلد بر هموار نگاشت .۶ فصل

p نقطۀ در F : N→ M نگاشت بودن هموار بررسی :٣ . ۶ شکل

انتخاب از مستقل نقطه، یک در F : N→M مانند نگاشت یک بودن هموار که می دهیم نشان اکنون
مستقل p ∈ N نقطۀ در f : N→ R تابع همواری چگونه که بود، آن مشابه مطلب این می باشد. چارتها

می باشد. p حول N بر چارت یک انتخاب از

(V,ψ) و p حول N در چارتی (U,ϕ) هرگاه باشد. هموار P ∈ N در F : N→ M گیریم گزاره. ۶.٨
است. هموار ϕ(p) در ψ◦F ◦ϕ−1 آنگاه باشد، F(p) حول M در چارتی نیز

M در (Vβ,ψβ) و p نقطۀ حول N در (Uα,ϕα) چارتهای است، هموار p ∈ N در F چون : برهان
در چارتها سازگاری به بنا می باشد. هموار ϕα(p) درنقطۀ ψβ ◦F ◦ϕ−1

α که دارند وجود F(p) نقطۀ حول
می باشند. هموار اقلیدسی، فضای باز مجموعه های زیر بر ψ◦ψ−1

β و ϕα ◦ϕ−1 پذیر، دیفرانسیل ساختار
ترکیب نتیجه در

ψ◦F ◦ϕ−1 = (ψ◦ψ−1
β )◦ (ψβ ◦F ◦ϕ−1

α )◦ (ϕα ◦ϕ−1)

□ می باشد. هموار ϕ(p) در

کنیم. بررسی می خواهیم را نگاشت همواری دامنه، در نقطه ای ساختن مشخص بدون بعد، گزارۀ در

F : N→M نیز و هموار، منیفلدهای M و N گیریم چارتها). حسب بر نگاشت (همواری گزاره ۶.٩
ارزند: هم زیر احکام آنگاه باشد. پیوسته نگاشت یک

است. هموار F : N→ M نگاشت (الف)

(U,ϕ) چارت هر برای که، بقسمی  باشند داشته وجود M برای V و N برای U مانند اطلس هایی (ب)
باشد. هموار ψ◦F ◦ϕ−1 : ϕ(U ∩F−1(V))→ Rm نگاشت V در (V,ψ) و U در

ψ◦F ◦ϕ−1 : ϕ(U∩F−1(V))→ Rm نگاشت M بر (V,ψ) و N بر (U,ϕ) چارت هر برای (پ)
باشد. هموار
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دیفئومورفیسم .٣ . ۶ منیفلد بر هموار نگاشت .۶ فصل

(V,ψ) و U در p حول چارتی (U,ϕ) کنید فرض باشد. p ∈ N گیریم : (ب) ⇐ (الف) : برهان
تعریف به بنا است. هموار ϕ(p) نقطۀ در ψ ◦ f ◦ϕ−1 (ب)، به بنا باشد. V در F(p) حول چارتی
نگاشت نتیجه در است، N از دلخواهی نقطۀ p چون است. هموار p در F : N → M، هموار نگاشت

می باشد. هموار نیز F : N→ M
باشند گونه ای به M و N برای چارتهایی ترتیب به (V,ψ) و (U,ϕ) کنید فرض : (پ) ⇐ (الف)
چارتی (V,ψ) و p حول چارتی (U,ϕ) آنگاه . p ∈ U ∩F−1(V) که کنید فرض . U ∩F−1 , ∅ که

است. هموار ϕ(p) در ψ◦F ◦ϕ−1 ،(۶.٨) گزارۀ به بنا هستند. F(p) حول
□ است. واضح ⇐(ب) (پ)

بین هموار نگاشتهای G : M→ P و F : N → M اگر هموار). نگاشتهای (ترکیب (گزاره ۶.١٠
است. هموار نیز G ◦F : N→ P آن ترکیب آنگاه باشند، منیفلدها

باشند. P و M ،N منیفلدهای روی چارتهایی ترتیب به (W,σ) و (V,ψ) (U,ϕ) کنید، فرض : برهان
آنگاه

σ◦ (G ◦F)◦ϕ−1 = (σ◦G ◦ψ−1)◦ (ψ◦F ◦ϕ−1).

هموار ψ ◦ F ◦ ϕ−1 و σ ◦G ◦ψ−1 (پ)، ⇐ (الف) ۶.٩ گزارۀ به بنا هستند، هموار G و F چون
توجه با است. هموار σ◦ (G◦F)◦ϕ−1 اقلیدسی، فضای در هموار نگاشتهای ترکیب به توجه با هستند.
□ است. هموار G ◦F ،۶.٩ گزارۀ به

دیفئومورفیسم ٣ . ۶ بخش

نیز F−1 آن وارون که است F : N→M هموار، بیژکسیون نگاشت یک منیفلدها بین دیفئومورفیسم یک
دیفئومورفیسم هر اند، دیفئومورفیسم آنها، وارون و مختصاتی نگاشتهای آخر گزارۀ دو طبق بر باشد. هموار
نگاشت بعنوان را اقلیدسی فضای یک از باز مجموعۀ زیر یک به منیفلد یک از باز مجموعۀ زیر یک

گرفت. نظر در می توان مختصاتی

مختصاتی نگاشت آنگاه باشد، M بعدی n منیفلد بر چارتی (U,ϕ) اگر گزاره. ۶.١١

ϕ : U → ϕ(U) ⊂ Rn

است. دیفئومورفیسم

ϕ−1 و ϕ نگاشتهای همواری که است کافی براین بنا است، همئومورفیسم یک ϕ تعریف، به بنا : برهان
اطلس و U بر چارت تک با {(U,ϕ)} اطلس از ،ϕ : U → ϕ(U) همواری بررسی برای کنیم. بررسی
1ϕ(U) ◦ϕ◦ϕ−1 : ϕ(U)→ ϕ(U) چون می کنیم. استفاده ϕ(U) بر چارت تک با {(ϕ(U),1ϕ(U))}

است. هموار ϕ ⇐(الف)، (ب) ،۶.٩ گزارۀ به بنا است. هموار پس، است همانی نگاشت
چون می کنیم. استفاده بالا اطلس همان از ϕ−1 : ϕ(U)→ U همواری بررسی برای

ϕ◦ϕ−1 ◦1ϕ(U) = 1ϕ(U) : ϕ(U)→ ϕ(U)
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مولفه ها حسب بر همواری .۴ . ۶ منیفلد بر هموار نگاشت .۶ فصل

□ می باشد. هموار نیز ϕ−1 نگاشت بنابراین،

F : U → F(U) ⊂ Rn اگر باشد. M بعدی n منیفلد از باز مجموعۀ زیر U گیریم گزاره. ۶.١٢
پذیر دیفرانسیل ساختار به متعلق چارتی (U,F) آنگاه باشد، Rn از باز مجموعه یک بر دیفئومورفیسمی

می باشد. M

می باشند. هموار ϕ1
α ،ϕα ۶.١١ گزارۀ به بنا ،M ماکزیمال اطلس در (Uα,ϕα) چارت هر برای : برهان

می باشند. هموار ϕα ◦F−1 و F ◦ϕ−1
α نگاشت دو هر هموار، نگاشتهای ترکیب به توجه با دیگر طرف از

واقع اطلس آن در (U,F) چارت ماکزیمال، اطلس به بنا سازگارند. ماکزیمال اطلس با (U,F) نتیجه در
□ است.

مولفه ها حسب بر همواری ۴ . ۶ بخش

مجموعۀ یک بر مقدار حقیقی توابع همواری به نگاشت، یک همواری تقلیل برای معیاری زیربخش این در
می دهیم. ارائه باز

باشد. پیوسته ای نگاشت F : N→ Rm و منیفلد N گیریم مقدار). حقیقی تابع (همواری گزاره ۶.١٣
ارزند: هم زیر احکام

است. هموار F : N→ Rm نگاشت الف)

F ◦ϕ−1 : ϕ(U)→نگاشت آن، در واقع (U,ϕ) چارت هر برای که است اطلسی دارای N منیفلد ب)
است. هموار Rm

است. هموار F ◦ϕ−1 : ϕ(U)→ Rm نگاشت ،N در (U,ϕ) چارت هر ازای به پ)

M = Rm بر (Rm,1Rm) چارت تک با اطلسی را V (ب)، ۶.٩ گزارۀ در : ⇐(الف) (ب) : برهان
می کند. ثابت را حکم این کردیم. فرض

M = Rm بر (Rm,1Rm) برای چارتی (V,ψ) اینکه فرض با (پ)، ۶.٩ گزارۀ در : ⇐(پ) (الف)
است. تمام مطلب باشد،

□ است. بدیهی حکم : ⇐(ب) (پ)

مقدار حقیقی تابع باشد. منیفلد N کنید فرض مولفه ای). توابع حسب بر (همواری گزاره ۶.١۴
باشند. هموار F1, · · · ,Fm : N→ Rm مولفه ای توابع همۀ اگر، تنها و اگر است، هموار F : N→ Rm

است. هموار F : N→ Rm نگاشت : برهان
گزارۀ به (بنا است. هموار F ◦ϕ−1 : ϕ(U)→ Rm نگاشت N بر (U,ϕ) چارت هر ازای ⇒⇐به

.(۶.١٣
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مولفه ها حسب بر همواری .۴ . ۶ منیفلد بر هموار نگاشت .۶ فصل

(تعریف هستند هموار همگی Fi ◦ϕ−1 : ϕ(U)→ R توابع N بر (U,ϕ) چارت هر ازای ⇒⇐به
اقلیدسی). فضای در نگاشتها همواری

□ .(۶.۴ گزارۀ به (بنا هستند هموار همگی Fi : N→ R ⇒⇐توابع

F :R→ S1, F(t)= (cos t,sin t) نگاشت، که کنید ثابت دایره. یک بر نگاشت یک همواری ۶.١۵
است. هموار

نگاشت یک F : N→M گیریم مقدار.). حقیقی توابع حسب بر نگاشت یک (همواری گزاره ۶.١۶
ارزند: هم زیر احکام باشد. بعدی m و n ترتیب به منیفلد دو بین پیوسته

است. هموار F : N→ M نگاشت الف)

تابع آن، در واقع (V,ψ) = (V,y1 · · · ,ym) چارت هر ازای به که است اطلسی دارای M منیفلد ب)
است. هموار ψ◦F : F−1(V)→ Rm مقدار، حقیقی

ψ◦F : F−1(V)→ Rm مقدار حقیقی تابع M بر (V,ψ) = (V,y1, · · · ,ym) چارت هر ازای به پ)
است. هموار

اطلس U = {(U,ϕ)} کنید فرض و (ب)، در M برای اطلسی V کنید فرض : ⇐(الف) (ب) : برهان
{(U ∩F−1(v),ϕ|U∩F−1(V))} گردایۀ V اطلس در (V,ψ) چارت هر ازای به باشد. N برای دلخواهی
⇐ (الف) ۶.١٣ گزارۀ به بنا است، هموار ψ◦F : F−1(V)→ Rm چون است. F−1(V) برای اطلسی

(پ)،

ψ◦F ◦ϕ−1 : ϕ(U ∩F−1(V))→ Rm

(الف) است. هموار F : N → M که گرفت نتیجه ⇐(الف)، (ب) ۶.٩ گزارۀ از می توان است. هموار

حاصل ψ◦F می باشد. هموار لذا و بوده، مختصاتی نگاشت یک ψ ،۶.١١ گزارۀ به توجه با : ⇐(پ)
است. هموار نیز خود بوده، هموار نگاشتهای ترکیب از

□ است. بدیهی : ⇐(ب) (پ)
می شود. بررسی آن مولفه ای نگاشتهای همواری توسط نگاشت یک همواری محک ۶.١۴ گزارۀ به بنا

پیوسته نگاشت F : N → M گیریم آن). مولفه های حسب بر نگاشت یک (همواری گزاره ۶.١٧
ارزند: هم زیر احکام آنگاه باشد. m و n بعد با ترتیب به منیفلد هایی بین

است. هموار F : N→ M نگاشت الف)

اطلس، آن در (V,ψ) = (V,y1, · · · ,ym) چارت هر ازای به که است اطلسی دارای M منیفلد ب)
می باشند. هموار چارت، آن به نسبت همگی F از yi ◦F : F−1(V)→ R مولفه های

F از yi ◦ F : F−1(V)→ R مولفه های M بر (V,ψ) = (V,y1, · · · ,ym) چارت هر ازای به پ)
می باشند. هموار چارت، آن به نسبت همگی
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هموار نگاشتهای از مثال هایی .۵ . ۶ منیفلد بر هموار نگاشت .۶ فصل

هموار نگاشتهای از مثال هایی ۵ . ۶ بخش

می پردازیم. هموار نگاشتهای از مثال چند ذکر به بخش زیر این در هموارند. مختصاتی نگاشتهای که دیدم

ضابطۀ با π : M×N→ M و منیفلد هایی، N و M گیریم تصویری). نگاشت (همواری مثال ۶.١٨
است. هموار نگاشتی π که کنید ثابت باشد. اول عامل بر تصویری نگاشت π(p,q) = p

و (U,ϕ) = (U, x1, · · · , xm) کنید فرض باشد. M×N از دلخواه نقطه ای (p,q) کنید فرض : حل
تعریف به بنا باشند. N و M در q و p از مختصاتی همسایگی های ترتیب به (V,ψ) = (V,y1, · · · ,yn)

حاصلضربی، منیفلد

(U ×V,ϕ×ψ) = (U ×V, x1, · · · , xm,y1, · · · ,yn)

آنگاه است. (p,q) از مختصاتی همسایگی یک

(ϕ◦π◦ (ϕ×ψ)−1)(a1, · · · ,am,b1, · · · ,bn) = (a1, · · · ,am),

(p,q) نقطۀ در π بنابراین است، Rm در ϕ(U) به Rm+n در (ϕ×ψ)(U ×V) از هموار نگاشت یک
بر π نتیجه در است، شده گرفته نظر در M ×N از دلخواه نقطه ای (p,q) نقطۀ چون می باشد. هموار
∗ است. هموار M×N

ابعاد با منیفلد هایی ترتیب به N و M2 ،M1 گیریم دکارتی. حاصلضرب به نگاشتی همواری ۶.١٩
اگر تنها و اگر است، هموار ( f1, f2) : N → M1 ×M2 نگاشت که کنید ثابت هستند. n و m2 ،m1

باشند. هموار i = 1,2 fi : N→ Mi

می شود، تعریف R2 در x2+y2 = 1 با که S1 واحد دایرۀ که داده ایم نشان مثال  بعنوان قبلا مثال. ۶.٢٠
است. S1بر هموار تابع یک به تحدید قابل R2 روی f (x,y) مانند هموار تابعی که است. هموار منیفلد

منظور به را y ،x و نموده، اختیار S1 بر واقع نقطه ای را p = (a,b) ابهام، از پرهیز برای : حل
بتوان که کنید فرض .y(a,b) = b و x(a,b) = a بنابراین، می گیریم. نظر در R2 بر توابع مختصات
ضابطۀ با i : S1→R2 احتوای نگاشت ،۶.١٩ تمرین به بنا داد. نشان S1 بر هموار توابع به را y ،x تحدید
f |S1 = f ◦ i تابع هموار، توابع ترکیب از استفاده با حال است. هموار S1 بر نیز i(p) = (x(p),y(p))
∗ .(۶.١٠ (گزارۀ می باشد هموار S1 بر
x چون کرد. استفاده ،۵.١٧ مثال در (Ui,ϕi) اطلس از می توان می گیریم. نظر در را x تابع ابتدا
می باشد. هموار U1∪U2 = S

1 − {(±1,0)} بر ۶.١١ گزارۀ به بنا بوده، U2 و U1 بر مختصاتی تابعی
ضابطۀ با x◦ϕ−1

3 : ϕ3(U3)→ R همواری است کافی است، هموار U3 بر x که دهیم نشان آنکه )برای
x◦ϕ−1

3
)(

b
)
= x

( √
1−b2,b

)
=

√
1−b2

که می دهد نتیجه این و بوده، b از هموار تابعی
√

1−b2 بنابراین ،b , ±1 داریم ،U3 بر کنیم. بررسی را
،U4 بر لذا نیست، ±1 با مساوی b است. هموار U3 بر ،x(

x◦ϕ−1
4

)(
b
)
= x

(
−

√
1−b2,b

)
= −

√
1−b2
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هموار می باشد، S1 برای پوششی که ،U4 و U3 ،U2 ،U1 باز مجموعۀ چهار بر x چون و بوده، هموار
می باشد. هموار نیز S1 بر x نتیجه، در است،

می گردد. ثابت مشابه طریق به است، هموار y اینکه
گردد. ارائه لی گروه از تعریفی که می کند ایجاب منیفلد ها، بین هموار نگاشت تعریف

گروهی ساختار یک دارای که G مانند هموار منیفلدی از است عبارت ١ لی گروه از منظور تعریف. ۶.٢١
وارون نگاشت و µ : G×G→G ضرب نگاشت که بطوری بوده،

ι : G→G, ι
(
x
)
= x−1

باشند. هموار دو هر
که قسمی به باشد، گروهی ساختار دارای که است توپولوژی فضایی توپولوژی٢ گروه مشابه بطور
توپولوژی فضای یک توپولوژی گروه یک که است ذکر به لازم باشند. پیوسته وارون و ضرب نگاشتهای

نیست. توپولوژی منیفلد لزوما ولی است،

مثال. چند ۶.٢٢

است. جمع عمل تحت لی گروه یک Rn اقلیدسی فضای الف)

است. ضرب عمل تحت لی گروه یک ناصفر مختلط اعداد از متشکل C× مجموعۀ ب)

است. ضرب عمل تحت لی گروه یک C× در S1 واحد دایرۀ پ)

مختصه ضرب عمل تحت (G2,µ2) و (G1,µ1) لی گروه دو از G1×G2 دکارتی ضرب حاصل ت)
است. لی گروه یک ،µ1×µ2 مختصه به

نمودیم تعریف را عمومی خطی گروه ۵.١٧ مثال در عمومی). خطی (گروه مثال ۶.٢٣

GL(n,R) =
{
A = [ai j] ∈ Rn×n | det A , 0

}
.

ماتریس دو ضرب حاصل از ,i)−ام j) درایۀ چون است. منیفلد Rn×n از باز مجموعۀ زیر یک عنوان به که
،GL(n,R) در B و A

(
AB

)
i j =

n∑
k=1

aik bk j,

ماتریسی ضرب لذا است، B و A مختصات برحسب جمله ای چند یک

µ : GL(n×R)×GL(n×R)→ GL(n×R)

شده گذاری نام (١٨۴٢ - ١٨٩٩) نروژی دان ریاضی لی سوفس آن گذار بنیان افتخار به لی جبر و گروه :: Lie group ١

topological group ٢ است.
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است. هموار نگاشت یک
سطر حذف با متناظر ،A از ماتریسی زیر دترمینان ،A ماتریس از (i, j) - کهاد که می کنیم آوری یاد

است، عبارت A−1 ،(i, j) - درایۀ خطی، جبر از کرامر قاعدۀ به بنا می باشد. ام j ستون و ام i

(
A−1)

i j =
1

det A
.
(−1

)i+ j (
A ام

(
j, i

)
کهاد

)
مربعی ماتریس یک است. برخوردار خاصی چالش از ماتریس ها برای گذاری نماد گذاری.. نماد ۶.٢۴
حالت این در است. x,y ∈ Rn که داد، نمایش y = Ax خطی تبدیل بصورت می توان را ،A ،n× n⟨
x,y

⟩
= xT Ay دوخطی فرم یک بصورت می توان را n×n ماتریس یک . A= [ai

j] لذا و yi =
∑

j ai
jx

j

بدون است. A = [ai j] نتیجه در و ،
⟨
x,y

⟩
=

∑
i, j xiai jy j حالت این در . x,y ∈Rn که داد، نمایش نیز

یک بوسیلۀ a کوچک حرف از استفاده با ،A = [ai j] بصورت را ماتریس یک خاص، متنی گرفتن نظر در
می کنیم. استفاده ماتریس آن ام (i, j) درایۀ نمایش برای

( )
i j زیر اندیس دو از و نوشته، آن از درایه

جزئی مشتقات ۶ . ۶ بخش

x1, · · · , xn مولفه های دارای ϕ و ،Rn بتوی هموار تابع f ،M بعدی n منیفلد بر چارتی (U,ϕ) کنید فرض
به . xi = ri ◦ϕ آنگاه باشند، Rn بر استاندارد مختصات r1, · · · ,rn اگر که است معنی بدان این باشند.

از عبارتست p در xi مختصه به نسبت f تابع ،∂ f /∂xi جزئی١ مشتق p ∈ U هر ازای

∂

∂xi

∣∣∣∣
p

f =
∂ f
∂xi (p)

:=
∂( f ◦ϕ−1)

∂ri (ϕ(p))

:=
∂

∂ri

∣∣∣∣
ϕ(p)

( f ◦ϕ−1).

نوشت زیر بصورت مجددا می توان را فوق معادلۀ است، p = ϕ−1(ϕ(p)) چون

∂ f
∂xi (ϕ−1(ϕ(p))) =

∂( f ◦ϕ−1)
∂ri (ϕ(p)).

،ϕ(U) بر توابعی بعنوان بنابراین،

∂ f
∂xi ◦ϕ

−1 =
∂( f ◦ϕ−1

∂ri .

نیز خود است، هموار ϕ(U) بر (∂ f /∂xi) ◦ϕ−1 آن، پول-بک که آن بدلیل ،U بر ∂ f
∂xi جزئی مشتق

می باشد. هموار
بعنوان ∂ri/∂r j = δi

j دوگان خاصیت در منیفلد بر جزئی مشتقات که دید خواهیم بعدی گزارۀ در
می کند. صدق Rn بر ri مختصاتی توابع

partial derivative ١
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. ∂xi/∂x j = δi
j آنگاه باشد. منیفلد بر چارتی (U, x1, · · · , xn) کنید فرض گزاره. ۶.٢۵

،∂/∂xi
∣∣∣
p تعریف به توجه با و ،p ∈ U نقطۀ در : برهان

∂xi

∂x j (p) =
∂(xi ◦ϕ−1)

∂r j (ϕ(p))

=
∂(ri ◦ϕ◦ϕ−1)

∂r j (ϕ(p))

=
∂ri

∂r j (ϕ(p)) = δi
j,

□ است. تمام برهان و

(V,ψ) = و (U,ϕ) = (U, x1, · · · , xn) و هموار نگاشتی F : N → M کنید فرض تعریف. ۶.٢۶
چارت در F مولفۀ امین i . F(U) ⊂ V که باشند بقسمی M و N بر ترتیب به چارتهایی (V,y1, · · · ,ym)
ماتریس را

[
∂Fi/∂x j

]
ماتریس می دهیم. نشان Fi := yi ◦ψ ◦ F : U → R صورت به را (V,ψ)

باشند، یکسان بعد دارای M و N که حالتی در می نامیم. (V,ψ) و (U,ϕ) چارتهای به نسبت F ژاکوبی١
را ژاکوبی دترمینان نامیم. چارت دو این به نسبت F ژاکوبی٢ دترمینان را det

[
∂Fi/∂x j

]
دترمینان

داد. نمایش نیز ∂(F1, · · · ,Fn)/∂(xi, · · · , xn) صورت به می توان

و (U,r1 · · ·rn) بصورت چارتها و اقلیدسی فضای از بازی مجموعه های زیر N و M وقتیکه
همان بصورت است، Fi = ri ◦F آن در که ،

[
∂Fi/∂r j

]
ژاکوبی ماتریس آنگاه باشند، (V,r1, · · · ,rm)

بود. خواهد انتگرال و دیفرانسیل حساب در معمولی ژاکوبی ماتریس

(V,ψ) = (V,y1, · · · ,yn) و (U,ϕ) = (U, x1, · · · , xn) گیریم گذر. نگاشت ژاکوبی ماتریس ۶.٢٧
یک ψ ◦ ϕ−1 : ϕ(U ∩ V) → ψ(U ∩ V) گذر نگاشت باشند. M منیفلد بر پوش هم چارتهای
ϕ(p) در J(ψ ◦ ϕ−1) ژاکوبی ماتریس که دهید نشان است. Rn مجموعه های زیر بر دیفئومورفیسم

می باشند. p نقطه در جزئی مشتقات از متشکل
[
∂yi/∂x j

]
ماتریس

آن در J(ψ◦ϕ−1)،که =
[
∂(ψ◦ϕ−1)i/∂r j

]
تعریف، به بنا

∂(ψ◦ϕ−1)i

∂r j (ϕ(p)) =
∂(ri ◦ψ◦ϕ−1)

∂r j (ϕ(p))

=
∂(yi ◦ϕ−1)

∂r j (ϕ(p))

=
∂yi

∂x j (p).

Jacobian determinant ٢ Jacobian matrix ١
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وارون تابع قضیۀ ٧ . ۶ بخش

منیفلد یک از U باز زیرمجموعۀ هر بر F : U → F(U) ⊂ Rn دیفئومورفیسم هر ،۶.١٢ گزارۀ به بنا
موضعا F : N→M هموار، نگاشت گرفت. نظر در می توان U بر مختصات دستگاه بصورت را مفروض،
که است U مانند همسایگی دارای p هرگاه می شود، گفته p نقطۀ در دیفئومورفیسم موضعا یا و پذیر وارون

در واقع p نقطۀ همسایگی یک در F1, · · · ,Fn هموار تابع n باشد. دیفئومورفیسم F
∣∣∣∣
U

: U→ F(U)

یک در مختصاتی، دستگاه یک تشکیل اینها آیا که بدانیم مایلیم می گیریم، نظر در را n بعد با N منیفلد یک
دیفئومورفیسم یک F = (F1, · · · ,Fn) : N → Rn آیا، که است آن معادل این می دهند. p همسایگی

داد. خواهد را سئوال این پاسخ وارون تابع قضیۀ می باشد. p در موضعی

باز مجموعۀ زیر یک بر هموار نگاشتی F : W → Rn کنید فرض .Rn برای وارون تابع قضیۀ ۶.٢٨
دترمینان اگر تنها و اگر است پذیر وارون p نقطۀ در F نگاشت ،W در p نقطۀ هر ازای به باشد. Rn از W

باشد. صفر غیر det
[
∂Fi/∂r j(p)

]
ژاکوبی

مربوطه قضایای و (ب) ضمیمۀ می شود. ثابت آنالیز درس در و کارشناسی دورۀ در معمولا قضیه این
را آن می توان راحتی به است، موضعی نتیجۀ یک Rn بر وارون تابع قضیۀ چون کرد. ملاحظه می توان را

نمود. بیان نیز منیفلد ها برای

با منیفلدهایی بین هموار نگاشتی F : N → M کنید فرض منیفلد ها. برای وارون تابع قضیۀ ۶.٢٩
و N در p حول (U,ϕ) = (U, x1, · · · , xn) چارتهای ازای به کنید فرض . p ∈ N و باشد، یکسان بعد
دهیم، قرار Fi = yi ◦F اگر . F(U) ⊂ V باشیم داشته ،M در F(p) حول (V,ψ) = (V,y1, · · · ,yn)

ناصفر det
[
∂Fi/∂x j(p)

]
ژاکوبی دترمینان اگر، تنها و اگر است پذیر وارون موضعی بطور p در F آنگاه

باشد.

(V,ψ) و (U,ϕ) چارتهای به نسبت F ژاکوبی ماتریس ،Fi = yi ◦F = ri ◦ψ ◦F چون : برهان
از، است ]عبارت

∂Fi

∂x j (p)
]
=

[
∂(ri ◦ψ◦F)

∂x j (p)
]

=

[
∂(ri ◦ψ◦F ◦ϕ−1)

∂r j (ϕ(p))
]
,

نگاشت ژاکوبی ماتریس دقیقا که

ψ◦F ◦ϕ−1 : Rn ⊃ ϕ(U)→ ψ(V) ⊂ Rn

،Rn برای وارون تابع قضیۀ به بنا می باشد. ϕ(p) نقطۀ در و Rn از باز مجموعۀ زیر دو بین

det
[
∂Fi

∂x j (ϕ(p))
]
= det

[
∂ri ◦ (ψ◦F ◦ϕ−1)

∂r j (ϕ(p))
]
, 0
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پذیر وارون موضعا نیز p در F نگاشت ،ϕ(p) در ،ψ◦F ◦ϕ−1 موضعی پذیری وارون بدلیل :۴ . ۶ شکل
. است

حکم ،(۶.١١ (گزارۀ دیفئومورفند ψ و ϕ چون باشد. پذیر وارون ϕ(p) در ψ ◦F ◦ϕ−1 اگر تنها و اگر
□ .(٧ . ۶ (شکل p در F بودن پذیر وارون موضعا با است معادل اخیر

می کنیم. بیان زیر فرم به را وارون تابع قضیه معمولا

یک بر شده تعریف F1, · · · ,Fn تابع n از مجموعه ای باشد. n بعد با منیفلدی N گیریم نتیجه. ۶.٣٠
می دهند، p حول مختصات دستگاه یک تشکیل p ∈ N نقطۀ از (U, x1 · · · , xn) مختصاتی همسایگی

باشد. ناصفر ،det
[
∂Fi/∂x j(p)

]
ژاکوبی دترمینان اگر تنها و اگر

det
[
∂Fi/∂x j(p)

]
, 0 آنگاه .F = (F1, · · · ,Fn) : U → Rn گیریم : برهان

وارون) تابع قضیۀ به (بنا باشد. پذیر وارون موضعا p نقطۀ در F : U → Rn ⇐⇒
باشد دیفئومورفیسم یک F : W→ F(W) که است چنان p نقطۀ شامل N در W ⇒⇐همسایگی

موضعی) پذیری وارون تعریف به توجه (با
گزارۀ به (بنا باشد p نقطۀ حول مختصاتی چارت یک (W,F1, · · · ,Fn) ،N ساختار در ⇐⇒
□ .(۶.١٢

موضعی مختصات دستگاه یک y ،x2+y2−1 توابع که بیابید چنان را R2 در نقاطی همۀ مثال. ۶.٣١
دهند. تشکیل

یک F نگاشت می کنیم؛ تعریف F(x,y) = (x2 + y2 −1,y) ضابطـۀ با F : R2→ R2 تابع : حل
باشد. p نقطۀ در موضعی دیفئومورفیسم یک اگر فقط و اگر است، p همسایگی یک در مختصاتی نگاشت

از، است عبارت F ژاکوبی دترمینان

∂(F1,F2)
∂(x,y)

=

[
2x 2y
0 1

]
= 2x
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تمرینات .٨ . ۶ منیفلد بر هموار نگاشت .۶ فصل

∗
اســـت، p = (x,y) نقطۀ در موضعـــی دیفئومورفیســــم یک F وارون، تابع قضیۀ به توجه با حال
که p نقطۀ هر در موضعی مختصات دستگاه یک بعنوان می توان را F بنابراین، .x , 0 اگر تنها و اگر

گرفت. نظر در نباشد y محور بر واقع

تمرینات ٨ . ۶ بخش

توسط شده داده دیفرانسیلی ساختار با همراه حقیقی خط R گیریم .R بر دیفرانسیلی ساختار های ۶.١
دیفرانسیلی ساختار با حقیقی خط R′ کنید فرض و ،(R,ϕ = 1 : R→ R) چارت با ماکسیمال اطلس

باشد. ψ(x) = x1/3 ضابطۀ با (R,ψ : R→ R) چارت با ماکسیمال اطلس توسط شده داده

هستند. یکدیگر از متمایز ساختار دو این دهید نشان الف)

نگاشت بودن ناهموار بدلیل : (راهنمایی است. موجود R′ و R بین دیفئومورفیسمی که دهید نشان ب)
نیست.) مطلوب دیفئومورفیسم نگاشت این ،R→ R همانی

ثابت باشد. N به متعلق نقطه ای q0 و بوده منیفلد  N و M کنید فرض احتوا. نگاشت همواری ۶.٢
است. هموار iq0(p) = (p,q0) ضابطۀ با ،iq0 : M→ M×N احتوا نگاشت که کنید

بر متناهی بعد با برداری فضای یک V کنید فرض برداری. فضای یک اتومورفیسمهای گروه ۶.٣
به نسبت را L ∈ GL(V) خطی اتومورفیسم هر باشد. V بر خطی اتومورفیسمهای گروه GL(V) و R
تعریف L(e j) =

∑
i ai

jei صورت به است، شده ارائه
[
ai

j
]

ماتریس با که ،e = (e1, · · · ,en) مرتب مبنای
نگاشت صورت، این در می کنیم.

ϕe : GL(V) −→ GL(n,R), L 7−→ [
ai

j
]
,

می نشاند؛ هموار منیفلد یک بتوی را GL(V) که می باشد Rn×n از باز مجموعۀ زیر یک با سویی دو تناظری
مبنای توسط که باشد منیفلدی ساختار GL(V)u اگر می دهیم. نمایش GL(V)e با را آن موقت بطور

است. یکی GL(V)u با GL(V)e که دهید نشان باشد، شده تولید V برای (u1, · · · ,un) دیگر

توابع که بیابید چنان را R3 به متعلق همسایگی یک در واقع نقاط همۀ موضعی. مختصات دستگاه ۶.۴
کنند. عمل موضعی مختصات دستگاه یک بصورت آن بر z و x2+ y2+ z2−1 ،x
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٧ فصل

قسمت خارج

لبه های چسباندن با مثال، برای ساخت. می توان آن از جدیدی رویۀ انعطاف پذیر، مربع لبه های چسباندن با
جهت، حفظ با و یکدیگر به استوانه سر دو چسباندن با و می گردد؛ حاصل استوانه مربع، پایینی و بالایی
می نامیم. قسمت گیری٢ خارج یا یکی گیری١ را ساختی چنین .( ٧ . ١ شکل (مطابق می شود ساخته تیوب

یکدیگر به پذیر انعطاف مربع لبه های چسباندن :٧ . ١ شکل

یک روی هم ارزی رابطۀ یک با را مطلب است. ساده سازی برای فرایندی ساختن، قسمت خارج
ساختارهای از مملو ریاضیات می نماید. مشخص را نقطه ای ارز، هم ردۀ هر و نموده آغاز مفروض مجموعه
خارج برداری فضای یا و قسمتی خارج حلقۀ قسمتی، خارج گروه از مثال، عنوان به است؛ قسمتی خارج
دارد وجود امکان این همواره باشد، توپولوژی فضای زمینه مجموعۀ اگر برد. نام می توان جبر در قسمتی
هر گردد. پیوسته طبیعی تصویر نگاشت که گونه ای به شود، القا توپولوژی ای قسمتی خارج مجموعۀ به که
قسمتی خارج فضای که، می افتد اتفاق اغلب ولی باشد، منیفلدی ساختار واجد زمینه فضای اگر که چند
خارج فضای یک آن تحت که است شرایطی ساختن فراهم فصل این اصلی ندهد.هدف منیفلد تشکیل
مطالعه حقیقی تصویری فضای روی آن از پس کند. صدق دوم شمارایی و هاوسدورف اصل در قسمتی

کرد. خواهیم بحث قسمتی خارج منیفلد از مثالی بعنوان
دو در هم به برو (رو متقاطر نقاط با کره قسمت خارج بصورت می توان را حقیقی تصویری فضای
این دانست. برداری فضای یک در مبدا بر مار راست خطوط از مجموعه ای بصورت یا و کره) قطر سر
زیر دیگر طرف از و پوششی، های نگاشت طرف یک از - می دهند نتیجه را متمایز تعمیم دو تعبیر، دو

quotient construction ٢ identification ١
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قسمتی خارج توپولوژی .٧ . ١ قسمت خارج .٧ فصل

زیر G(2,4) مشروح بطور تمرینات، از یکی در مفروض. برداری فضای از k−بعدی گراسمانی٣ فضاهای
می نماییم. محاسبه را R4 از 2−بعدی گراسمانی فضاهای

قسمتی خارج توپولوژی ٧ . ١ بخش

(ترایایی) یا تعدی و تقارنی، انعکاسی، خاصیت، واجد S مجموعۀ بر هم ارزی١ رابطۀ که می کنیم یادآوری
رابطۀ باشد. ارز هم x با که است S اعضای ازهمۀ متشکل مجموعه ای x ∈ S از

[
x
] ارز٢ هم ردۀ است.

کلاسهای مجموعۀ می کند. افراز هم از جدا همارزی دسته های به را مجموعه این ،S مجموعۀ روی همارزی
نگاشت نامیم. ∼ هم ارزی رابطۀ تحت S قسمتی خارج مجموعۀ را آن و داده نمایش S/∼ نماد با را ارز هم
می نگارد.

[
x
]

خود ارز هم (کلاس) یا دسته۴ به را x ∈ S هر که هست π : S → S/ ∼ طبیعی تصویر٣
که کنیم تعریف چنان توپولوژی S/ ∼ بر می خواهیم باشد. توپولوژی فضای S که کنید فرض حال
∅ تهی مجموعۀ که است واضح باشد. باز S در π−1(U) اگر وتنها اگر گوییم، باز S/ ∼ در U مجموعۀ

چون بعلاوه، می باشند. باز نیز S/ ∼ مجموعۀ خود و

π−1
(∪
α

Uα

)
=

∪
α

π−1(Uα), π−1
(∩

i

Ui
)
=

∩
i

π−1(Ui),

لذا و بوده، بسته متناهی اشتراک و دلخواه اجتماع تحت S/ ∼ در باز مجموعه های از گردایه هر پس
شده، تعریف توپولوژی با و نامیده S/ ∼ بر قسمتی۵ خارج توپولوژی را آن است. توپولوژی یک S/ ∼
،S/ ∼ بر قسمتی خارج توپولوژی با نامیم. ∼ هم ارزی رابطۀ تحت S از قسمتی۶ خارج فضای را S/ ∼
هر عکس تصویر تعریف به بنا زیرا بود، خواهد پیوسته خود به خود π : S → S/ ∼ تصویری نگاشت

است. باز S در S/ ∼ در باز مجموعۀ

قسمت خارج بر نگاشت پیوستگی ٧ . ٢ بخش

فرض باشد. آن از حاصل قسمتی خارج توپولوژی S/ ∼ و S توپولوژی فضای بر هم ارزی رابطۀ ∼ گیریم
آنگاه باشد. پایا هم ارزی ردۀ هر بر که است، چنان Y دیگر توپولوژی فضای به S از f : S → Y تابع کنید

ازای به f̄ : S/ ∼ −→ Y نگاشت

f̄ ([p]) = f (p) ; p ∈ S هر، .برای

است، جابجایی زیر نمودار دیگر، سخن به

S
f //

π

��

Y.

S/ ∼
f̄

=={{{{{{{{

projection map ٣ equivalence class ٢ equivalence relation ١ Grassmannian spaces ٣

quotient space ۶ quotient topology ۵ class ۴
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نقطه بعنوان مجموعه زیر تعیین .٧ . ٣ قسمت خارج .٧ فصل

f : S → Y نگاشت اگر تنها و اگر است، پیوسته f̄ : S/ ∼ −→ Y شدۀ القا نگاشت گزاره. ٧.١
باشد. پیوسته

پبوسته نیز f نتیجه در است، پیوسته f̄ ◦π توابع ترکیب چون آنگاه باشد، پیوسته f̄ اگر (⇐) : برهان
بود. خواهد

f −1(V) = آنــگاه باشد، بــــاز مجموعۀ Y در V اگر بــــاشد. پیــــوسته f کـــنید فـــرض (⇒)
می باشد. باز S/ ∼ در f̄ −1(V) قسمتی، خارج ی توپولوژ تعریف به بنا است. باز S در π−1( f −1(V))
□ بود. خواهد پیوسته f̄ : S/ ∼ −→ Y بنابراین است، گردیده اختیار دلخواه کاملا V چون
S/ ∼ قسمتی خارج فضای یک روی f̄ تابع بودن پیوسته بررسی برای مناسبی محک گزاره این
f یافته ترفیع نگاشت پیوستگی سپس داده، ترفیع S بر f : f ◦π به را f̄ نگاشت است کافی می باشد:

ببینید. ٧.٣ گزارۀ و ٧.٢ مثال در را دست این از هایی مثال نماییم. بررسی S بر را

نقطه بعنوان مجموعه زیر تعیین ٧ . ٣ بخش

کرد تعریف زیر بصورت S بر را ∼ رابطۀ می توان باشد، S توپولوژی فضای از فضای زیر یک A اگر

x ∼ x ; x ∈ S هر، برای

و است) انعکاسی رابطه (بنابراین

x ∼ y ; x,y ∈ A هر، برای

نقطه یک بعنوان A تعیین با S از S/ ∼ قسمتی خارج فضای گوییم است. S روی هم ارزی رابطۀ این
است. شده حاصل

دو مجموعۀ تعیین با I از قسمتی خــــارج فضای I/ ∼ و ،[0,1] واحــــد فـــاصلۀ I گیریم مثال. ٧.٢
کنید فرض می دهیم. نمایش S1 با را مختلط صفحۀ در واحد دایرۀ باشد. نقطه، یک به

{
0,1

}
نقطه ای

٧ . ٢) نموده اختیار را یکسانی مقدار 1 و 0 نقاط در ، f (x) = exp(2πix) ضابطۀ با f : I −→ S1 تابع
کند. القا را f̄ : I/ ∼ −→ S1 تابع نتیجه در و ،(

واحد فاصلۀ از قسمتی خارج فضای بعنوان واحد دایرۀ :٧ . ٢ شکل

است. همئومورفیسم f̄ : I/ ∼ −→ S1 تابع گزاره. ٧.٣
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قسمتی خارج فضای بودن هاوسدورف برای لازم شرط یک .۴ . ٧ قسمت خارج .٧ فصل

است. دوسویی f̄ که است واضح است. پیوسته ٧.١ گزارۀ به بنا نیز f̄ است، پیوسته f چون : برهان
پیوسته سویی دو f̄ بنابراین، می باشد. فشرده است، فشرده مجموعۀ تصویر که آن بدلیل I/ قسمت∽ خرج

است. همئومورفیسم (A.٣۶) نتیجۀ به بنا می باشد. S1 هاوسدورف فضای به I/ ∼ فشردۀ فضای از
□

قسمتی خارج فضای بودن هاوسدورف برای لازم شرط یک ۴ . ٧ بخش

حقیقت، در نیست. دوم شمارایـی و هاوسدورف خاصیت حافظ قسمتی، خارج ساختار کلی حالت در
تصویری نگاشت π : S −→ S/ ∼ اگر یعنی است، بسته هاوسدورف فضای در عضوی تک مجموعۀ هر
S/ ∼ در {π(p)} آن تصویر ،p ∈ S هر ازای به آنگاه باشد، هاوسدورف S/ ∼ قسمتی خارج فضای و
یک مطلب این است. بسته نیز S در π−1

({
π(P)}

)
= [p] وارون تصویر ،π پیوستگی بدلیل است. بسته

می سازد. فراهم را قسمتی خارج فضای بودن هاوسدورف برای لازم شرط

هم ارزی ردۀ S در p نقطۀ هر ازای به آنگاه باشد، هاوسدورف S/ ∼ قسمتی خارج فضای اگر گزاره. ٧.۴
است. بسته S در [p]

می کنیم. تعریف نقطه، یک بعنوان (0,∞) باز فاصلۀ تعیین با را R بر ∼ هم ارزی رابطۀ مثال ٧.۴.١
متناظر R در ∼ به نسبت (0,∞) هم ارزی ردۀ که آن بدلیل نیست، هاوسدورف R/∼ قسمتی خارج فضای
△ نمی باشد. R از بازی مجموعۀ زیر که، بوده R/ ∼ در (0,∞) نقطۀ به

باز هم ارزی رابطۀ ۵ . ٧ بخش

فضای آن تحت تا سازیم فراهم را شرایطی و کرده عمل [٣] بی بوت کتاب مشابه می خواهیم بخش این در
بین f : X→ Yنگاشت که می کنیم یادآوری باشد. دوم شمارایی واجد هم و هاوسدورف هم قسمتی خارج

باشد. باز نیز f تحت آن از باز مجموعۀ هر تصویر هرگاه است، باز توپولوژی های فضا

π : S −→ تصویری نگاشت هرگاه گوییم، باز را S توپولوژی فضای بر ∼ هم ارزی رابطۀ یک تعریف. ٧.۵
باشد. باز S/ ∼

،S در U باز مجموعۀ هر ازای به اگر تنها و اگر است، باز S بر ∼ هم ارزی رابطۀ دیگر، سخن به
مجموعۀ

π−1
(
π(U)

)
=

∪
x∈U

[
x
]

باشد. باز U از نقطه هر با ارز هم نقاط همۀ از متشکل

رابطۀ ∼ کنید فرض مثال، برای نیست. باز لزوما قسمتی خارج فضای به تصویری نگاشت مثال. ٧.۶
تصویری نگاشت π :R −→R/ ∼ و نموده، تعیین را −1 و 1 نقطۀ دو که، باشد R حقیقی خط بر هم ارزی
باز R/ ∼ در π(V) آن تصویر ،R در V باز مجموعۀ هر اگر تنها و اگر است، باز تصویری نگاشت باشد.
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باز هم ارزی رابطۀ .۵ . ٧ قسمت خارج .٧ فصل

نیست. باز که تصویری نگاشت :٧ . ٣ شکل

باشد. باز R در π−1(π(V)) که، است معنی بدان قسمتی، خارج توپولوژی تعریف به توجه با و باشد،
آنگاه باشد. R در (−2,0) باز فاصلۀ V که کنید فرض حال

π−1
(
π(U)

)
= (−2,0)

∪ {
1
}

نیست. باز نگاشت π : R −→ R/ ∼ تصویری نگاشت بنابراین، .(٧ . ٣ (شکل نمی باشد باز R در
با که، باشد S ×S از زیرمجموعه ای R می کنیم فرض گرفته، نظر در را S بر ∼ هم ارزی رابطۀ یک

شود تعریف زیر رابطۀ

R =
{(

x,y
)
∈ S ×S

∣∣∣∣x ∼ y
}
.

نامیم. ∼ هم ارزی رابطۀ نمودار را R

.R از جدا U ×V باز مجموعۀ و هم ارزی رابطۀ از R نمودار :۴ . ٧ شکل

قسمتی خارج فضای آنگاه باشد. S توپولوژِی فضای بر باز هم ارزی رابطۀ ∼ کنید فرض قضیه. ٧.٧
باشد. بسته S ×S در ∼ از R نمودار اگر تنها و اگر است، هاوسدورف S/ ∼

دارد: وجود معادل احکام از دنباله ای اینجا در : برهان

است. بسته S ×S در R
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باز هم ارزی رابطۀ .۵ . ٧ قسمت خارج .٧ فصل

است. باز S ×S در (S ×S )−R ⇐⇒

.(U×V)∪R=∅ که است (x,y) شامل مبنا بــاز مجموعۀ ،(x,y) ∈ S ×S −R هــــر ازای بـــه ⇐⇒
( ۴ . ٧ (شکل

از عضوی هیچ که هستند y شامل V و x شامل U های همسایگی ،S در x / y زوج هر برای ⇐⇒
نیست. V عضو با ارز هم U

وجود S در y شامل V و x شامل U هایی همسایگی ،S/ ∼ در [x] , [y] نقطۀ دو هر ازای به ⇐⇒
(∗) .S/ ∼ در π(U)∩π(V) = ∅ که، دارند

است. S/ ∼ بودن هاوسدورف با معادل ،(∗) حکم آخرین که دهیم نشان تا داریم را آن قصد حال
هم، از جدا باز مجموعه های π(V) و π(U) است باز هم ارزی رابطۀ ∼ چون .(∗) کنید فرض ابتدا

است. هاوسدورف S/ ∼ یعنی این می باشند. [y] و [x] شامل ترتیب به که بوده S/ ∼ در
مجموعه های آنگاه باشد، S/ ∼ در ،[x] , [y] اگر باشد. هاوسدورف S/ ∼ کنید فرض عکس، بر
داریم ،π بودن پوشا به بنا .[y] ∈ B و [x] ∈ A که دارند وجود S/ ∼ در B و A مانند همی از جدا باز
V.آنگاه = π−1B و U = π−1A کنید فرض ببینید). را ٧.١ (تمرین B = π(π−1B) و A = π(π−1A)
□ می باشند. S/ ∼ در هم از جدا باز مجموعه های B = π(V) و A = π(U) و ،y ∈ V ،x ∈ U

و بوده S فضای خود S/ ∼ قسمتی خارج فضای آنگاه باشد، تساوی رابطۀ ∼ هم ارزی رابطۀ اگر
بود خواهد قطری بسادگی ∼ از R نمودار

∆ =
{
(x,y) ∈ S ×S

}
.

قطرش بوسیلۀ هاوسدورف فضای تشخیص برای روشی که زیر، مشهور فرم به ٧.٧ قضیۀ حالت، این در
شود). مراجعه A.۶ مسالۀ به ) آمد خواهد در است،

باشد. بسته S ×S در ∆ قطر اگر تنها و اگر است، هاوسدورف S توپولوژی فضای نتیجه. ٧.٨

π : S −→ S/ ∼ تصویری نگاشت با S توپولوژی فضای بر باز هم ارزی رابطۀ ∼ گیریم قضیه. ٧.٩
S/ ∼ برای مبنا یک π تحت {π(Bα)} آن تصویر آنگاه باشد، S برای مبنایی B = {(Bα)} اگر باشد.

است.

فرض می باشد. S/ ∼ در باز مجموعه های از گردایه ای {π(Bα)} است، باز نگاشتی π چون : برهان
باز π−1(W) چون .x ∈ π−1(W) آنگاه باشد. x ∈ S ،[x] ∈W و S/ ∼ در باز مجموعۀ یک W کنید
.[x] = π(x) ∈ π(B) ⊂W آنگاه .x ∈ B ⊂ π−1(W) که است B ∈ B باز مجموعۀ یک بنابراین است،
□ است. S/ ∼ برای باز مبنای یک {π(Bα)} که می کند ثابت این

قسنتی خارج فضای آنگاه باشد، S مانند دوم شمارای فضای بر باز هم ارزی رابطۀ ∼ اگر نتیجه. ٧.١٠
است. دوم شمارای نیز S/ ∼

٨٨



حقیقی تصویری فضای .۶ . ٧ قسمت خارج .٧ فصل

حقیقی تصویری فضای ۶ . ٧ بخش

می کنیم، تعریف زیر بصورت Rn+1−{0} روی هم ارزی رابطۀ یک

x ∼ y ←→ t صفر نا و حقیقی عدد ازای به y = tx

بوسیلۀ Rn+1 − {0} قسمتی خارج فضای RPn حقیقی١ تصویری فضای . x,y ∈ Rn+1 − آن{0} در که
نمایش [a0, · · · ,an] با را (a0, · · · ,an) ∈ Rn+1 − {0} نقطۀ هم ارزی ردۀ است. فوق هم ارزی رابطۀ
RPn همگن٢ مختصات را [a0, ·,an] و می گرفته، نظر در تصویری نگاشت را π : Rn+1 − {0} و داده

می نامیم.
نقطه دو این اگر تنها و اگر نامیم، معادل یا ارز هم را، Rn+1 در صفر غیر نقطه دو هندسی، نظر از
در را Sn واحد کرۀ Rn+1در مبدا از گذرنده خط هر باشند. واقع Rn+1 مبدا از گذرنده راست خط روی بر
گذرنده خط تنها کنندۀ مشخص Sn بر متقاطر نقاط زوج هر بالعکس و می کند، قطع متقاطر٣ نقاط زوج
نقاط زوج کمک به Sn روی ∼ هم ارزی رابطۀ می توان توضیحات این با .(۵ . ٧ (شکل می باشد مبدا از

کرد، تعریف متقاطر

x ∼ y ⇐⇒ x = ±y, x, y ∈ Sn.

داشت. خواهیم را RPn←→ Sn/ ∼ سویی دو بنابراین

.S2 بر واقع متقاطر نقاط از زوج یک به متناظر R3 در 0 از گذرنده خط یک :۵ . ٧ شکل

،x = (x1, · · · , xn) ∈ Rn برای کره. قسمتی خارج فضای بصورت حقیقی تصویری فضای ٧.١١
با f : Rn+1 − {0} −→ Sn نگاشت که کنید ثابت می دهیم. نشان ∥x∥ =

√∑
i (xi)2 با را x مدول

نگاشت (راهنمایی: می کند. القا f̄ : RPn −→ Sn/ بصورت∽ همئومورفیسمی ، f (x) = x/∥x∥ ضابطۀ
هستند). پیوسته ḡ و f̄ که دهید نشان و بیابید، ḡ : Sn −→ RPn وارون

نقطۀ دو در را واحد دایرۀ R2 در مبدا از گذرنده خط هر .(RP1 حقیقی تصویری (خط مثال ٧.١٢

antipodal ٣ homogeneous coordinates ٢ real projective space ١
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حقیقی تصویری فضای .۶ . ٧ قسمت خارج .٧ فصل

.R2 در 0 نقطۀ از گذرنده خطوط از مجموعه ای بعنوان RP1 حقیقی تصویری خط :۶ . ٧ شکل

است، همئومورف S1/ ∼ قسمتی خارج فضای با RP1 ،٧ فصل از ١١ تمرین به بنا می کند. قطع متقاطر
همئومورف نیز است، شده مشخص آن انتهایی نقطۀ دو توسط که بالایی بستۀ دایرۀ نیم با خود نوبۀ به و

می باشد. همئومورف S1 با RP1 بنابراین، .( ۶ . ٧ (شکل است.

بصورت همئومورفیسم ،٧ فصل از ١١ تمرین به بنا .(RP2 حقیقی تصویری (صفحۀ مثال ٧.١٣

RP2 ≃ S2/{متقاطر {نقاط = S2/ ∼

بفرد منحصر نقطۀ یک شامل متقاطر نقاط از زوج هر استوا، خط بر واقع غیر نقاط برای است. موجود
بقسمی بالایی بستۀ نیمکرۀ قسمت خارج و S2/ ∼ بین سویی دو بنابراین، می باشد. فوقانی نیمکرۀ در
دوسویی این که دهیم نشان اینکه اند. شده تعیین استوا خط روی متقاطر نقاط از زوج هر که دارد وجود

ببینید). را ٧.٢ (تمرین نیست دشوار است، همئومورفیسم
بالایی بستۀ نیمکرۀ H2 کنید فرض

H2 =
{
(x,y,z) ∈ R3 | x2+ y2+ z2 = 1, z ≥ 0

}
واحد بستۀ قرص D2 و

D2 =
{
(x,y) ∈ R2 | x2+ y2 ≤ 1

}
همئومورفند. یکدیگر با زیر پیوستۀ نگاست کمک به فضا دو این باشد.

φ : H2 −→ D2, φ(x,y,z) = (x,y),

آن، وارون و

ψ : D2 −→ H2, ψ(x,y) =
(
x,y,

√
1− x2− y2

)
.

می کنیم: تعریف استوا، خط روی متقاطر نقاط تعیین با ∼ هم ارزی رابطۀ ،H2 روی

(x,y,0) ∼ (−x,−y,0), x2+ y2+1.

٩٠



حقیقی تصویری فضای .۶ . ٧ قسمت خارج .٧ فصل

می کنیم: تعریف دایره مرز روی متقاطر نقاط تعیین با ∼ هم ارزی رابطۀ ،D2 بر

(x,y) ∼ (−x,−y), x2+ y2 = 1.

می کنند، القا را زیر های همئومورفیسم ψ و φ آنگاه

φ̄ : H2/ ∼ −→ D2/ ∼, ψ̄ : D2/ ∼ −→ H2/ ∼ .

ها همئومورفیسم از دنباله ای خلاصه، بطور

RP2 −̃→ S2/ ∼ −̃→ H2/ ∼ −̃→ D2/ ∼

بر واقع متقاطر نقاط با D2 بستۀ قرص از قسمتی خارج فضای بصورت را حقیقی تصویری صفحۀ که است
صفحۀ .( ٧ . ٧ (شکل باشد RP2 کردن تصویر برای روشی بهترین شاید این می سازد. مشخص هایش مرز

قرص از قسمتی خارج فضای بصورت حقیقی تصویری صفحۀ :٧ . ٧ شکل

بپذیریم، نیز را قطعی خود اگر حتی نشاند. R3 در منیفلد زیر بعنوان نمی توان را RP2 حقیقی تصویری
یک نگاشتی چنین .(٧ . ٨ (شکل بنگاریم بریده، آن سر که شکلی بصورت R3 بتوی را RP2 می توان آنگاه

نیست. یک به

است. شده نشانده R3 در که بریده سر شکل، بصورت حقیقی تصویری صفحۀ :٧ . ٨ شکل

می باشد. باز هم ارزی رابطۀ یک ،RPn تعریف در Rn+1−{0} بر ∼ هم ارزی رابطۀ گزاره. ٧.١۴
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حقیقی تصویری فضای بر استاندارد هموار اطلس .٧ . ٧ قسمت خارج .٧ فصل

اگر تنها و اگر است، باز RPn در π(U) تصویر ،U ⊂ Rn+1 − {0} باز مجموعۀ یک برای : برهان
U نقاط از ناصفر و اسکالر مضارب همۀ شامل π−1(π(U)) اما است. باز Rn+1−{0} در π−1(π(U))

یعنی، می باشد؛

π−1
(
π(U)

)
=

∪
t∈R×

tU =
∪
t∈R×

{
tp | p ∈ U

}
.

می باشد. باز t هر ازای به tU مجموعۀ است، Rn+1 − {0} همئومورفیسم یک t ∈ R× در ضرب چون
□ است. باز نیز

∪
R× tU = π−1(π(U)) ها آن اجتماع بنابراین،

است. دوم شمارای RPn حقیقی تصویری فضای نتیجه. ٧.١۵

□ کنید. استفاده ٧.١٠ نتیجۀ از : برهان

است. هاوسدورف حقیقی تصویری صفحۀ گزاره. ٧.١۶

مجموعۀ، نیز و S = Rn+1−{0} کنید، فرض : برهان

R =
{
(x,y) ∈ S ×S

∣∣∣ y = tx, t ∈ R× ازای به
}

(n+1)×2 ماتریس یک [x,y] آنگاه بنویسیم، ستونی بردار صورت به را y و x اگر می گیریم. نظر در را
بنا گرفت. نظر در rank ≤ 1 رتبۀ با S ×S در [x,y] ماتریسهای مجموعۀ بعنوان می توان را R و است،
ماتریس از 2× 2 های کهاد تمام که است آن با معادل rank[x,y] ≤ 1 خطی، جبر از ما اطلاعات به
های جمله ای چند از صفر مجموعۀ یک بعنوان R ببینید). را B.١ مسالۀ ) بود. خواهد صفر برابر [x,y]

می باشد. هاوسدورف S/ ∼ ≃ RPn قسمت خارج ٧.٧ قضیۀ به بنا است، بسته S ×S در متناهی
□

حقیقی تصویری فضای بر استاندارد هموار اطلس ٧ . ٧ بخش

RPn بر تعریفی خوش تابع a0 چه اگر RPnباشد. تصویری فضای بر همگن مختصات [a0, · · · ,an] گیریم
RPn بر a0 , 0 شرط نتیجه، در است. [a0, · · · ,an] نمایندۀ انتخاب از مستقل a0 , 0 شرط اما نیست،
مشابه، بطور کرد. تعریف را U0 :=

{
[a0, · · · ,an] ∈ RPn

∣∣∣ a0 , 0
}

می توان حال می باشد، معنی با
ϕ0 : U0→ Rn نگاشت، .Ui :=

{
[a0, · · · ,an] ∈ RPn | ai , 0

}
کنیم فرض ،i = 1, · · · ,n هر برای

وارون دارای نگاشت این می کنیم. تعریف را [a0, · · · ,an] 7→
(
a1/a0, · · · ,an/a0

)
ضابطۀ با را

(b1, · · · ,bn) 7→ [1,b1, · · · ,bn]

٩٢



تمرینات .٧ . ٨ قسمت خارج .٧ فصل

زیر بصورت هایی همئومورفیسم i = 1, · · · ,n هر ازای به مشابه است.بطور همئومورفیسم لذا، و بوده
داشته، وجود

ϕi : Ui→ Rn, [a0, · · · ,an] 7→
(
a0

ai , · · · ,
âi

ai , · · · ,
an

ai

)
,

مطلب این گردد. حذف می بایست مذکور مولفۀ که است معنی بدان ai/ai ̂روی علامت آن در که
و a0 , 0 داریم، ،U0∩U1 اشتراک بر است. اقلیدسی موضعا (Ui,ϕi) چارت با RPn که می کند ثابت

دارند، وجود مختصاتی دستگاه دو نتیجه در و ،a1 , 0

[a0,a1,a2, · · · ,an]

ϕ0

wwnnn
nnn

nnn
nnn

ϕ1

''PP
PPP

PPP
PPP

P

(
a1

a0 ,
a2

a0 , · · · ,
an

a0

) (
a0

a1 ,
a2

a1 , · · · ,
an

a1

)
.

نشان y1, · · · ,yn با را U1 مختصاتی توابع و ،x1, · · · , xn با را U0 بر مختصاتی توابع می خواهیم
و ،U0 بر i = 1, · · · ,n برای xi = ai/a0 صورت، این در دهیم.

y1 = a0/a1, y2 = a2/a1, · · · , yn = an/a1

،U0∩U1 بر نتیجه، در .U1 بر

y1 = 1/x1, y2 = x2/x1, y3 = x3/x1, · · · , yn = xn/x1,

بنابراین

(ϕ1 ◦ϕ−1
0 )(x) =

(
1
x1 ,

x2

x1 ,
x3

x1 , · · · ,
xn

x1

)
.

است. برقرار مشابه روابط Ui∩U j هر بر .x1 , 0 ،ϕ0(U0∩U1) بر که ا زیر است، هموار تابع این
اطلس را آن که بوده، RPn برای هموار اطلس {(Ui,ϕi)}i=0,··· ,n گردایۀ که، می گیریم نتیجه بنابراین

است. هموار منیفلد RPn که، می کند ثابت این نامیم. استاندارد

تمرینات ٧ . ٨ بخش

ثابت .B ⊂ Y و باشد، مجموعه ها از نگاشتی f : X→ Y گیریم نگاشت. وارون تصویر تصویر ٧.١
. f

(
f −1(B)

)
= B آنگاه باشد، پوشا f اگر نتیجه، در . f

(
f −1(B)

)
= B∩ f (X) کنید
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تمرینات .٧ . ٨ قسمت خارج .٧ فصل

احتوا نگاشت i :H2→ S2 و S2 واحد کرۀ فوقانی بستۀ H2نیمکرۀ گیریم حقیقی. تصویری صفحۀ ٧.٢
همئومورفیسم f : H2/ ∼ −→ S2/ ∼ القایی نگاشت که کنید ثابت ،٧.١٣ مثال گذاری نماد با باشد.

کنید.) عمل ٧.٣ گزارۀ شبیه (راهنمایی: است.

ثابت (راهنمایی: کنید. ثابت ٧.٨ نتیجۀ از را ٧.٧ قضیۀ هاوسدورف. فضای در قطر بودن بسته ٧.٣
از کار این برای است. بسته S × S در R نمودار آنگاه باشد، هاوسدورف فضای S/ ∼ اگر که کنید
بهره π بودن باز از آن، عکس اثبات برای کنید. استفاده π : S −→ S/ ∼ تصویری نگاشت پیوستگی

گیرید.

رابطۀ باشد. Rn+1 در مبدا مرکز به واحد کرۀ Sn کنید فرض متقاطر. نقاط بر کره قسمت خارج ٧.۴
می کنیم: تعریف متقاطر نقاط یکی گیری با را Sn روی ∼ هم ارزی

x ∼ y ←→ x = ±y, x,y ∈ Sn.

است. باز هم ارزی رابطۀ ∼ که دهید نشان الف)

ثابت ،RPn ≃ Sn/ ∼ بودن همئومورفیسم از استفاده بدون گرفته، بکار را ٧.٨ نتیجۀ و ٧.٧ قضیۀ ب)
است. هاوسدورف Sn/ ∼ قسمتی خارج فضای که کنید

توپولوژی گروه از راست پیوسته عمل یک که کنید فرض پیوسته. گروه عمل برای مداری فضای ٧.۵
S ×G→ S نگاشت بصورت شده توصیف عمل که یعنی این باشد؛ اختیار در S توپولوژی فضای بر G
مانند عضوی یعنی، باشند؛ واقع مدار١ یک در هرگاه گوییم، هم ارز را S از y و x نقطۀ دو باشد. پیوسته
این حاصل مدار٢ فضای را آن باشد؛ قسمتی خارج فضای S/G کنید فرض .y = xg که باشد g ∈G
تعمیم واقع در مساله این ) است. پیوسته π : S −→ S/G تصویری نگاشت که کنید ثابت نامیم. عمل
است، جابجایی R× چون باشد. S = Rn+1−{0} و G = R× = R−{0} که است حالتی در ٧.١۴ گزارۀ

می شود). تبدیل راست - R× عمل به چپ - R× عمل راست، طرف از اسکالر ضرب با آنگاه

x ·2πn := یعنی، نماید؛ Rعمل بر راست از 2πZ جمعی گروه کنید فرض .2πZ قسمتRبا خارج ٧.۶
هموار منیفلد ،R/2πZ مدار فضــای دهید نشان است. گردیده فـــرض صحیح عدد n آن در که ،x+2πn

است.

قسمتی. خارج فضای بعنوان دایره ٧.٧
ϕα ترکیب ϕ̄α کنید فرض نیز و باشد، ،۵.١٧ مثال در S1 دایرۀ اطلس

{
(Uα,ϕα)

}
α=1,2 گیریم الف)

اختلاف با ϕ2 و ϕ1 ،U1 ∩U2 = A⊔ B بر چون باشد. R −→ R/2πZ تصویری نگاشت با
تعریف خوش نگاشت هم با ϕ̄2 و ϕ̄1 نتیجه، در .ϕ̄1 = ϕ̄2 هستند، یکدیگر از 2π صحیح مضارب

است. هموار ϕ̄ که کنید ثابت می سازند. را ϕ̄ : S1 −→ R/2πZ

نتیجه، در است. ثابت R بر 2πZ عمل مدار هر بر t 7→ eit ضابطۀ با R→ S1 مختلط نمایی تابع ب)
نگاشت که کنید ثابت است. موجود F([t]) = eit ضابطۀ با F :R/2πZ −→ S1 القایی نگاشت

می باشد. هموار F

orbit space ٢ orbit ١

٩۴



تمرینات .٧ . ٨ قسمت خارج .٧ فصل

است. دیفئومورفیسم F : R/2πZ −→ S1 نگاشت که کنید ثابت پ
Rn مبدا از گذرنده k−صفحه ایهای٣ تمام مجموعۀ ،G(k,n) گراسمن .G(k,n) گراسمن فضای ٧.٨
مستقل بردار k شامل مبنا دارای که بوده، k بعد با Rn خطی فضای زیر k−صفحه ای، چنین می باشد.
می باشد k رتبۀ دارای که A = [a1, · · · ,ak] ،n×k ماتریس بوسیلۀ را آن است. Rn در a1, · · · ,ak خطی
تعریف به بنا می دهیم، نمایش rank A با را آن که ،A ماتریس۴ رتبۀ نمود. توصیف کامل بطور می توان
(برای نامیم. k−صفحه ای نمایش۵ ماتریس را ماتریس این می باشد. A خطی مستقل ستونهای تعداد

ببینید.) را B ضمیمۀ مسائل رتبه، خواص مشاهدۀ
تغییر ماتریس که می کنند معین را k−صفحه ای یک ،b1, · · · ,bk و a1, · · · ,ak مبنای دو صورتی در

که باشند بقسمی  g =
[
gi j

] ∈ GL(k,R) مبنای

b j =
∑

i

aig′i j, 1 ≤ i, j ≤ k.

.B = Ag می نویسیم ماتریسی نمادگذاری با
Rn×k فضای زیر عنوان به توپولوژی با و ،k رتبۀ با n× k ماتریسهای همۀ مجموعۀ F(k,n) گیریم

می کنیم، تعرف زیر بصورت را ∼ هم ارزی رابطۀ باشد.

A ∼ B ←→ B = Ag که باشد g ∈ GL(k,R) مانند ماتریسی

دوسویی است. باز زیرمجموعۀ لذا و بوده Rn×k در Dmax مجموعۀ F(k,n) ،B.3 مسالۀ نمادگذاری با
توپولوژی ساختار G(k,n) گراسمن به است. موجود F(k,n)/ ∼ قسمتی خارج فضای و G(k,n) بین

می دهیم. را F(k,n)/ ∼ قسمتی خارج

مسالۀ مشابه یا و ٧.١۴ برهان مشابه یا (راهنمایی: است. باز هم ارزی رابطۀ ∼ که دهید نشان الف)
نمایید.) عمل ٧.۵

گیرید.) بکار را ٧.١٠ نتیجۀ (راهنمایی: است. دوم شمارای G(k,n) گراسمن که کنید ثابت ب)

است. بسته ∼ هم ارزی رابطۀ با S × S در R نمودار که کنید ثابت باشد. S = F(k,n) گیریم، پ)
ارزند، هم یکدیگر با F(k,n) در B= [b1, · · · ,bk] و A = [a1, · · · ,ak] ماتریس دو (راهنمایی:
اگر ،rank

[
AB

] ≤ k اگر تنها و اگر باشد، A های ستون خطی ترکیب B ستون هر اگر تنها و اگر
باشند.) صفر برابر

[
AB

]
از (k+1)× (k+1) کهادهای همۀ اگر تنها و

نمایید.) پیروی ٧.١۶ گزارۀ برهان (از است. هاوسدورف G(n,k) گراسمن کنید ثابت پ)

معطوف را خود نظر سهولت، برای کنیم. پیدا G(n,k) گراسمن برای هموار اطلس می خواهیم سپس
شامل زیرماتریس Ai j می کنیم فرض ،A مانند (4× 2) ماتریس هر برای می نماییم. F(2,4) حالت به

می کنیم، تعریف باشد. ام j ستون و ام i سطر

Vi j =
{
A ∈ F(2,4)

∣∣∣ باشد نامنفرد Ai j
}
.

که گرفت نتیجه می توان می گردد، تعیین det Ai j دترمینان دادن قرار صفر با ،F(2,4) در Ai j متمم چون
است. G(2,4) از بازی مجموعۀ زیر Vi j

representative matrix ۵ rank ۴ planek− ٣
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تمرینات .٧ . ٨ قسمت خارج .٧ فصل

.Ag ∈ Vi j داریم g ∈ GL(2,R) نامنفرد ماتریس هر ازای به آنگاه ،A ∈ Vi j اگر که کنید ثابت ت)
مجموعۀ زیر یک Ui j = Vi j/ ∼ است، باز هم ارزی رابطۀ ∼ چون .Ui j = Vi j/ ∼ می کنیم تعریف

،A ∈ V12 برای است. G(2,4) از باز

A ∼ AA−1
12 =


1 0
0 1
∗ ∗
∗ ∗


=

[
I

A34A−1
12

]
.

در که است B کانونی فرم دارای U12 در 2−صفحه ای یک نمایندۀ ماتریس که می دهد نشان این
می باشد. همانی ماتریس B12 آن

همئومورفیســــم ϕ̃12(A) = A34A−1
12 ضابطۀ با ϕ̃12 : V12 → R2×2 نگاشت که دهید نشان ث)

می کند. القا ϕ12 : U12→ R2×2 بفـــــرم

کرده، محاسبه را ϕ12 ◦ϕ−1
23 کنید. تعریف را ϕi j : Ui j→ R2×2 های همئومورفیسم مشابه بطور ج)

می باشد. هموار که دهید نشان سپس و

منیفلدی G(2,4) همچنین و G(2,4) برای بازی پوشش
{
Ui j

∣∣∣ 1 ≤ i ≤ j ≤ 4
}

که دهید نشان چ)
است. هموار

یک I آن در که است {VI} بفرم باز پوشش یک دارای F(k,n) که داد نشان می توان مشابه بطور
AI کنید فرض ،F(k,n) برای می باشد. 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n یعنی افزایشی، اکیدا چندگانۀ اندیس

را VI مجموعۀ باشد. A سطر امین ik امین،...، i1 شامل A از k× k ماتریس زیر یک

VI =
{
A ∈ G(k,n)

∣∣∣ det AI , 0
}

دهندۀ نشان ( )I′ آن در نموده، تعریف ،ϕ̃I(A) = (AA−1
I )I′ ضابطۀ با را ϕ̃I : VI → R(n−k)×k اکنون،

آنگاه .UI = VI/ ∼ کنید فرض می باشد. I چندگانۀ اندیس متمم ،I′ از حاصل (n−k)×k ماتریس زیر
{(UI ,ϕI)} که داد نشان می توان بسادگی می کند. القا ϕ : UI→R(n−k)×k بصورت همئومورفیسم یک ϕ̃
با هموار منیفلد G(k,n) گراسمن که گرفت نتیجه می توان بنابراین، است. G(k,n) برای هموار اطلس

است. k(n− k) بعد

است. فشرده RPn حقیقی تصویری فضای که دهید نشان حقیقی. تصویری فضای فشردگی ٧.٩
بگیرید.) کمک ،٧ فصل از ١١ تمرین از (راهنمایی:
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٨ فصل

مماس فضای

نقطه آن در مشتقات برداری فضای مفروض، منیفلد یک از نقطه یک به مماس فضای تعریف، بنابه
نقاط در مماس فضاهای بین دیفرانسیل، بنام خطی نگاشتی منیفلدها، بین هموار نگاشت هر می باشد.
مشتقات از مرکب ژاکوبی ماتریس با موضعی مختصات در دیفرانسیل نگاشت می نماید. القاء متناظر
بین نگاشتهای مشتق تعمیم منیفلدها، بین نگاشت دیفرانسیل تعبیر، این به می گردد. بیان نگاشت جزئی

می باشد. اقلیدسی فضاهای
منیفلد هر آن اساس بر که است، منیفلدها نظریه در اصول اساسی ترین از یکی خطی سازی، اصل
نگاشت با را منیفلدها بین همورا نگاشت هر و زده تقریب مماسش فضای با نقطه ای هر در موضعاً را
دیفرانسیل هندسه از مختلف مسایل طریق، بدین می زنند. تقریب است) خطی نگاشتی (که آن دیفرانسیل
می باشد، وارون تابع قضیه خطی سازی، اصل بکار گیری از جالب نمونه ای می گردند. تبدیل خطی مسایل به
آن دیفرانسیل وارون پذیری مساله به را منیفلدها بین هموار نگاشت یک موضعی وارون پذیری مساله که

می کند. تبدیل نظر، مورد نقطه در نگاشت
سابمرشن٢ و ایمرشن١ گروه دو به را نقطه یک در حداکثر رتبه با نگاشتهای دیفرانسیل، از استفاده با
در که نقطه ای باشد. پوشا یا و یکبیک نگاشت آن دیفرانسیل اینکه به بسته می کنیم، تقسیم نقطه آن در
مجموعه منظم، تراز مجموعه قضیه اساس بر است. نگاشت منظم نقطه  ی یک باشد، پوشا دیفرانسیل آن
که است زیرمجموعه ای دیگر، بعبارت است؛ منظم زیرمنیفلد یک باشند، منظم آن نقاط همه که ترازی
برخی بودن منیفلد اثبات در توانا ابزاری قضیه، این می باشد. Rn در مختصاتی k−صفحه به شبیه موضعاً

است. توپولوژی فضاهای
باز زیرمجموعه از p نقطه یک در مماس بردار تعریف برای ارز هم روش دو که دیدیم ٢ فصل در

شد: مطرح U ⊆ Rn

می شود؛ داده نشان ستونی برداری صورت به که ،(٨ . ١ (شکل پیکان یک شکل به (١

.p در هموار توابع از جرمهای جبر C∞p از نقطه-مشتق یک صورت به (٢

submersion ٢ immersion ١
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نقطه یک در مماس فضای .٨ . ١ مماس فضای .٨ فصل

Rn در مماس بردار :٨ . ١ شکل

بردار تعریف برای پیکانها، روش تعمیم در داد. تعمیم می توان منیفلدها حالت به را تعریف دو هر
φ(p) در پیکانهای سپس، و نموده انتخاب p در (U,φ) چارتی ابتدا ،p نقطه در M منیفلد به مماس
دشوار بسیار عمل در ولی است، تجسمی خیلی روش این می دهیم. ترفیع p نقطه به را φ(U) به مماس
حاصل ترفیع از دیگری برداری است ممکن ،p در (V,ψ) دیگر چارت یک انتخاب با احتمالا زیرا می باشد،
پیکان ترفیف حاصل با را φ(U) از φ(p) در پیکان ترفیع حاصل چگونه که نمود مشخص باید و گردد،

گرفت. یکی ψ(V) از ψ(p) در
نقطه- مفهوم از استفاده ،p ∈ M نقطه در مماس بردار تعریف ساده ترین حال عین در و روشن ترین

می گیریم. پی را آن ما و است، مشتق

نقطه یک در مماس فضای ٨ . ١ بخش

می کنیم. تعریف را توابع جرم Rn در مثل ابتدا

هموار توابع ارزی هم دسته صورت به را M منیفلد از p نقطه در هموار تابع یک جرم١ تعریف. ٨.١
هم صورت در را تابع دو که، ترتیب این به می کنیم؛ تعریف p ∈ M از باز همسایگی ای در شده تعریف
در هموار حقیقی-مقدار توابع از جرمهای مجموعه باشند. برابر هم با p از همسایگی ای در که می دانیم ارز

می دهیم. نشان C∞p (M) نماد با را p ∈ M

عدد ضرب با همراه که می گردد؛ C∞p (M) در حلقه ساختار تعریف موجب توابع ضرب و جمع لم. ٨.٢
می شود. مبدل R هیات بر جبری به هموار، تابع در

نقطه-مشتق اصطلاحا یا منیفلد، یک از نقطه ای در مشتق ،Rn از نقطه ای در مشتق مفهوم تعمیم با
یعنی می گردد؛ تعریف C∞p (M) برای

C∞p (M) جبر از مشتق یک ،M مفروض منیفلد از p نقطه در مماس٢ بردار از منظور تعریف. ٨.٣
که گونه ای به است D : C∞p (M)→ R R−خطی نگاشتی دیگر، عبارت به می باشد.

D( f g) = (D f ).g(p)+ f (p).Dg.

می کنیم: تعریف Rn حالت در مثل درست

tangent vector ٢ jerm ١
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نگاشت یک دیفرانسیل .٨ . ٢ مماس فضای .٨ فصل

این می دهد. برداری فضای یک تشکیل p نقطه در M به TpM مماس بردارهای مجموعه قضیه. ٨.۴
می نامیم. p نقطه در M به مماس٣ فضای اصطلاحاً، را فضا

M از p شامل و باز زیرمجموعه ای U اگر باز). زیرمجموعه یک به مماس (فضای یادداشت ٨.۵
بنابراین و است، C∞p (M) همان درست p در U→ R هموار توابع از جرمهای C∞p (U) جبر آنگاه باشد،

.TpU = TpM

نقطه حول (U,φ)= (U, x1, · · · , xn) موضعی مختصات یک کنید فرض پایه). (مشتقات تعریف ٨.۶
می شویم. یادآور را شد مطرح ۶ فصل در بار اول که ∂/∂xi جزءی مشتق باشد، شده داده M منیفلد در p
اگر .xi = ri ◦φ : U→ Rصورت این در باشد، Rn بر استاندارد مختصات دستگاه (r1, · · · ,rn) گیریم

می کنیم تعریف باشد، p از همسایگی یک در هموار تابعی f : M→ R

∂

∂xi

∣∣∣∣
p

f :=
∂

∂ri

∣∣∣∣
φ(p)

( f ◦φ−1) ∈ R.

در مماس بردار یک بنابراین، و می کند صدق مشتق خواص در ∂/∂xi|p که نمود تحقیق می توان بسادگی
می باشد. p

دادن نشان برای و نموده استفاده آن بر t مختصات از باشد، بعدی یک M که هنگامی قرارداد. ٨.٧
می کنیم. استفاده d/dt|p از ∂/∂t|p بجای آن، از نقطه ای در مماس بردار

نگاشت یک دیفرانسیل ٨ . ٢ بخش

می دهیم. تعمیم منیفلدها بین نگاشت حالت به را تابع دیفرانسیل مفهوم بخش، این در

p ∈ N نقطه هر در نگاشت، این باشد. منیفلدها بین هموار نگاشتی F : M→ N گیریم تعریف. ٨.٨
می کند: القاء طرف، دو به مماس فضاهای بین ،p در ١F دیفرانسیل بنام خطی نگاشت یک

F∗,p : TpN −→ TF(p)M.

که است TF(p)M در مماسی بردار F∗,p(Xp) آنگاه ،Xp ∈ TpN اگر می شود: تعریف چنین نگاشت این

F∗,p(Xp) : C∞F(p)→ R, f 7−→ Xp( f ◦F). (١.٨ )

می کنیم. خودداری F∗,p نماد در آن ذکر از نرود، ابهام بیم و باشد مشخص بحث در p نقطه که صورتی در

نمایش F(p) از همسایگی یک در شده تعریف هموار تابعی با است،که F(p) در جرمی f اینجا در
جرم از تابعی عنوان به را آن است، جرم دهنده نمایش انتخاب از مستقل (١.٨ ) چون می شود. داده
بحث) در سهولت جهت (به تفاوتی آن توسط شده مشخص جرم و تابع بین اینجا در نمود. متصور می توان

که نماید اثبات می تواند راحتی به خواننده نشده ایم.

differential of F ١ tangent space ٣
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مشتق زنجیری قاعده .٨ . ٣ مماس فضای .٨ فصل

باشد، هموار منیفلدهای بین هموار نگاشتی F : M→ N اگر نگاشت). یک (دیفرانسیل قضیه ٨.٩
F∗,p : TpN→بخصوص است؛ F(p) نقطه در مشتق F∗,p(Xp) آنگاه ،Xp ∈ TpN و p ∈Dom(F)

است. برداری فضاهای بین خطی نگاشتی TF(p)M

نگاشتی F : Rn→ Rm کنید فرض اقلیدسی). فضاهای بین نگاشت یک (دیفرانسیل مثال ٨.١٠
مختصات (y1, · · · ,ym) Rnو بر استاندارد مختصات (x1, · · · , xn) گیریم Rnباشد. از نقطه ای p و هموار
فضای برای پایه ای ∂/∂x1

∣∣∣
p, · · · ,∂/∂xn

∣∣∣
p مماس بردارهای صورت این در باشد. Rm بر استاندارد

می دهند. تشکیل TF(p)R
m مماس فضای برای پایه ای ∂/∂y1

∣∣∣
F(p), · · · ,∂/∂yn

∣∣∣
F(p) و TpR

n مماس
[ai

j] ∈Rm×n ماتریس با پایه دو این به نسبت F∗,p : TpR
n→ TF(p)R

m خطی نگاشت صورت، این در
آن در که می شود، داده نشان

F∗
( ∂

∂x j

∣∣∣∣
p

)
=

m∑
k=1

ak
j
∂

∂yk

∣∣∣∣
F(p)

. (٢.٨ )

تاثیر با صورت، این در .F = (F1, · · · , f m) واقع در باشد؛ F نگاشت ام i درآیه Fi := yi ◦F گیریم
کنیم: محاسبه را ها ai

j می توانیم yi مختصاتی توابع بر (١.٨ ) فرمول طرف دو هر دادن

yi بر (١.٨ ) راست سمت تاثیر =
m∑

k=1

ak
j
∂

∂yk

∣∣∣∣
F(p)

yi

=

m∑
k=1

ak
j δ

i
k

= ai
j,

yi بر (١.٨ ) راست چپ تاثیر = F∗
( ∂

∂x j

∣∣∣∣
p

)
yi

=
∂

∂x j

∣∣∣∣
p
(yi ◦F)

=
∂Fi

∂x j (p).

عبارت ∂/∂y j
∣∣∣
F(p) و ∂/∂xi

∣∣∣
p استاندارد پایه های به نسبت F∗ خطی نگاشت نمایش ماتریس بنابراین،

ترتیب این به .JF(p) = [∂Fi/∂x j(p)] دیگر بعبارت .p نقطه در F نگاشت ژاکوبی ماتریس از است
در حسابات در که است مشابهی مفهوم تعمیم منیفلدها، بین هموار نگاشتهای دیفرانسیل که شد اثبات

می گردد. مطرح اقلیدسی فضاهای بین نگاشتهای با ارتباط

مشتق زنجیری قاعده ٨ . ٣ بخش

نشان می خواهیم .p ∈ N و هستند منیفلدها بین هموار نگاشتهای G : M→ P و F : N→ M گیریم
است. برابر نگاشتها آن دیفرانسیل ترکیب با آنها ترکیب نگاشت دیفرانسیل که دهیم

١٠٠



مشتق زنجیری قاعده .٨ . ٣ مماس فضای .٨ فصل

است: تعویض پذیر زیر دیاگرام دیگر، عبارت به

TpN

(G◦F)∗,p

66

F∗,p // TF(p)M
G∗,F(p) // TG(F(p))P

اثبات حسابان در مشتق، زنجیری قاعده بنام اقلیدسی، فضاهای بین نگاشتهای حالت در موضوع این
است. فراوانی استفاده های دارای و شده،

منیفلدها بین هموار نگاشتهای G : M→ P و F : N→M اگر مشتق). زنجیری (قاعده قضیه ٨.١١
آنگاه ،p ∈ N و

(G ◦F)∗,p =G∗,F(p) ◦F∗,p.

صورت این در باشد. G(F(p)) ∈ P در هموار تابعی f و Xp ∈ TpN گیریم : )برهان
(G ◦F)∗,p(Xp)

)
( f ) = Xp

(
f ◦G ◦F

)
.

که حالی )در
(G∗,F(p) ◦F∗,p)(Xp)

)
( f ) =

(
G∗,F(p)(F∗,p(Xp))

)
( f )

=
(
F∗,p(Xp)

)(
f ◦G

)
= Xp

(
f ◦G ◦F

)
,

□ برابرند. هم با که

همانی نگاشت ای، p ∈ M نقطه هر در 1M : M→ M همانی نگاشت دیفرانسیل الف) نتیجه. ٨.١٢
است. 1Tp M : TpM→ TpM

دیفرانسیل نگاشت وارون برابر ای، F(p) ∈ N نقطه هر در F : M→ M وارون نگاشت دیفرانسیل ب)
.
(
F−1)

∗,F(p) = (F∗,p)−1 دیگر عبارت به است؛ F∗,p : TpN→ TF(p)M

آنگاه ، f ∈ C∞p (M) و Xp ∈ TpN اگر که نمود توجه باید (الف) اثبات برای : )برهان
(1M)∗,F(p)(Xp)

)
( f ) = Xp( f ◦1M)

= Xp f .

در می کنیم. استفاده F−1 ◦ F = 1N مورد در مشتق زنجیری قاعده قضیه از (ب) قسمت اثبات برای
نتیجه

1TpN = (1N)∗,p
= (F−1 ◦F)∗,p
= (F−1)∗,F(p) ◦F∗,p.
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نقطه یک در مماس فضای برای پایه .۴ . ٨ مماس فضای .٨ فصل

□ نمود. استفاده F ◦F−1 = 1M مورد در مشتق زنجیری قاعده قضیه از می توان مشابه، صورت به

کرد: اثبات و نمود استدلال می توان بالا نتیجه از دوم قسمت مشابه

نگاشت صورت، این در ،p ∈ N و باشد منیفلدها بین دیفئومورفیسمی F : N→ M اگر نتیجه. ٨.١٣
است. برداری فضاهای بین ایزومورفیسمی F∗ : TpN→ TF(p)M دیفرانسیل

دیفئومورف V ⊆ Rm بازی زیرمجموعه  با U ⊆ Rn بازی زیرمجموعه اگر بعد). (ناوردای نتیجه ٨.١۴
.n = m آنگاه باشد،

F∗ : نگاشت ،٨.١٣ نتیجه بنابه .p ∈ U و باشد دیفئومورفیسم F : U → V گیریم : برهان
و TpU ≃ Rn ایزومورفیسمهای طرفی، از است. برداری فضاهای بین ایزومورفیسم TpU → TF(p)V
□ .m = n نتیجه در داریم. را TF(p)V ≃ Rm

نقطه یک در مماس فضای برای پایه ۴ . ٨ بخش

حول چارتی (U,φ) و بوده Rn بر استاندارد مختصات دستگاه (r1, · · · ,rn) کنیم فرض معمول، مطابق
دیفئومورفیسم φ : U→ Rn چون .xi = ri ◦φ که می کنیم داد قرار باشد. M n−بعدی منیفلد از p نقطه
φ∗ : TpN→ Tφ(p)R

n دیفرانسیل نگاشت ٨.١٣ نتیجه بنابه پس ،(۶.١١ (گزاره است نگاره اش بروی
است، M منیفلد با همبعد TpM مماس فضای بخصوص، است. برداری فضاهای بین ایزومورفیسمی

.n یعنی

صورت این در باشد. M منیفلد از p نقطه حول چارتی (U,φ) = (U, x1, · · · , xn) گیریم گزاره. ٨.١۵

φ∗,p
( ∂
∂xi

∣∣∣∣
p

)
=

∂

∂ri

∣∣∣∣
φ(p)

.

آنگاه ، f ∈ C∞φ(p)(R
n) اگر : برهان

φ∗,p
( ∂
∂xi

∣∣∣∣
p

)
( f ) =

∂

∂xi

∣∣∣∣
p
( f ◦φ) (φ∗,p تعریف (بنابه

=
∂

∂ri

∣∣∣∣
φ(p)

( f ◦φ◦φ−1) (∂/∂xi|p تعریف (بنابه

=
∂

∂ri

∣∣∣∣
φ(p)

( f ).

□

که می گیریم نتیجه گزاره، این در شده ارائه ایزومورفیسم از استفاده با

صورت این در باشد. M منیفلد از p نقطه حول چارتی (U,φ) = (U, x1, · · · , xn) اگر گزاره. ٨.١۶

∂

∂x1

∣∣∣∣
p
, · · · , ∂

∂xn

∣∣∣∣
p

است. TpM مماس فضای برای پایه ای
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دیفرانسیل نگاشت موضعی بیان .۵ . ٨ مماس فضای .٨ فصل

باشند M منیفلد برای همپوشا چارتهایی (V,y1, · · · ,yn) و (U, x1, · · · , xn) کنید فرض گزاره. ٨.١٧
صورت این در . j = 1, · · · ,n و

∂

∂x j =

n∑
i=1

∂yi

∂x j

∂

∂yi , (U ∩V (بر

TpM برای پایه تشکیل {∂/∂yi} و {∂/∂x j} بردارهای از مجموعه دو p ∈U∩V نقطه هر در : برهان
که دارد وجود چنان [ai

j(p)] ∈ Rn×n ماتریس نتیجه در می دهند.

∂

∂x j

∣∣∣∣
p
=

n∑
i=1

ai
j
∂yi

∂x j

∂

∂yi

∣∣∣∣
p
.

می شود: نتیجه دهیم، تاثیر yi بر را طرف دو اگر حال

∂yi

∂x j

∣∣∣∣
p
=

n∑
k=1

ak
j
∂yi

∂yk

∣∣∣∣
p

=

n∑
k=1

ak
j δ

i
k

= ai
j,

□ است. تمام برهان و

دیفرانسیل نگاشت موضعی بیان ۵ . ٨ بخش

p حول چارتی (U, x1, · · · , xn) گیریم ،p ∈ N و بوده منیفلدها بین هموار نگاشتی F : N→ M گیریم
نگاشت موضعی مختصات بیان تعیین هدف باشد. M در F(p) حول چارتی (V,y1, · · · ,ym) و N در

می باشد. چارت دو این به نسبت F∗,p : TpN→ TF(p)M دیفرانسیل
TF(p)M برای پایه ای {∂/∂yi|F(p)}mi=1 و TpN برای پایه ای {∂/∂x j|p}nj=1 ،٨.١۶ گزاره بنابه

فرمول در ai
j اعداد توسط F∗ := F∗,p دیفرانسیل بنابراین، است.

F∗
( ∂

∂x j

∣∣∣∣
p

)
=

m∑
k=1

ak
j
∂

∂yk

∣∣∣∣
F(p)

, j = 1, · · · ,n.
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که می گیریم نتیجه ،yi مختصاتی توابع بر تساوی این طرف دو دادن تاثیر با می گردد. تعیین کاملا

ai
j =

( m∑
k=1

ak
j
∂

∂yk

∣∣∣∣
F(p)

)
yi

= F∗
( ∂

∂x j

∣∣∣∣
p

)
yi

=
∂

∂x j

∣∣∣∣
p
(yi ◦F)

=
∂Fi

∂x j (p).

می کنیم. مطرح زیر گزاره صورت به را مطلب این

حول چارتی (U, x1, · · · , xn) ،p ∈ N منیفلدها، بین هموار نگاشتی F : N→ M گیریم گزاره. ٨.١٨
دیفرانسیل نگاشت موضعی مختصات بیان باشد. M در F(p) حول چارتی (V,y1, · · · ,ym) و N در p
برای {∂/∂yi|F(p)}mi=1 پایه ی و ،TpN برای {∂/∂x j|p}nj=1 پایه ی  به نسبت F∗,p : TpN→ TF(p)M
تابع ام i مولفه از عبارت Fi = yi ◦F که ،[(∂Fi/∂x j)(p)] ژاکوبی ماتریس از است عبارت TF(p)M

می باشد. F

مماس بردار آن در که ،F∗v = J v است: زیباتر مماس، بردارهای «پیکانی» روش در گزاره این بیان
صورت به F∗ عملا و است، شده نوشته {∂/∂x j|p}nj=1 پایه  به نسبت ستونی بردار صورت به v ∈ TpN

می گردد. نمایان J = [(∂Fi/∂x j)(p)] ژاکوبی ماتریس

کمک به را (۶.٢٨ (قضیه منیفلدها مورد در وارون تابع قضیه وارون). تابع (قضیه یادداشت ٨.١٩
نمود: بیان می توان آزاد مختصات صورت به دیفرانسیل مفهوم

p ∈ N مفروض نقطه در وقتی تنها و وقتی همبعد، منیفلدهای بین F : N→M هموار نگاشت یک
باشد. ایزومورفیسم p در F∗,p : TpN→ T f (p)M دیفرانسیل نگاشت که است معکوسپذیر

تابعی w = G(x,y,z) کنید فرض حسابان). نمادگزاری با مشتق زنجیره ای (قاعده مثال ٨.٢٠
ترکیب حاصل باشد. R→ R3 هموار تابعی (x,y,z) = F(t) و بوده R3→ R هموار

w = (G ◦F)(t)

= G(x(t),y(t),z(t)),

ماتریسهای با بترتیب (G◦F)∗ و G∗ ،F∗ دیفرانسیل نگاشتهای بود. خواهد t ∈Rحسب بر هموار تابعی dx/dt
dy/dt
dz/dt

 ,
[
∂w
∂x

∂w
∂y

∂w
∂z

]
,

dw
dt
,
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در است، آنها دهنده نمایش ماتریسهای ضرب معنی به خطی نگاشتهای ترکیب چون می شوند. داده نشان
با مشتق زنجیره ای قاعده حالت، این

dw
dt

=

[
∂w
∂x

∂w
∂y

∂w
∂z

]  dx/dt
dy/dt
dz/dt


=

∂w
∂x

dx
dt
+
∂w
∂y

dy
dt
+
∂w
∂z

dz
dt
,

می باشد. عمومی ریاضیات در معروف مشتق زنجیره ای قاعده همان این می گردد. معادل

منیفلد بر منحنی ۶ . ٨ بخش

(a,b)⊆R باز بازه یک از c : (a,b)→M هموار نگاشتی ،M مفروض منیفلد بر هموار١ منحنی از منظور
،0 ∈ (a,b) می کنیم فرض اغلب می گردد. استفاده نیز قوس یا و خم، از منحنی، کلمه بجای است. M بتوی
t0 ∈ (a,b) لحظه در c منحنی c′(t0) سرعت٢ بردار است. شده آغاز c(0)= p نقطه از c منحنی می گوییم و

صورت به

c′(t0) := c∗
(dt
dt

∣∣∣∣
t0

)
∈ Tc(t0)M,

نمادهای از است. c(t0) نقطه در c سرعت c′(t0) که می گوییم اصطلاحا همچنین، می گردد. تعریف
جایگزین

dc
dt

(t0) یا و
dc
dt

∣∣∣∣
t0

می گردد. استفاده c′(t0) برای نیز

c′(t) نمادگزاری است ممکن باشد، R هدف فضای با منحنی c : (a,b)→ R وقتی یادداشت. ٨.٢١
مختصات x گیریم است. (a,b) دامنه بر استاندارد مختصات نمایشگر t اینجا در گردد. ابهام باعث
بنابراین و می باشد، c(t) در مماس بردار یک c′(t) ما، تعریف بنابه باشد. R هدف فضای بر استاندارد
c(t) حقیقی مقدار با تابع مشتق c′(t) حسابان، نمادگزاری در دیگر، سوی از است. d/dx|c(t) از مضربی
از شویم، قایل تفاوت مفهوم دو این بین باشد لازم چنانچه وضعیتی، چنین در می باشد. اسکالر یک لذا و

نمود. خواهیم استفاده حسابان در مشتق دادن نشان برای ċ(t) نماد

فضای در منحنی یک c : (a,b)→ R گیریم حسابان)∗. در تعبیر به سرعت (بردار تمرین ٨.٢٢
.c′(t) = ċ d

dx |c(t) که دهید نشان است. R هدف

این در شود. توجه ٨ . ٢ شکل به است. c(t) = (t2, t3) ضابطه با c : R→ R2 گیریم مثال. ٨.٢٣

velocity vector ٢ smooth curve ١
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تیز نوک منحنی :٨ . ٢ شکل

است: c(t) در ∂/∂y و ∂/∂x بردارهای خطی ترکیب c′(t) صورت

c′(t) = a
∂

∂x
+b

∂

∂y
.

می کنیم: محاسبه x مختصاتی تابع بر را طرف دو ،a محاسبه برای

a =
(
a
∂

∂x
+a

∂

∂y

)
x b =

(
a
∂

∂x
+a

∂

∂y

)
y

= c′(t) x = c′(t)y

= c∗
( d
dt

)
x = c∗

( d
dt

)
y

=
d
dt

(x◦ c) =
d
dt

(y◦ c)

=
d
dt

t2 =
d
dt

t3

= 2t, = 3t2.

نتیجه، در

c′(t) = 2t
∂

∂x
+3t2 ∂

∂y
.

نوشت: می شود زیر صورت به Tc(t)(R2) برای ∂/∂y و ∂/∂x پایه حسب بر را حاصل

c′(t) =
[

2t
3t2

]
.

تنها است کافی ،Rn در c هموار خم هر سرعت بردار محاسبه برای مثال، این در مثل کلی، حالت در
با نمودیم، مطرح ما که منحنی سرعت بردار مفهوم که می دهد نشان این بگیریم. مشتق c مولفه های از

دارد. مطابقت حسابان در معمول تعریف
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و بوده هموار منحنی c : (a,b)→ R گیریم موضعی). مختصات در منحنی (سرعت گزاره ٨.٢۴
چارت این در c منحنی ام i مولفه برای باشد. c(t) حول موضعی مختصات دستگاه یک (U, x1, · · · , xn)

صورت، این در می کنیم. استفاده ci = xi ◦ c نماد از

c′(t) =
n∑

i=1

ċi ∂

∂xi

∣∣∣∣
c(t)
.

ستونی بردار صورت به Tc(t)M برای {∂/∂xi|c(t)} پایه به نسبت منحنی c′(t) سرعت دیگر، عبارت به
است: زیر

ċ1(t)
...

ċn(t)

 .
□ است. خواننده عهده بر ٨.۵ تمرین عنوان به : برهان

آن به را TpM در c′(t0) مماس بردار یک ،p = c(t0) از گذرنده M منیفلد بر c هموار منحنی هر
یک سرعت بردار Xp ∈ TpM دلخواه مماس بردار هر که داد نشان می توان بالعکس، می کند. نظیر نقطه

دیگر، عبارت به است. p در منحنی

هر و M دلخواه منیفلد در p نقطه هر ازای به مفروض). آغازی بردار با منحنی (وجود گزاره ٨.٢۵
که دارند وجود چنان c : (−ε,ε)→ M هموار منحنی یک و 0 < ε عددی ،Xp ∈ TpM مماس بردار

.c′(0) = Xp و c(0) = p

مفروض آغازی بردار با منحنی وجود :٨ . ٣ شکل

.φ(p) = 0 ∈ Rn یعنی باشد، p در مرکز به چارت یک (U,φ) = (U, x1, · · · , xn) گیریم : برهان
این در باشد. Rn بر استاندارد مختصات r1, · · · ,rn گیریم .p در Xp =

∑
ai ∂/∂xi|p کنید فرض

Rn در α منحنی یک با ،c′(0) = Xp که گونه ای به p در c منحنی نمودن پیدا برای .xi = ri ◦φ صورت
(به می نگاریم M به φ−1 توسط را α اکنون .α′(0) = ai ∂/∂ri|p و α(0) = 0 آن در که می کنیم شروع

راست خط ،٨.٢۴ گزاره بنابه شود). توجه ٨ . ٣ شکل

α(t) := (a1 t, · · · ,an t), t ∈ (−ε,ε),
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منحنی از استفاده با دیفرانسیل محاسبه .٨ . ٧ مماس فضای .٨ فصل

φ(U) به ها α(t) که است کوچک کافی باندازه عددی ε آن در که است، ای α چنین از نمونه ساده ترین
داریم ، ٨.١۵ گزاره بنابه صورت، این در .c := φ−1 ◦α : (−ε,ε)→ M می کنیم: تعریف متعلقند.

c(0) = φ−1(α(0)) c′(0) = (φ−1)∗α∗
( d
dt

∣∣∣∣
t=0

)
= φ−1(0) = (φ−1)∗α∗

(∑
ai ∂

∂ri

∣∣∣∣
0

)
= p, =

∑
ai ∂

∂xi

∣∣∣∣
p

= Xp,

□ است. تمام برهان ترتیب این به و

در مشتق یک عنوان به مجرد، صورت به را منیفلد یک از p نقطه یک در مماس بردار ٨.٣ تعریف در
تعبیر می توانیم امتدادی مشتقات صورت به را مماس بردارهای منحنیها، از استفاده با نمودیم. تعریف p

کنیم. هندسی

اگر . f ∈ C∞(M) و باشد M منیفلد از p نقطه در دلخواه مماس بردار یک Xp گیریم گزاره. ٨.٢۶
آنگاه باشد، c′(0) = Xp اولیه سرعت بردار با p از آغازی هموار منحنی c : (−ε,ε)→ M

Xp =
d
dt

∣∣∣∣
0
( f ◦ c).

داریم ،c∗ و c′(0) تعریف بنابه : برهان

Xp f = c′(0) f

= c∗
( d
dt

∣∣∣∣
0

)
f

=
d
dt

∣∣∣∣
0
( f ◦ c),

□ است. تمام برهان و

منحنی از استفاده با دیفرانسیل محاسبه ٨ . ٧ بخش

یک در مشتق اساس بر یکی داریم، اختیار در هموار نگاشت یک دیفرانسیل محاسبه برای راه دو کنون تا
برای سومی راه بخش این در .(٨.١٨ (گزاره موضعی مختصات اساس بر دیگری و (١.٨ (معادله نقطه

می کنیم. مطرح منحنیها ار استفاده با F∗,p دیفرانسیل محاسبه

اگر باشد. Xp ∈ TpN و ،p ∈ N بوده، منیفلدها بین هموار نگاشتی F : N→ M گیریم گزاره. ٨.٢٧
آنگاه باشد، Xp اولیه سرعت با N در p از آغازی هموار منحنی یک c

F∗,p(Xp) =
d
dt

∣∣∣∣
0
(F ◦ c)(t).
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سابمرشن و ایمرشن .٨ . ٨ مماس فضای .٨ فصل

است. F(p) در F ◦ c نگاره منحنی سرعت بردار F∗,p(Xp) دیگر، عبارت به

نتیجه در .c′(0) = Xp و c(0) = p فرض بنابه : برهان

F∗,p(Xp) = F∗,p(c′(0))

= (F∗,p ◦ c∗,0)
( d
dt

∣∣∣∣
0

)
= (F◦c)∗,0

( d
dt

∣∣∣∣
0

)
(٨.١١ قضیه مشتق، زنجیره ای قاعده (بنابه

=
d
dt

∣∣∣∣
0
(F ◦ c)(t),

□ است. تمام برهان و

باشد، GL(n,R) عمومی خطی گروه در ماتریسی g اگر چپ). ضرب (دیفرانسیل مثال ٨.٢٨
هر ازای به ℓg(B) := g B بنابراین باشد؛ g در چپ از ضرب ℓg : GL(n,R)→ GL(n,R) گیریم
مماس فضای است، Rn×n برداری فضای از باز زیرمجموعه ای GL(n,R) چون .B ∈ GL(n,R)
دیفرانسیل یکی گیری، این با که دهید نشان گرفت. یکی می توان Rn×n خود با را Tg(GL(n,R))

می باشد. g در چپ از ضرب نیز (ℓg)∗,I : TI(GL(n,R))→ Tg(GL(n,R))

GL(n,R) در c(t) منحنی ،(ℓg)∗,I(X) محاسبه برای .X ∈ TI(GL(n,R)) = Rn×n گیریم : حل
از ضرب عملا ℓg(c(t)) = gc(t) صورت این در .c′(0) = X و c(0) = I که می کنیم انتخاب طوری را

داریم ،٨.٢٧ گزاره بنابه اکنون، است. g در چپ

(ℓg)∗,I(X) =
d
dt

∣∣∣∣
t=0
ℓg(c(t))

=
d
dt

∣∣∣∣
t=0

gc(t)

= gc′(0) (٣.٨ )
= g X.

∗ می باشد. ٨.٢۴ گزاره از مشتق بودن R−خطی محاسبه، این در (٣.٨) دلیل

سابمرشن و ایمرشن ٨ . ٨ بخش

حول در نظر مورد تابع خطی تقریبی بهترین می دانیم که اقلیدسی، فضاهای بین نگاشت مشتق مثل درست
دارد، را بفردی منحصز ویژگی چنین نیز هموار منیفلدهای بین نگاشت دیفرانسیل است، بحث مورد نقطه
را F : N→ M هموار نگاشت دارد. اساسی اهمیت حالت دو گفت. خواهیم که مشخصی تعبیر به البته
و باشد، یکبیک F∗,p : TpN→ TF(p)M دیفرانسیلش نگاشت که گوییم p ∈ N در ایمرشن صورتی در
گوییم ایمرشن صورتی در را F باشد. پوشا F∗,p دیفرانسیلش که گوییم p در سابمرشن را آن صورتی در

باشد. سابمرشن نقاط همه در که گوییم سابمرشن صورتی در و باشد، ایمرشن ای p ∈ N نقطه هر در که
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منظم و تکین نقاط و رتبه، .٨ . ٩ مماس فضای .٨ فصل

صورت این در باشند. m و n بترتیب بعد با هموار منیفلدهای M و N گیریم یادداشت. ٨.٢٩
ایجاب F∗,p : TpN→ TF(p)M دیفرانسیل نگاشت یکبیکی .dimTF(p)M = m و dimTpN = n
N از نقطه ای در F : N→ M اگر بنابراین، .n ≥ m که می کند ایجاب آن پوشایی و ،n ≤ m که می کند

.n ≥ m لزوما آنگاه باشد، سابمرشن نقطه ای در F اگر و ،n ≤ m لزوما آنگاه باشد، ایمرشن

است: Rm بالاتر بعد با فضایی در Rn احتوای نگاشت ایمرشن، نگاشت برای نوعی شکل مثال. ٨.٣٠

i(x1, · · · , xn) = (x1, · · · , xn,0, · · · ,0).

است: Rn پایین تر بعد با فضایی بروی Rm از تصویر نگاشت سابمرشن، نگاشت برای نوعی شکل

π(x1, · · · , xm, xm+1, · · · , xn) = (x1, · · · , xm).

i : U → M احتوا نگاشت آنگاه باشد، M مفروض منیفلد از باز زیرمجموعه ای U اگر مثال. ٨.٣١
هر ندارد لزومی که نمود برداشت چنین می توان مثال این از بخصوص، سابمرشن. هم و است ایمرشن هم

باشد. پوشا سابمرشنی

و ایمرشن قضیه اساس بر نمود. خواهیم ارائه سابمرشنها و ایمرشنها از دقیقتری تحلیل ١١ فصل در
سابمرشنی هر و است احتوا نگاشت موضعا ایمرشنی هر شد، خواهد اثبات آنجا در که سابمرشن قضیه

می باشد. تصویر نگاشت موضعا

منظم و تکین نقاط و رتبه، ٨ . ٩ بخش

متناهی، بعد با برداری فضاهای بین L : V→W مفروض خطی نگاشت رتبه١ که داریم یاد به خطی جبر از
مفروض ماتریس یک رتبه آنکه حال می گردد، تعریف W از زیرفضایی عنوان به L(V) نگاره بعد صورت به
W برای پایه ای و V برای پایه ای به نسبت L اگر می گردد. تعریف آن ستونی فضای بعد صورت به A
نگاره زیرا بود، خواهد A رتبه همان درست L رتبه آنگاه باشد، شده داده نمایش A ماتریس از استفاد با
منیفلدها بین F : N→ M هموار نگاشتی حال می باشد. A ماتریس ستونی فضای همان درست L(V)
نگاشت رتبه صورت به و داده نشان rank F(p) نماد با را p ∈ N نقطه در F رتبه بگیرید. نظر در
مختصاتی دستگاه به نسبت دیفرانسیل نگاشت می کنیم. تعریف F∗,p : TpN → TF(p)M دیفرانسیل
،(٨.١٨ (گزاره می شود داده نمایش ژاکوبی ماتریس با F(p) در (V,y1, · · · ,ym) و p در (U, x1, · · · , xn)

بنابراین

rank F(p) = rank
[ ∂yi

∂x j (p)
]
.

رتبه پس است، مستقل مختصاتی چارتهای انتخاب از مفروض، نگاشت هر دیفرانسیل نگاشت چون
است. چنین نیز ژاکوبی مارتیس

گوییم F : N→M نگاشت بحرانی٣) (یا، تکین٢ نقطه یک صورتی در را N در p نقطه تعریف. ٨.٣٢
دیفرانسیلش نگاشت که

F∗,p : TpN→ TF(p)M

critical point ٣ singular point ٢ rank ١
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منظم و تکین نقاط و رتبه، .٨ . ٩ مماس فضای .٨ فصل

می گوییم. منظم۴ نقطه یک را p نقطه باشد، پوشا F∗,p دیفرانسیل نگاشت که صورتی در نباشد. پوشا
غیر در باشند؛ منظم نقاط آن، پیشنگاره در نقاط تمام که گوییم منظم۵ مقدار صورتی در را M از نقطه ای
توجه تعریف این با ارتباط در نکته دو به .(۴ . ٨ شکل (به می گوییم تکین مقدار را نقطه آن صورت، این

حقیقی خط بتوی تیوب از ، f (x,y,z) = z تابع منظم نقاط و تکین نقاط :۴ . ٨ شکل

باشید: داشته
مقدار یک که ندارد لزومی واقع، در نکردیم. تعریف منظم نقطه یک نگاره صورت به را منظم مقدار (١)
به باشد، نداشته قرار F نگاره در که M از نقطه هر باشد. داشته قرار F نگاره در اصلا منظم،
در تکینی نقطه هیچ لذا و است تهی آن پیشنگاره زیرا بود، خواهد منظم مقدار یک خودکار صورت

ندارد. بر

،F−1({c}) پیشنگاره در نقطه ای یک اقل حد که است تکین مقدار وقتی تنها و وقتی M در c نقطه (٢)
پیشنگاره در نقطه ی هر که است منظم وقتی تنها و وقتی F نگاره در c نقطه باشد. تکین نقطه

باشد. منظم نقطه یک F−1({c})

کافی و لازم شرط .p ∈ M و است M هموار بر مقدار حقیقی تابعی f : M→ R گیریم گزاره. ٨.٣٣
دستگاه یک به نسبت آن جزئی مشتقات همه که است این باشد f تابع تکین نقطه یک p اینکه برای

کنند: صدق ذیل روابط در p شامل (U, x1, · · · , xn) موضعی مختصات
∂ f
∂x j (p) = 0, j = 1, · · · ,n,

ماتریس توسط f∗,p : TpM→ T f (p)R � R دیفرانسیل ،٨.١٨ گزاره بنابه : ]برهان ∂

∂x1 (p), · · · , ∂
∂xn (p)

]
,

بعدی. یک یا و است بعدی صفر یا است، R از خطی زیرفضایی f∗,p نگاره چون می شود. داده نمایش
وقتی تنها و وقتی f∗,p بنابراین، می باشد. پوشا نگاشتی یا و است صفر نگاشت f∗,p یا دیگر، عبارت به
□ باشند. صفر ∂ f /∂x j(p) جزئی مشتقات همه که نیست پوشا

regular value ۵ regular point ۴
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مسایل ٨ . ١٠ بخش

ضابطه با نگاشت F : R2→ R3 گیریم نگاشت. یک دیفرانسیل ∗٨.١

(u,v,w) = F(x,y) = (x,y, xy),

،∂/∂u بردارهای از خطی ترکیبی صورت به را F∗(∂/∂x|p) مقدار .p = (x,y) ∈ R2 گیریم است.
کنید. محاسبه ∂/∂w و ∂/∂v

،p ∈ Rn هر ازای به باشد. خطی نگاشتی L : Rn → Rm گیریم خطی. نگاشت دیفرانسیل ٨.٢
از استفاده با را TpR

n � Rn استاندارد ∑یکی گیری
ai ∂

∂xi 7−→ a = ⟨a1, · · · ,an⟩,

L : Rn→ Rm خود برابر L∗,p : TpR
n→ TL(p)R

m دیفرانسیل نگاشت که دهید نشان می کنیم. اعمال
شده. داده توضیح روش به مماس فضاهای یکی گیری از پس البته، است،

را F : R2→ R2 نگاشت ،α ثابت و دلخواه حقیقی عدد ازای به دیفرانسیل. یک از مثالی ٨.٣[
u
v

]
= (u,v)

= F(x,y)

=

[
cosα −sinα
sinα cosα

] [
x
y

]
,

p = (x,y) ∈R2 اگر بگیرید. نظر در ا ر R2 بر X = −y∂/∂x+ x∂/∂y برداری میدان می کنیم. تعریف
کنید. محاسبه α و y ،x حسب بر را b و a توابع ،F∗(Xp) = (a∂/∂u+b∂/∂v)|F(p) و

R2 بر استاندارد موضعی مختصات دستگاه x,y گیریم مختصاتی. بردارهای برای گذر ماتریس ٨.۴
صورت به U بر r, θ قطبی مختصات باشد. U = R2−{(x,0)|x ≥ 0} باز مجموعه U و بوده

x = r cosθ, y = r sinθ, 0 < r, 0 < θ < 2π,

کنید. تعیین ∂/∂y و ∂/∂x حسب بر را ∂/∂θ و ∂/∂r می گردد. تعریف یکتا شکل به

کنید. اثبات را ٨.٢۴ گزاره موضعی. مختصات در منحنی سرعت ∗٨.۵

صورت این در p = (x,y) ∈ R2 گیریم سرعت. بردار ٨.۶

cp(t) =
[

cos2t −sin2t
sin2t cos2t

] [
x
y

]
, t ∈ R,

کنید. محاسبه را c′p(0) سرعت بردار می باشد. R2 در p آغازی نقطه با منحنی یک
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و π1 : M ×N → M و بوده منیفلد N و M اگر منیفلدها. حاصلضرب به مماس فضای ∗٨.٧
ای (p,q) ∈ M×N هر ازای به که کنید ثابت باشند، طبیعی تصاویر π2 : M×N→ N

(π1∗,π2∗) : T(p,q)M×N −→ TpM×TqN

است. ایزومورفیسم

ضرب نگاشت با لی گروه یک G گیریم وارونگیری. نگاشت و ضرب نگاشت دیفرانسیل ٨.٨
صورت این در باشد. e همانی عنصر و ι : G→G وارونگیری نگاشت و µ : G×G→G

می کند: رفتار جمع صورت به (e,e) نقطه در µ ضرب نگاشت دیفرانسیل که دهید نشان (الف)

µ∗,(e,e) : TeG×TeG −→ TeG, (Xe,Ye) 7−→ Xe+Ye.

کنید.) محاسبه ٨.٢٧ گزاره از استفاده با را µ∗,(e,e)(0,Ye) و µ∗,(e,e)(Xe,0) ابتدا (راهنمایی:

می کند: رفتار یک منفی در ضرب صورت به e نقطه در ι وارون نگاشت دیفرانسیل که دهید نشان (ب)

ι∗,e : TeG −→ TeG, Xe 7−→ −Xe.

بگیرید.) دیفرانسیل µ(c(t), (ι◦ c)(t)) = e رابطه طرفین از (راهنمایی:

باز زیرمجموعه بر برداری میدانهای X1, · · · ,Xn گیریم مختصاتی. بردارهای به بردارها تبدیل ∗٨.٩
خطی مستقل p ∈ U در (X1)p, · · · , (Xn)p بردارهای کنید فرض باشند. M بعدی n منیفلد از U
هر ازای به که دارد وجود چنان p حول (V, x1, · · · , xn) مختصاتی چارت یک که دهید نشان باشند.

.(Xi)p = (∂/∂xi)p داریم i = 1, · · · ,n

دارای M منیفلد بر f : M→ R حقیقی-مقدار تابع می گوییم صورتی در موضعی. ماکزیموم ٨.١٠
گردد یافت گونه ای به M در p شامل U باز همسایگی یک که است، p ∈ M نقطه در موضعی ماکزیموم

. f (p) ≥ f (q) ای q ∈ U هر ازای به که

در موضعی ماکزیموم مقدار دارای I باز بازه بر f : I→ R دیفرانسیلپذیر تابعی اگر که کنید ثابت ∗(الف)

. f ′(p) = 0 آنگاه باشد، p ∈ I

(راهنمایی: است. f برای تکین نقطه یک f : M→ R هموار تابع موضعی ماکزیموم کنید ثابت (ب)
سرعت که باشد، M در p از آغازی منحنی یک c(t) و بوده TpM در مماس بردار یک Xp گیریم
است. 0 در موضعی ماکزیموم با حقیق-مقدار تابعی f ◦ c صورت این در می باشد. Xp اولیه اش

نمایید.) استفاده (الف) از

١١٣



٩ فصل

زیرمنیفلد

داریم: اختیار در روش دو اینجا تا مفروض، توپولوژی فضای یک بودن منیفلد دادن نشان برای

دارد؛ هموار ساختار نیز و است شمارا پایه با و هاوسدورف شده داده فضای که دهیم نشان مستقیماً الف)

آنها طی که شرایطی ٧ فصل در کنیم. مطرح مناسب خارج قسمتی فضای یک صورت به را آن ب)
گردید. مطرح شود؛ منیفلد نظر مورد فضای

که زیرمجموعه ای می کنیم، مطرح را مفروض منیفلد یک از منظم زیرمنیفلد مفهوم ابتدا فصل، این در
تابع قضیه از استفاده با سپس، می گردد. مطرح مختصاتی توابع از تعدادی شدن صفر صورت به موضعاً
مجموعه اینکه دادن نشان برای آن از که می کنیم، مطرح منظم» تراز مجموعه «قضیه بنام قضیه ای وارون،
نتیجه ای قضیه این اینکه با می شود. استفاده است، منظم زیرمنیفلد منیفلدها، بین هموار نگاشت تراز
تابع قضیه از مستقیماً را آن اینجا در می شود، مطرح ١١ در بعداً که است ثابت رتبه قضیه از بالافصل

می کنیم. استخراج وارون

منظم زیر منیفلد ٩ . ١ بخش

قلمداد می توان R3 از زیرمجموعه ای عنوان به را آن است. منظم زیر منیفلد یک از اولیه نمونه xy−صفحه
داد: تعمیم می توان را موضوع این می گردد. معرفی z مختصاتی تابع کردن صفر با که نمود

به که است k−بعدی منظم١ زیرمنیفلد صورتی در N n−بعدی منیفلد از S زیرمجموعه تعریف. ٩.١
موجود اطلس (از p حول (U,ϕ) = (U, x1, · · · , xn) موضعی مختصات دستگاه یک ،p ∈ S هر ازای
بتوان مختصاتی تابع n− k مشترک صفر صورت به را U ∩S که باشد داشته وجود چنان (N منیفلد بر
xk+1, · · · , xn نظر مورد مختصاتی تابع n−k که نمود فرض می توان مختصات، شماری باز با نمود. بیان

می نامیم. S با موافق٢ چارت را N بر (U,ϕ) چارت این هستند.

adapted chart ٢ regular submanifold ١

١١۴



منظم زیر منیفلد .٩ . ١ زیرمنیفلد .٩ فصل

نگاشت است. ϕ(x1, · · · , xk,0 · · · ,0) صورت به U ∩S زیرمجموعه بر ϕ نگاشت

ϕS : U ∩S → Rk

ϕS = دیگر بعبارت می کنیم؛ تعریف U ∩ S زیرمجموعه به ϕ تحدید از اول مختص k صورت به را
شود). توجه ٩ . ١ شکل (به می نامند S بعد١ نقصان اصطلاحاً را n− k عدد .(x1, · · · , xk)

آن. با موافق چارت و منظم زیرمنیفلد :٩ . ١ شکل

بر N از القایی توپولوژی همان ،S زیرمنیفلد بر توپولوژی که است این بر فرض اینجا در یادداشت. ٩.٢
می باشد. آن

این در باشد. یکی n منیفلد بعد با می تواند k عدد زیرمنیفلد، تعریف در باز). (زیرمنیفلد مثال ٩.٣
نتیجه، در .U ∩S = U بنابراین و می گردد، حاصل مختصاتی تابع هیچ گذاشتن صفر با U ∩S حالت
است. برابر منیفلد خود بعد با بعدش که می باشد آن از منظمی زیرمنیفلد منیفلد، یک از باز مجموعه زیر هر

می گوییم. باز٢ زیرمنیفلد را U حالت این در اصطلاحاً،

٩ . ٢ شکل (به می باشد xy−صفحه از منظم زیرمنیفلد یک x−محور بر S = (−1,1) بازه مثال. ٩.۴
توابع با U = (−1,1)× (−1,1) باز مربع زیرمنیفلد، این با موافق چارت ارائه جهت شود). توجه
در y = 0 با نقاط از است عبارت درست U ∩ S صورت این در می گیریم. نظر در را x,y مختصاتی
V ∩S زیرا نیست، موافق S با (V, x,y) چارت آنگاه ،V = (−2,0)× (−1,1) اگر که کنید توجه .U

خیر. V ولی است، موافق چارت U :٩ . ٢ شکل

مجموعه ،V بر y مختصاتی تابع دادن قرار صفر با که حالی در است، x−محور بر (−1,0) باز بازه برابر
می گردد. حاصل x−محور بر (−2,0)

open submanifold ٢ codimension ١
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منظم زیر منیفلد .٩ . ١ زیرمنیفلد .٩ فصل

باز بازه و Γ اجتماع S و است، (0,1) بازه بر f (x) = sin(1/x) تابع نمودار Γ گیریم مثال. ٩.۵
شود): توجه ٩ . ٣ شکل (به است محور −y بر I = {0}× (−1,1)

S = {
(
x,sin

(1
x

)) ∣∣∣∣0 < x < 1}∪ {(0,y)
∣∣∣ −1 < y < 1}.

موافق چارت هیچ آنگاه باشد، I بازه از نقطه ای p اگر زیرا: نیست، منظم زیرمنیفلد S ⊂ R2 زیرمجموعه
بار بینهایت را S زیرمجموعه ،R2 در p از U کوچک همسایگی هر که چرا ندارد، pوجود حول S برای

می کند. قطع

نیست. منظم زیرمنیفلد که زیرمجموعه از نمونه ای :٩ . ٣ شکل

دارد، فرق S با مجموعه این می نامند. توپولوژی دانان سینوسی منحنی را R2 در Γ بستار یادداشت. ٩.۶
غیر و همبند فضای یک از نمونه ای این دارد. بر در را (0,−1) و (0,1) ،(1,sin1) انتهایی نقاط زیرا

است. راهی همبند

S (U,ϕ)با موافق چارتهای از گردایه ای U و است N از منظمی زیرمنیفلد S گیریم گزاره. ٩.٧
US := {(U ∩ صورت این در دارد). بر در را S کل ها U اجتماع (یعنی می پوشاند را S که می باشد
است. منیفلد یک خود منظم، زیرمنیفلد هر بنابراین، می باشد. S برای اطلسی S ,ϕS ) | (U,ϕ) ∈ U}
.dimS = k آنگاه باشد، شده تعریف مختصاتی تابع n− k گرفتن صفر با موضعاً S و n بعد با N اگر

گردایه از موافق چارت دو (V,ψ) = (V,y1, · · · ,yn) و (U,ϕ) = (U, x1, · · · , xn) گیریم : برهان
هر ازای به صورت این در .1mm↓.U ∩V , / کنیم فرض شود). توجه ٩ . ١ شکل (به هستند U

p ∈ U ∩V ∩S

ψ(p) = (y1, · · · ,yk,0, · · · ,0) و ϕ(p) = (x1, · · · , xk,0, · · · ,0)

بنابراین و ψS؛ (p) = (y1, · · · ,yk) و ϕS (p) = (x1, · · · , xk) نتیجه در

ψS ◦ϕ−1
S (x1, · · · , xk) = (y1, · · · ,yk).

در است. هموار ψS ◦ϕ−1
S گذر تابع هستند، x1, · · · , xk از هموار تابعی ها y1, · · · ,yk از یک هر چون

کل برای باز پوششی {U ∩S |(U,ϕ) ∈ U} چون حال، ∞C−سازگارند. هم USبا در چارتهای نتیجه،
□ می دهد. تشکیل S برای USاطلسی گردایه پس است، S

١١۶



تابع صفرهای مجموعه .٩ . ٢ زیرمنیفلد .٩ فصل

هستند. همپوش که زیرمنیفلد یک با موافق چارتهای :۴ . ٩ شکل

تابع صفرهای مجموعه ٩ . ٢ بخش

f −1({c}) معنی به f −1(c) از که است، رایج c؛ ∈M و باشد منیفلدها بین تابعی f : N→M کنید فرض
زیرمجموعه شود. استفاده

f −1(c) = {p ∈ N | f (p) = c}

منظم تراز مجموعه را c منظم مقدار یک f −1(c) وارون نگاره می نامند. c به نظیر f تراز١ مجموعه را
f صفرهای٢ مجموعه را Z( f ) := f −1(0) مجموعه ، f : N → Rm چنانچه می نامند. c به نظیر f

می نامند.

تراز مجموعه صورت، این در .R3 بر f (x,y,z) = x2+ y2+ z2 گیریم .(R2 در (2−کره مثال ٩.٨

f −1(1) =
{
(x,y,z) ∈ R3 | x2+ y2+ z2 = 1

}
است. معروف S2 2−کره همان درست

قادرند که می کنیم پیدا موافقی چارتهای R3 از زیرمجموعه این برای وارون تابع قضیه کمک به اکنون،
به که است، (0,0,0) مبداء f تکین نقطه تنها ، fz = 2z و fy = 2y ، fx = 2x چون بپوشانند. را آن کل
مقدار یک 0 لذا و هستند، f تابع منظم نقاط S2 کره بر نقاط همه بنابراین، ندارد. تعلق S2 به وضوح

می باشد. f برای منظم
نگاشت ژاکوبی ماتریس صورت این در . fx(p) = 2p1 , 0 آن در که p = (p1, p2, p3) ∈ S2 گیریم

zero set ٢ level set ١
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تابع صفرهای مجموعه .٩ . ٢ زیرمنیفلد .٩ فصل

از است عبارت ( f ,y,z) : R3→ R3 هموار

J( f−1,y,z) =

∂( f −1)/∂x ∂( f −1)/∂y ∂( f −1)/∂z
∂y/∂x ∂y/∂y ∂y/∂z
∂z/∂x ∂z/∂y ∂z/∂z


=

2x 2y 2z
0 1 0
0 0 1


،(۶.٢٩ (قضیه وارون تابع قضیه به بنا پس، .J( f−1,y,z)(p) = 2p1 , 0 آن ژاکوبی دترمینان نتیجه، در
در می باشد. R3 اطلس از چارتی (Up, f −1,y,z) که دارد وجود چنان R3 در p از Up باز همسایگی
میگردد. مطرح f −1 = 0 مختصاتی تابع اولین دادن قرار صفر صورت به Up∩S2 مجموعه چارت، این
S2 برای چارتی (Up∩S2,y,z) نتیجه، در و است S2 با موافق چارت یک (Up, f −1,y,z) بنابراین،

می باشد.
وجود p حول (Vp, x, f −1,z) موافق چارت یک ، fy(p) = 2p2 , 0 حالت در مشابه، صورت به
حالت در می باشد. f − 1 آن مختصاتی تابع دومین صفرهای مجموعه برابر Vp ∩S2 مجموعه که دارد
برابر Wp∩S2 مجموعه که دارد وجود p حول (Wp, x,y, f −1) موافق چارت یک نیز fz(p)= 2p3 , 0
می پوشانند. را S2 کل موافق چارت سه این می باشد. f −1 آن مختصاتی تابع سومین صفرهای مجموعه

است. بعدی 2 منیفلدی S2 ،٩.٧ گزاره بنابه می باشد. R3 از منظم زیرمنیفلدی S2 بنابراین،

f : N → R دلخواه تابع هر منظم تراز مجموعه حالت به را آن که است مهم جهت این به مثال این
صفر مخالف f نظر مورد تابع جزئی مشتقات از یکی لااقل نقطه ای هر در است کافی داد. تعمیم می توان

باشد.

این در است. N n−بعدی منیفلد بر هموار تابعی f : N→ R گیریم منظم. تراز مجموعه قضیه ٩.٩
است. N از یک بعد نقصان با منظم زیرمنیفلد یک S = f −1(c) تهی غیر منظم تراز مجموعه هر صورت،

.p ∈ S گیریم . f (c) = 0 که نمود فرض می توان لزوم، صورت در f − c با f تعویض با : برهان
به نسبت که دارد، وجود چنان p شامل (U, x1, · · · , xn) چارتی است، f تابع از منظمی نقطه p چون
کنیم فرض می توانیم x1, · · · , xn مختصاتی توابع بازشماری با .(∂ f /∂xi)(p) , 0 ای i یک ازای به آن
ϕ = ( f , x2, · · · , xn) : U → Rn هموار تابع ژاکوبی ماتریس صورت، این در .(∂ f /∂x1)(p) , 0 که

١١٨



منظم تراز مجموعه قضیه .٩ . ٣ زیرمنیفلد .٩ فصل

از است عبارت

Jϕ =


∂ f /∂x1 ∂ f /∂x2 · · · ∂ f /∂xn

∂x2/∂x1 ∂x2/∂x2 · · · ∂xn/∂x2

...
...

...

∂xn/∂x1 ∂xn/∂x2 · · · ∂xn/∂xn


=


∂ f /∂x1 ∂ f /∂x2 · · · ∂ f /∂xn

0 1 · · · 0
...

...
...

0 0 · · · 1


وارون، تابع قضیه به بنا نتیجه، در .∂ f /∂x1(p) , 0 است: صفر مخالف p در ϕ ژاکوبی دترمینان پس،
می دهد. تشکیل آن بر مختصاتی دستگاه یک ( f , x2, · · · , xn) که دارد وجود p از Up بازی همسایگی
تابع اولین دادن قرار صفر صورت به (Up, f , x2, · · · , xn) چارت این به نسبت Up ∩ S تراز مجموعه
در است. S با موافق چارت یک (Up, f , x2, · · · , xn) بنابراین، می گردد. حاصل f = 0 مختصاتی
□ است. N از n−1 بعد با منظمی زیرمنیفلد S نتیجه،

منظم تراز مجموعه قضیه ٩ . ٣ بخش

می دهیم. تعمیم Rm بتوی توابع حالت به را ٩.٩ قضیه اکنون

صورت، این در است. N n−بعدی منیفلد بر هموار تابعی f : N→ Rm و m ≤ n گیریم قضیه. ٩.١٠
است. N از m بعد نقصان با منظم زیرمنیفلد یک S = f −1(c) تهی غیر منظم تراز مجموعه هر

p ∈ S گیریم .c = 0 ∈Rm که نمود فرض می توادن لزوم، صورت در f −c با f تابع تعویض با : برهان
در است، f تابع منظم نقطه یک فرض به بنا p چون می باشد. p حول N از چارتی (U, x1, · · · , xn) و
یا و ها f i اندیس تعویض با می باشد. m =min{n,m} رتبه با [(∂ f i/∂x j)(p)] ژاکوبی ماتریس نتیجه
مخالف دترمینان که ژاکوبی ماتریس از m×m ماتریس زیر که کنیم فرض می توانیم لزوم، صورت در ها x j

در x1, · · · , xm اول مختصاتی تابع m است. [(∂ f i/∂x j)(p)]1≤i, j≤m ماتریس زیر دقیقاً دارد، صفر
Up ⊆ N بازی همسایگی که می کنیم ادعا می کنیم. تعویض f 1, · · · , f m مولفه ای توابع با را (U, x) چارت
منظور، این برای است. N اطلس در چارتی (Up, f 1, · · · , f m, xm+1, · · · , xn) که دارد وجود pچنان از

کنیم: محاسبه p نقطه در را Φ = ( f 1, · · · , f m, xm+1, · · · , xn) تابع ژاکوبی است کافی

[
A B
O C

]
, A =


∂ f 1

∂x1 · · · ∂ f 1

∂xm
...

...
∂ f m

∂x1 · · · ∂ f m

∂xm

 , B =


∂ f 1

∂xm+1 · · · ∂ f 1

∂xn
...

...
∂ f m

∂xm+1 · · · ∂ f m

∂xn

 ,

١١٩



منظم تراز مجموعه قضیه .٩ . ٣ زیرمنیفلد .٩ فصل

ماتریس این دترمینان چون .(n−m)× (n−m) همانی ماتریس C و است m×m صفر ماتریس O
می گردد. نتیجه وارون تابع قضیه از بالا ادعای می باشد، صفر مخالف فرض مطابق که است، det A برابر
می گردد. حاصل f 1, · · · , f m مختصاتی تابع m دادن قرار صفر با (Up,Φ) چارت در S مجموعه
n−m بعد با منظمی زیرمنیفلد S بنابراین، است. S با موافق و N برای چارت یک (Up,Φ) نتیجه، در
□ می باشد. N از

دهیم: تعمیم صورتش ترین کلی به را (٩.١٠ قضیه لذا (و ٩.٩ قضیه بعدی، مرحله در که است طبیعی

بعدی n منیفلدی N بعدی، m منیفلدی N ،m ≤ n گیریم منظم). تراز مجموعه (قضیه قضیه ٩.١١
S = f −1(c) تهی غیر منظم تراز مجموعه هر صورت، این در باشد. آنها بین هموار تابعی f : N→ M و

است. N از m بعد نقصان با منظم زیرمنیفلد یک

g = y◦ f : تابع صورت، این در باشد. f (p) = c حول M برای چارتی (V,y) و p ∈ S گیریم : برهان
نگاشت رتبه لذا و است چارت y ، زیرا می باشد؛ آن منظم مقدار یک d = y(c) و است هموار N→ Rm

است، فراهم ٩.١٠ قضیه در شرایط همه پس، .rank(g)(p) = rank( f )(p) = m نمی دهد: تغییر را f

□ شود). توجه ٩ . ٣ شکل (به می آید بکار نیز مورد این در استدلال همان و

است. g−1(d) تراز مجموعه برابر موضعاً f −1(c) تراز مجموعه :۵ . ٩ شکل

می دهد. نتیجه را زیر مفید لم منظم، تراز مجموعه قضیه اثبات

مجموعه S و بوده N n−بعدی منیفلد بر هموار نگاشتی F : N → Rm گیریم .Lem٩٬١١ ٩.١٢
چارتی به نسبت ∂(F1, · · · ,Fm)/∂(x j1 , · · · , x jm)(p) ژاکوبی دترمینان اگر باشد. F−1(0) تراز
را F1, · · · ,Fm آن بر که دارد جود و p از همسایگی ای آنگاه باشد، ناصفر p حول (U, x1, · · · , xn)

رسید. N برای S با موافق چارتی به و نمود، تعویض می شود x j1 , · · · , x jm با

تراز مجموعه بودن منظم زیرمنیفلد برای کافی شرطی منظم تراز مجموعه قضیه در یادداشت. ٩.١٣
مجموعه آنگاه باشد، f (x,y) = y2 نگاشت f : R2 → R اگر مثلا، کافی! شرط نه و می گردد، ارائه
و ∂ f /∂x = 0 اما، می باشد. R2 از منظم منیفلدی زیر که است، x−محور همان Z( f ) = Z(y2) تراز

هستند. تکین Z( f ) نقاط تمام یعنی محور؛ −x بر ∂ f /∂y = 2y = 0

١٢٠



منظم زیرمنیفلد از مثالهایی .۴ . ٩ زیرمنیفلد .٩ فصل

منظم زیرمنیفلد از مثالهایی ۴ . ٩ بخش

2−بعدی منیفلد R3یک در x3+y3+z3 = 1 معادله جواب S مجموعه فضا). در (ابر رویه ٩.١۴ مثال
می نامند. ابر رویه١ را آن می شود، یک برابر Rn از زیرمنیفلدی بعد نقصان وقتی معمولا است.

.S = f −1(1) صورت، این در . f (x,y,z) = x3 + y3 + z3 گیریم مطلب، این دادن نشان برای
در ندارد. قرار S در که می باشد، (0,0,0) مبداء تابع، این تکین نقطه تنها ،J f = (3x2,3y2,3z2) چون
بعد نقصان با R3 از منظم زیرمنیفلدی S ،٩.٩ قضیه به بنا لذا و است، f برای منظمی مقدار 1 نتیجه،

شود. توجه ۴ . ٩ شکل به است. (2 بعد با بنابراین، (و یک

x3+ y3+ z3 = 1 معادله به ابر رویه :۶ . ٩ شکل

x+y+z= و x3+y3+z3 = 1 معادلات دستگاه جواب S مجموعه فضا). در (منحنی ای ٩.١۵ مثال
می نامند. منحنی را آن می شود، یک زیرمنیفلدی بعد وقتی معمولا است. 1−بعدی منیفلد یک R3 در 0
می گیریم نظر در را F(x,y,z) = (u,v) ضابطه با F : R3→ R2 نگاشت مطلب، این دادن نشان برای
اما .S = F f −1(1,0) صورت، این در .v(x,y,z) = x+ y+ z و u(x,y,z) = x3+ y3+ z3 آن در که

JF =

(
ux uy uz

vx vy vz

)
=

(
3x2 3y2 3z2

1 1 1

)
,

hypersurface ١

١٢١



منظم زیرمنیفلد از مثالهایی .۴ . ٩ زیرمنیفلد .٩ فصل

F نگاشت تکین نقطه می توان صورتی در p = (x,y,z) ∈ R3 نقطه بنابراین، ... و ux = ∂u/∂x که
یعنی باشد. صفر JF(p) ممکن 2×2 مینور سه هر دترمینان که 3x2∣∣∣∣∣∣باشد 3y2

1 1

∣∣∣∣∣∣ = 3(x2− y2),∣∣∣∣∣∣3y2 3z2

1 1

∣∣∣∣∣∣ = 3(y2− z2),∣∣∣∣∣∣3x2 3z2

1 1

∣∣∣∣∣∣ = 3(x2− z2).

x = y = z = 0 ممکن حالت تنها که ،x+y+ z = 0 باید ،p ∈ S اگر اما .x = ±x و y = ±z نتیجه، در
هیچ F یعنی، می شود. رد نیز p = (0,0,0) نقطه تنها که ،x3 + y3 + z3 = 1 باید طرفی از می باشد؛
بعد با زیرمنیفلدی S که می دهد نشان این است. منظم تراز مجموعه یک S بنابراین، ندارد. تکین نقطه

است. R3 از یک
منظمی مقدار 1 نتیجه، در ندارد. قرار S در که می باشد، (0,0,0) مبداء تابع، این تکین نقطه تنها
بعد با بنابراین، (و یک بعد نقصان با R3 از منظم زیرمنیفلدی S ،٩.٩ قضیه به بنا لذا و است، f برای

شود. توجه ۴ . ٩ شکل به است. (2

x+ y+ z = 0 و x3+ y3+ z3 = 1 معادله به منحنی :٩ . ٧ شکل

مجموعه ای زیر مجموعه، عنوان به SL(n,R) خاص١ خطی گروه خاص). خطی (گروه مثال ٩.١۶
و det(AB) = (det A)(det B) چون است. یک دترمینان با ماتریسهای از متشکل GL(n,R) از
SL(n,R) اینکه دادن نشان برای است. GL(n,R) از زیرگروهی SL(n,R) ، det(A−1) = 1/det A
تراز مجموعه قضیه و می گیریم، نظر در را det : GL(n,R)→ R دترمینان تابع است، منظم زیرمنیفلد
1 مقدار بودن منظم تا است نیاز منظور، این برای می بریم. بکار det−1(1) = SL(n,R) برای را منظم

کنیم. تحقیق را det تابع برای

special linear group ١

١٢٢



منظم زیرمنیفلد از مثالهایی .۴ . ٩ زیرمنیفلد .٩ فصل

زیرماتریس نمایشگر S i j و باشد، Rn×n بر استاندارد مختصات دستگاه 1 ≤ i, j ≤ n که ،ai j گیریم
خطی جبر از .mi j = detS i j و باشد A = [ai j] ∈ Rn×n ماتریس از ام j ستون و ام i سطر از حاصل

می کند: بیان امش i سطر حسب بر را دترمینان که می آوریم بیاد را فرمولی

det(A) = (−1)i+1 ai1 mi1+ (−1)i+2 ai2 mi2+ · · ·+ (−1)i+n ain min. (١.٩ )

، j هر و i هر ازای به بنابراین،

∂det
∂ai j

= (−1)i+ jmi j.

mi j دترمینان های همه که است det تکین نقطه وقتی تنها و وقتی A ∈ GL(n,R) ماتریس نتیجه، در
بنابراین و است، n− 1 از کمتر A ماتریس رتبه که است معنی بدان این اما، باشند. صفر A از حاصل
یعنی، .det A = 1 باید انگاه ،A ∈ SL(n,R) باشد قرار اگر که حالی در است، صفر آن دترمینان
تراز مجموعه قضیه بنابه نتیجه، در هستند. det تابع برای منظم نقطه SL(n,R) در ماتریسهای همه
نتیجه در است؛ یک برابر آن همبعد می باشد. GL(n,R) از منظمی زیرمنیفلد SL(n,R) ،٩.٩ منظم

.dimSL(n,R) = dimGL(n,R)−1 = n2−1

١٢٣



تمرینات .۵ . ٩ زیرمنیفلد .٩ فصل

تمرینات ۵ . ٩ بخش

c ∈ R مقادیر همه بگیرید. نظر در را f (x,y) = x3 −6xy+ y2 ضابطه با f : R2→ R تابع . ٩.١
می باشد. R3 از منظم زیرمنیفلد f −1(c) تراز مجموعه آن ازاء به که بیابید را ای

x5+y5+z5+w5 = 1 معادله جوابهای مجموعه آیا بگیرید. نظر در R4را بر x,y,z,w مختصات . ٩.٢
می گردد.) استفاده زیرفضایی توپولوژی از که است این بر (فرض چرا؟ است؟ هموار منیفلد R4 در

است؟ هموار منیفلد R3 در z = xy و x3+ y3+ z3 = 1 معادلات دستگاه جوابهای مجموعه آیا . ٩.٣
چرا؟

از یکی موضعاً که است خاصیت این دارای R2 از S زیرمجموعه کنید فرض منظم. زیرمنیفلد ٩.۴
R2 از منظمی زیرمنیفلد S دهید نشان می باشد. دیگرش مختص از هموار تابعی صورت به مختصاتش
دایره، از نقطه هر در دارد. را خاصیت این x2 + y2 = 1 تعریف به دایرا که کنید (توجه می باشد.

(.y حسب بر x یا و است، x حسب بر هموار تابعی y که دارد وجود همسایگی ای

تابع هر Γ( f ) = {(x,y, f (x,y)) | (x,y) ∈ R2} نمودار که دهید نشان متغیره. دو تابع نمودار ٩.۵
می باشد. R3 از منظم منیفلدی زیر ، f : R2→ R هموار

است k درجه از همگن١ صورتی در P(x0, · · · , xn) ∈ R[x0, · · · , xn] جمله ای چند اولر. فرمول ٩.۶
چند P(x0, · · · , xn) گیریم باشد.

∑n
j=0 i j = k درجه از xi0

0 · · · x
in
n آن جمله ایهای تک از یک هر که

.P(tx0, · · · , txn) = tk P(x0, · · · , xn) که است روشن صورت این در باشد. k درجه از همگن جمله ای
.
∑n

i=0 xi (∂P/∂xi) = k P دهید نشان

از همگن جمله ای چند P(x0, · · · , xn) ∈ R[x0, · · · , xn] کنید فرض هموار. تصویری ابر رویه ٩.٧
[a− نقطه در آن مقدار زیرا نمود، قلمداد RPn تصویری فضای بر تابعی نمی توان را P باشد. k درجه
P(a−0, · · · ,an)= 0 زیرا است؛ خوشتعریف آن صفرهای مجموعه اما، نیست. بفرد منحصر 0, · · · ,an]

اگر تنها و اگر

P(ta0, · · · , tan) = tk P(x0, · · · , xn) = 0, t ∈ R∗ := R−{0}.
حقیقی٢ تصویری وریته را RPn در همگن جمله ایهای چند از متناهی تعدادی مشترک صفرهای مجموعه
ابررویه باشد، شده تعریف k درجه از همگن جمله ای چند یک تنها با که حقیقی تصویری وریته می نامند.
تعریف با Z(P) ابررویه بر ∂P/∂x2 و ∂P/∂x1 ،∂P/∂x0 اگر که دهید نشان می شود. نامیده k درجه از
مختصات دستگاه (راهنمایی: است. هموار منیفلدی Z(P) آنگاه نباشند، صفر همزمان P(x0, x1, x2)
در بگیرید. نظر در U0 := {[x0, x1, x2] | x0 , 0}. مجموعه بر را (x,y) = (x1/x0, x2/x0) موضعی

که داد نشان می توان U0 بر صورت، این

P(x0, x1, x2) = xk
0 P(1, x1/x0, x2/x0) = xk

0 P(1, x,y)

هستند.) یکی P و f صفرهای نتیجه، در . f (x,y) = P(1, x,y) کنید تعریف .

real projective variety ٢ homogeneous ١

١٢۴



تمرینات .۵ . ٩ زیرمنیفلد .٩ فصل

GL(n,C) از مجموعه ای زیر SL(n,C) مختلط خاص خطی گروه مختلط. خاص خطی گروه ٩.٨
GL(n,C) از منظمی زیرمنیفلد SL(n,C) دهید نشان است. یک دترمینان با ماتریسهای همه از متشکل

بدانید.) باید مختلط آنالیز کمی مساله این حل (برای آورید، بدست را بعدش سپس و است

ثابت باشند، M2 و M1 بترتیب منظم زیرمنیفلد S 2 و S 1 اگر منظم. زیمنیفلدهای حاصلضرب ٩.٩
می باشد. M1×M2 منظم زیرمنیفلد نیز S 1×S 2 کنید

تراگرد١ S ⊂ M زیرمنیفلد با f : N→ M هموار نگاشت می گوییم صورتی در تراگردی. قضیه ٩.١٠
ای p ∈ f −1(S ) هر ازای به که است

f∗(TpN)+T f (p)S = T f (p)M.

برداری فضای از T f (p)S و f∗(TpN) برداری زیرفضای دو جمع معنی به + فرمول این در اینکه توضیح )
است: تراگردی قضیه اثبات هدف نیست.) مستقیم جمع لزوماً این می باشد. T f (p)M

زیرمنیفلد f −1(S ) آنگاه باشد، تراگرد M از S منظم زیرمنیفلد با f : N→ M هموار نگاشت اگر
است. برابر N در f −1(S ) بعد نقصان با M در S بعد نقصان بعلاوه، است. N از منظمی

برای c مقدار بودن منظم معنی به درست S با f تراگردی است، نقطه ای تک S که حالتی در
اهمیت می باشد. تراگردی قضیه از خاصی حالت منظم تراز مجموعه قضیه نتیجه، در است. f تابع
می باشد. زیرمنیفلد یک خود زیرمنیفلد، دو مقطع انها طی که است شرایطی تعیین در قضیه این بخصوص
که طوری است، f (p) در M برای S با موافق چارت یک (U, x1, · · · , xn) و p ∈ f −1(S ) گیریم

نیست. تراگرد S با f الف) که حالی در است؛ تراگرد S با f الف) :٩ . ٨ شکل

نگاشت می باشد. xm−k+1, · · · , xm مختصاتی توابع صفرهای مجموعه U ∩S = Z(xm−k+1, · · · , xm)
می کنیم. gتعریف = (xm−k+1, · · · , xm) صورت به را g : U → Rk

. f −1(U)∩ f −1(S ) = (g◦ f )−1 دهید نشان الف)

است. g◦ f : f −1(U)→Rk تابع برای منظم تراز مجموعه یک f −1(U)∩ f −1(S ) دهید نشان ب)

کنید. اثبات را تراگردی قضیه ج)

transversal ١

١٢۵



١٠ فصل

فانکتور و کاتگوری

در ،مثلا می کند. جلب خود به را توجه گاهی ریاضیات متفاوت ظاهر به قسمتهای در مشابه مباحث
در همئومورفند، شده داده توپولوژی فضای دو صورت چه در که هستند مساله این حل دنبال به توپولوژی
نسبتاً احکام ایزومورفند. شده داده گروه دو صورتی چه در که مساله اند این حل دنبال به گروهها نظریه
است، مبداء گروه از نرمال زیرگروهی همومورفیسم، هر هسته گروهها نظریه در مثلا دارد، وجود نیز مشابهی
جبر از ایده آل یک همومورفیسم، هر هسته لی، جبرهای نظریه در و است، برقرار ایزومورفیسم اول قضیه و
بسیاری و می باشد؛ درست نیز مورد این در ایزومورفیسم اول قضیه شبیه بسیار چیزی و است، مبداء لی
که می گردد، منجر فانکتورها و کاتگوری ها نظریه به طبیعی بطور بحثها، گونه ای دست. این از مثالهای از

بدهد. توضیح علمی و منسجم صورت به را تشابهات گونه ای است توانسته عمل در
مورفیسم اصطلاحاً را پیکانها این است. اشیاء آن بین پیکانهای و اشیاء از گردایه ای اساساً کاتگوری
گردایه هستند. ساختار حافظ نگاشتهای عموماً و باشند، داشته را نگاشتها مجرد خواص باید که می نامند،
فضاهای گردایه است، همچنین می دهند. کاتگوری یک تشکیل هموار نگاشتهای همراه به هموار منیفلدهای
است تناظری دیگر، کاتگوری به کاتگوری یک از فانکتور از منظور آنها. بین خطی نگاشتهای و برداری
مورفیسمها ترکیب و می برد همانی اشیاء به را همانی اشیاء که گونه ای به آنها، مورفیسمهای و اشیاء بین
کاتگوری در حکمی یا و خاصیتی اگر ترتیب، این به می نگارد. دوم کاتگوری مورفیسمهای از ترکیبی به را
،مثلا باشد. راحت تر شاید برد، می توان دوم کاتگوری به را آن شود، مطرح مورفیسمها کمک به اول
فانکتوری هموار، نگاشتهای به نظیر مشتق نگاشت ساخت نیز و منیفلد یک به مماس فضای ساخت
که است این فانکتور این وجود از نتیجه یک برداری. فضاهای کاتگوری به منیفلدها کاتگوری از است
همبعد بنابراین و ایزومورفند، هم با آنها به نظیر مماس فضاهای آنگاه باشند، دیفئومورف منیفلد دو اگر
در بعد ناوردایی اثبات می گردد. اثبات دیفرانسیلی ابزار با منیفلدها بعد ناوردایی راحتی، همین به هستند.
مناسبی ابزار آنجا در زیرا می گردد، اثبات دشوار بسیار پیوسته، نگاشتهای و توپولوژی فضاهای کاتگوری

ندارد. وجود مماس فضای فانکتور مانند
هومولوژی، فانکتور نظیر است، مختلف فانکتورهای مطالعه عملا جبری توپولوژی مباحث از بسیاری
کافی باندازه محاسبه پذیری جهت از گردد، انتخاب خوب فانکتور چنانچه هوموتوپی. یا و کوهومولوژی

١٢۶
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این نکند. منعکس را اول کاتگوری در اساسی خواص که نیست ساده چنان آن حال عین در و است، ساده
کاتگوری از فانکتوری که نمود، مشاهده می توان دورام کوهومولوژی فانکتور مورد در اندازه ای تا را موضوع
دیفرانسیلی فرمهای مماس، کلاف چون فانکتورهای ادامه در است. مدرج جبرهای کاتگوری به منیفلدها

می کنیم. مطرح را دورام کوهومولوژی نهایتاً و
برداری فضای دوگان مفهوم آنها، خواص برخی و فانکتور و کاتگوری مفهوم ارائه ضمن فصل این در
خصوص این در بیشتر مطالعه برای مطالب می دهیم. قرار بررسی مورد فانکتور از ساده نمونه ای عنوان به را

شود. مراجعه [٢٩] شانون و لاور یا و [٣١] لین مک کتاب به

کاتگوری ١٠ . ١ بخش

شامل C = (O,M,◦) چون است مرتبی تایی سه کاتگوری١ تعریف. ١٠.١

شیء٢؛ بنام عناصر از O گردایه ای (١

و مورفیسم٣؛ بنام اعضاء از Mor(A,B) مجموعه ای ،A,B ∈ O شیء دو هر ازای به (٢

g ∈ و f ∈ Mor(A,B) مورفیسم دو هر به که ◦ :M×M →M ترکیب۴ بنام تناظری (٣
می سازد؛ متناظر g◦ f ∈Mor(A,C) خوشتعریف مورفیسمی ،Mor(B,C)

می کند: صدق زیر شرایط در ترکیب که گونه ای به

که دارد وجود چنان 1A ∈Mor(A,A) همانی مورفیسمس ،A شیء هر ازای به همانی: اصل (i
برقرار 1A ◦g = g و f ◦1A = f روابط ای g ∈Mor(B,A) و f ∈Mor(A,B) هر ازای به

است؛

ای h ∈ Mor(C,D) و g ∈ Mor(B,C) ، f ∈ Mor(A,B) هر ازای به شرکتپذیری: اصل (ii
است. برقرار h◦ (g◦ f ) = (h◦g)◦ f رابطه

. f : A→ B می نویسند f ∈Mor(A,B) بجای اغلب

مجموعه ها کاتگوری تشکیل مجموعه ها، بین توابع همراه به مجموعه ها گردایه مجموعه ها. کاتگوری ١٠.٢
است. B بتوی A از توابع همه مجموعه Mor(A,B) اینجا در می دهد. را Set

گروه ها کاتگوری تشکیل گروه ها، بین همومورفیسمهای همراه به گروه ها گردایه گروه ها. کاتگوری ١٠.٣
را آن و است، B گروه بتوی A گروه از همومورفیسمهای مجموعه Mor(A,B) اینجا در می دهد. را Gru

می دهند. نشان Hom(A,B) با اغلب

فضاهای بین خطی نگاشتهای همراه به برداری فضاهای گردایه برداری. فضاهای کاتگوری ١٠.۴
از خطی نگاشتهای مجموعه Mor(A,B) اینجا در می دهد. را V ec گروه ها کاتگوری تشکیل برداری،

می دهند. نشان Lin(A,B) با اغلب را آن و است، B برداری فضای بتوی A برداری فضای

composite ۴ morphism ٣ object ٢ category ١

١٢٧
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توپولوژی، فضاهای بین پیوسته نگاشتهای همراه به توپولوژی فضاهای گردایه پیوسته۵. کاتگوری ١٠.۵
می دهد. را T op پیوسته کاتگوری تشکیل

تشکیل منیفلدها، بین هموار نگاشتهای همراه به هموار منیفلدهای گردایه هموار۶. کاتگوری ١٠.۶
می دهد. را Man هموار کاتگوری

از p نقطه ای و M منیفلد یک شامل (M.p) مرتب زوج نقطه دار١. منیفلدهای کاتگوری ١٠.٧
گردایه ،(N,q) و (M, p) نقطه دار منیفلد دو هر ازای به می نامند. نقطه دار منیفلد اصطلاحاً را آن
این به بگیرید. نظر در را f (p) = q با f : M → N هموار نگاشتهای همه Mor((M, p), (N,q))

می گردد. مشخص نقطه دار منیفلدهای کاتگوری بنام کاتگوری یک ترتیب،

f : A→ B مورفیسمهای که گوییم ایزومورف٢ صورتی در را C کاتگوری از B و A شیء دو تعریف. ١٠.٨
را g و f حالت، این در . f ◦ g = 1B و g ◦ f = 1A که باشند داشته وجود چنان g : B→ A و

.A ≃ B می نویسیم و گفته ایزومورفیسم٣

در است. دو آن بودن همعدد معنی به مجموعه، دو بودن ایزومورف مجموعه ها، کاتگوری در مثال. ١٠.٩
کاتگوری در است. دو آن بودن همئومورف معنی به توپولوژی، فضاهای بودن ایزومورف پیوسته، کاتگوری
فضاهای کاتگوری در است. دو آن بودن دیفئومورف معنی به هموار، منیفلدهای بودن ایزومورف هموار،

است. آنها بودن همبعد معنی به برداری، فضای دو بودن ایزومورف حقیقی، برداری

نگاشتی ،D کاتگوری به C کاتگوری از F (کواریان)۴ فانکتور از منظور (فانکتور). تعریف ١٠.١٠
از f : A→ B مورفیسم هر به و F (A) ∈ D شیء یک A ∈ C شیء هر به که F : C → D است

که قسمی به می کند، نظیر را D از F : C →D مورفیسمی ،C

F؛ (1A) = 1F (A) (١

.F ( f )◦F (g) =F ( f ◦g) (٢

منیفلدهای کاتگوری از است T فانکتوری مماس، فضای ساخت مماس). (فانکتور مثال ١٠.١١
فضای ،(M, p) نقطه دار منیفلد هر به فانکتور این .V ec برداری فضاهای کاتگوری به Man0 نقطه دار
f∗,p : خطی نگاشت ، f : (M, p) → (N,q) هموار نگاشت هر به و می کند نظیر را TpM برداری

می سازد. نظیر را TpM→ TqN
نگاشت نیز T (1M) = 1M∗,p = 1Tp M آنگاه باشد، همانی نگاشت 1M : (M, p)→ (M, p) اگر
( f ◦g)∗,p = f∗,g(p) ◦g∗,p بعلاوه می باشد. برقرار بودن فانکتور خاصیت اولین بنابراین و است، همانی

است. برقرار T برای نیز بودن فانکتور دوم خاصیت بنابراین، و

f : A→ B اگر است. D کاتگوری به C کاتگوری از فانکتوری F : C →D گیریم گزاره. ١٠.١٢
است. D در ایزومورفیسمی F ( f ) : F (A)→F (B) آنگاه باشد، C در ایزمورفیسمی

کنید فرض نمود. بازبینی می توان فانکتورها از استفاده با را ٨.١۴ و ٨.١٣ نتایج اثبات که شود توجه
کاتگوری در ایزومورف شیء دو (M, f (p)) و (N, p) صورت این در باشد، دیفئومورفیسم f : N→ M

isomorphism ٢ pointed category ١ smooth category ۶ continuous category ۵

(covariant) functor ۴ isomorphic ٣

١٢٨
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فضای عنوان به بایستی T f (p)M و TpN مماس فضاهای ،١٠.١٢ گزاره بنابه هستند. نقطه دار منفلدهای
دیفئومورفیسم به نسبت منیفلدها بعد پایداری اینجا از هستند. همبعد بنابراین و باشند، ایزومورف برداری
2 می گردد. اثبات

جدیدی مفهوم شود، مورفیسمها ترکیب ترتیب تعویض موجب فانکتور تاثیر فانکتور تعریف در چنانچه
دقیق تر بیا به می گردد. حاصل کواریان فانکتور بنام

کاتگوری به C کاتگوری از F کنتراواریان١ فانکتور از منظور کنتراواریان). (فانکتور تعریف ١٠.١٣
مورفیسم هر به و F (A) ∈ D شیء یک A ∈ C شیء هر به که F : C → D است نگاشتی ،D

که قسمی به می کند، نظیر را D از F : C →D مورفیسمی ،C از f : A→ B

F؛ (1A) = 1F (A) (١

.F ( f )◦F (g) =F (g◦ f ) (٢

نعویض پذیر R−جبرهای کاتگوری به هموار منیفلدهای کاتگوری از کنتراواریانی فانکتور مثال. ١٠.١۴
می کنیم، نظیر را M بر هموار توابع F (M) =C∞(M) R−جبر ،M هموار منیفلد هر به می کنیم: معرفی
ضابطه با F (F) = F∗ : C∞(M)→ C∞(N) قلاب نگاشت ،F : N → M هموار نگاشت هر به و
می نماید: صدق زیر شرایط در قلاب که داد نشان می شود سادگی به می سازیم. متناظر را F∗(h) = h◦F

(1M)∗ = 1C∞(M) (i

آنگاه باشند، هموار نگاشتهایی G : M→ P و F : N→ M اگر (ii

(G ◦F)∗ = F∗ ◦G∗ : C∞(P)→C∞(N).

چندبرداری فانکتور و دوگان فانکتور ١٠ . ٢ بخش

برداری فضای از است عبارت V∗ دوگان فضای که می شویم یادآور باشد. حقیقی برداری فضای V گیریم
نیز V∗ = Lin(V,R) صورت به .α : V → R خطی توابع دیگر، بعبارت V؛ بر خطی تابعکهای همه

نوشت. می شود
پایه ای ،٣.١ گزاره اساس بر آنگاه باشد، آن برای پایه ای {e1, · · · ,en} و بوده n بعد با V اگر

نمود: معرفی می توان v∗ دوگان فضای برای α1, · · · ,αn

αi(e j) = δi
j, 1 ≤ i, j ≤ n.

αi فرمولها این بنابراین می گردد، مشخص V برای پایه عناصر بر مقادیرش با V بر خطی تابعک هر چون
می کنند. مشخص یکتا صورت به را

contravariant functor ١

١٢٩
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دوگان بنام L∗ خطی نگاشتی برداری، فضاهای بین L : V →W خطی نگاشت هر تعریف. ١٠.١۵
را L∗(α) := α◦L خطی تابعک ،α : W→ R خطی تابعک هر به می کند: مشخص ذیل صورت به ،L

می کنیم: نظیر

V L //

L∗(α)   @
@@

@@
@@

@ W

α
��
R

می کند! عوض را ترتیب L∗ : W∗→ V∗ دوگان نگاشت بنابراین،

در باشند. حقیقی برداری فضای S و W ،V کنید فرض دوگان). فانکتوری (خاصیت گزاره ١٠.١۶
صورت این

است. V∗ بر همانی نگاشت 1∗V : V∗→ V∗ آنگاه باشد، V بر همانی نگاشت 1V : V→ V اگر (i

صورت این در باشند، برداری فضاهای بین خطی نگاشتهای g : W → S و f : V →W اگر (ii
.(g◦ f )∗ = f ∗ ◦g∗

فضاهای کاتگوری از کنتراواریان فانکتور یک F : ( ) 7→ ( )∗ دوگان ساخت گزاره، این اساس بر
هر ازای به و F؛ (V) = V∗ می کنیم تعریف ،V برداری فضای هر ازای به است: خودش بتوی برداری
f : V→W اگر نتیجه، در .F ( f ) = f ∗ ∈ (W∗,V∗) می کنیم تعریف ، f ∈ Lin(V,W) خطی نگاشت

است. ایزمورفیسم نیز f ∗ : W∗→ V∗ دوگانش (١٠.١٢ گزاره به (بنا آنگاه باشد، ایزومورفیسم

نگاشت برداری، فضاهای بین L : V→W خطی نگاشت هر و k طبیعی عدد هر ازاء به تعریف. ١٠.١٧
ضابطه با را L∗ : Altk(W)→ Altk(V) قلاب

(L∗ f )(v1, · · · ,vk) = f (L(v1), · · · ,L(vk)),

.v1, · · · ,vk ∈ V و f ∈ Altk(W) که می کنیم، تعریف

است. R−خطی نگاشتی L∗ که داد نشان می توان تعریف از استفاده با راحتی به

است: زیر شرح به فانکتوری خاصیت دو دارای خطی، نگاشت توسط همبردارها قلاب گزاره. ١٠.١٨

Altk(V) بر همانی نگاشت 1∗V : V∗→ V∗ آنگاه باشد، V بر همانی نگاشت 1V : V→ V اگر (i
است.

صورت این در باشند، برداری فضاهای بین خطی نگاشتهای g : W → S و f : V →W اگر (ii
.(g◦ f )∗ = f ∗ ◦g∗ : Altk(S )→ Altk(V)

هر به و نموده نظیر را V بر k−بردارهای همه Altk(V) برداری فضای ،V برداری فضای هر به چنانچه
Altk(L)= L∗ : Altk(W)→Altk(V) قلاب نگاشت برداری، فضاهای بین L : V→W خطی نگاشت

می رسیم. خودش بتوی برداری فضاهای کاتگوری از Altk فانکتور یک به ترتیب، این به کنیم، نظیر را
است. L∗ : W∗→ V∗ دوگان نگاشت Alt1(L) = L∗ و Alt1(V) = V∗ عملا ،k = 1 حالت در

می باشد. ( )∗ دوگان فانکتور تعمیم Altk( ) چندبرداری فانکتور بنابراین،

١٣٠
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تمرینات ١٠ . ٣ بخش

صورت این در ،p ∈ M و باشد منیفلدها بین دیفئومورفیسم F : N → M اگر که کنید ثابت . ١٠.١
.(F−1)∗,F(p) = (F∗,p)−1

کنید. اثبات را ١٠.٣ گزاره . ١٠.٢

کنید. اثبات را ١٠.۵ گزاره . ١٠.٣

{ē1, · · · , ēm} پایه و V برای {e1, · · · ,en} پایه به نسبت L : V→ V̄ خطی تبدیل کنید فرض . ١٠.۴
.L(e j) =

∑
i ai

jēi می شود: داده نشان A = [ai
j] ماتریس توسط V̄ برای

باشند، V̄∗ و V∗ برای بترتیب نظیر دوگان پایه {ᾱ1, · · · , ᾱn} و {α1, · · · ,αn} اگر که دهید نشان
.L∗(ᾱi) =

∑
ai

jα
j آنگاه

نشان هستند. بینهایت احتمالا بعد با K هیات بر برداری فضاهای W و V کنید فرض الف) . ١٠.۵
است. یکبیک L∗ : W∗→ V∗ دوگان نگاشت آنگاه باشد، پوشا L : V→W خطی نگاشت اگر که دهید
حکم عکس که دهید نشان هستند. متناهی بعد با و K هیات بر برداری فضاهای W و V کنید فرض ب)

است. درست نیز الف

کنید. اثبات را ١٠.۶ گزاره . ١٠.۶

قلاب آنگاه باشد، V n−بعدی برداری فضای بر خطی نگاشت L : V →W اگر که دهید نشان . ١٠.٧
است. L دترمینان در عددی ضرب صورت به L∗ : Altn(V)→ Altn(V)

١٣١



١١ فصل

هموار نگاشت رتبه

می شویم یادآور می پردازیم. آنها رتبه از استفاده با هموار نگاشتهای موضعی ساختار بررسی به فصل این در
تعریف p نقطه در d fp دیفرانسیلش رتبه صورت به ،p ∈ N نقطه در f : N→ M هموار نگاشت رتبه که

است: بیشتری توجه مورد خاص حالت دو می گردد.

و است؛ حداکثر رتبه با نقطه ای در f نگاشت وقتی (١

است. ثابت نقطه ای همسایگی در f نگاشت رتبه وقتی (٢

ممکن حالت سه باشد، pحداکثر در f : N→ M رتبه که حالتی در .m = dim M و n = dim N گیریم
دهد: رخ است

است؛ p در موضعی١ دیفئومورفیسم f وارون، تابع قضیه بنابه آنگاه ،n = m اگر (١

است؛ p در ایمرشن٢ f و است n ماکسیمال رتبه آنگاه ،n ≤ m اگر (٢

است؛ p در سابمرشن٣ f و است m ماکسیمال رتبه آنگاه ،n ≥ m اگر (٣

اقلیدسی فضاهای بین هموار نگاشتهای رتبه مورد در قضیه های هستند، اقلیدسی موضعاً منیفلدها چون
از اساس این بر نمود. ترجمه می توان منیفلدها بین هموار نگاشتهای حالت به راحتی به را ب) (ضمیمه
منیفلدها برای مشابهی قضیه اقلیدسی، فضاهای باز مجموعه های زیر بر هموار نگاشتهای ثابت رتبه قضیه
بتواند ترازی مجموعه اینکه برای محکی سپس، می باشد. نیز ساده تر قبلی اش شکل از که می گردد حاصل
می نامیم. رتبه-ثابت تراز مجموعه قضیه را آن دلیل، این به می گیریم؛ نتیجه آن از باشد منظم زیرمنیفلد
در آنگاه باشد، ماکسیمال رتبه با نقطه یک در نگاشتی اگر که است این ماکسیمال رتبه قضیه نتایج از یکی
نتیجه ای عملا ماکسیمال رتبه با نگاشتهای قضیه نتیجه، در بود. خواهد چنین نقطه آن از همسایکی یک
دیئومورفیسمهای موضعی ساختار می توان قضیه این اساس بر می باشد. ثابت رتبه با نگاشتهای قضیه از

submersion ٣ immersion ٢ local diffeomorphism ١

١٣٢
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گردید، مطرح ۴ . ٩ بخش در که منظم تراز مجموعه قضیه آورد. بدست را سابمرشنها و ایمرشنها موضعی،
می باشد. رتبه-ثابت تراز مجموعه قضیه این از خاصی حالت

منیفلدی هموار، نگاشت یک توسط منظم مقدار یک پیشنگاره۴ منظم، تراز مجموعه قضیه اساس بر
نداشته جالبی ساختار است ممکن کلی حالت در هموار نگاشت یک نگاره دیگر، سوی از می باشد. هموار
می تواند هموار نگاشت یک نگاره آنها طی که می کنیم استخراج را شرایطی ایمرشن، قضیه کمک به باشد.

باشد. هموار منیفلدی

ثابت رتبه قضیه ١١ . ١ بخش

تراز مجموعه که دهیم نشان می خواهیم است، منیفلدها بین هموار نگاشتی f : N → M کنید فرض
استفاده منظم تراز مجموعه قضیه از بتوانیم اینکه برای است. منیفلد بخصوص، ای c ∈ M برای f −1(c)
برقرار شرط این گاهی باشد. ماکسیمال رتبه با f −1(c) از نقطه هر در f∗ دیفرانسیل است لازم کنیم،
قضیه حالاتی، چنین در باشد. دشوار کاری آن تحقیق ولی باشد، برقرار گاهی است ممکن حتی و نیست،
بدانیم، را نگاشت رتبه مقدار نیست لازم آن بکارگیری برای باشد؛ مفید می تواند رتبه-ثابت تراز مجموعه

می کند. کفایت است ثابت رتبه با دهیم نشان اینکه صرفاً
به را ب) (ضمیمه اقلیدسی فضاهای برای ثابت رتبه قضیه هستند، اقلیدسی موضعاً منیفلدها چون

داد. تعمیم می توان منیفلدها بین هموار نگاشتهای حالت به راحتی

هموار نگاشت و بوده، m و n بترتیب بعد با هموار منیفلدهای M و N گیریم ثابت. رتبه قضیه ١١.١
چارتهای صورت این در است. k ثابت رتبه با p ∈ N بخصوص نقطه از همسایگی ای در f : N → M
ϕ(p) از همسایگی ای در که دارند وجود چنان f (p) ∈ M در مرکز به (V,ψ) و p ∈ N در مرکز به (U,ϕ)

داریم

ψ◦ f ◦ϕ−1(r1, · · · ,rn) = (r1, · · · ,rk,0, · · · ,0). (١.١١ )

صورت این در بگیرید. نظر در را f (p) ∈ M حول (V̄ , ψ̄) و p ∈ N حول (Ū, ϕ̄) چارت : برهان
دیفئومورفیسم ψ̄ و ϕ̄ چون است. اقلیدسی فضاهای از باز زیرمجموعه های بین نگاشتی ψ̄ ◦ f ◦ ϕ̄−1

ثابت رتبه با ϕ̄(p) ∈ Rn از همسایگی ای در بنابراین و است، یکی f رتبه با ψ̄◦ f ◦ ϕ̄−1 رتبه هستند،
از باز همسایگی یک از G دیفئومورفیسمی اقلیدسی، فضاهای برای ثابت رتبه قضیه بنابه می باشد. k

که دارند وجود چنان (ψ̄◦ f )(p) ∈ Rm از باز همسایگی یک از F دیفئومورفیسمی و ϕ̄(p) ∈ Rn

F ◦ ψ̄◦ f ◦ ϕ̄−1 ◦G−1(r1, · · · ,rn) = (r1, · · · ,rk,0, · · · ,0).

□ است. تمام برهان و ψ = F ◦ ψ̄ و ϕ =G ◦ ϕ̄ گیریم

ظاهر صفری هیچ ثابت، رتبه قضیه در f تابع (١.١١ ) استاندارد شکل در است ممکن که شود توجه
آنگاه باشد، برابر m با k رتبه اگر نشود:

(ψ◦ f ◦ϕ−1)(r1, · · · ,rn) = (r1, · · · ,rm).

preimage ۴

١٣٣
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مجموعه یک همسایگی اصطلاح از است، قضیه این از ساده نتیجه ای که رتبه-ثابت تراز مجموع قضیه در
که است M از باز زیرمجموعه ای ،M منیفلد از A زیرمجموعه از همسایگی از منظور است. شده استفاده

دارد. بر در را A

.c ∈ N و منیفلدها بین هموار نگاشتی f : N → M گیریم رتبه-ثابت١. تراز مجموعه قضیه ١١.٢
منظمی زیرمنیفلد f −1(c) آنگاه باشد، k ثابت رتبه با f −1(c) ⊆ N تراز مجموعه همسایگی ای در f اگر

می باشد. k بعد نقصان با N از

موضعی مختصات دستگاه ثابت، رتبه قضیه بنابه است. f −1(c) از دلخواهی نقطه p گیریم : برهان
f (p) = c ∈ M در مرکز به (V,ψ) = (V,y1, · · · ,ym) و p ∈ N در مرکز به (U,ϕ) = (U, x1, · · · , xn)

که دارند وجود چنان

ψ◦ f ◦ϕ−1(r1, · · · ,rn) = (r1, · · · ,rk,0, · · · ,0).

می گردد. حاصل r1, · · · ,rk مختصات دادن قرار صفر با (ψ◦ϕ−1)−1 تراز مجموعه که می دهد نشان این

رتبه-ثابت تراز مجموه قضیه :١١ . ١ شکل

شکل (به می باشد (ψ ◦ ϕ−1)−1(0) تراز مجموعه از عبارت ϕ تحت f −1(c) تراز مجموعه نگاره
زیرا شود)، توجه ١١ . ١

ϕ( f −1(c)) = ϕ( f −1(ψ−1(0)))

= (ψ◦ f ◦ϕ−1)−1(0).

این می گردد. حاصل x1, · · · , xk مختصاتی توابع دادن قرار صفر با U در f −1(c) تراز مجموعه بنابراین،
□ است. k بعد نقصان با N از منظمی زیرمنیفلدی f −1(c) که می کند اثبات

ماتریس I کنید فرض و گرفته، نظر در را GL(n,R) عمومی خطی گروه متعامد). (گروه مثال ١١.٣
می نامیم. (n) متعامد گروه را AT A = I که ای A ماتریسهای همه از متشکل زیرگروه باشد. n×n همانی

می باشد. GL(n,R) از منظم زیرمنیفلدی (n) که می کنیم ثابت ثابت، رتبه قضیه از استفاده با
می گیریم. نظر در را f (A)= AT A ضابطه با f : GL(n,R)→GL(n,R) نگاشت منظور این برای
ماتریس ،A,B ∈ GL(n,R) ماتریس دو هر ازای به است. f −1(I) تراز مجموعه (n) صورت، این در

constant rank theorem) ١

١٣۴
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بترتیب را C در راست از و چپ از ضرب .B = AC که دارد وجود چنان C ∈ GL(n,R) بفرد منحصر
چون می دهیم. نشان ℓC : GL(n,R)→ GL(n,R) و rC : GL(n,R)→ GL(n,R) با

f (AC) = (AC)T AC

= CT AT AC

= CT f (A)C,

درست ها A ∈ GL(n,R) همه برای موضوع این چون .( f ◦ rC)(A) = (ℓCT ◦ rC ◦ f )(A) بنابراین
بنابراین است،

f ◦ rC = ℓCT ◦ rC ◦ f .

داریم مشتق، زنجیره ای قاعده از استفاده با حال،

f∗,AC ◦ (rC)∗,A = (ℓCT )∗,AT AC ◦ (rC)∗,AT A ◦ f∗,A. (٢.١١ )

می باشد. ایزومرفیسم آنها دیفرانسیل هستند، دیفئومورفیسم راست از ضرب و چپ از ضرب نگاشتهای چون
داریم (٢.١١ ) از نتیحه، در نمی کند. تغییر خطی نگاشتهای رتبه ایزمورفیسم ها، با ترکیب در اما،

rank( f∗,AC) = rank( f∗,A).

کل بر f دیفرانسیل که می کند اثبات این بودند، شده فرض GL(n,R) از دلخواهی نقاط A و AC چون
(n) = f −1(I) متعامد گروه رتبه-ثابت، تراز مجموعه قضیه بنابه پس، است. ثابت رتبه با GL(n,R)

می باشد. GL(n,R) از منظم زیرمنیفلدی

شکل باشد، p ∈ N نقطه از همسایگی یک در ثابت رتبه با نگاشتی f : N→ M اگر یادداشت. ١١.۴
(V,ψ) = (V,y1, · · · ,ym) و (U,ϕ) = (U, x1, · · · , xn) چارتهای به نسبت (١.١١ ) آن نرمال موضعی
می توان (y1, · · · ,ym) و (x1, · · · , xn) موضعی مختصات اساس بر را (١١.١ (قضیه ثابت رتبه قضیه در

نمود: بیان
ای q ∈ U هر ازای به که می شویم یادآور ابتدا،

ϕ(q) = (x1(p), · · · , xn(p)) و ψ( f (q)) = (y1( f (q)), · · · ,ym( f (q))).

نتیجه در

(y1( f (q)), · · · ,ym( f (q))) = ψ( f (q))

= (ψ◦ f ◦ϕ−1)(ϕ(q))

= (ψ◦ f ◦ϕ−1)(x1(q), · · · , xn(q))

= (x1(q), · · · , xn(q),0, · · · ,0) ((١.١١ ) به بنا )

داریم U بر توابع بعنوان بنابراین،

(y1 ◦ f , · · · ,ym ◦ f ) = (x1, · · · , xk,0, · · · ,0). (٣.١١ )

١٣۵
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بنویسیم: می توانیم نیز صورت این به را (٣.١١ ) معادله

است: ذیل صورت به (V,y1, · · · ,ym) و (U, x1, · · · , xn) چارتهای به نسبت f نگاشت

(x1, · · · , xn) 7→ (x1, · · · , xk,0, · · · ,0).

سابمرشن قضیه و ایمرشن قضیه ١١ . ٢ بخش

نرمال صورت ثابت، رتبه قضیه ثابتند. رتبه با سابمرشنها و ایمرشنها چرا که می دهیم نشان بخش این در
گفته سابمرشن  و ایمرشن  قضیه بترتیب آنها به که می سازد، فراهم سابمرشنها و ایمرشنها برای موضعی
برای جالب اثبات دو رتبه-ثابت، تراز مجموعه قضیه و سابمرشن قضیه از استفاده با ادامه، در می شود.

می دهیم. ارائه منظم تراز مجموعه قضیه
حول چارتی (U,ϕ) = (U, x1, · · · , xn) گیریم بگیرید. نظر در f : N → M هموار نگاشت یک
به نسبت f ام i مختص برای است. f (p) ∈ M حول چارتی (V,ψ) = (V,y1, · · · ,ym) و p ∈ N
به نسبت f∗,p مشتق خطی نگاشت می کنیم. استفاده f i = yi ◦ f نماد از (V,y1, · · · ,ym) چارت
گزاره (به می شود داده نمایش [∂ f i/∂x j(p)] ∈ Rm×n ژاکوبی ماتریس توسط (V,ψ) و (U,ϕ) چارتهای

نتیجه در شود). توجه ٨.١٨

است یکبیک f∗,p ⇔ rank
[
∂ f i

∂x j(p)

]
= n و n ≤ m,

است پوشا f∗,p ⇔ rank
[
∂ f i

∂x j(p)

]
= m و n ≥ m.

(۴.١١ )

مستقل ستونهای تعداد همچنین، می باشد؛ ماتریس خطی مستقل سطرهای تعداد برابر ماتریس رتبه
به باشد. m و n مینیموم برابر حداکثر می تواند m×n ماتریس یک رتبه ماکزیموم بنابراین، است. خطی
با معادل p نقطه این در f بودن سابمرشن یا و بودن ایمرشن که می گردد نتیجه (۴.١١ ) از ترتیب، این

است. rank[∂ f i/∂x j(p)] رتبه بودن ماکسیمال
مجموعه که تعبیر این به است؛ باز خاضیت یک باشد، ماکسیمال نقطه ای در رتبه اینکه

Dmax( f ) :=
{
p ∈ U

است∣∣∣ p ماکسیمال رتبه دارای f∗,p
}

rank[∂ f i/∂x j(p)] < k ضابطه با U −Dmax( f ) متمم بنابراین، است. U از باز زیرمجموعه ای
[∂ f i/∂x j(p)] ماتریس از k× k زیرماتریسهای همه دترمینان شدن صفر با معادل که می گردد، مشخص
U−Dmax( f ) بنابراین است، بسته پیوسته، توابع از متناهی خانواده هر صفرهای مجموعه چون می باشد.
در آنگاه باشد، p در ماکسیمال رتبه با f اگر بخصوص، است. باز Dmax( f ) نتیجه در است. بسته نیز

شد. اثبات زیر گزاره ترتیب، این به بود. خواهد چنین نیز p از بازی همسایگی

صورت این در باشد. هموار نگاشتی f : N→ M و منیفلد M و N گیریم گزاره. ١١.۵

١٣۶
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رتبه (با است ایمرشن نقطه آن از همسایگی ای در آنگاه باشد، ایمرشن p ∈ N نقطه ای در f اگر الف)
و است)؛ n = dim N ثابت

رتبه (با است ایمرشن نقطه آن از همسایگی ای در آنگاه باشد، ایمرشن p ∈ N نقطه ای در f اگر ب)
است). m = dim M ثابت

در را p = (x,y) ∈ R2 نقطه و f (x,y) = (x2y, xy2) ضابطه با f : R2→ R2 نگاشت مثال. ١١.۶
صورت این در بگیرید. نظر

J f (p) =
(
2xy x2

y2 2xy

)
,

یا x = 0 اگر تنها و اگر دیگر، بعبارت .det(J f (p)) = 0 اگر تنها و اگر rank( f∗,p) < 2 نتیجه، در
ماکسیمال رتبه با R2 − {(x,0) | x ∈ R} ∪ {(0,y) |y ∈ R} باز مجموعه بر نگاشت این یعنی .y = 0

است.

نگاشت این رتبه بگیرید. نظر در را f (x,y) = (x,0,0) ضابطه با f : R2 → R3 تابع مثال. ١١.٧
نه و است ایمرشن نه بنابراین، (و نیست ماکسیمال رتبه با نقطه ای هیچ در ولی است، یک جا همه در
رتبه قضیه از ساده ای حالت زیر قضیه نیست. درست کلی حالت در بالا قضیه عکس یعنی، سابمرشن)!

می باشد: ثابت

هموار نگاشتی f : N → M و ،m و n بترتیب بعد با هموار منیفلدهای N و M گیریم گزاره. ١١.٨
صورت این در باشد. آنها بین

p ∈ N در مرکز به (U,ϕ) چارتی آنگاه باشد، ایمرشن p ∈ N نقطه ای در f اگر ایمرشن) (قضیه (١
رابطه ϕ(p) از همسایگی ای در که دارند وجود چنان f (p) ∈ M در مرکز به (V,ψ) چارتی و

(ψ◦ f ◦ϕ−1)(r1, · · · ,rn) = (r1, · · · ,rn,0, · · · ,0),

و است؛ برقرار

در مرکز به (U,ϕ) چارتی آنگاه باشد، سابمرشن p ∈ N نقطه ای در f اگر سابمرشن) (قضیه (٢
ϕ(p) از همسایگی ای در که دارند وجود چنان f (p) ∈ M در مرکز به (V,ψ) چارتی و p ∈ N

رابطه

(ψ◦ f ◦ϕ−1)(r1, · · · ,rm,rm+1, · · · ,rn) = (r1, · · · ,rm),

است. برقرار

١٣٧
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است. باز نگاشتی منیفلدها، بین f : N→ M سابمرشن هر نتیجه. ١١.٩

باز M در f (W) نگاره اش که دهیم نشان است لازم است. N از باز زیرمجموعه ای W گیریم : برهان
f سابمرشن، قضیه بنابه .p ∈ W می کنیم، انتخاب f (W) در f (p) نقطه ای منظور، این برای است.
بنابراین الف)، ضمیمه از ٧ (مساله بازند تصویر، نگاشتهای چون است. تصویر نگاشت صورت به موضعاً
f (p) ∈ f (U) ⊆ وضوح به است. باز M در f (U) که دارد وجود چنان W در p از U باز همسایگی

است. تمام برهان و می باشد باز M در f (W) نتیجه در است، دلخواه f (p) ∈ f (W) چون . f (W)
□

گرفت. نتیجه می توان سابمرشن قضیه از سادگی به را (٩.٩ (قضیه منظم تراز مجموعه قضیه

اختیار در منیفلدها بین f : N→ M هموار نگاشت یک کنید فرض منظم: تراز مجموعه قضیه دوم اثبات
p ∈ f −1(c) نقاط یک هر در f اگر تنها و اگر است منظم f −1(c) تراز مجموعه صورت، این در باشد.
چارتهای (V,ψ) و (U,ϕ) کنید فرض و گرفته نظر در را ها p ∈ f −1(c) این از یکی باشد. سابمرشن
بر تصویر نگاشت ψ◦ϕ−1 = π : Rn ⊇ ϕ(U)→ Rm نتیجه در باشند، سابمرشن قضیه در شده تضمین

داریم U بر بنابراین، .π(r1, · · · ,rn) = (r1, · · · ,rm) است: اول مختص m روی

ψ◦ f = π◦ϕ
= (r1, · · · ,rm)◦ϕ
= (m1, · · · , xm).

نتیجه در

f −1(c) = f −1(ϕ−1(0))

= (ψ◦ f )−1(0)

= Z(ψ◦ f )

= Z(x1, · · · , xm),

تابع m ادن قرار صفر صورت به (U, x1, · · · , xn) چارت به نسبت f −1(c) تراز مجموعه می دهد نشان که
به نسبت N برای موافق چارت یک (U, x1, · · · , xn) بنابراین، می گردد. معرفی x1, · · · , xm مختصاتی
انتظار از دور چندان است، ثابت رتبه قضیه از خاصی حالت سابمرشن قضیه چون 2 می باشد. f −1(c)

باشد. رتبه-ثابت تراز مجموع قضیه از خاصی حالت نیز منطم تراز مجموعه قضیه که نیست

منظم تراز مجموعه از نقطه هر در f : N → M هموار نگاشت منظم: تراز مجموعه قضیه سوم اثبات
بازی همسایگی است، باز F ماکسیمال رتبه با نقاط مجموعه چون است. m ماکسیمال رتبه با f −1(c)
مجموعه قضیه بنابه می باشد. m ماکسیمال رتبه با آن بر f که دارد وجود f −1(c) منظم تراز مجموعه از
2 است. N از منظمی زیرمنیفلد f −1(c) ،(١١.٢ (قضیه رتبه-ثابت تراز

١٣٨



هموار نگاشت نگاره و ایمرز زیرمنیفلد .١١ . ٣ هموار نگاشت رتبه .١١ فصل

هموار نگاشت نگاره و ایمرز زیرمنیفلد ١١ . ٣ بخش

می کنیم. آغاز تعریف یک با

اصطلاحاً را f : N → M یکبیک ایمرشن یک f (N) نگاره ایمرز). (زیرمنیفلد تعریف ١١.١٠
فراهم f توسط f (N) بر توپولوژی که است این بر فرض پس، این از می گویند. M ایمرز١ زیرمنیفلد
که شود توجه باشد. باز f −1(U) ⊆ N اگر تنها و اگر است باز U ⊆ f (N) که، معنی این به می شود.

باشد. متفاوت f (N) بر M از القائی توپولوژی با توپولوژای این دارد احتمال

یکبیک. ایمرشن دو نگاره عنوان به بینهایت شکل :١١ . ٢ شکل

یکبیک ایمرشن نگاره ١١ . ٢ بینهایت شکل بینهایت). (شکل مثال ١١.١١

f : (−π/2,3π/2)→ R2, f (t) = (cos t,sin(2t)),

نیست. منظم زیرمنیفلد بینهایت شکل است. R2 از ایمرز زیرمنیفلدی یک بینهایت شکل بنابراین، است.
باز بازه ای با که باشد داشته وجود (0,0) نقطه از همسایگی ای باید آنگاه باشد، منظم منیفلد زیر اگر زیرا،
کوچک باندازه U بازی همسایگی چنانچه زیرا، است؛ محال این اما، باشد. همئومورف R2 در x−محور از

نگاشت بایستی بخصوص، باشد. باز N در f توسط آن عکس تصویر باید بگیریم، نظر در (0,0) از

f |(N−{π/2})∩V : (N −{π/2})∩V → ( f (N)−{(0,0)})∩U

( f (N)− {(0,0)})∩U و دارد همبندی مولفه سه (N − {π/2})∩V که حالی در باشد، همئومورفیسم
دارد. همبندی مولفه چهار

ایمرشن است کافی نوشت. ایمرشن یک نگاره شکل به می توان نیز دیگری صورت به را مجموعه این
یکبیک

g : (−π/2,3π/2)→ R2, g(t) = (cos t,−sin(2t)),

immersed submanifold ١

١٣٩
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بینهایت شکل بر را متفاوتی ساختارهای ایمرشن دو این شود). توجه ١١ . ٢ شکل (به بگیریم نظر در را
نسبت بگیرید. نظر در را بینهایت شکل از B تا A از باز پاره خط مطلب، این مشاهده برای می کنند. القاء
توپولوژی به نسبت که حالی در است؛ باز توپولوژی) نظر (از باز، پاره خط این ،g توسط صادره توپولوزی به

نیست. باز لذا است، f (π/2) درونی غیر چسبیده نقطه دارای ، f توسط صادره

است، یکبیک t 7→ t3 چون است. f (t) = (t2, t3) ضابطه با f : R→ R2 کنید فرض مثال. ١١.١٢
و است، صفر نگاشت f∗,0 : T0R→ T(0,0)R

2 دیفرانسیل ، f ′(0) = (0,0) چون است. یکبیک نیز f
(به است y2 = x3 نوک تیز مکعبی منحنی آن نگاره نیست. ایمرشن 0 در f پس نیست؛ یکبیک بنابراین
منحنی اینکه، نتیجه باشد! یکبیک اما نباشد ایمرشن نگاشتی است ممکن پس، شود). توجه ١١ . ٣ شکل

نیست. ایمرز زیرمنیفلد نوک تیز، مکعبی

است. ایمرشن غیر و یکبیک نگاشت یک نگاره نوک تیز مکعبی منحنی :١١ . ٣ شکل

f ′(t) = معادله چون است. f (t) = (t2−1, t3− t) ضابطه با f : R→ R2 کنید فرض مثال. ١١.١٣
است، یکبیک f∗,0 : T0R→ T(0,0)R

2 دیفرانسیل ندارد، جواب t حسب بر (2t,3t2 − 1) = (0,0)
معادلات کردن مشخص برای f (1) = f (−1) زیرا نیست، یکبیک f می باشد. ایمرشن f بنابراین و
نتیجه در y؛ = t(t2 − 1) = tx صورت این در .y = t3 − t و x = t2 − 1 گیریم ، f (N) نگاره معرف
شکل (به است y2 = (x+1)2x2 گرهی مکعبی منحنی f نگاره بنابراین، .y2 = t2x2 = (x+1)2x2

که می گیریم نتیجه هم، باز نباشد! یکبیک اما باشد ایمرشن نگاشتی است ممکن پس، شود). توجه ۴ . ١١
نیست. ایمرشن زیرمنیفلد گرهی منحنی

که گویند نشاننده١ صورتی در را f : N→ M هموار نگاشت (نشاننده). تعریف ١١.١۴

و باشد، یکبیک ایمرشن (١

همراه می برد) ارث به M از (که زیرفضایی  توپولوژی با f (N) نگاره اش اگر f : N → f (N) (٢
باشد. f (N) بروی N از همئومورفیسمی f آنگاه شود،

می گردد. نتیجه خودکار صورت به (٢) شرط از نودن، یکبیک شرط که شود توجه

embedding ١

١۴٠
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نیست. یکبیک ولی است، ایمرشن که است نگاشتی نگاره گرهی مکعبی منحنی :۴ . ١١ شکل

است. f (t) = (sin(t),sin(2t),cos(t)) ضابطه با f :R ⊂ (0,2π)→R3 کنید فرض مثال. ١١.١۵
معادله چون

f ′(t) = (cos(t),2cos(2t),−sin(t)) = (0,0)

می باشد. ایمرشن f بنابراین و است، یکبیک f∗,t : TtR→ T f (t)R
3 دیفرانسیل ندارد، جواب t حسب بر

شود). توجه ۵ . ١١ شکل (به هست نیز نشاننده f است. یکبیک f که می شود ملاحظه بسادگی

فضا در نشاننده یک :۵ . ١١ شکل

چون است. f (t) = (1− t2, t3 − t) ضابطه با f : R ⊂ (−1,2)→ R2 کنید فرض مثال. ١١.١۶
f∗,t : TtR→ T f (t)R

2 دیفرانسیل ندارد، جواب t حسب بر f ′(t) = (−2t,3t2−1) = (0,0) معادله
نشاننده f اما، است. یکبیک f که می شود ملاحظه بسادگی می باشد. ایمرشن f بنابراین و است، یکبیک
N = (−1,2) با f توسط R2 از القایی توپولوژی همراه به M = f (−1,2) نگاره دیگر، بعبارت نیست؛
نظر در را p = (0,0) ∈ M نقطه باشد، همئومورفیسم اگر خلف) فرض (به زیرا، نیست. همئومورف
0 ∈ V ⊂ N باز همسایگی های باید .limt→−1 f (t) = p همچنین و f (1) = p که است روشن بگیرید.
،U از p حذف آن، با متناظر و ،U از t = 0 حذف با . f (U) = V که شوند یافت p ∈ U ⊂ M و
در دارد، همبندی مولفه دو U −{0} واقع در نیست! چنین که شود، حاصل همئومورف مجموعه های باید

١۴١
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یعنی، نیست. نشاننده f یعنی، نیست. همئومورفیسم f پس دارد. همبندی مولفه سه V −{p} که حالی
مثالهای در شود). توجه ۶ . ١١ شکل (به نباشد نشاننده ولی باشد، یکبیک ایمرشن نگاشتی است ممکن

نیست. نشاننده که یکبیکی ایمرشن :۶ . ١١ شکل

ایمرز زیرمنیفلد است ممکن حتی هستند. فراوان مشکلات دارای ایمرز زیرمنیفلدهای که است مشهود بالا
قضیه .(١١.٢٣ مثال از f نگاشت نگاره (نظیر نباشد منیفلد حتی ایمرشن اش، توسط صادره توپولوژی با

بکاهد. مورد این در نگرانی از می تواند حدودی تا زیر

است. M از منظم زیرمنیفلدی f (N) نگاره آنگاه باشد، نشاننده f : N→ M اگر قضیه. ١١.١٧

و p حول (U, x1, · · · , xn) موضعی مختصات ،١١.٨ ایمرشن قضیه بنابه .p ∈ N گیریم : برهان
شکل به f : U → V که دارند وجود چنان f (p) حول (V,y1, · · · ,ym)

(x1, · · · , xn) 7−→ (x1, · · · , xn,0, · · · ,0)

به این می گردد. مشخص x1, · · · , xn مختصاتی توابع دادن قرار صفر با V در f (U) بنابراین، است.
باشد. f (U) از بزرگتر V ∩ f (N) است ممکن زیرا است، منظم زیرمنیفلد f (N) که نمی کند ثابت تنهایی
تابع m− n دادن قرار صفر با V در f (p) از همسایگی ای در f (N) مجموعه که دهیم نشان است لازم

می گردد. حاصل مختصاتی
است. باز f (N) در f (U) نگاره است، همئومورف N با زیرفضایی توپولوژی همراه به f (N) چون
(به V ′∩ f (N) = f (U) که دارد وجود چنان M در V ′ باز مجموعه ای زیرفضایی، توپولوژی تعریف بنابه

داریم V ∩V ′ در اکنون، شود). توجه ١١ . ٧ شکل

V ∩V ′∩ f (N) = V ∩ f (U) = f (U),

(V∩V ′,y1, · · · ,ym) نتیجه، در می گردد. مشخص yn+1, · · · ,ym مختصات دادن قرار صفر با f (U) لذا و
اثبات این بود، f (N) از دلخواه نقطه ای f (p) چون است. f (N) برای f (p) شامل موافق چارت یک
□ می باشد. M از منظمی زیرمنیفلد f (N) که می کند

است. برقرار نیز قضیه این عکس

زیرمنیفلدی i : N ↪→ M احتوی نگاشت آنگاه باشد، M از منظمی زیرمنیفلد N اگر قضیه. ١١.١٨
است. M از منظم

١۴٢
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است. منظم زیرمنیفلد نشاننده، نگاره :١١ . ٧ شکل

دارد، زیرفضایی توپولوژی نیز i(N) و است زیرفضایی توپولوژی دارای منظم زیرمنیفلد هر چون : برهان
است. ایمرشن i : N ↪→ M که دهیم نشان است کافی است. همئومورفیسم i : N ↪→ i(N)

p حول M برای (V,y1, · · · ,yn,yn+1, · · · ,ym) موافق چارتی .p ∈ N گیریم منظور، این برای
باشد. yn+1, · · · ,ym مختصات صفر مجموعه V ∩N که می کنیم اختیار چنان

به M برای (V,y1, · · · ,ym) و N برای (V ∩N,y1, · · · ,yn) چارت به نسبت i احتوی نگاشت
□ می باشد. i ایمرشن بیانگر این که می شود، بیان (y1, · · · ,yn) 7→ (y1, · · · ,yn,0, · · · ,0) صورت

که شد اثبات اساس، این بر می نامند. شده نشانده زیرمنیفلد را نشاننده یک نگاره منابع برخی در

است. شده نشانده زیرمنیفلد معنی به درست منظم زیرمنیفلد نتیجه. ١١.١٩

زیرمنیفلد یک بتوی هموار نگاشت ۴ . ١١ بخش

دارد. قرار S ⊂ M زیرمجموعه در f (N) آن نگاره که است همواری نگاشت f : N → M کنید فرض
آنی از تر زیرکانه سوال این است؟ هموار نیز f̃ : N → S القایی نگاشت آیا آنگاه باشد، منیفلد S اگر

خیر. یا و باشد M منظم زیرمنیفلد S که دارد بستگی این به پاسخ واقع، در می رسد! نظر به که است

I = (−π/2,3π/2)⊂ که بگیرید، نظر در را ١١.٢٣ مثال از f ,g : I→R2 یکبیک ایمرشنهای مثال. ١١.٢٠
نگاره چون است. g از حاصل ایمرز زیرمنیفلد ساختار دارای که باشد R2 در بینهایت شکل S گیریم .R
B تا A از باز بازه می گردد. حاصل f̃ : I → S نگاشتی دارد، قرار S در f : I → R2 هموار نگاشت
به را π/2 نقطه f̃ تحت آن وارون نگاره می باشد. S در (0,0) مبداء از بازی همسایگی ١١ . ٢ شکل در
هموار f : I → R2 اینکه با که می دهد نشان این نیست. باز بنابراین و دارد، بر در تنها نقطه ای عنوان

باشد. هموار اینکه به رسد چه نیست، پیوسته حتی f̃ : I→ S القایی نگاشت است،

باشد. داشته قرار S ⊆M زیرمجموعه در آن نگاره و بوده هموار f : N→M کنید فرض قضیه. ١١.٢١
است. هموار نیز f̃ : N→ S القایی نگاشت آنگاه باشد، M از منظمی زیرمنیفلد S اگر

f (p) ∈ قضیه فرض بنابه بگیریم. s و m ،n بترتیب را S و M ،N بعد و p ∈ N کنید فرض : برهان
(V,ψ) = (V,y1, · · · ,ym) موافقی مختصاتی چارت است، M از منظمی زیرمنیفلد S چون .S ⊆ M
نگاشت از و می باشد؛ ys+1, · · · ,ym صفرهای مجموعه S ∩V که دارد وجود چنان f (p) حول M برای

١۴٣
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بازی همسایگی ، f پیوستگی فرض بنابه کنیم. استفاده می توانیم S برای ψS = (y1, · · · ,ys) مختصاتی
ازای به بنابراین و f (U) ⊆ V ∩S ثورت این در . f (U) ⊆ V که کنیم انتخاب می توانیم چنان p از U

ای q ∈ U هر

(ψ◦ f )(q) = (y1( f (q)), · · · ,ys( f (q)),0, · · · ,0).

p در نتیجه، در و است هموار U بر f̃ ،۶.١٧ گزاره بنابه هموارند، U بر y1 ◦ f , · · · ,ys ◦ f توابع چون
□ است. هموار f̃ : N→ S نگاشت بود، N از دلخواهی نقطه p چون است. هموار

ضرب نگاشت .(SL(n,R) گروه در ضرب (نگاشت مثال ١١.٢٢

µ : GL(n,R)×GL(n,R)→ GL(n,R), (A,B) 7→ AB,

bk j و aik مختصاتی توابع از جمله ای چند (AB)i, j =
∑n

k=1 aikbk j آن مولفه ای توابع زیرا است، هموار
همواری نمی شود استدلال همین با اما، هموارند.) Rn بر جمله ایهای چند (همه هموارند. بنابراین و هستند

ضرب نگاشت

µ̄ : SL(n,R)×SL(n,R)→ SL(n,R), (A,B) 7→ AB,

زیاد خیلی تعدادشان نیست؛ SL(n,R) بر مختصات دستگاه دیگر {ai j}1≤i, j≤n که چرا نمود! استنتاج را
شود). توجه ١١ فضل از ۶ مساله (به است

قضیه بنابه است، GL(n,R) ×GL(n,R) از منظمی زیرمنیفلد SL(n,R) × SL(n,R) چون
احتوی نگاشت ،١١.٢١

i : SL(n,R)×SL(n,R) ↪→ GL(n,R)×GL(n,R)

ترکیب بناباین، می باشد؛ هموار

µ◦ i : SL(n,R)×SL(n,R) ↪→ GL(n,R)

از منظمی زیرمنیفلد SL(n,R) چون و دارد قرار SL(n,R) در µ ◦ i نگاره چون است. هموار نیز
القایی نگاشت که می گیریم نتیجه ١١.٢١ قضیه از شود)، توجه ٩.١۶ مثال (به می باشد GL(n,R)

است. هموار µ̄ : SL(n,R)×SL(n,R)→ SL(n,R)

Rn در تراز رویه های ابر به مماس فضای ۵ . ١١ بخش

مقدار از حاصل تهی غیر منظم زیرمنیفلد N = f −1(a) و هموار نگاشتی f : Rn → R کنید فرض
هر ازای به لذا و است، نشاننده i : N ↪→ Rn احتوی نگاشت ،١١.٢١ قضیه بنابه باشد. a ∈ R منظم
از زیرفضایی بعنوان را TpN مماس فضای بنابراین، می باشد. یکبیک i∗,p : TpN→ TpR

n ای p ∈ N
می خواهیم را فضا زیر این معرف معادلات شود). توجه ١١ . ٨ شکل (به نمود قلمداد می توان TpR

n ≃Rn

ایزمورفیسم از استفاده با را v باشد. TpN در دلخواه برداری v =
∑

vi∂/∂xi|p کنید فرض کنیم. تعیین

١۴۴



RN در تراز رویه های ابر به مماس فضای .۵ . ١١ هموار نگاشت رتبه .١١ فصل

تراز. رویه ابر یک به مماس فضای و مماس صفحه :١١ . ٨ شکل

که باشد N در منحنی ای c(t) گیریم گرفت. یکی  می توان ⟨v1, · · · ,vn⟩ ∈ Rn برداری با TpR
n ≃ Rn

با . f (c(t)) = a ای t هر ازای به دارد، قرار N بر c(t) چون .c′(0) = ⟨v1, · · · ,vn⟩ و c(0) = p
داریم: مشتق زنجیره ای قاعده از استفاده

0 =
∂

∂t
f (c(t))

∣∣∣∣
t=0

=

n∑
i=1

∂ f
∂xi (c(t)).(ci)′(t)

∣∣∣∣
t=0

=

n∑
i=1

∂ f
∂xi (p).vi.

grad( f )(p) · v = 0 معنی به اخیر رابطه بنابرین، .grad( f )(p) = ( ∂ f
∂x1 (p), · · · , ∂ f

∂xn (p)) طرفی از
آنجایی از است. عمود TpN زیرفضای در موجود بردارهای تمام به grad( f )(p) گرادیان بردار یعنی است؛
grad( f )(p) ·v = رابطه و است صفر مخالف grad( f )(p) پس بود، شده فرض f منظم مقدار a ∈R که

می سازد: مشخص کاملا را Rn از TpN (n−1)−بعدی فضای زیر ،0

TpN = {v ∈ Rn | grad( f )(p) · v = 0}.

می گردد: حاصل p نقطه در Nبه مماس صفحه ابر معادله نظیر، های xi− pi با ها vi تعویض با

PpN := {q ∈ Rn | grad( f )(p) · (q− p) = 0}.

این در .a = 1 و f (x,y,z) = x2 + y2 + z2 گیریم کره). به مماس فضای (صفحه مثال ١١.٢٣
نتیجه در ،p = (a,b,c) ∈ S2 گیریم می گردد. حاصل R3 در S2 = f −1(a) واحد کره صورت،

∂ f
∂x

(p) = 2a,
∂ f
∂y

(p) = 2b,
∂ f
∂z

(p) = 2c.

یا و 2ax+ 2by+ 2cz = 0 از است عبارت p نقطه در واحد کره به مماس فضای معادله بنابراین،
از است عبارت p نقطه در واحد کره به مماس صفحه معادله ترتیب، همین به .ax+ by+ cz = 0

.ax+by+ cz = 1 کردن ساده از پس یا و 2a(x−a)+2b(y−b)+2c(z− c) = 0

١۴۵



تمرینات .۶ . ١١ هموار نگاشت رتبه .١١ فصل

تمرینات ۶ . ١١ بخش

∑n+1
i=1 (xi)2 = 1 معادله با که بگیرید، نظر در را Rn+1 در Sn واحد کره کره. به مماس بردارهای ١١.١

بردار اینکه برای کافی و لازم شرط آنگاه ،p = (p1, · · · , pn+1) ∈ Sn اگر که دهید نشان می گردد. معرفی
.
∑

ai pi = 0 که است این باشد مماس p نقطه در واحد کره به Xp =
∑

ai ∂/∂xi|p ∈ TpR
n+1 مماس

تحدید و x,y با را R2 در مختصات باشد. واحد دایره احتوی نگاشت i : S1 ↪→R2 گیریم الف) . ١١.٢
.ȳ = y ◦ i = i∗(y) و x̄ = x ◦ i = i∗(x) دیگر بعبارت می دهیم. نشان x̄, ȳ با را S1 به مختصات این
می توان U = {(a,b) ∈ S1 |b > 0} بالایی نیم دایره بر مختصاتی دستگاه عنوان به را x̄ صورت، این در

ای p ∈ U هر ازای به که کنید است.ثابت معنی با ∂/∂x̄ نتیجه، در و نمود؛ استفاده

i∗
( ∂
∂x̄

∣∣∣∣
p

)
=

( ∂
∂x
+
∂ȳ
∂x̄

∂

∂y

)∣∣∣∣
p
.

١١ . ٩ شکل (به نیست یکی ∂/∂x|p با ∂/∂x̄|p است، یکبیک i∗ : TpS
1→ TpR

2 که این با بنابراین،
شود). توجه

واحد دایره به مماس بردار :١١ . ٩ شکل

نظر در C از قطعه ای را U دهید، تعمیم R2 در C دلخواه منحنی یک حالت به را (الف) قسمت ب)
باشد. موضعی مختصات (C به x (تحدید x̄ که بگیرید

(راهنمایی: است. تکین نقطه Rmدارای به N فشرده منیفلد از f هموار نگاشت هر که دهید نشان . ١١.٣
بگیرید.) نظر در را π◦ f : N→ R ترکیب و π : Rm→ R اول درآیه بر تصویر نگاشت

u(a,b,c)= a که می کنیم، استفاده ϕ= (u,v) مختصات دستگاه از S2 واحد کره از بالایی نیمه بر . ١١.۴
مماسند. کره نیم به p= (a,b,c) ∈ S2 نقطه در ∂/∂v|p و ∂/∂u|p مشتقات بنابراین، .v(a,b,c)= b و
این در می باشد. R3 بر استاندارد مختصات دستگاه x,y,z و است احتوی نگاشت i : S2 ↪→ R3 گیریم

بنابراین، می نگارد. TpR
3 بتوی را ∂/∂v|p و ∂/∂u|p برداری ∗i : TpS

2 ↪→ TpR
3 صورت،

i∗
( ∂
∂u

∣∣∣∣
p

)
= α1 ∂

∂x

∣∣∣∣
p
+β1 ∂

∂y

∣∣∣∣
p
+γ1 ∂

∂z

∣∣∣∣
p
,

i∗
( ∂
∂v

∣∣∣∣
p

)
= α2 ∂

∂x

∣∣∣∣
p
+β2 ∂

∂y

∣∣∣∣
p
+γ2 ∂

∂z

∣∣∣∣
p
,
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آورید. بدست را ثابتها این مقدار هستند. بخصوص ثابتهایی α1, · · · ,γ2 که

که کنید ثابت . ١١.۵
است. نشاننده f : N→ M یکبیک ایمرشن هر آنگاه باشد، فشرده منیفلدی N اگر

دترمینان نگاشت f : GL(n,R)→ R کنیم فرض .SL(n,R) در ضرب نگاشت همواری ١١.۶
دارد وجود چنان (k, ℓ) یک حداقل ای، A ∈ SL(n,R) هر ازای به باشد. f (A) = det A = det[ai j]
قضیه و ٩.٩ قضیه از استفاده با .(٩ فصل از ١٣ (تمرین است صفر غیر ∂ f /∂akℓ(A) جزئی مشتق که

که کنید ثابت ضمنی تابع

تشکیل ،(i, j) , (k, ℓ) با های ai j مجموعه که دارد وجود SL(n,R) در A از همسایگی  یک الف)
(i, j) , (k, ℓ) با ai j مختصات سایر از هموار تابعی akℓ هر و می دهند، مختصاتی دستگاه

می باشد.

است. هموار µ̄ : SL(n,R)×SL(n,R)→ SL(n,R) ضرب نگاشت ب)

١۴٧



١٢ فصل

مماس کلاف

که است M توسط شده پارامتره برداری فضاهای از خانواده ای ،M هموار منیفلد بر هموار برداری کلاف
کلافی نگاشتهای و برداری کلافهای می باشد. حاصلضرب به شبیه موضعاً و نموده تغییر هموار صورت به
و هندسه در را ویژه ای نقش شد، مطرح [؟] که ١٩٣٠ سال از و می دهد، کاتگوری یک تشکیل آنها بین
بر برداری فضای ساختار دارای مفروض، منیفلد یک به مماس فضاهای گردایه است. نموده ایفاء توپولوژی
بین هموار نگاشت یک دیفرانسیل محاسبه با می شود. گفته مماس کلاف اصطلاحاً آن به که است، منیفلد
می گردد. حاصل آنها به نظیر مماس کلافهای بین کلافی نگاشت یک مختلف، نقاط در مفروض، منیفلد دو
برداری کلافهای کاتگوری به هموار منیفلدهای کاتگوری از فانکتور یک مماس کلاف ساخت ترتیب، این به

می دهد. تشکیل
یک خوش مماس کلاف زیرا نمی شود، کارها شدن ساده تر موجب برداری کلاف فانکتور ظاهر در
طبیعی صورت به مماسی کلاف منیفلدف هر به چون اماف اضافه! ساختاری با البته است، منیفلد
نظریه ،مثلا هستند. مطالع مورد منیفلد خود ناورداهای عملا مماس، کلاف ناورداهای می گردد، متناظر
هندسه از می گیرد، قرار بررسی مورد دیفرانسیل توپولوژی در که مشخصه، رده های خصوص در چرن-وایلی
نظریه بکارگیری با می گردد. استفاده برداری کلافهای برای برخوردی ناورداهای ساخت برای دیفرانسیل
مشخصه اعداد بنام عددی ای دیفئومورفیسمی ناورداهای یک مماس، کلافهای مورد در مشخصه رده های
اولر-پوانکاره مشخصه های کلاسیک مفهوم تعمیم عملا مشخصه، اعداد می شود. ساخته منیفلدها برای

هستند.
می باشد. شده مطرح مفاهیم در اتحاد ایجاد جهت به بیشتر کتاب این در برداری کلاف مفهوم اهمیت
نقطه هر که s : M→ E است نگاشتی ،π : E→ M مفروض برداری کلاف یک برای برش از منظور
و برداری میدانهای دید، خواهیم که طور همان می نگارد. است، نقطه آن در که کلاف از تاری به را M از

هستند. منیفلد آن بر مناسب برداری کلافهای از برشهایی منیفلدها، بر دیفرانسیلی فرمهای

مماس کلاف تعریف ١٢ . ١ بخش
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مماس کلاف تعریف .١٢ . ١ مماس کلاف .١٢ فصل

برداری فضای صورت به TpM مماس١ فضای باشد؛ آن از نقطه ای p ∈ M و هموار منیفلدی M گیریم
،M بر مماس٢ کلاف گردید. تعریف p در هموار توابع از جرمهای C∞p (M) جبر بر نقطه-مشتقات همه

می گردد: تعریف M مختلف نقط در مماس فضاهای همه مجزای اجتماع صورت به

T M :=
⊔
p∈M

TpM

=
∪
p∈M

{p}×TpM.

افزوده ایم. p برچسب یک ای TpM هر به مماس، فضاهای از مجزای اجتماع تهیه منظور به اینجا در
مشهود ١٢ . ١ شکل در که طوری همان واحد)، (دایره S1 منیفلد مورد در مثلا که است این کار این دلیل
نظر از که حالی در دارند، برخورد هم با واحد دایره مختلف نقاط در مماس فضاهای می رسد بنظر است،
نمود. استفاده {p}×TpS

1 کپی از می توان TpS
1 مماس کلاف بجای اساس این بر نیست. چنین تئوری

تا بنابراین، داد. نخواهد رخ اشتراکی واحد دایره مختلف نقاط در مماس فضای دو هیچ بین ترتیب، این به

واحد. دایره به مماس کلاف :١٢ . ١ شکل

است. نشده تعریف آن بر منیفلدی یا و توپولوژی ساختار گونه هیچ و است مجموعه یک تنها T M اینجا
دیگری اضافه ساختار که می دهیم نشان و می کنیم تعریف آن بر را بخصوصی هموار منیفلد ساختار ادامه در

کنیم. تعریف توپولوژی آن بر می کنیم سعی ابتدا هموار. برداری کلاف ساختار دارد: نیز

مماس کلاف بر توپولوژی ١٢ . ٢ بخش

نقطه هر در باشد. M بر موضعی مختصات دستگاه یک (U,φ)= (U, x1, · · · , xn) گیریم تعریف. ١٢.١
را ای Xp ∈ TpM هر نتیجه در و دارد، وجود TpM برای (∂/∂x1)|p, · · · , (∂/∂x1)|p پایه ای ،p ∈ M
ai = ai(Xp) ∈ R که نوشت، می توان Xp =

∑n
i=1 ai (∂/∂xi)|p خطی ترکیب شکل به یکتا صورت به

با را φ∗(Xp) بنابراین ،φ∗(Xp) =
∑n

i=1 ai(∂/∂ri)|φ(p) ∈ Tφ(p)R
n چون دارند. بستگی Xp به ها

tangent bundle ٢ tangent space ١

١۴٩



مماس کلاف بر توپولوژی .١٢ . ٢ مماس کلاف .١٢ فصل

گیریم یکی گرفت. می توان Rn از ⟨a1, · · · ,an⟩ بردار

TU :=
⊔
p∈U

TpU

=
∪
p∈U
×TpM.

کنیم تعریف اگر (.TpU = TpM که دیدیم ٨.۵ یادداشت (در

φ̄ := (φ,φ∗) : TU −→ φ(U)×Rn(
p,Xp

) 7−→ (
x1(p), · · · , xn(p),a1(Xp), · · · ,an(Xp)

) (١.١٢ )

آن وارون و است دوسویی φ̄ صورت، این در

(
φ(p),a1, · · · ,an) 7−→ (

p,
n∑

i=1

a1 ∂

∂xi

∣∣∣∣
p

)
زیرمجموعه کنیم: استفاده می توانیم TU به φ(U)×Rn از توپولوژی انتقال برای φ̄ از بنابراین، می باشد.

باشد. باز φ̄(A) ⊆ φ(U)×Rn که است باز وقتی تنها و Aوقتی ⊆ TU

مماس کلاف :١٢ . ٢ شکل

مجموعه های همه بر Uα که باشد، بالا در مشروح TUα از باز زیرمجموعه های همه گردایه B گیریم
می کند: تغییر M در مختصاتی باز

B :=
∪
α

{
A
∣∣∣ است. باز TUα در A و است M در مختصاتی باز مجموعه Uα

}
پایه ای ١٢.١ تعریف در شده ارائه B گردایه صورت، این در باشد. هموار منیفلدی M گیریم لم. ١٢.٢

واقع در می دهد؛ تشکیل T M بر توپولوژی یک برای

و است؛ ها A ∈ B همه اجتماع برابر T M الف)

زیرمجموعه و TU در A زیرمجموعه اگر باشند. M در مختصاتی باز مجموعه های V و U گیریم ب)
است. باز T (U ∩V) در A∩B آنگاه باشند، باز TV در B

١۵٠



مماس کلاف بر توپولوژی .١٢ . ٢ مماس کلاف .١٢ فصل

می کنیم. همراه توپولوژی این با را T M ادامه در

صورت به .A∩T (U ∩V) ⊆ T (U ∩V) پس است، TU زیرمجموعه T (U ∩V) چون : برهان
نتیجه در .A∩B ⊆ TU ∩TV = T (U ∩V) اما .B∩T (U ∩V) ⊆ T (U ∩V) مشابه

A∩B = (A∩B)∩T (U ∩V)

= (A∩T (U ∩V))∩ (A∩T (U ∩V))

□ است. باز T (U ∩V) در

دارد. مختصاتی باز مجموعه های از شمارا پایه ای ،M دلخواه هموار منیفلد هر لم. ١٢.٣

شمارا پایه ای B = {Bi} کنیم فرض بنابراین، است. شمارا پایه با M منیفلد تعریف، بنابه : برهان
و Uα مختصاتی باز مجموعه هر ازای به باشد. آن برای ماکسیمال اطلسی {(Uα,φα)} و بوده M برای
{Bp,α} گردایه .p ∈ Bp,α ⊆Uα که می کنیم انتخاب چنان را Bp,α ∈ B باز مجموعه ،p ∈Uα نقطه هر

است. شمارا بنابراین، و است، B از زیرگردایه ای تکراری، عناصر احتساب بدون
که دارد وجود چنان Uα مختصاتی باز مجموعه ،p ∈U نقطه هر و U ⊆ M باز مجموعه هر ازای به
□ است. M برای پایه ای {Bp,α} می دهد نشان که ،p ∈ Bp,α ⊆ U نتیجه در .p ∈ Uα ⊆ U

است. شمارا پایه با و هاوسدورف M منیفلدی هر T M مماس کلاف قضیه. ١٢.۴

دو بگیرید. نظر در Xp,Yq ∈ T M دلخواه مماس بردار دو ،T M بودن هاوسدورف اثبات برای : برهان
ندارد. وجود خاصیت این با چارتی هیچ یا و می گیرند قرار چارتی دامنه در دو هر یا است: ممکن حالت

فضای از نقطه دو φ(q) و φ(p) آنگاه باشد، داشته بر در را q و p که شود یافت (U,φ) چارتی اگر
می شوند یافت چنان φ(U) در B و A مجزای باز همسایگی های لذا و هستند، φ(U) ⊆ Rn هاوسدورف
از بترتیب مجزا باز همسایگی های φ̄−1(B) و φ̄−1(A) اکنون، هستند. φ(q) و φ(p) شامل بترتیب که

هستند. TU ⊆ T M در q و p
حالت، این در باشد. q حول چارتی (V,ψ) و p حول چارتی (U,φ) کنیم فرض اینصورت، غیر در

هستند. T M در q و p از بترتیب مجزا باز همسایگی های φ̄−1(V) و φ̄−1(U)
باز مجموعه های از {Ui}∞i=1 شمارا پایه ای قبل، لم از استفاده با ،T M بودن شمارا پایه با اثبات برای
دیفئومورف R2n از باز زیرمجموعه ای با ،TUi ≃ Ui ×Rn چون می گیریم. نظر در M برای مختصاتی
برای شمارا پایه ای {Bi, j}∞j=1 ای، i هر ازای به که کنیم فرض می باشد. شمارا پایه با بنابراین و است،
□ است. مماس کلاف برای شمارا پایه ای {Bi, j}∞i, j=1 صورت، این در باشد. TUi

می کنیم. معرفی ا ر T M بر منیفلدی ساختار اکنون

باشد، M برای همواری اطلس {(Uα,φα)} اگر مماس) کلاف بر منیفلدی (ساختار قضیه قضیه. ١٢.۵
است. T M برای هموار اطلسی {(TUα, φ̄α)} آنگاه

١۵١
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قبل می ماند. ادعا مورد چارتهای سازگاری تحقیق تنها پس .T M = ∪αUα که است روشن : برهان
M برای چارت دو (V,y1, · · · ,yn) و (U, x1, · · · , xn) اگر که شود اشاره نکته این به است لازم آن، از
می توان TpM برداری فضای برای پایه دو p ∈ U ∩V هر ازای به آنگاه ،1mm↓.U ∩V , و/ باشند

است: بیان دو دارای Xp ∈ TpM مماس بردار هر پس .{∂/∂yi}∞i=1 و {∂/∂xi}∞i=1 نمود: انتخاب

Xp =

n∑
j=1

a j ∂

∂x j

∣∣∣∣
p

=

n∑
i=1

bi ∂

∂yi

∣∣∣∣
p
. (٢.١٢ )

که می گردد ملاحظه ،xk مختصاتی توابع بر طرف دو تاثیر با

ak =
( n∑

j=1

a j ∂

∂x j

∣∣∣∣
p

)
xk

=
( n∑

i=1

bi ∂

∂yi

∣∣∣∣
p

)
xk

=

n∑
i=1

bi ∂x j

∂yi .

که می آوریم بدست yk بر (٢.١٢ ) طرف دو تاثیر با مشابه، صورت به

bk =

n∑
j=1

a j ∂yk

∂x j .

در ،Uαβ = Uα∩Uβ و باشند T M برای چارت دو (TUβ, φ̄β) و (TUα, φ̄α) کنیم فرض حال
صورت این

φ̄β ◦ φ̄−1
α : φα(Uαβ)×Rn −→ φβ(Uαβ)×Rn

شکل به

(x,a1, · · · ,an) 7−→
(
φ−1
α (x),

n∑
j=1

a j ∂

∂x j

)
7−→ (φβ ◦φ−1

α (x),b1, · · · ,bn)

φβ ◦ φ−1
α نگاشت ،{(Uα,φα)} بودن اطلس فرض بنابه .bi =

∑n
j=1 a j ∂yi/∂x j که می کند، عمل

هستند. ها x j از هموار توابعی نیز ها yi از یک هر بنابراین، هستند. آن مولفه های ها yi و است؛ هموار
هموار φ̄β ◦ φ̄−1

α نگاشت بنابراین، هستند. هموار تابعی نیز ∂yi/∂x j جزئی مشتقات از یک هر نتیجه، در
کلاف بودن منیفلد نتیجه، در و انتخابی اطلس بودن هموار انتخابی، چارتهای سازگاری اثبات این است.
□ می نماید. تکمیل را مماس

١۵٢
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برداری کلاف ١٢ . ٣ بخش

π(p,Xp) = p صورت به که π : T M −→ M نگاشت طبیعی). تصویر (نگاشت تعریف ١٢.۶
کلاف بر جدیدی ساختار تعریف این با می شود. نامیده ١T M طبیعی تصویر نگاشت می گردد، تعریف

می پردازیم. آن تعریف به ذیل در که می شود ظاهر مماس

هر π−1(p) := π−1({p}) پیشنگاره باشد. دلخواه نگاشتی π : E → M کنید فرض تعریف. ١٢.٧
نگاشت دو هر ازاء به می دهیم. نشان Ep نماد با را p در تار اغلب می نامیم. ٢ p در تار را p ∈ M نقطه
صورتی در را φ : E→ E′ نگاشت ،M یکسان هدف فضای با π′ : E′→ M و π : E→ M مفروض

.φ(Ep) ⊆ E′p ای p ∈ M هر ازای به که گوییم تار٣ حافظ

درنظر را φ : E→ E′ و π′ : E′→ M ،π : E→ M نگاشتهای تار). حافظ (نگاشتهای لم ١٢.٨
تعویض پذیر زیر دیاگرام که است این باشد، تار حافظ φ : E→ E′ اینکه برای کافی و لازم شرط بگیرید.

باشد:

E
φ //

π   @
@@

@@
@@

@ E′

π′~~}}
}}
}}
}}

M

.π′ ◦φ = π دیگر عبارت به

که گوییم r رتبه از بدیهی۴ موضعاً صورتی در را π : E→ M پوشای و هموار نگاشت تعریف. ١٢.٩

است؛ r بعد با برداری فضای ساختار دارای π−1(p) تاری هر (١

φ : π−1(U)→U×Rr تاری حافظ دیفئومورفیسم و p از U باز همسایگی ،p ∈M هر ازای به (٢
تحدید ،q ∈ U هر ازای به که دارند وجود چنان

φ|π−1(q) : π−1(q)→ {q}×Rr

،E برای بدیهی ساز باز مجموعه را بازی مجموعه چنین است. برداری فضاهای بین ایزومورفیسم
شود). توجه ١٢ . ٣ شکل (به می نامند U روی E برای بدیهی سازی۵ را φ و

{Uα} خانواده و ،E برای بدیهی سازی باشد، M برای باز پوششی {Uα} خانواده که ،{(Uα,φα)} خانواده
می شود. نامیده M Eروی بدیهی ساز باز پوشش

هموار منیفلدهای از متشکل (E,M,π) مرتب تایی سه یک ،r رتبه از هموار برداری۶ کلاف از منظور
را E منیفلد می باشد. r رتبه از بدیهی موضعاً که است π : E → M پوشای هموار نگاشت و M ،E

می نامند. مماس کلاف برای پایه٨ فضای را M و کلی٧، فضای

trivialization ۵ locally trivial ۴ fiber preserving ٣ fiber ٢ natural projection map ١

fibre space ٨ total space ٧ vector bundle ۶

١۵٣
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آن از تاری و برداری کلاف :١٢ . ٣ شکل

ذکر از و می گوییم، سخن M روی E برداری کلاف از راحت نرود، ابهام بیم که هنگامی تعریف. ١٢.١٠
یک تنها از مرکب بدیهی سازی خانواده که کلافی می کنیم. خودداری تصویر نگاشت یا و مرتب تایی سه

می شود. نامیده بدیهی٩ کلاف بپذیرد، بدیهی سازی

صورت این در .M از منظمی زیرمنیفلد S و باشد، هموار برداری کلاف π : E→ M گیریم لم. ١٢.١١
E|S با و نامیده S به E تحدید را آن است؛ S بر هموار برداری کلاف (π−1(S ),S ,π|π−1(S )) تایی سه

می دهیم. نشان

نگاشت باشند، شده داده r طبیعی عدد و M هموار منیفلد اگر حاصلضربی١). (کلاف مثال ١٢.١٢
کلاف (M ×Rr,M,π) صورت، این در بگیرید. نظر در را π : M ×Rr → M اول مولفه بر تصویر
فضای ساختار می نامند. M بر r رتبه از حاصلضربی کلاف اصطلاحاً را آن است؛ r رتبه از هموار برداری

می گردد: تعریف بدیهی شکل به π−1(p) = {(p,v) |v ∈ Rr} تار بر برداری

(p,u)+ (p,v) := (p,u+ v),

b · (p,v) := (p,bv), b ∈ R ازاء به

بعبارت می گردد. تامین 1M×R : M×R→ M×R همانی نگاشت با M×R بر موضعی بدیهی سازی
است. بدیهی حاصلضربی، کلاف دیگر،

می باشد S1 واحد دایره بر یک رتبه از حاصلضربی کلاف S1 ×R بینهایتی استوانه نمونه، عنوان به
شود). توجه ۴ . ١٢ شکل (به

(U,ψ) = (U, x1, · · · , xn) کنید فرض باشد. هموار برداری کلاف π : E→ M گیریم تعریف. ١٢.١٣
و بوده M برای چارتی

φ : E|U
∼−→ U ×Rr,

φ(e) = (π(e),c1(e), · · · ,cn(e)),

product bundle ١ trivial bundle ٩

١۵۴



برداری کلاف .١٢ . ٣ مماس کلاف .١٢ فصل

است. یک رتبه با برداری کلاف بینهایتی استوانه :۴ . ١٢ شکل

صورت این در باشد. U روی E بدیهی سازی یک

(ψ×1Rr )◦φ : E|U
∼−→ ψ(U)×Rr ⊆ Rn×Rr

(x1, · · · , xn) می دهد. تشکیل E برای چارتی بنابراین و می باشد نگاره اش بروی E|U از دیفئومورفیسمی
(ψ×1Rr )◦φ چارت به متناظر تاری٣ مختصات دستگاه را (c1, · · · ,cn) و پایه٢ مختصات دستگاه را

می نامند. E|U بر

متفاوت احتمالا رتبه با هموار برداری کلاف دو πF : F→ N و πE : E→ M گیریم تعریف. ١٢.١۴
f : M→ N شکل به ( f , f̃ ) نگاشتها از است مرتبی زوج ،F به E از کلافی١ نگاشت از منظور باشند.

که گونه ای به ، f̃ : E→ F و

دیاگرام (١
E

f̃ //

πE
��

F

πF
��

M
f

// N

و πF؛ ◦ f̃ = f ◦πE یعنی باشد، تعویض پذیر

نگاشتی f̃ : Ep→ F f (p) ای p ∈M هر ازای به دیگر بعبارت باشد، خطی تاری هر بر f̃ نگاشت (٢
باشد. برداری فضاهای بین خطی

می دهد. کاتگوری یک تشکیل آنها، بین کلافی نگاشتهای و برداری کلافهای همه گردایه قضیه. ١٢.١۵

برداری کلاف از ( f , f̃ ) کلافی نگاشت یک منیفلدها، بین f : N→M هموار نگاشت هر مثال. ١٢.١۶
صورت به f̃ : T N→ T M آن در که می کند، القاء πM : T M→ M برداری کلاف به πN : T N→ N

T N ⊃ {p}×TpN ∋ (p,v) 7−→ ( f (p), f∗,p(v)) ∈ { f (p)}×T f (p)M ⊂ T M

bundle map ١ fibre coordinates ٣ base coordinates ٢
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هموار نگاشتهای و هموار منیفلدهای کاتگوری از T کواریان فانکتور یک ترتیب، این به می گردد. تعریف
مماسش کلاف ،M منیفلد هر به می گردد: حاصل برداری، نگاشتهای و برداری کلافهای کاتگوری بتوی
مشتق کلاف نگاشت منیفلدها، بین f : M→ N هموار نگاشت هر به و می گردد، نظیر T (M) = T M

می شود. نظیر T ( f ) = ( f , f∗)

F به E از کلافی نگاشت آنگاه باشند، M مشترک منیفلد بر برداری کلاف F و E اگر تعریف. ١٢.١٧
ازای به می باشد. 1M همانی نگاشت همان پایه، نگاشت آن در که است کلافی  نگاشت یک ،M روی

هموار کلافی نگاشتهای و M روی هموار برداری کلافهای همه کاتگوری ،M مفروض هموار منیفلد یک
سخن می توان کاتگوری این در M روی برداری کلافهای ایزومورفیسم از گرفت. نظر در می توان را M روی
حاصلضربی کلاف با که است بدیهی درصورتی M بر π : E→ M برداری کلاف مقدمات، این با گفت.

شود). توجه ١٢.١٠ تعریف (به باشد ایزومورف M×Rr→ M

از نگاشتی ،X در نمودن خارجی ضرب آنگاه باشد، R3 بر برداری میدانی X اگر الف) مثال. ١٢.١٨
C∞(R3)−خطی Y به نسبت نگاشت این چون .Y 7→ X ×Y می کند: تعریف خودش بروی X(R3)
،X = −y∂/∂x+ x∂/∂y اگر نمونه برای می باشد. خودش بتوی TR3 از کلافی نگاشت یک پس است،

است: چنین القایی کلافی نگاشت آنگاه

TR3 −→ TR3

a
∂

∂x
+b

∂

∂y
+ c

∂

∂z
7−→ xc

∂

∂x
+ yca

∂

∂y
− (xa+ yb)a

∂

∂z

کلاف از کلافی نگاشت یک ،X مفروض برداری میدان در نمودن داخلی صرب مشابه، صورت به ب)
انتخاب با نمونه، برای .Y 7→ X ·X می کند: تعریف R3 ×R خطی حاصلضربی کلاف به TR3 مماس

می رسیم: ذیل کلافی نگاشت به (الف) قسمت در صورت به X

TR3 −→ R3×R,

a
∂

∂x
+b

∂

∂y
+ c

∂

∂z
7−→ (xb− yc)

d
dt

است. R بر t استاندارد مختصاتی چارت نظیر مختصاتی میدان d/dt که شود توجه

هموار برش ۴ . ١٢ بخش

که است s : M → E نگاشتی ،π : E → M برداری کلاف برای برش١ از منظور تعریف. ١٢.١٩
به گردد. متناظر Ep تار در s(p) عنصر یک ای p ∈Dom(s) ⊆ M هر به دیگر، بعبارت ◦π؛ s = 1M

دیاگرام معادل، بیان

E π // M

1M~~}}
}}
}}
}}

M
s

``@@@@@@@

section ١

١۵۶
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گوییم هموار صورتی در را برش شد. متصور می توان ۵ . ١٢ شکل در صورت به را برش باشد. تعویض پذیر
باشد. هموار E منیفلد بتوی M منیفلد از نگاشتی عنوان به که

برداری. کلاف یک از برش :۵ . ١٢ شکل

.π : M→M مماس کلاف از است برشی ،M مفروض هموار منیفلد بر X برداری میدان مثال. ١٢.٢٠
Xp مماس برداری ،p ∈Dom(X) ⊆ T M نقطه هر به که است X : M→ T M نگاشتی دیگر، بعبارت

می سازد. نظیر نقطه همان در

فرمول مثال. ١٢.٢١

X(x,y) = −y
∂

∂x
+ x

∂

∂y
=

⟨− y, x
⟩
,

راحتی به تمرین بعنوان شود). توجه ۶ . ١٢ شکل (به می کند تعریف R2 استاندارد منیفلد بر برداری میدانی

برداری. میدان یک از نمونه ای :۶ . ١٢ شکل

که نمود اثبات می توان

١۵٧
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0 : M→ E نگاشت بگیرید. نظر در را π : E→M هموار برداری کلاف صفر). (برش قضیه ١٢.٢٢
می شود. نامیده صفر برش می نگارد، Ep برداری فضای 0(p) = 0 ∈ Ep صفر به را p ∈ M نقطه هر که

است. ایمرشن و هموار صفر، برش

حقیقی- تابع f و بوده π : E→ M هموار برداری کلاف از همواری برشهای t و s گیریم گزاره. ١٢.٢٣
صورت این در باشد. M بر همواری مقداری

تعریف با s+ t : M→ E مجموع (١

(s+ t)(p) := s(p)+ t(p) ∈ Ep, p ∈ M,

است. E از هموار برشی

تعریف با f s : M→ E حاصلضرب (٢

( f s)(p) := f (p).s(p) ∈ Ep, p ∈ M,

است. E از هموار برشی

است روشن می سپاریم. خواننده به تمرین عنوان به را (٢) اثبات و نموده اثبات را (١) : برهان
نقطه ای منظور، این برای کنیم. تحقیق را آن همواری است کافی پس است. E از برشی s+ t که
آن نظیر بدیهی سازی کنیم فرض می گیریم. نظر در را p شامل E برای V بدیهی ساز باز مجموعه و p ∈ M

و باشد φ : π−1(V)→ V ×Rr

(φ◦ s)(q) =
(
q,a1(q), · · · ,ar(q)

)
,

(φ◦ t)(q) =
(
q,b1(q), · · · ,br(q)

)
, q ∈ V.

چون شود). توجه ۶.٩ گزاره (به هستند V بر هموار توابعی همگی b j و ai بنابراین هموارند، t و s چون
بنابراین است، خطی تاری هر بر φ

(φ◦ (s+ t))(q) =
(
q,a1(q)+b1(q), · · · ,ar(q)+br(q)

)
, q ∈ V.

برشی s+ t بنابراین بود، دلخواه p ∈ M نقطه چون است. V بر هموار نگاشتی s+ t که می دهد نشان این
□ می باشد. M بر هموار

نماد با را π : E → M مفروض هموار برداری کلاف از هموار برشهای همه مجموعه تعریف. ١٢.٢۴
با را U روی E هموار برشهای همه مجموعه باشد، باز زیرمجموعه ای U ⊆ M اگر می دهیم. نشان Γ(E)
برشی می کنیم. استفاده X(M) از Γ(T M) بجای مماس، کلاف مورد در می دهیم. نشان Γ(E,U) نماد

می شود. نامیده فراگیر١ برش باشد، M کل دامنه اش که

همزمان و R هیات بر برداری فضای یک بالا، گزاره در شده تعریف اعمال با Γ(E,U) نتیجه ١٢.۴.١
R هیات بر برداری فضای یک نیز Γ(E) بخصوص، می باشد. C∞(M) هموار توابع حلقه بر مدول یک

می باشد. C∞(M) هموار توابع حلقه بر مدول یک همزمان و

global section ١

١۵٨



هموار کنج .۵ . ١٢ مماس کلاف .١٢ فصل

هموار کنج ۵ . ١٢ بخش

باز زیرمجموعه ای U و بوده r رتبه از هموار برداری کلاف یک π : E→ M کنید فرض تعریف. ١٢.٢۵
U روی E از (s1, · · · , sr) برش r از مرتب مجموعه ای ،U روی E برای کنج١ از منظور باشد. M از
Ep := π−1(p) تار برای پایه ای s1(p), · · · , sr(p) عناصر ای، p ∈ U هر ازای به که گونه ای به است،
مماس کلاف بر کنج باشند. هموار آن معرف برشهای که گوییم هموار صورتی در را کنج می دهند. تشکیل

می گوییم. U بر کنج را U روی T M→ M

از نمونه ای است. R3 بر هموار کنج یک ∂/∂x, ,∂/∂y, ,∂/∂z برداری میدانهای گردایه مثال. ١٢.٢۶
فراگیر. کنج یک

باشد. Rr استاندارد برداری فضای برای پایه ای {e1, · · · ,er} و هموار منیفلدی M گیریم مثال. ١٢.٢٧

می کنیم. تعریف ēi(p) = (p,ei) ضابطه با را ēi : M→ M×Rr نگاشت ای i = 1, · · · ,r هر ازای به
می باشد. M×Rr→ M حاصلضربی کلاف برای هموار برشی {e1, · · · ,er} صورت، این در

رتبه با هموار برداری کلاف π : E→ M کنید فرض بدیهی سازی). یک به متناظر (کنج مثال ١٢.٢٨
φ−1 آنگاه باشد، U ⊆ M باز مجموعه روی E برای بدیهی سازی یک φ : E|U

∼→U ×Rr اگر باشد. r
روی E برای {t1, · · · , tr} همواری کنج بروی را U ×Rr حاصلضربی کلاف بر {e1, · · · ,er} هموار کنج

می کند: تصویر U

ti(p) = φ−1(ēi(p))

= φ−1(p,ei), p ∈ U.

می نامند. φ بدیهی سازی با متناظر U روی هموار کنج را {t1, · · · , tr} اصطلاحاً

هموار برداری کلاف برای U باز مجموعه روی بدیهی سازی یک φ : E|U →U ×Rr گیریم لم. ١٢.٢٩
برش صورت، این در باشد. بدیهی سازی این با متناظر U روی هموار ,t1}کنج · · · , tr} و بوده E→ M
{t1, · · · , tr} کنج به نسبت b j مختصاتش که است هموار وقتی تنها و وقتی U روی E از s =

∑r
i=1 biti

باشند. هموار

شود. توجه ١٢.٢٣ گزاره به است کافی ”اگر” اثبات برای : برهان
صورت، این در باشد. هموار U روی E از s =

∑r
i=1 biti برش کنیم فرض اگر”، ”فقط مورد در

frame ١

١۵٩



هموار کنج .۵ . ١٢ مماس کلاف .١٢ فصل

که شود توجه است. هموار φ◦ s

(φ◦ s)(p) =
r∑

i=1

bi(p)φ(ti(p))

=

r∑
i=1

bi(p)(p,ei)

=
(
p,

r∑
i=1

bi(p)ei
)
.

φ◦ s چون نتیجه، در می باشند. φ بدیهی سازی به نسبت s(p) تاری مختصات عملا ها bi(p) بنابراین،
□ هستند. هموار نیز ها bi همه است، هموار

زیرمجموعه ای U و هموار برداری کلاف π : E→ M گیریم هموار). برشهای (توصیف گزاره ١٢.٣٠
برش صورت، این در باشد. U روی E برای همواری ,s1}کنج · · · , sr} کنیم فرض باشد. M از باز
باشند. U بر همورا توابعی c j ضرایبش که است هموار وقتی تنها و وقتی U روی E از s =

∑r
i=1 cisi

همان عملا گزاره این باشد، U روی E برای بدیهی سازی یک به نظیر ,s1}کنج · · · , sr} چنانچه : برهان
طرف یک می کنیم. اثبات خاص، حالت این به کلی حالت تبدیل با راحتی به را گزاره می شود. ١٢.٢٩ لم
١٢.٢٣ گزاره بنابه نیز s =

∑r
j=1 c js j برش آنگاه باشند، هموار U بر c j توابع اگر زیرا است، بدیهی گزاره

است. هموار U بر
مجموعه و p ∈U نقطه ای باشد. U روی E برای هموار برشی s =

∑r
j=1 c js j کنیم فرض بالعکس،

بگیرید. نظر در را φ : π−1(V)→ V ×Rr نظیر بدیهی سازی با p شامل E برای V ⊆ U بدیهی ساز باز
کنج حسب بر را ها s j و s اگر .(١٢.١۶ (مثال باشد φ بدیهی سازی به نظیر همورا کنج {t1, · · · , tr} گیریم
مختصاتی توابع همه ١٢.٢٩ لم بنابه آنگاه ،s j =

∑r
i=1 ai

jti و s =
∑r

i=1 biti مثلا بنویسیم، {t1, · · · , tr}
می دهیم: بسط {t1, · · · , tr} کنج اساس بر را s =

∑r
i=1 citi حال هموارند. V بر ها ai

j و b j

r∑
i=1

biti = s

=

r∑
i=1

ai
jti

=

r∑
i=1

c jai
jti.

چنانچه دیگر، بعبارت .bi =
∑r

j=1 c jai
j که می شود نتیجه تساوی، طرف دو در ti ضرایب مقایسه با

١۶٠



تمرینات .۶ . ١٢ مماس کلاف .١٢ فصل

آن در که ،b = Ac آنگاه کنیم، معرفی را A = [ai
j] ×r-ماتریس r

b = ⟨b1, · · · ,br⟩t, c = ⟨c1, · · · ,cr⟩t.

این خود بنابراین و هموارند، V ∋ p 7→ A(p) = [ai
j(p)] ∈ Rr×r ماتریس نگاشت درآیه های از یک هر

هموار توابع از ستونی برداری c = A−1b خطی، جبر از کرامر قاعده بنابه پس، می باشد. هموار نیز نگاشت
توابع همه بنابراین بود، دلخواه p ∈ U چون هموارند. p در c j توابع که می دهد نشان این است. V بر
□ هموارند. U بر c j مختصاتی

پیوسته حالت به احکام کلیه کنیم، استفاده پیوسته از هموار بجای بالا، بحثهای در اگر یادداشت. ١٢.٣١
می کند. پیدا تعمیم

تمرینات ۶ . ١٢ بخش

کنید. اثبات را ١٢.٢٢ قضیه . ١٢.١

M منیفلد بر همپوشا چارتهای (V,ψ) = (V,y1, · · · ,yn) و (U,φ) = (U, x1, · · · , xn) گیریم . ١٢.٢
T M کلی فضای بر آنها توسط (TV, ψ̃) و (TU, φ̃) القایی مختصاتی چارتهای صورت، این در باشند.

می کنند: تغییر ψ̃◦ φ̃−1 از استفاده با شود) توجه (١.١٢ ) معادله (به مماس کلاف

(x1, · · · , xn,a1, · · · ,an) 7−→ (y1, · · · ,yn,b1, · · · ,bn).

و کنید؛ محاسبه را φ(p) در ψ̃◦ φ̃−1 مختصات تغییر تابع ژاکوبی ماتریس الف)
(det[∂xi/∂y j])2 برابر φ(p) در ψ̃ ◦ φ̃−1 مختصات تغییر تابع ژاکوبی دترمینان که دهید نشان ب)

است.

کنید. اثبات را ١٢.٢٣ گزاره از ٢ قسمت . ١٢.٣

مجموعه روی E برای هموار کنج یک {s1, · · · , sr} و هموار برداری کلاف π : E→ M گیریم . ١٢.۴
خطی ترکیب شکل به یکتا صورت به را e ∈ π−1(U) هر صورت این در باشد. U ⊆ M باز

e =
r∑

j=1

c j(e) s j(p), p = π(e) ∈ U.

ابتدا (راهنمایی: هموارند. j = 1, · · · ,r که c j : π−1(U)→ R توابع که کنید ثابت نوشت. می توان
است.) هموار بدیهی سازی یک به متناظر {t1, · · · , tr} کنج به نسبت e ضرایب که دهید نشان

١۶١



١٣ فصل

یکانی افراز و ضربه ای توابع

٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . C∞ تحلیلی توابع ١ . ١
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . باقیمانده با تیلور قضیه ١ . ٢
١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرینات ١ . ٣

برابر آنها مجموع که است نامنفی و هموار توابع از گردایه ای معنی به مفروض، منیفلد یک بر یکانی افراز
{Uα}α∈A مفروض باز پوشش یک تسلط تحت نظر، مورد یکانی افراز تا است لازم اغلب می گردد. یک
اندیسگذاری بتوان {Uα}α∈A پوشش همانند درست را {ρα}α∈A یکانی افراز که است معنی بدان این باشد.
صفر Uα از خارج بر ρα بخصوص، باشد. داشته قرار Uα در ρα محمل ،A در α هر ازای به و نمود،

می گردد.
تک این می باشد. هموار منیفلدهای نظریه در مهم تکنیکی ابزارهای از یکی هموار یکانی افراز وجود
می سازد. متفاوت مختلط یا و حقیقی-تحلیلی منیفلدهای رفتار از را هموار منیفلدهای رفتار که است خالی
هموار یکانی افراز وجود آنها بکمک و پرداخته دخواه منیفلد بر هموار ضربه ای توابع ساخت به بخش این در
تکنیکی تر کمی کلی تر، حالت برای هموار یکانی افراز وجود اثبات می کنیم. اثبات را فشرده منیفلد هر بر

آورده ایم. ج ضمیمه در را آن و است
می شود: استفاده روش دو به یکانی افراز از

موضعی اشیاء از متناهی موضعا مجموع صورت به منیفلد یک بر مفروض فراگیر شیء یک تجزیه (الف)
و مفروض، افراز یک از Uα باز مجموعه های بر

منیفلد. آن بر فراگیر شیء یک ساختن و Uα باز مجموعه های بر موضعی اشیاء چسبانیدن بهم (ب)

هموار ضربه ای توابع ١٣ . ١ بخش

١۶٢



هموار ضربه ای توابع .١٣ . ١ یکانی افراز و ضربه ای توابع .١٣ فصل

حقیق-مقدار تابع محمل١ است. صفر مخالف حقیقی اعداد همه مجموعه نمایشگر R× که می شویم یادآور
می کنیم: تعریف f , 0 آنها در که M از نقاطی همه زیرمجموعه بستار صورت به را M منیفلد بر f

supp f := clM( f −1(R×))

= M در {q ∈ M | f (q) , 0} بستار

،U در محمل با q در ضربه ای١ تابع از منظور باشد. q از بازی همسایگی U و M در نقطه ای q گیریم
.suppρ ⊂ U و می باشد یک با متحد q از همسایگی یک در که است M بر ρ پیوسته و نامنفی تابعی
بر تابع است. شده آورده (−2,2) باز بازه در محمل با 0 در ضربه ای تابع یک نمودار ١٣ . ١ شکل در مثلا

y = x5/3 تابع نمودار (ب) R بر 0 در ضربه ای تابع (الف) :١٣ . ١ شکل

است. [−1,1] بسته بازه آن محمل می باشد. صفر آن از خارج در و است، صفر مخالف (−1,1) باز بازه
می شود ابتکار با اغلب را تابع پیوستگی که حالی در دارند. اهمیت ما برای هموار ضربه ای توابع تنها
هدف بخش، این در می شود. پرداخته فرمول یک بررسی به معمولا تابع همواری مطالعه برای نمود، بررسی

است. الف - ١٣ . ١ شکل در مانند هموار ضربه ای تابع برای کلی فرمولی یافتن

هموار x = 0 در عملا اما ب، - (١٣ . ٢ شکل (به می رسد هموار بنظر y = x5/3 نمودار مثال. ١٣.١
هموار تابعی ١.٣ مثال در نمی گردد. تعریف نقطه آن در y′′ = (10/9)x−1/3 آن دوم مشتق زیرا نیست،

f (t) =
{

e−1/t 0 < t برای
0 0 ≥ t برای

است. شده آورده الف - ١٣ . ٢ شکل در آن نمودار که شد مطرح
تابعی یعنی، است؛ پله ای تابع هموار نوع ساخت ، f از هموار ضربه ای تابع ساخت در اصلی چالش

ضابطه با g : R→ R هموار

g(t) =
{

0 0 ≥ t برای
1 1 ≤ t برای

bump function ١ support ١

١۶٣



هموار ضربه ای توابع .١٣ . ١ یکانی افراز و ضربه ای توابع .١٣ فصل

g(t) تابع نمودار (ب) f (t) تابع نمودار (الف) :١٣ . ٢ شکل

باشیم، داشته اختیار در g همواری پله ای تابع چنین اگر است. شده آورده -ب ١٣ . ٢ شکل در نمودارش که
الف - ١٣ . ١ شکل در به شبیه که بسازیم می توانیم تابعی تجانس، یا و انعکاس انتقال، با راحتی به آنگاه

باشد.
خارج پس می نماییم. تقسیم ℓ(t) مثبت تابعی بر را g(t) تابع که، می کنیم دنبال صورت این به را کار
برابر ها t ≥ 1 برای که می گیریم مثبت تابعی را ℓ(t) مخرج است. صفر ها t ≥ 0 برای f (t)/ℓ(t) قسمت
جمع ،ℓ(t) ساختن برای راه ساده ترین شود. یک با متحد ها t ≥ 1 برای f (t)/ℓ(t) لذا و باشد، f (t)
f (1− t) تابع، چنین از نمونه ای می گردد. صفر ها t ≥ 1 برای که است، نامنفی تابعی با f (t) نمودن

تابع بنابراین، و ،ℓ(t) := f (t)+ f (1− t) نمود فرض می شود پس است.

g(t) :=
f (t)

f (t)+ f (1− t)
(١.١٣ )

می گیریم. نظر در را
بنابراین و f (t) > 0 ها t > 0 برای نمی شود. صفر f (t)+ f (1− t) مخرج که می دهیم نشان

f (t)+ f (1− t) ≥ f (t) > 0.

بنابراین و 1− t ≥ 0 ها t ≤ 0 برای

f (t)+ f (1− t) ≥ f (1− t) > 0.

می گردد. تعریف g(t) ای t هر ازای به که می کند ثابت این . f (t)+ f (1− t) , 0 صورت هر در پس
ای t هر ازای به g(t) پس است، هموار نشود، صفر مخرجش که هموار تابع دو هر قسمت خارج چون

می باشد. هموار
t ≥ 0 برای نیز g(t) بنابراین و است، صفر t ≤ 0 ازای به f (t) صورت شد، گفته که طوری همان
متحد t ≥ 1 برای g(t) = f (t)/ f (t) لذا و f (1− t) = 0 داریم ،0 ≤ t ≤ 1 برای است. صفر با متحد

می باشد. نظر مورد خواص با هموار پله ای تابع یک از نمونه ای g بنابراین، است. یک با
بروی ا ر [a2,b2] بازه که دارد وجود خطی متغیر تغییر یک ،a < b مثبت حقیقی عدد دو هر ازای به

گیریم، ،x 7−→ (x−a2)/(b2−a2) یعنی می نگارد، [0,1] بازه

h(t) = g
( x−a2

b2−a2

)
.
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که است همواری پله ای تابع h : R→ [0,1] صورت، این در

h(t) =
{

0 x ≤ a2 برای
1 x ≥ b2 برای

یعنی: می آید، بدست x حسب بر متقارن تابعی ،x2 با x تعویض با شود. توجه الف - ١٣ . ٣ شکل به
دادن قرار با انجام سر شود. توجه ب - ١٣ . ٣ شکل به .k(x) := h(x2)

k(t) تابع نمودار (ب) h(t) تابع نمودار (الف) :١٣ . ٣ شکل

ρ(x) := 1− k(x)

= 1−g
( x−a2

b2−a2

)
.

[−b,b] در محمل با و بوده یک با متحد [−a,a] بر که می رسیم، 0 در ρ(x) هموار ضربه ای تابع یک به
q در هموار ضربه ای تابع یک ρ(x− q) ،q ∈ R هر برای شود). توجه الف - ١٣ . ٣ شکل (به می باشد
حصول برای داد. تعمیم می توان Rn به را R از ضربه ای تابعی ساختن برای بالا روند بسادگی است.

ضربه ای تابع نمودن ضرب با تابع دامنه توسیع امکان (ب) ρ(t) تابع نمودار (الف) :۴ . ١٣ شکل

بسته گوی در محمل با و بوده یک با متحد B̄(0,a) بسته گوی بر که ،Rn بر 0 در ضربه ای تابع یک به
دهیم قرار است کافی باشد، B̄(0,a)

σ(x) := ρ(∥x∥)

= 1−g
(
∥x∥2−a2

b2−a2

)
. (٢.١٣ )

،Rn بر q در ضربه ای تابعی به حصول برای است. هموار نیز خودش هموار، توابع از σ حاصل مرکب تابع
شود. استفاده σ(x−q) از است کافی
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یکانی افراز .١٣ . ٢ یکانی افراز و ضربه ای توابع .١٣ فصل

همسایگی U و دلخواه نقطه ای q گیریم باز). مجموعه یک در محمل با ضربه ای (تابع ∗تمرین ١٣.٢
بسازید. U در محمل با q در هموار ضربه ای تابع یک باشد. M منیفلد در q از بازی

بر هموار تابعی به را M منیفلد یک از U باز مجموعه ای بر هموار تابع یک که ندارد وجود دلیلی کل در
بخواهیم اگر البته، بگیرید. نظر در را R در (−π/2,π/2) باز بازه بر sec(x) تابع مثلا داد؛ بتوان M کل
امکان باشد، برابر مفروض تابع با U در نقطه ای از همسایگی یک بر تنها M بر حاصله فراگیری تابع

دارد. وجود هموار تابعی ساختن

نقطه از U بازی همسایگی بر که باشد هموار تابعی f کنید فرض تابع). یک هموار (توسیع گزاره ١٣.٣
همسایگی یک بر که دارد وجود M بر f̃ هموار تابعی صورت، این در می گردد. تعریف M منیفلد در p

است. برابر f تابع با p از کوچکتر احتمالا

V همسایگی یک بر که بگیرید نظر در U در محمل با ρ : M→ R هموار ضربه ای تابع یک : برهان
کنیم فرض شود). توجه ب - ۴ . ١٣ شکل (به است صفر با متحد p از

f̃ (q) :=
{
ρ(q) f (q) q ∈ U ازای به
0 q < U ازای به

،q < suppρ آنگاه ،q <U اگر است. هموار U بازه بر ،U بر هموار توابع از حاصلضربی عنوان به f̃ تابع
بنابراین، است. فشرده suppρ زیرا است، صفر آن بر f̃ که دارد وجود q شامل باز مجموعه یک لذا و
□ است. f برابر V بر f̃ تابع ،V بر ρ ≃ 1 چون

یکانی افراز ١٣ . ٢ بخش

،{Ui}i∈I تسلط تحت یکانی افراز از منظور باشد، M برای مفروض متناهی باز پوشش یک {Ui}i∈I اگر
بعلاوه و suppρ ⊂ Ui که گونه ای به است، {ρi : M→ R}i∈I نامنفی هموار توابع از ∑گردایه ای

ρi = 1. (٣.١٣ )

شرط است لازم باشد، معنی با (٣.١٣ ) در مجموع اینکه برای باشد، نامتناهی I مجموعه وقتی
در را S توپولوژی فضای یک زیرمجموعه های از {Aα} گردایه کنیم. اضافه را بودن متناهی١ موضعا
تنها که گردد یافت چنان q از باز همسایگی یک ،q ∈ S هر ازای به که گوییم متناهی موضعا صورتی
Vα از متناهی تعدادی تنها در S از q هر خصوص، به نماید. قطع را Vα مجموعه های از متناهی تعدادی

دارد. قرار ها

از (r− 1/n,r+ 1/n) باز بازه Ur,n گیریم نیست). متناهی موضعا که بازی (پوشش مثال ١٣.۴
نیست. متناهی موضعا R از {Ur,n |r ∈ Q, n ∈ Z+} باز پوشش صورت، این در باشد. R حقیقی خط

نامنفی هموار توابع از گردایه ای ،M مفروض منیفلد بر هموار یکانی٢ افراز یک از منظور تعریف. ١٣.۵
که گونه ای به است، {ρα : M→ R}

partition of unity ٢ locally finite ١
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یکانی افراز وجود .١٣ . ٣ یکانی افراز و ضربه ای توابع .١٣ فصل

است، متناهی موضعا {suppρα}α∈A محملها گردایه (١)

.
∑
ρα = 1 (٢)

{ρα}α∈A یکانی افراز می گوییم صورتی در باشد، اختیار در M برای {Uα}α∈A باز پوششی که صورتی در
.suppρα ⊂ Uα ای α ∈ A هر ازای به که است {Uα}α∈A

تسلط١ تحت
تعدادی در تنها ای q نقطه هر ،((١) (شرط است متناهی موضعا {suppρα}α∈A محملها گردایه چون
.ρα(q), 0 ها α از متناهی تعدادی تنها ازای به نتیجه، در دارد. قرار suppρα محملها مجموعه از متناهی

است. متناهی نقطه ای هر ازای به (٢) در مجموع اینکه، نتجه

هموار تابعی ρV و باشند، R در (−1,∞) و (−∞,2) باز بازه های بترتیب V و Uگیریم مثال. ١٣.۶
صورت، این ر د .ρU = 1−ρV کنیم فرض .(١.١٣ ) در g(t) تابع مثلا باشد، ۵ . ١٣ شکل در نمودار با
باز پوشش برای تسلط تحت یکانی افراز یک {ρU ,ρV } نتیجه در .suppρU ⊂ U و suppρV ⊂ V

می دهد. تشکیل {U,V}

است. {U,V} باز پوشش تسلط تحت {ρU ,ρV } یکانی افراز :۵ . ١٣ شکل

گردایه که گونه ای به باشد، M منیفلد بر هموار توابع از گردایه ای { fα}α∈A گیریم یادداشت. ١٣.٧
همسایگی چنان M در q نقطه هر صورت، این در است. متناهی موضعا {supp fα}α∈A آنها محملهای
مجموع بنابراین، مینماید. قطع ها α از متناهی تعدادی تنها برای را suppρα محملهای که دارد ای Wα

و است، خوشتعریف ، f =
∑

fα تابع که می دهد نشان این است. متناهی مجموع یک عملا
∑
α∈A fα

می گوییم. متناهی، موضعا جمع حاصل یک اصطلاحا را تابعی چنین می باشد. هموار M منیفلد بر

یکانی افراز وجود ١٣ . ٣ بخش

فشرده منیفلدهای حالت چون می کنیم. آغاز منیفلد بر هموار یکانی افراز وجود اثبات با را بخش این
حالت در اثبات به تنها بحث در سهولت جهت به فعلا، است، کلی حالت از جنبه ای عملا و است، ساده تر

می پردازیم. فشرده

آنگاه باشند، M منیفلد بر حقیقی مقدار با توابع ρ1, · · · ,ρm اگر لم. ١٣.٨

supp
(∑

ρi
)
⊆

∪
suppρi.

subordinate to ١
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یکانی افراز وجود .١٣ . ٣ یکانی افراز و ضربه ای توابع .١٣ فصل

□ است. خواننده عهده بر ١٣.١ تمرین عنوان به : برهان

یک صورت، این در باشد. M برای باز پوششی {Uα}α∈A و فشرده منیفلدی M گیریم گزاره. ١٣.٩
دارد. وجود {Uα}α∈A برای تسلط تحت {ρα}α∈A یکانی افراز

می کنیم فرض و نموده انتخاب شده داده پوشش از q شامل Uα بازی مجموعه ،q ∈M هر ازای به : برهان
،ψq(q) > 0 چون کنید). ملاحظه را ١٣.١ (تمرین باشد Uα در محمل با q در هموار ضربه ای تابع ψα
پوشش ،M فشردگی فرض بنابه .ψq > 0 آن بر که دارد وجود چنان q شامل Wq باز همسایگی یک
توابع ψq1 , · · · ,ψqm گیریم .{Wq1 , · · · ,Wqm} مثلا است؛ متناهی زیرپوششی دارای {Wq |q ∈ M} باز
است، مثبت q ∈ M دلخواهی نقطه هر در ψ :=

∑
ψqi صورت این در باشند. آنها به متناظر ضربه ای

می کنیم تعریف .q ∈Wqi حتما ای i یک ازای به زیرا

φi := ψqi/ψ, i = 1, · · · ,m.

به بنابراین، ،ψqi(q) , 0 که φi(q) , 0 وقتی تنها و وقتی و ،ψ > 0 بعلاوه، .
∑
φi = 1 وضوح، به

ای α ∈ A یک ازای

suppφi = suppψqi ⊂ Uα.

suppφi ⊂ که دارد وجود α ∈ A یک ای i هر ازای به و است یکانی افراز یک {φi} که می دهد نشان این
.Uα

اندیس ،i= 1, · · · ,m ازای به است. باز پوشش همانند یکانی افراز مجموعه اندیسگذاری بعد، مرحله
مجددا ها τ(i) حسب بر را {φi} توابع گردایه .suppφi ⊂ Uτ(i) که می کنیم اختیار چنان را τ(i) ∈ A

می کنیم: تعریف α ∈ A هر ازای به و نموده دسته بندی

ρα :=
∑
τ(i)=α

φi.

.ρα = 0 می کنیم تعریف حالت این در لذا و است تهی بالا مجموع ،τ(i) = α که نشود پیدا ای i هیچ اگر
صورت این ∑در

α∈A

ρα =
∑
α∈A

∑
τ(i)=α

φi

=

m∑
i=1

φi = 1.

داریم ،١٣.٨ لم بنابه بعلاوه،

suppρα ⊂
∪
τ(i)=α

φi ⊂ Uα.

□ است. {Uα} برای تسلط تحت یکانی افراز {ρα} نتیجه، در

١۶٨
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باشد. M منیفلد برای باز پوشش یک {Uα}α∈A گیریم . هموار) یکانی افراز (وجود قضیه ١٣.١٠
صورت این در

و هستند فشرده محمل با ها φk از یک هر آن در که دارد وجود {φk}∞k=1 هموار یکانی افراز یک (١)
.suppφk ⊂ Uα که می شود یافت چنان α ∈ A یک ،k هر ازای به

{Uα} برای تسلط تحت {ρα} هموار یکانی افراز یک نخواهیم، را بودن فشرده محمل با ویژگی اگر (٢)
داشت. خواهد وجود

مسایل ۴ . ١٣ بخش

کنید. اثبات را ١٣.٨ لم متناهی. مجموع یک محمل ∗١٣.١

زیرمجموعه های از متناهی موضعا خانواده ای {Aα} گیریم فشرده. مجموعه و متناهی موضعا خانواده ∗١٣.٢
است W باز همسایگی یک دارای S در K فشرده مجموعه هر که دهید نشان باشد. S توپولوژی فضای در

می نماید. قطع را ها Aα از متناهی تعدادی تنها که

تابعی باشند. M منیفلد در مجزا بسته مجموعه دو B و A گیریم (الف) هموار. اوریزون لم ١٣.٣
یکانی افراز یک (راهنمایی: است. ١ با متحد B بر و ،٠ با متحد A بر که بیابید چنان M بر f هموار
بخش در لم این بگیرید. نظر در {M−A,M−B} باز پوشش برای تسلط تحت {ρM−A,ρM−B} هموار
از باز زیرمجموعه ای U و بسته زیرمجموعه ای A گیریم (ب) شود. توجه ۶ . ١٣ شکل به است.) لازم ؟؟

اوریزون لم بکارگیری از حاصل تابع :۶ . ١٣ شکل

متحد A بر که دارد وجود چنان M بر f هموار تابعی که دهید نشان دارد. بر در را A که باشد M منیفلد
.supp f ⊂ U و است ١ با

تابع h : M→ R و منیفلدها بین هموار نگاشتی F : N → M گیریم تابع. یک قلاب محمل ١٣.۴
.supp F∗h ⊂ F−1(supph) که کنید ثابت است. هموار حقیقی-مقدار

١۶٩



مسایل .۴ . ١٣ یکانی افراز و ضربه ای توابع .١٣ فصل

اگر است. M منیفلد بر هموار تابعی f : M→ R گیریم تصویر. نگاشت توسط قلاب محمل ∗١٣.۵
کنید ثابت باشد، عامل اولین بروی تصویر π : M×N→ M و بوده دیگری منیفلد N

supp(π∗ f ) = (supp f )×N.

پوشش برای تسلط تحت M منیفلد بر یکانی افراز یک {ρα} کنید فرض یکانی. افراز یک قلاب ١٣.۶
کنید ثابت است. هموار نگاشتی F : N→ M و است M برای {Uα} باز

است؛ متناهی موضعا {supp F∗ρα} محملها گردایه (الف)

{F−1(Uα)} باز پوشش برای تسلط تحت که است N بر یکانی افراز یک {F∗ρα} توابع گردایه (ب)
می باشد. N برای

از متناهی موضعا گردایه ای {Aα} اگر که کنید ثابت متناهی. موضعا گردایه یک بستار ∗١٣.٧
صورت این در باشد، مفروض توپولوژی فضای یک در ∪زیرمجموعه های

Aα =
∪

Aα, (۴.١٣ )

است. A زیرمجموعه بستار نمایشگر Ā که

رابطه همواره ،Aα زیرمجموعه ها از گردایه هر ازای به یادداشت. ١٣.٨∪
Aα ⊆

∪
Aα,

[0,1−1/n] بسته بازه An کنید فرض مثلا، نیست. برقرار عکس رابطه کلی، حالت در اما است. برقرار
صورت این در باشد. R در

∞∪
n=1

An = [0,1) = [0,1],

که حالی در

∞∪
n=1

An =

∞∪
n=1

[
0,1− 1

n

]
= [0,1).

١٧٠



١۴ فصل

برداری میدان

Xp ∈ TpM مماس بردار یک p ∈M نقطه هر به که است نگاشتی ،M منیفلد بر X برداری میدان از منظور
است. M به T M مماس کلاف از برش یک ،M بر برداری میدان رسمی تر، بیان به می سازد. متناظر
اولین گفت. سخن بتوان آن همواری از است، مماس کلاف از برشی برداری میدان چون که است طبیعی
بیان اساس بر یکی دارد، اختصاص هموار برداری میدانهای از دیگر توصیف دو به فصل این از بخش
توجه ١ . ١۴ شکل به منیفلد. بر هموار توابع اساس بر دیگری و موضعی مختصات دستگاه یک به نسبت

شود.

منیفلد یک بر برداری میدان :١ . ١۴ شکل

سرعتهای برداری میدان نظیر می شوند، ظاهر موقعیتها از بسیاری در طبیعی طور به برداری میدانهای
یک شار مدل جرم. یک از حاصل گرانشی میدان و باردار، ذره یک اطراف الکتریکی میدان سیال، یک
به موضعی، شکل به اقل حد را، هموار برداری میدان هر که چرا است، کلی بسیار خود نوع در سیال
منحنی را شار این از ذره هر حرکت اثر گرفت. نظر در می توان سیال شار یک سرعت میدانهای صورت
بر منحنی  یک از عبارت انتگرال، منحنی می نامند. نظر مورد برداری میدان انتگرال) خم یا (و انتگرال
می باشد. منحنی آن به مفروض برداری میدان تحدید با برابر آن سرعت برداری میدان که است منیفلد
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اول مرتبه معمولی دیفرانسیل معادلات دستگاه یک حل مساله با انتگرال منحنی یک معادله تعیین مساله
منحنی های یکتایی و وجود برای مجوزی معمولی، دیفرانسیل معادلات نظریه بنابراین، می باشد. معادل

می سازد. فراهم انتگرال
دارد. برداری فضای ساختار وضوح به M مفروض منیفلد بر هموار برداری میدانهای X(M) مجموعه
جبر ساختار براکت آن همراه به X(M) که داد خواهیم نشان و نموده تعریف آن بر [ , ] براکت عمل یک
دست لی جبرهای کاتگوری بتوی هموار منیفلدهای کاتگوری از فانکتور یک به ترتیب این به و دارد، لی
مقایسه امکان آن کمک به که پرداخت، خواهیم مرتبط برداری میدانهای مفهوم به ادامه در می یابیم.

می گردد. فراهم آنها بین نگاشت از استفاده با منیفلد دو بر برداری میدانهای

برداری میدان یک همواری ١ . ١۴ بخش

عنوان به X : T M→ M که است هموار درصورتی M منیفلد بر X برداری میدان ،١٢.١٣ تعریف بنابه
(U,ϕ) = موضعی مختصات دستگاه یک اگر باشد. هموار π : T M → M مماس کلاف از برشی
خطی ترکیب صورت به را p ∈U نقطه در X برداری میدان مقدار آنگاه باشد، اختیار در (U, x1, · · · , xn)

Xp =

n∑
i=1

ai(p)
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

هستند. U بر توابعی ai ضرایب پس کند، تغییر U بر می تواند p چون نمود. بیان می توان
منیفلد بر (U,ϕ) = (U, x1, · · · , xn) چارت هر دیدیم، ١٢ . ٢ و ١٢ . ١ بخشهای در که طوری همان

چارتی موجب M

(TU, ϕ̃) = (TU, x̄1, · · · , x̄n,c1, · · · ,cn)

صورت به ها ci و x̄i = π∗(xi) = xi ◦π آن در که می گردد، T M مماس کلاف بر

v =
n∑

i=1

ci(v)
∂

∂xi

∣∣∣∣
p
, v ∈ TpM برای

تساوی در ضرایب مقایسه با می گردند. تعریف

Xp =

n∑
i=1

ai(p)
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

=

n∑
i=1

ci(Xp)
∂

∂xi

∣∣∣∣
p
, p ∈ U برای

می شوند. TU بر هموار توابعی ها ci اساس، این بر .U بر توابع عنوان به ai = ci ◦X که می یابیم در
ضرایب آنگاه باشد، M بر دلخواه چارتی (U, x1, · · · , xn) و بوده هموار برداری میدان یک X اگر بنابراین،

هستند. هموار U بر ∂/∂xi کنج به نسبت X =
∑

ai∂/∂xi میدان عملا ai

است. درست نیز مطلب این عکس زیر، لم اساس بر
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چارتی (U,ϕ) = (U, x1, · · · , xn) گیریم مفروض). چارت یک بر برداری میدان (همواری لم ١۴.١
ضریب توابع که است هموار وقتی تنها و وقتی U بر X =

∑
ai∂/∂xi برداری میدان باشد. M منیفلد بر

باشند. هموار U بر همگی ai

ها si و گرفت M بر برداری کلاف را E باید آن در که است، ١٢.٣٠ گزاره خاص حالت لم این : برهان
گرفت. نظر در ∂/∂xi مختصاتی برداری میدانهای را

می توانیم نیز مستقیما را لم داریم، اختیار در را T M مماس کلاف بر منیفلدی ساختار صریح بیان چون
هموار وقتی تنها و وقتی X : T M→ M است، دیفئومورفیسم ϕ̃ : TU

∼−→U ×Rn چون کنیم. اثبات
داریم ،p ∈ U برای باشد. هموار ϕ̃◦X : U → U ×Rn که است

(ϕ̃◦X)(p) = ϕ̃(Xp)

= (x1(p), · · · , xn(p),c1(Xp), · · · ,cn(Xp))

= (x1(p), · · · , xn(p),a1(p), · · · ,an(p)).

تنها و وقتی ،۶.١٧ گزاره اساس بر بنابراین، هموارند. U بر مختصاتی توابع عنوان به x1, · · · , xn توابع
□ باشند. هموار U بر ai توابع همه که است هموار ϕ̃◦X وقتی

مختصاتی توابع همواری اساس بر منیفلد بر برداری میدان همواری بررسی برای روشی لم، این اساس بر
می گردد. فراهم را مختصاتی کنج به نسبت آن

M منیفلد بر برداری میدانی X گیریم ضریب). توابع اساس بر برداری میدان (همواری گزاره ١۴.٢
معادلند: زیر احکام است.

است. هموار M منیفلد بر X برداری میدان (١)

ضرایب همه اطلس، آن از (U,ϕ)= (U, x1, · · · , xn) چارت هر ازای به که دارد اطلسی M منیفلد (٢)
هموارند. ∂/∂xi کنج به نسبت X =

∑
ai∂/∂xi برداری میدان ai

برداری میدان ai ضرایب ،M منیفلد بر (U,ϕ) = (U, x1, · · · , xn) دلخواه چارت هر به نبست (٣)
هموارند. ∂/∂xi کنج به نسبت X =

∑
ai∂/∂xi

یک از (U,ϕ) چارت هر بر X قبل، لم بنابه باشد. برقرار (٢) کنیم فرض : (2) =⇒ (1) : برهان
است. هموار M بر X نتیجه، در است. هموار M برای اطلس

قبل لم از است. هموار M از (U,ϕ) چارت هر بر ،M بر X هموار برداری میدان هر : (1) =⇒ (3)
است. درست (٣) که می گیریم نتیجه

□ است. بدیهی : (3) =⇒ (2)

توابع C∞(M) جبر بر خطی نگاشت یک ،M منیفلد بر X برداری میدان هر ،۵ . ٢ بخش مثل درست
صورت به را X f تابع ، f ∈ C∞(M) هر ازای به می نماید: القاء M بر هموار

(X f )(p) := Xp f , p ∈ M,
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برداری میدانهای همواری بررسی برای دیگری ابزار هموار، توابع بر عمل این اساس بر می کنیم. تعریف
کنیم: مطرح می توانیم

هموار وقتی تنها و وقتی M بر X برداری میدان توابع). اساس بر برداری میدان (همواری گزاره ١۴.٣
باشد. هموار M بر نیز X f تابع ،M بر f هموار تابع هر ازای به که است

دلخواه چارت هر بر ،١۴.٢ گزاره بنابه . f ∈ C∞(M) و بوده هموار X کنید فرض (⇐=) : برهان
نتیجه، در هموارند. X =

∑
ai∂/∂xi برداری میدان ai ضرایب ،M منیفلد بر (U,ϕ)= (U, x1, · · · , xn)

بر X f بنابراین پوشاند، می شود چارتها با را M چون است. هموار U بر نیز X f =
∑

ai∂ f /∂xi تابع
است. هموار M کل

به ،١٣.٣ گزاره بنابه باشد. M منیفلد بر دلخواه چارتی (U,ϕ) = (U, x1, · · · , xn) گیریم (=⇒)
که داد، توسیع می شود M بر x̃k هموار تابعی به را xk مختصاتی توابع از یک هر ،k = 1, · · · ,n هر ازای

تساوی بنابراین، است. برابر xk با U در p از همسایگی ای بر

Xx̃k =
(∑

ai ∂ f
∂xi

)
x̃k

=
(∑

ai ∂ f
∂xi

)
xk = ak,

توابع بود، U از دلخواه نقطه ای p چون هموارند. p در ak توابع همه که می دهد نشان این داریم. V بر را
است. هموار X ،١۴.٢ گزاره در همواری محک بنابه اکنون، هستند. هموار نیز U کل بر ak

است، برقرار Xxk = ak اینکه با زیرا بود، لازم M کل بر x̃k فراگیر و هموار توابعی به ها xk توسیع
استفاده قابل X f بر همواری شرط لذا و ،M کل بر نه و می گردد، تعریف U بر تنها xk مختصاتی تابع اما
□ نیست. Xxk مورد در

X : C∞(M)→ خطی عملگری عنوان به را X هموار برداری میدان هر ،١۴.٣ گزاره اساس بر
خطی عملگر این ،٢.١٩ گزاره اساس بر بگیریم. نظر در می توانیم M بر هموار توابع جبر بر C∞(M)

داریم ، f ,g ∈ C∞(M) هر ازای به یعنی است؛ مشتق X : C∞(M)→C∞(M)

X( f .g) = (X f ).g+ f .(Xg).

به هم و T M مماس کلاف از هموار برشی عنوان به هم را M بر هموار برداری میدان هر مجموع، در پس
دو این که داد نشان می توان واقع، در گرفت. نظر در می شود هموار توابع C∞(M) جبر از مشتقی عنوان

.(١٩.٢۴ (تمرین معادلند هموار برداری میدانهای از تعبیر
دارد. برداری میدانهای حالت در مشابهی توابع، هموار توسیع خصوص در ١٣.٣ گزاره

بر شده تعریف هموار برداری میدان X کنیم فرض برداری). میدان یک هموار (توسیع گزاره ١۴.۴
وجود M بر X̃ هموار برداری میدان یک صورت، این در باشد. M منیفلد از p نقطه از U باز همسایگی

می باشد. موافق X با p شامل و U از کوچکتر احتمالا همسایگی یک بر که دارد

١٧۴
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است ١ با متحد p از V همسایگی بر که U در محمل با ρ : M→ R هموار ضربه ای تابع یک : برهان
می کنیم تعریف بگیرید. نظر در را

X̃q =

{
ρ(q) Xq q ∈ U برای
0 q < U برای

□ است. ١٣.٣ گزاره به شبیه اثبات مابقیه

انتگرال منحنی ١ . ٢۴ بخش

در آن سرعت بردار که داد عبور می توان دایره ای صفحه از نقطه هر از که شد داده نشان ١٢.٢١ مثال در
نمونه هایی دایره ها، چنین این است. برابر بود، شده معرفی نقطه آن در قبل از که برداری با نظر مورد نقطه

هستیم. آن تعریف دنبال به اکنون که هستند، برداری میدان برای انتگرال منحنی از

منحنی از منظور .p ∈ M و است، M مفروض منیفلد بر هموار برداری میدان X گیریم تعریف. ١۴.۵
.c′(t) = Xc(t) ای t ∈ (a,b) هر ازای به که است c : (a,b)→ M همواری منحنی ،X برای انتگرال١
می گوییم اصطلاحا ،c(0) = p اگر حالت، این در دارد. بر در را صفر (a,b) باز بازه می شود فرض اغلب
وابستگی دادن نشان برای اغلب، می نامیم. c ٢ آغاز نقطه را p و است p از آغازی انتگرال منحنی c

می کنیم. استفاده ct(p) نماد از c(t) بجای ،p آغازش نقطه به انتگرال منحنی یک

توسیع نتوان بزرگتر بازه ای به را آن که گوییم ماکسیمال٣ صورتی در را انتگرال منحنی تعریف. ١۴.۶
داد.

انتگرال منحنی .(۶ . ١٢ (شکل بیاورید یاد به را R2 بر X(x,y) = ⟨−y, x⟩ برداری میدان مثال. ١۴.٧
c(t) = (x(t),y(t)) اینکه شرط بیابیم. می خواهیم را (1,0) ∈ R2 نقطه از آغازی X برداری میدان c(t)

یا ،c′(t) = Xc(t) که است این باشد، انتگرال ]منحنی
ẋ(t)
ẏ(t)

]
=

[
y(t)
x(t)

]
,

اول مرتبه معمولی دیفرانسیل معادلات دستگاه باید درنتیجه،

(a) ẋ = −y, (b) ẏ = x, (١.١۴ )

(a) معادله از بگیریم. نظر در باید نیز را (x(0),y(0)) = (1,0) اولیه شرایط باید البته، و کنیم؛ حل را
نتیجه (١ . ١۴) از (b) معادله در آن جاگذاری با .ẏ = −ẍ بنابراین و ،y = −ẋ می شود نتیجه (١ . ١۴) در

است: معروف بسیار معادله این عمومی جواب .ẍ = −x که می شود

x = A cos t+B sin t. (٢.١۴ )

maximal ٣ initial point ٢ integral curve ١
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بنابراین،

y = −ẋ = A sin t−B cos t. (٣.١۴ )

(1,0) از آغازی انتگرال منحنی لذا .B = 0 و A = 1 که می گردد نتیجه اولیه شرایط برقراری از اکنون،
.c(t) = (cos t,sin t) از است عبارت

باشد، p = (x0,y0) از عبارت ،t = 0 به نظیر نقطه یعنی انتگرال، منحنی آغازی نقطه اگر کل، در
از است عبارت (١.١۴ ) عمومی جواب و B = −y0 و A = x0 داریم (٣.١۴ ) و (٢.١۴ ) بنابه آنگاه

x = x0 cos t− y0 sin t, y = x0 sin t+ y0 cos t, t ∈ R.

صورت به ماتریسی شکل به را این

c(t) =
[

x(t)
y(t)

]
=

[
cos t −sin t
sin t cos t

] [
x0
y0

]
=

[
cos t −sin t
sin t cos t

]
p,

جهت در p نقطه دوران با را p از آغازی X انتگرال منحنی که می دهد نشان این که نوشت؛ می توان
cs(ct(p)) = که کنید توجه آورد. بدست می توان مبداء در مرکز با و رادیان t باندازه ساعت عقربه های
را نتیجه سپس و دهیم، دوران را نقطه ای t زاویه با ابتدا اگر زیرا شود. توجه ١ . ٢۴ شکل به .cs+t(p)

هر ازای به بعلاوه، دهیم. دوران s+ t زاویه با را نقطه ابتدا از که است آن مثل دهیم، دوران s زاویه با
است. c−t وارون با دیفئومورفیسمی ct : R2→ R2 نگاشت ای، t ∈ R

X(x,y) = ⟨−y, x⟩ برداری میدان انتگرال منحنی :١ . ٢۴ شکل

عمل که باشد، خودش بروی M منیفلد از دیفئومورفیسمهای گروه Diff(M) گیریم تعریف. ١۴.٨
یک-پارامتری١ گروه را c : R→ Diff(M) همومورفیسم صورت این در است. توابع ترکیب آن، گروهی

می نامند. M در دیفئومورفیسمهای از

one-parameter group ١

١٧۶



موضعی شار .١ . ٣۴ برداری میدان .١۴ فصل

ی-پارامتری گروه یک به R2 بر X(x,y) = ⟨−y, x⟩ برداری میدان انتگرال منحنیهای ،١۴.٧ مثال در
شده اند. منجر R2 در دیفئومورفیسمهای از

X ماکسیمال انتگرال منحنی باشد. R حقیقی خط بر x2 d/dx برداری میدان X گیریم مثال. ١۴.٩
کنید. مشخص را x = 1 از آغازی

منحنی سرعت بردار x′(t) اگر صورت، این در باشد. x(t) نظر مورد انتگرال منحنی کنیم فرض : حل
به x′(t) = Xx(t) شرط آنگاه باشد، x(t) حقیقی مقدار با تابع معمولی مشتق ẋ(t) و بوده x(t) انتگرال

دیفرانسیل معادله در x(t) بنابراین، .ẋ(t)d/dx = x2(t)d/dx که است معنی این

dx
dt
= x2, x(0) = 1, (۴.١۴ )

تساوی این طرف دو از اگر .dx/x2 = dt می کنیم: تفکیک را آن ،(۴.١۴ ) حل برای می کند. صدق
x = −1/(t+ نتیجه در C؛ دلخواه ثابت یک ازای به −1/x = t+C که شد خواهد نتیجه بگیریم، انتگرال
می گردد ملاحظه .x(t) = 1/(1− t) نتیجه، در .C = −1 که می کند ایجاب x(0) = 1 اولیه شرط .C)
∗ است. (−∞,1) گردد، تعریف آن بر x(t) که 0 شامل ماکسیمال بازه که

ماکسیمال، انتگرال منحنی یک تعریف دامنه است ممکن که نمود برداشت می توان چنین مثال این از
نباشد. حقیقی خط کل

موضعی شار ١ . ٣۴ بخش

مفروض، برداری میدان یک انتگرال منحنیهای تعیین مساله که دادند نشان قبلی بخش انتهایی مثال دو
اگر کل، در است. اولیه مقادیر با اول مرتبه معمولی دیفرانسیل معدلات دستگاه یک حل با معادل موضعا
آغازی X میدان c(t) انتگرال منحنی تعیین مساله حل برای باشد، X منیفلد بر همواری برداری میدان X
می گیریم. درنظر را p حول (U,ϕ) = (U, x1, · · · , xn) موضعی مختصات دستگاه یک ابتدا ،p نقطه از

داریم موضعی، مختصات اساس بر

c′(t) =
n∑

i=1

ċ(t)
∂

∂xi

∣∣∣∣
c(t)

٨.٢۴ گزاره بنابه و Xc(t) =

n∑
i=1

ai(c(t))
∂

∂xi

∣∣∣∣
c(t)

با c′(t) = Xc(t) شرط بنابراین، می باشد. (U,ϕ) چارت در c(t) مولفه امین i برابر ci(t) = xi ◦c(t) که

ẋi(t) = ai(c(t)), i = 1, · · · ,n, (۵.١۴ )

صورت به c(0) = p اولیه شرط است؛ معمولی دیفرانسیل معادلات دستگاه یک این است. معادل
دستگاههای جواب یکتایی و وجود قضیه بنابه می شود. ترجمه (c1(0), · · · ,cn(0)) = (p1, · · · , pn)

است. یکتا جواب دارای زیر تعبیر به دستگاهی چنین معمولی، دیفرانسیل معادلات

هموار تابعی f : V → R و V در نقطه ای p0 است، Rn از باز زیرمجموعه ای V گیریم قضیه. ١۴.١٠
بفرد منحصر و هموار جوابی ،y(0) = p0 آغازی شرط با dy/dt = f (y) دیفرانسیل معادله باشد.

١٧٧



موضعی شار .١ . ٣۴ برداری میدان .١۴ فصل

تعریف آن بر y که است 0 شامل ماکسیمال باز بازه (a(p0),b(p0)) که دارد، y : (a(p0),b(p0))→ V
می گردد.

dz/dt = f (z) دیفرانسیل معادله همان در z : (δ,ε)→ V اگر که است معنی این به جواب یکتایی
است، (a(p0),b(p0)) از زیرمجموعه ای z تابع (δ,ε) دامنه آنگاه کند، صدق z(0) = p0 آغازی شرط و

است. برقرار z(t) = y(t) تساوی (δ,ε) بازه بر و

چارت یک دامنه از p نقطه هر از آغازی X ماکسیمال انتگرال منحنی یکتایی و وجود قضیه این
می کند. تضمین را U مختصاتی

مساله هم باز کنیم. بررسی را آغازیش نقطه به انتگرال منحنی بستگی چگونگی تا مایلیم بعد مرحله در
خواهد q و t متغیر دو از تابعی y تابع صورت این در می کنیم. بررسی Rn بر لذا و موضعی، صورت به را

که است معنی این به باشد، q نقطه از آغازی انتگرال منحنی y اینکه شرط و بود،

∂y
∂t

(t,q) = f (y(t,q)), y(0,q) = q. (۶.١۴ )

را هموار شکل به آغازی نقطه به جواب وابستگی معمولی، دیفرانسیل معادلات نظریه از زیر قضیه
می کند. تضمین

این در باشد. V بر هموار تابعی f : V → R و بوده Rn از باز زیرمجموعه ای V گیریم قضیه. ١۴.١١
هموار تابعی و 0 < ε عددی و V در p0 از W بازی همسایگی ،p0 ∈ V نقطه ی هر ازای به صورت،

که دارد وجود چنان y : (−ε,ε)×W → V

y(0,q) = q و (t,q) ∈ (−ε,ε)×W هر ازای به
∂y
∂t

(t,q) = f (y(t,q))

شود. مراجعه [٧] کتاب ٣۶۶ تا ٣۵٩ صفحات ج، ضمیمه به قضیه، دو این اثبات مشاهده برای
بوده U چارت بر همواری برداری میدان X اگر که می گردد نتیجه (۶.١۴ ) فرمول و ١۴.١١ قضیه از

هموار نگاشتی و 0 < ε عددی ،U در p از W باز همسایگی یک آنگاه ،p ∈ U و

F : (−ε,ε)×W → U, (٧.١۴ )

بخصوص، است. q از آغازی X انتگرال منحنی F(t,q) تابع ،q ∈W هر ازای به که دارند وجود چنان
می کنیم. استفاده Ft(q) نماد از F(t,q) بجای معمولا .F(0,q) = q

شوند. تعریف دو هر Fs+t(q) و Ft(Fs(q)) که طوری باشند، (−ε,ε) بازه در t و s کنید فرض
Fs(q) نقطه از آغازی X انتگرال منحنی t از توابعی عنوان به Fs+t(q) و Ft(Fs(q)) صورت، این در
نقطه، یک از آغازی انتگرال منحنی یکتایی بنابه می رسند. نقطه این به t = 0 ازای به دو هر یعنی هستند،

که می گیریم نتیجه

Ft(Fs(q)) = Fs+t(q). (٨.١۴ )

هر ازای به می نامند. X برداری میدان توسط شده تولید موضعی١ شار را (٧.١۴ ) در F نگاشت
منحنی یک شار، خط هر می گویند. نظر مورد موضعی شار از شار٢ خط یک را t 7→ Ft(q) تابع ،q ∈U

flow line ٢ local flow ١

١٧٨



موضعی شار .١ . ٣۴ برداری میدان .١۴ فصل

موضعی شار یک بین از q از گذرنده شار خط :١ . ٣۴ شکل

میدان هر می نامند. فراگیر٣ شار را آن گردد، تعریف R×M بر F موضعی شار اگر است. X از انتگرال
باشد. داشته فراگیر شار ندارد لزومی کلی حالت در اما دارد، دلخواه نقطه هر حول موضعی شار یک برداری
آنگاه باشد، فراگیر شار یک F اگر می شود. نامیده کامل برداری میدان باشد، فراگیر شار دارای که میدانی
در است. دیفئومورفیسم Ft : M→ M بنابراین، Ft؛ ◦F−t = F−t ◦Ft = 1M ای t ∈ R هر ازای به

می گردد. M دیفئومورفیسمهای از یک-پارامتری گروه یک موجب M بر فراگیر شار هر نتیجه،
است. بعدی تعریف برای انگیزه ای این

،M مفروض منیفلد از U باز مجموعه یک در p نقطه حول موضعی شار از منظور تعریف. ١۴.١٢
همسایگی W و است مثبت حقیقی عدد یک ε که ،F : (−ε,ε)×W → U مانند هموار است تابعی

آنگاه ،Ft(q) = F(t,q) بنویسیم اگر که گونه ای به است، U در p از بازی

.F0(q) = q ای q ∈W هر ازای به (١)

شوند. تعریف طرف دو گاه هر ، Ft(Fs(q)) = Fs+t(q) (٢)

آنگاه باشد، U بر X برداری میدان از موضعی شار یک F(t,q) اگر

F(0,q) = q و
∂F
∂t

(0,q) = XF(0,q) = Xq

نمود. بازسازی می توان موضعی اش شار روی از را X برداری میدان بنابراین،

ضابطه با F : R×R2→ R2 تابع مثال. ١۴.١٣

F
(
t,
[

x
y

])
=

[
cos t −sin t
sin t cos t

] [
x
y

]
,

global flow ٣

١٧٩



لی براکت .۴ . ١۴ برداری میدان .١۴ فصل

است: شده تولید زیر برداری میدان توسط که است R2 بر فراگیر شار یک

X(x,y) =
∂F
∂t

(t, (x,y))
∣∣∣∣
t=0

=

[
cos t −sin t
sin t cos t

] [
x
y

] ∣∣∣∣
t=0

=

[
0 −1
1 0

] [
x
y

]
=

[
−y
x

]
= −y

∂

∂x
+ x

∂

∂y
.

∗ است. ١٢.٢١ مثال در برداری میدان همان درست این

لی براکت ۴ . ١۴ بخش

عنوان به را Y و X باشد. M منیفلد از U باز زیرمجموعه بر هموار برداری میدانهای Y و X گیریم
U بر Y f تابع ١۴.٣ گزاره بنابه ،U بر f هموار تابع هر ازای به می گیریم. نظر در C∞(U) بر مشتقات
نگاشتهایی دو هر Y و X چون بعلاوه، است. هموار U بر نیز (XY) f := X(Y f ) تابع و است، هموار
اما است. R−خطی نیز XY : C∞(U)→C∞(U) نگاشت هستند، C∞(U) به C∞(U) از R−خطی

آنگاه ، f ,g ∈ C∞(U) اگر نمی کند: صدق است، لازم بودن مشتق برای که لایبنیتزی خاصیت در XY

XY( f .g) = X((Y f ).g+ f .(Yg))

= (XY f ).g+ (Y f ).(Xg)+ (X f ).(Xg)+ f .(XYg).

(Y f )(Xg) و (X f )(Yg) جملات که می کنیم ملاحظه بیاندازیم، فرمول این به دقیقتری نگاه چنانچه
اگر بنابراین، هستند. نیز متقارن Y و X به نسبت بعلاوه و می اندازند، بودن مشتق از را XY که هستند
XY −YX و می گردند، محو اضافه جملات کنیم، کم XY( f .g) از را آن و کرده محاسبه را YX( f .g)

است. C∞(U) از مشتقی
در آنها [X,Y] لی١ براکت ،p ∈ U هر و U بر Y و X برداری میدان دو هر ازای به اساس، این بر

صورت به را p نقطه

[X,Y]p f := (XpY −YpX) f , p در f هموار تابع هر ازای به

می گردد مشاهده بسادگی ،p در مقداریابی با ولی بالا، در شده انجام محاسبات همان با می کنیم. تعریف
تعریف (به می باشد p در مماس بردار یک بنابراین، و است، C∞p (U) جبر برای مشتق یک [X,Y]p که

است. U بر برداری میدان یک [X,Y] پس کند، تغییر می تواند p چون شود). توجه ٨.٣

U بر نیز [X,Y] برداری میدان آنگاه باشند، M بر هموار برداری میدانهای Y و X اگر گزاره. ١۴.١۴
است. هموار

barcket Lie ١

١٨٠



لی براکت .۴ . ١۴ برداری میدان .١۴ فصل

[X,Y] f تابع آنگاه باشد، M بر هموار تابعی f اگر که دهیم نشان است کافی ،١۴.٣ گزاره بنابه : برهان
است، هموار M بر وضوح به که [X,Y] f = (XY −YX) f = X(Y f )−Y(X f ) اما است. هموار نیز
□ هموارند. دو هر Y و X زیرا

برداری میدانهای X(M)همه برداری فضای بر شده تعریف لی براکت که می گردد استنباط گزاره این از
.[X,Y] = −[Y,X] وضوح به می سازد. فراهم آن بر ضرب عمل یک ،M بر هموار

دهید: نشان را ژاکوبی١ اتحاد برقراری ژاکوبی). (اتحاد تمرین ١۴.١۵∑
دوری

[X, [Y,Z]] = 0.

نموده اند. جایگشت دوری صورت به Z و Y ،X برداری میدان سه بالا مجموع در است معنی بدان نماد این
دیگر، عبارت ∑به

دوری
[X, [Y,Z]] = [X, [Y,Z]]+ [Y, [Z,X]]+ [Z, [X,Y]].

به K بر V برداری فضای یک ،K بر لی٢ جبر از منظور است. هیات یک K گیریم تعریف. ١۴.١۶
ازای به می باشد: ذیل شرح به خواص دارای که است براکت، بنام ،[ , ] : V ×V → V ضرب یک همراه

ای X,Y,Z ∈ V هر و a,b ∈ K هر

[aX+bY,Z] = a[X,Z]+b[Y,Z],

[Z,aX+bY] = a[Z,X]+b[Z,Y]
بودن) خطی (دو (١)

[X,Y] = −[Y,X] (پادتقارنی) (٢)∑
دوری

[X, [Y,Z]] = 0 ژاکوبی) (اتحاد (٣)

اساس، این بر .R حقیقی اعداد هیات بر جبرهایی یعنی می پردازیم، حقیقی جبرهای به بیشتر ادامه در
می شوند. فرض حقیقی لی های جبر همه نشود، تصریح خلافش که مادامی

این در .[X,Y] = 0 می کنیم تعریف X,Y ∈ V هر ازای به ،V دلخواه برداری فضای بر مثال. ١۴.١٧
می نامند. آبلی لی جبر اصطلاحا را آن می گردد. لی جبر یک براکت این با V صورت،

کروشه آبلی، لی جبر هر در باشد. شرکتپذیر ضرب می باید شد، آورده ٢ . ٢ بخش در که جبر تعریف در
بنابراین، نیست. شرکتپذیر دلخواه لی جبر یک براکت کلی، حالت در اما است. شرکتپذیر

نیست. جبر اصلا کلی حالت در اسمش، خلاف بر لی جبر

یک M بر هموار برداری میدانهای همه X(M) برداری فضای آنگاه باشد، منیفلد M اگر مثال. ١۴.١٨
است. کروشه عنوان به [ , ] لی کروشه با حقیقی لی جبر

Lie algebra ٢ Jacobi identity ١

١٨١



برداری میدانهای رانش .۵ . ١۴ برداری میدان .١۴ فصل

هر ازای به باشد. K هیات بر n× n ماتریسهای همه برداری فضای Kn×n گیریم مثال. ١۴.١٩
می باشد. Y در X مالتریسی ضرب معنی به XY که ،[X,Y] := XY−YX می کنیم تعریف X,Y ∈Kn×n

اما است، بدیهی [ , ] پادتقارنی و بودن دوخطی است. لی جبر یک کروشه، این با Kn×n صورت، این در
می باشد. ١۴.١١ تمرین محتوی و دارد، محاسبه به نیاز آن در ژاکوبی اتحا بررسی

کلی، حالت در

،x,y ∈ A که ،[x,y] := xy−yx حاصلضرب آنگاه باشد، K هیات بر جبر یک A چنانچه لم. ١۴.٢٠
می سازد. تبدیل K بر لی جبر یک به را A

K−خطی نگاشت یک ،K هیات بر V مفروض لی جبر برای مشتق١ از منظور تعریف. ١۴.٢١
می کند: صدق ذیل ضربی رابطه در که است، D : V → V

D[Y,Z] = [Dy,Z]+ [Y,DZ], Y,Z ∈ V �� ���� ��

adX : V → V نگاشت ،X ∈ V هر ازای به است. K هیات بر لی جبر یک V گیریم تعریف. ١۴.٢٢
صورت به را اکوبی اتحاد می کنیم. تعریف adX(Y) := [X,Y] صورت به را

[X, [Y,Z]] = [[X,Y],Z]+ [Y, [X,Z]],

نگاشت می دهد، نشان این که ،adX[Y,Z] = [adXY,Z]+ [Y,adXZ] نتیجه در کنیم، بازنویسی می توانیم
می نامند. X به نسبت الحاقی را adX اصطلاحا می باشد. V لی جبر برای مشتق یک adX : V → V

برداری میدانهای رانش ۵ . ١۴ بخش

از p نقطه در آن دیفرانسیل F∗ : TpN→ TF(p)M و منیفلدها بین هموار نگاشتی F : M→ N گیریم
کلی حالت در مفهوم این می نامند. p در Xp بردار رانش٢ را F∗(Xp) آنگاه ،Xp ∈ TpN اگر باشد. N
برای z = F(p) = F(q) و باشد N بر برداری میدانی X اگر زیرا نیست، تعمیم قابل برداری میدانهای به
رانده z ∈ M در F∗(Xq) و F∗(Xp) مماس بردارهای به دو هر Xq و Xp آنگاه ،q و p متفاوت نقطه دو

شود). توجه ۴ . ١۴ شکل (به باشند برابر هم با آنها که ندارد لزومی و می شوند،
N بر X برداری میدان هر باشد، دیفئومورفیسم F : N→ M وقتی یعنی مهم، خاص حالت یک در
ابهامی هیچ است، یکبیک F چون حالت، این در است. خوشتعریف F∗X شده رانده برداری میدان دارای
است، یکبیک F چون و ،(F∗X)F(p) = F∗,p(Xp) که معنی این به نمی دهد، رخ شد گفته که چه آن از

می باشد. خوشتعریف F∗X جا همه در پس

مرتبط برداری میدانهای ۶ . ١۴ بخش

،N بر مفروض برداری میدان یک شده رانده ،F : N → M هموار نگاشت هر ازای به کلی، حالت در
گردد، یافت شده ای رانده برداری میدان چنین اگر نباشد. M بر خوشتعریفی برداری میدان است ممکن

می نامند. مرتبط٣ را برداری میدان دو آن اصطلاحا

related ٣ pushforward ٢ derivation ١

١٨٢
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نمی شود رانده برداری میدان به F : R2→ R درآیه اولین بر تصویر توسط X برداری میدان :۴ . ١۴ شکل

را N بر X برداری میدان باشد. منیفلدها بین هموار نگاشت یک F : N→ M گیریم تعریف. ١۴.٢٣
که گوییم F−مرتبط M بر X̄ برداری میدان با صورتی در

F∗,p(Xp) = X̄F(p) ای p ∈ N هر ازای به (٩.١۴ )

میدانی X و بوده دیفئومورفیسم F : N → M اگر دیفئومورفیسم). بوسیله (رانش مثال ١۴.٢۴
میدان با N بر X برداری میدان تعریف، بنابه است. تعریف قابل F∗X رانش آنگاه باشد، N بر برداری
بوسیله شده مرتبط برداری میدانهای از مثالهایی ،۴ . ١۶ بخش در هستند. F−مرتبط M بر F∗X برداری

نمود. خواهید ملاحظه دیفئومورفیسمها

نمود. بازنویسی می شود زیر شکل به را بودن F−مرتبط برای (٩.١۴ ) شرط

لازم شرط صورت، این در باشد. منیفلدها بین هموار نگاشت یک F : N → M گیریم گزاره. ١۴.٢۵
که است آن باشد، F−مرتبط M بر X̄ برداری میدان با N بر X برداری میدان اینکه برای کافی و

X(g◦F) = (X̄g)◦F g ∈ C∞(M) هر ازای به

هر ازای به ،(٩.١۴ ) بنابه باشند. F−مرتبط هم با M بر X̄ و N بر X کنید فرض (⇐=) : برهان
داریم p ∈ N هر و g ∈ C∞(M)

F∗,p(Xp)g = X̄F(p) g بودن) F−مرتبط تعریف (بنابه
(Xp)(g◦F) = (X̄g)(F(p)) (X̄g و F∗ تعریف (بنابه

(X(g◦F))(p) = (X̄g)(F(p)).

.X(g◦F) = (X̄g)◦F بنابراین است، درست p ∈ N هر ازای به این چون
□ کنیم. استدلال و چیده انتها از را بالا معادلات است کافی (=⇒)

١٨٣



مسایل .١ . ٧۴ برداری میدان .١۴ فصل

و بوده دلخواه عددی a اگر باشد. منیفلدها بین هموار نگاشت یک F : N→ M گیریم گزاره. ١۴.٢۶
آنگاه باشند، F−مرتبط M بر Ȳ و X̄ با بترتیب ،N بر Y و X برداری میدانهای

است؛ F−مرتبط نیز aX̄ مضرب با aX مضرب (١)

و است؛ F−مرتبط نیز X̄+ Ȳ مجموع با X+Y مجموع (٢)

است. F−مرتبط نیز [X̄, Ȳ] لی براکت با [X,Y] لی براکت (٣)

هر ازای به می کنیم. اثبات را سوم حکم تنها خواننده. عهده بر تمرین عنوان به اول حکم دو : برهان
داریم g ∈ C∞(M)

[X,Y](g◦F) = XY(g◦F)−YX(g◦F) ([X,Y] تعریف (بنابه
= X((Ȳg)◦F)−Y((X̄g)◦F) (١۴.٢۵ گزاره (بنابه
= (X̄Ȳg)◦F − (Ȳ X̄g)◦F (١۴.٢۵ گزاره (بنابه
= ((X̄Ȳ − Ȳ X̄)g)◦F

= ([X̄, Ȳ]g)◦F.

هم با M بر [X̄, Ȳ] و N بر [X,Y] برداری میدانهای که می کند ثابت این ،١۴.٢۵ گزاره اساس بر هم باز
□ هستند. F−مرتبط

مسایل ١ . ٧۴ بخش

و وقتی M منیفلد بر Y و X هموار برداری میدان دو که دهید نشان برداری. میدانهای تساوی ∗١۴.١
.X f = Y f باشیم داشته M بر f هموار تابع هر ازای به که برابرند وقتی تنها

باشد. R2n بر استاندارد مختصات x1,y1, · · · , xn,yn گیریم بعدی. فرد کره بر برداری میدان ١۴.٢
که دهید نشان می کنیم. تعریف

∑n
i=1(xi)2+ (yi)2 = 1 معادله از استفاده با را R2n در S2n−1 واحد کره

همه چون است. S2n−1 بر ناصفر جا همه هموار برداری میدان یک .X =
∑n

i=1−yi ∂/∂xi+ xi ∂/∂yi

R−{0} بر d/dx برداری میدان :۵ . ١۴ شکل

ناصفر جا همه برداری میدان یک فرد، بعد با کره هر که می کند ثابت این دیفئومورفند، بعد، هم کره های
همه برداری میدان هیچ ان، اساس بر که دارد وجود دیفرانسیل توپولوژی در کلاسیک قضیه ای می پذیرد.
[٧٠] از ١۶٬۵ قضیه یا و [٢٨] از ۵ بخش ،٣١ صفحه (به یافت نمی توان زوج بعد با کره ای بر ناصفر جا

است.) مماتس S2n−1 به X که دهید نشان و نموده استفاده ١١.١ مساله از (راهنمایی: شود). توجه
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مسایل .١ . ٧۴ برداری میدان .١۴ فصل

برداری میدان X و بوده R−{0} سفته خط M گیریم سفته. خط بر ماکسیمال انتگرال منحنی ١۴.٣
تعیین را x = 1 از آغازی X ماکسیمال انتگرال منحنی شود). توجه ۵ . ١۴ شکل (به باشد M بر d/dx

کنید.

بیابید: را R2 بر برداری میدان انتگرال منحنی صفحه. در انتگرال منحنی ١۴.۴

X(x,y) = x
∂

∂x
− y

∂

∂y
=

[
x
−y

]
.

(a,b) ∈ نقطه از آغازی c(t) ماکسیمال انتگرال منحنی صفحه. در ماکسیمال انتگرل منحنی ١۴.۵
کنید. تعیین را R2 بر X(x,y) = ∂/∂x+ x∂/∂y برداری میدان برای R2

X هموار برداری میدان کنید فرض (الف) برداری. میدان یک صفر در آغازی انتگرل منحنی ١۴.۶
منحنی ،p در آغازی نقطه با X انتگرال منحنی مه دهید نشان شود. صفر p ∈ M نقطه در M منیفلد بر

می باشد. c(t) = p ثابت
ماکسیمال انتگرال منحنی ct(p) و باشد، M منیفلد بر صفر برداری میدان X اگر که دهید نشان (ب)
ثابت نگاشت عملا c : R→ Diff(M) دیفئومورفیسمهای یک-پارامتری گروه آنگاه باشد، p در آغازی

است. c(t) = 1M

،R در p هر ازای به باشد. R بر xd/dx برداری میدان X گیریم ماکسیمال. انتگرال منحنی ١۴.٧
بیابید. را p در آغازی X ماکسیمال انتگرال منحنی

0 < p هر ازای به باشد. R بر x2 d/dx برداری میدان X گیریم ماکسیمال. انتگرال منحنی ١۴.٨
بیابید. را p در آغازی X ماکسیمال انتگرال منحنی ،R در

برای انتگرال منحنی یک c : (a,b)→ M کنید فرض انتگرال. منحنی یک پیمایش تجدید ١۴.٩
نگاشت ،s حقیقی عدد هر ازای به که دهید نشان باشد. M بر X هموار برداری میدان

cs : (a+ s,b+ s)→ M, cs(t) = c(t− s),

است. X برای انتگرال منحنی یک نیز

منیفلد بر هموار برداری میدانهای Y و X و هموار توابعی g و f اگر برداری. میدانهای براکت ١۴.١٠
.[ f .X,g.Y] = f .g.[X,Y]+ f .(Xg).Y −g.(Y f ).X دهید نشان باشند، M

را R2 بر
[−y∂/∂x+ x∂/∂y, ∂/∂x

]
لی براکت حاصل .R2 بر برداری میدانهای براکت ١۴.١١

کنید. محاسبه

بترتیب مختصات با Y و X هموار برداری میدانهای موضعی. مختصات در لی براکت ١۴.١٢
هستند. Rn بر هموار توابع bi و ai که بگیرید، نظر در را Rn بر

∑n
j=1 b j ∂/∂x j و

∑n
i=1 ai ∂/∂xi

ck که [X,Y] =
∑n

i=1 ck ∂/∂xk نوشت می توان پس است، Rn بر هموار برداری میدان نیز [X,Y] چون
بیابید. ها b j و ها ai حسب بر ها ck برای فرمولی هستند. هموار توابع ها
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مسایل .١ . ٧۴ برداری میدان .١۴ فصل

باشد. منیفلدها بین دیفئومورفیسمی F : N→M گیریم دیفئومورفیسم. تحت برداری میدان ١۴.١٣

.F∗(gX)= (g◦F−1)F∗X آنگاه باشد، N بر همواری برداری میدان X و هموار تابعی g اگر که کنید ثابت

باشد. منیفلدها بین دیفئومورفیسم یک F : N→ M گیریم دیفئومورفیسم. تحت لی براکت ١۴.١۴
.F∗[X,Y] = [F∗X,F∗Y] آنگاه باشند، N بر همواری برداری میدان Y و X اگر که کنید ثابت

کنید فرض و گرفته نظر در را R2 بر هموار توابع C∞(R2) جبر پوازون١. براکت ١۴.١۵

(( f ,g)) :=
∂ f
∂x

∂g
∂y
− ∂ f
∂y

∂g
∂x
, f ,g ∈ C∞(R2) برای

می نماید. تعریف C∞(R2) بر لی جبر یک ساختار (( , )) که کنید ثابت

Poisson bracket ١

١٨۶



١۵ فصل

لــی جبر و گروه

گروه باشند. همواری نیز آن بر گروه های عمل و بوده، گروه همزمان که است منیفلدی لی گروه از منظور
یکانی، های گروه متعامد، های گروه ،C و R روی خاص و عمومی خطی گروهای مانند، کلاسیکی های

هستند. لی های گروه از هایی نمونه سیمپلکتیک های گروه و
یک گروه، عنصر یک توسط چپ انتقال که مفهوم این به است، همگن فضای یک لی، گروه
موضعی بطور نتیجه، در می نگارد. g به را همانی عنصر که می باشد خودش بروی گروه از دیفئومورفیسم
که است کافی لی، گروه یک ساختار موضعی مطالعۀ برای می رسد. نظر به یکسان نقطه یک حول گروه هر
همانی، نقطۀ در مماس فضای که ندارد تعجبی بنابراین، گیرد. واقع مطالعه مورد همانی عضو همسایگی

کند. ایفا آن برای کلیدی نقشی لی گروه یک
در و بپذیرد، می تواند

[
,
]

کانونی، براکتی عمل یک G لی گروه هر از همانی نقطۀ در مماس فضای
نامیم. G لی گروه لی جبر را، براکت همراه به TeG مماس فضای می شود. لی جبر یک به تبدیل نتیجه

دارد. بر در لی گروه آن از زیادی اطلاعات لی، گروه یک لی جبر
١٢۵١٢-٣۶٣) های سال بین خود مقالات از سری یک در ،١ لــی سوفس بنام نروژی ریاضیدان یک
به شاید این و نشد، واقع توجه مورد او کارهای ابتدا در پرداخت. لی جبر و گروه مطالعه به شمسی)،
دانشگاه استاد شمسی)، ١٢۶٣) سال در لـی، می نوشت. نروژی زبان به را خود مقالات او که بود آن دلیل
کمک و همکاری با که ٢ تبدیلات گروه نظریۀ قلمرو در کتاب جلد سه انتشار از پس شد. آلمان لایپزیگ،

گردید. عمومی مواجه اقبال با او نظریۀ شد، نوشته انگل٣ فریدریش
در بود. متناهی مجموعۀ یک های جایگشت گروه مشابه تبدیلات، گروه مطالعۀ ، لـی اصلی انگیزۀ
گرفت. نظر در می توان M نقاط از جایگشت یک بصورت را M منیفلد یک از دیفئومورفیسم یک واقع،
شاخه ای که هستند، لـی جبر و گروه نظریۀ ساز زمینه خطی، جبر و توپولوژی، ها، گروه نظریۀ بین رابطۀ
مورد را گسترده مبحث این سطحی بطور می خواهیم تنها فصل این در است. ریاضیات از کاربردی و غنی
و نموده، ایفا را ها منیفلد از دسته یک از اساسی بسیار نقشی لی های گروه ما، برای دهیم. قرار مطالعه

می کنند. عمل آن مماس های فضا مثل لـی جبرهای

Friedrich Engel ٣ Theorie der Transformationsgruppen ٢ Sophus Lie ١
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لــی گروه .١ . ١۵ لــی جبر و گروه .١۵ فصل

لــی گروه ١ . ١۵ بخش

میدان یک روی عمومی خطی گروه یک از هایی گروه زیر آورده، ماتریسی های گروه از مثال چندین ابتدا
لی گروه یک گروه، چگونه که است آن دادن نشان برای متفاوت های روش نمایش ما هدف می دهیم. ارائه
های گروه مطالعۀ برای مبنایی می توانند ها مثال این شد. خواهد لی گروه آن بعد محاسبۀ سپس و است،
زیرگروه قضیۀ آمد، نخواهیم بر آن اثبات صدد در اینجا در که توانمند، ابزار یک باشند. نیز دیگر ماتریسی
یک نیز خود باشد، لی گروه یک بستۀ مجموعۀ زیر که مجرد، زیرگروه یک قضیه، این طبق بر است. بسته
به تبدیل گروه یک تا است روشی ترین ساده بسته، گروه زیر قضیۀ موارد، بسیاری در بود. خواهد لی گروه

گردد. لی گروه یک
باعث که نمایی های ماتریس مطالعۀ ماتریسی، گروه یک بر نگاشت یک دیفرانسیل محاسبۀ برای
عنوان به بود. خواهد مفید بسیار می شوند، آغازین بردار یک با ماتریسی گروه یک در هایی منحنی ایجاد

نمود. محاسبه را R عمومی بر خطی گروه یک دترمینان، نگاشت دیفرانسیل می توان مثال، یک

لــی های گروه از هایی مثال ١ . ٢۵ بخش

گردید. ارائه ۶٬۵ بخش زیر در بار اول لــی، گروه تعریف که کنیم آوری یاد است لازم اینجا در

عمل دو و بوده، نیز گروه یک که G مانند هموار، منیفلد یک از عبارتست لــی گروه یک تعریف. ١۵.١
ضرب عمل نگاشت یعنی گروه،

µ : G×G −→G, µ(a,b) = ab,

باشند: هموار وارون گیری نگاشت همچنین، و

ι : G −→G, ι(a) = a−1.

تـــرتیب بـــه را، a توســـط راســت طــرف از و چــپ طــرف از ضــــرب عمــــل a ∈G بـــــرای
از ضرب می دهیم. نمایش (ra : G→G; ra(x) = ax) و ،(ℓa : G→G; ℓa(x) = µ(a, x)) بـــا

می نامند. نیز راست و چپ از انتقال ترتیب به را راست و چپ طرف

،ℓ : G→G چپ ضرب G لـی گروه از a عضو هر ازای به که، دهید نشان چپ). (ضرب تمرین ١۵.٢
است. دیفئومورفیسم

لـی های گروه همومورفیسم یک G و H لـی های گروه بین F : H→G نگاشت یک تعریف. ١۵.٣
معنی بدان گروهی همومورفیسم شرط باشد. هموار و گروهی همومورفیسم یک نگاشت، این هرگاه نامیم،

که است

F(hx) = F(x)F(x), (h, x ∈ H هر ازای (به (١.١۵ )

بصورت ها تابعی نمادگذاری زبان به می توان را شرط این

F ◦ ℓh = ℓF(h) ◦F, (h ∈ H هر ازای (به (٢.١۵ )
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لــی های گروه از هایی مثال .١ . ٢۵ لــی جبر و گروه .١۵ فصل

همانی عنصر دادن قرار با باشند، G و H همانی های عنصر ترتیب به eG و eH که کنید فرض نوشت.
همومورفیسم یک که یعنی این .F(eH) = eG که گرفت نتیجه می توان ،(١.١۵ ) در x و h جای به eH

ماتریسها نمایش برای بزرگ حروف از : نمادگذاری می برد. همانی عنصر به را همانی عنصر همواره گروهی
-ام (i, j) درایۀ بنابراین، برد. خواهیم بکار آن درآیه های نمایش برای را کوچک حروف و نموده، استفاده

. است (AB)i j =
∑

k aikbk j بصورت AB ماتریس از

عمومی خطی گروه که دادیم نشان ،۶.٢٣ مثال در . عمومی) خطی (گروه مثال ١۵.۴

GL(n,R) =
{
A ∈ Rn×n

∣∣∣ det A , 0
}
,

است. لـی گروه یک

ماتریس از متشکل GL(n,R) گروه زیر SL(n,R) خاص خطی گروه خاص). خطی (گروه مثال ١۵.۵
از n2 − 1 بعد با منظم منیفلد زیر یک SL(n,R) ،٩.١۶ مثال به بنا می باشد. 1 دترمینان با هایی

ضرب، نگاشت ،١١.٢٣ مثال به بنا و بوده، GL(n,R)

µ̄ : SL(n,R)×SL(n,R) −→ SL(n,R)

وارون نگاشت که ببینیم اینکه برای است. هموار نگاشت یک

ῑ : SL(n,R) −→ SL(n,R)

ι : GL(n,R)→ و احتوا نگاشت ،i : S L(n,R)→GL(n,R) که کنید فرض است، هموار نگاشت یک
هموار نگاشتی خود هموار، های نگاشت ترکیب که آنجایی از باشد. GL(n,R) وارون نگاشت GL(n,R)

داریم، بنابراین است

ι◦ i : SL(n,R)
i→ GL(n,R)

ι→ GL(n,R)

نگاشت که می شود نتیجه ١١.٢١ قضیۀ از است، واقع SL(n,R) منظم منیفلد زیر در آن تصویر چون
است. لـی گروه یک SL(n,R) بنابراین، می باشد. هموار نگاشتی ،ῑ : SL(n,R)→ SL(n,R) القایی

نیز ،SL(n,C) مختلط خاص خطی گروه که کرد ثابت می توان شد، گفته که آنچه مشابه تمهیداتی با
است. لـی گروه یک

متشکل GL(n,R) از گروهی زیر O(n) متعامد گروه که می کنیم آوری یاد متعامد). (گروه مثال ١۵.۶
نگاشت تحت I وارون تصویر ،O(n) نتیجه، در .AT A = I که، است A مانند هایی ماتریس همۀ از

می باشد. f (AT A)
به بنا می باشد. ثابت رتبۀ با نگاشتی f : GL(n,R)→ GL(n,R) که دادیم نشان ١١.۶ مثال در
روش آن ضعف نقطه یک است. GL(n,R) از منظم منیفلد زیر یک O(n) ثابت، رتبۀ تراز مجموعۀ قضیۀ

می ماند. نامعلوم O(n) بعد آن بتبع و نمی دهد، چیزی f رتبۀ مورد در ما به که است این
منیفلدی زیر O(n) که کنیم ثابت تا نموده استفاده منظم تراز مجموعۀ قضیۀ از می خواهیم مثال این در
دستاوردی، چنین برای می نماید. تعیین نیز را O(n) بعد حال عین در روش این است. GL(n,R) از منظم
است، متقارن ماتریس یک AT A چون نماییم. مجدد تعریف را f نگاشت هدف فضای می بایست ابتدا
هرگاه می باشد. حقیقی، متقارن n×n های ماتریس همۀ برداری فضای از متشکل ،S n در واقع f تصویر

است. Rn×n سرۀ فضای زیر S n فضای آنگاه ،n ≥ 2

١٨٩
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ماتریس همۀ از متشکل S n برداری فضای که دهید نشان متقارن). ماتریسهای (فضای تمرین ١۵.٧
می باشد. (n2+n)/2 بعد دارای حقیقی، متقارن n×n های

برداری فضای یک S n چون می گیریم. نظر در را f : GL(n,R)→ S n, f (A) = AT A نگاشت
است. مورف ایزو S n خود با کانونی بطور نقطه، هر در S n به مماس فضای نتیجه در می باشد،

دیفرانسیل تصویر بنابراین،

f∗,A : TA(GL(n,R)) −→ T f (A) (S n) ≃ S n

می نگارد، نیز Rn×n یا GL(n,R) یه را GL(n,R) ، f که می دانیم اینکه وجود با است. واقع S n در
هر ازای به f∗,A دیفرانسیل می شد، گرفته نظر در f مقصد فضای بعنوان Rn×n یا GL(n,R) اگر
نگاشته Rn×n از S n سره مجموعۀ زیر به f∗,A دیفرانسیل که زیرا نمی شد، پوشا ،n ≥ 2 و A ∈GL(n,R)
حد تا می بایست f مقصد فضای باشد، پوشا f∗,A باشد قرار اگر که: است کلی اصل یک این می شود.

دیفرانسیل، که دهیم نشان آنکه برای شود. اختیار کوچک امکان

f : GL(n,R)→ S n, f (A) = AT A,

بازی مجموعۀ زیر GL(n,R) چون کنیم. محاسبه را f∗,A دیفرانسیل صریح بطور است کافی پوشاست،
از است عبارت A ∈ GL(n,R) هر در برآن مماس فضای است، Rn×n از

TA(GL(n,R)) = TA(Rn×n) = Rn×n.

است موجود c′(0) = X و c(0) = A شرایط با GL(n,R) در c(t) منحنی ،X ∈Rn×n ماتریس هر برای
،٨.٢٧ گزارۀ به توجه با .( ٨.٢۵ (گزارۀ

f∗,A(X) =
d
dt

f (c(t))
∣∣∣∣∣
t=0

=
d
dt

c(t)T c(t)
∣∣∣∣∣
t=0

=
(
c′(t)T c(t)+ c(t)T c′(t)

)∣∣∣∣
t=0

(١۵.٢ مسالۀ به (بنا

= XT A+AT X.

آیا باشد، S n در متقارن ماتریس هر B و A ∈O(n) اگر که: می کند مطرح را سئوال این f∗,A بودن پوشا
بالا رابطۀ است کافی ،(XT A)T = AT X چون XT؟ A+AT X = B که است X مانند n×n ماتریسی

ازای، به را

AT X =
1
2

B, (٣.١۵ )

X = 1
2 (AT )−1B : جواب دارای (٣.١۵ ) معادلۀ .XT A+ AT X = BT/2+ B/2+ B کنیم، حل

مجموعۀ یک O(n) و بوده، پوشا A ∈ O(n) هر ازای به f∗,A : TA GL(n,R)→ S n نتیجه، در است.

١٩٠
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GL(n,R) منظم منیفلد زیر یک O(n) منظم، تراز مجموعۀ قضیۀ به توجه با حال می باشد. f منظم تراز
بعد با

dimO(n) = n2−dimS n

= n2− n2+n
2
=

n2−n
2

. (۴.١۵ )

لــی های گروه زیر ١ . ٣۵ بخش

(ب) که است H مانند مجرد گروه زیر یک (الف) ،G لـی گروه یک از لـی گروه زیر یک تعریف. ١۵.٨
یک مفهوم خلاف بر باشند. هموار نیز ،H بر گروه های عمل (پ) که بطوری بوده ایمرز، منیفلد زیر یک
واقع در ،H گروه زیر بر عملیات است. جبری گروهی زیر صرفا مجرد، گروه زیر یک از منظور لـی، گروه زیر
لـی گروه زیر یک چرا که آن دانستن برای می باشد. H به G از ι وارون نگاشت و µ ضرب نگاشت تحدید
زیر چون کرد. مراجعه ١۶.١٧ یادداشت به می توان است، ایمرز منیفلد زیر یک منظم، منیفلد زیر جای به
i : H ↪→G احتوا نگاشت اگر نیست. نسبی توپولوژی داشتن به نیاز است، ایمرز منیفلد یک لـی گروه

ترکیب نتیجه در و بوده، هموار نگاشت این آنگاه باشد، H لـی گروه زیر از ایمرشن یک

µ◦ (i× i) : H×H→G×G→G

ضرب نگاشت ١١.٢١ قضیۀ به بنا آنگاه شود، فرض G از منظم منیفلدی زیر H اگر می باشد. هموار نیز
(پ) شرط لذا و می باشد، هموار خود به خود H→ H وارون نگاشت مشابه بطور نیز و H×H→ H
شده تعریف ایمرز منیفلد زیر یک عنوان به لـی گروه زیر یک چون می نماید. زائد لـی زیرگروه تعریف در

شود. آورده H بر عملیات روی (پ) شرط است لازم نتیجه در است،

گذرنده خطی L و R2/Z2 چمبرۀ G کنید فرض تیوب). بر گویا غیر شیب با (خطوطی مثال ١۵.٩
می شوند، گرفته یکی آن روبروی اضلاع که واحد مربع یک بصورت می توان را تیوب باشد. R2 مبدا از
اگر است، بسته منحنی یک π : R2 −→ R2/Z2 تصویری نگاشت تحت L از H تصویر گرفت. نظر در
تنها و وقتی حالت این بگذرد. نامیم، (m,n) ∈ Z2 را آن که دیگری، مشبکه نقطۀ از L خط اگر تنها و
در خط پاره متناهی تعداد تصویر H گاه آن باشد؛ ∞ یا n/m گویای عدد شیب که می افتد اتفاق وقتی
(شکل R2/Z2 منظم منیفلد زیر و بوده دایره یک با دیفئومورف بسته منحنی یک H است. واحد مربع

.( ١ . ١۵
این در شد. نخواهد بسته کامل بطور هرگز تیوب روی H آن تصویر آنگاه باشد، غیرگویا L شیب اگر
است. یک به یک ایمرشن یک ، f = π

∣∣∣
L : L −→ R2/Z2 تصویری، نگاشت توسط L به تحدید حالت

چگال مجموعۀ زیر H که داد نشان می توان نمود. القا H به را منیفلد و توپولوژی ساختار f توسط می توان
زیر و بوده R2/Z2 از ایمرز منیفلد زیر یک نتیجه، در .[٨۶ صفحۀ III.۶٬١۵، مثال ،٣ ] است. تیوب از

نمی باشد. آن از منظم منیفلد
ایمرز، منیفلد زیر یک تیوب، از مجرد گروه زیر یک R2/Z2 در H آن تصویر باشد، چه هر L شیب

است. تیوب لـی، گروه زیر یک H بنابراین، است. لـی گروه بنابراین و

١٩١
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تیوب از شده نشانده گزوه زیر یک :١ . ١۵ شکل

HSUbsetR2/Z2 کنید فرض فضایی). زیر توپولوژی با مقایسه در شده القا (توپولوژی تمرین ١۵.١٠
می شود القا f : L→̃H دوسویی توسط که H بر توپولوژی باشد. R2 در غیرگویا شیب با L خط تصویر
دو این نامیم. فضایی زیر توپولوژی را R2/Z2 مجموعۀ زیر بعنوان H بر توپولوژی و القایی توپولوژی را

است؟ دیگری مجموعۀ زیر کدامیک کنید: مقایسه یکدیگر با را توپولوژی

زیر یک H آنگاه باشد، G لـی گروه از منظم منیفلد زیر یک و مجرد گروه زیر یک H اگر گزاره. ١۵.١١
است. G لـی گروه

ایمرز منیفلد زیر یک ،( ١١.١٧ (قضیۀ است نشاندن یک تصویر منظم منیفلد زیر یک چون : برهان
می باشد. نیز

است، G از ایمرز منیفلد زیر یک H چون باشد. G بر ضرب نگاشت یک µ : G×G→G گیریم
i× i : H ×H ↪→ احتوای نگاشت بنابراین، است. هموار نگاشت یک ،i : H ↪→G احتوای نگاشت
،١١.٢١ قضیۀ به بنا می باشد. هموار نیز µ ◦ (i× i) : H ×H→G ترکیب و بوده، هموار نیز G×G

است. هموار نیز µ̄ : H×H→ H شدۀ القاء نگاشت لذا بوده، G از منظم منیفلد زیر H چون
را ،١۵.۵ مثال مانند را ῑ : H→ H وارون نگاشت همواری ،ι : G→G وارون نگاشت همواری
□ گرفت. نتیجه می توان
قضیۀ ) است نشاندن منظم، منیفلد زیر یک به متناظر i : H → G احتوای نگاشت آنکه بدلیل

می نامیم. شده نشانده لـی گروه زیر را، دیدیم ١۵.١١ گزارۀ در چه آن همانند H گروه زیر ،( ١١.١٧

GL(n,R) از O(n) و SL(n,R) های گروه زیر که دادیم نشان ١۵.۶ و ١۵.۵ های مثال در مثال. ١۵.١٢
می باشند. شده نشانده لـی های گروه زیر ١۵.١١ گزارۀ به بنا و بوده، منظم های منیفلد زیر دو هر

گروه یک G اگر کنیم. بیان را اثبات بدون لـی های گروه زیر مورد در مهم قضیۀ یک می خواهیم حال
بستۀ گروه زیر را است G توپولوژی فضای در بسته مجموعۀ زیر که مجرد گروه زیر یک آنگاه باشد، لـی

نامیم.

است. شده نشانده لـی گروه زیر یک لـی، گروه یک از بسته گروه زیر یک بسته. گروه زیر قضیۀ ١۵.١٣
دید. را [١١٠ صفحۀ ،٣٬۴٢ قضیۀ ،٣٨] می توان بسته، گروه زیر قضیۀ اثبات برای

نبوده، تیوب همۀ که آن بدلیل ،R2/Z2 چمبرۀ در گویا غیر شیب با خط یک الف) مثال. چند ١۵.١۴
است. چگال آن، بستار ولی نیست، آن بسته گروه زیر
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بر های ای جمله چند های صفر مجموعۀ O(n) متعامد گروه و SL(n,R) خاص خطی گروه ب)
زیر O(n) و SL(n,R) نتیجه، در هستند، GL(n,R) بستۀ های مجموعه زیر لذا و هستند، GL(n,R)

می باشند. GL(n,R) از شده نشانده لـی های گروه

نمایی ماتریس ۴ . ١۵ بخش

بدلیل است. نیاز نامنفرد های ماتریس به ،GL(n,R) از گروهی زیر نگاشت دیفرانسیل محاسبۀ برای
است. مناسب بسیار ما مقصود برای ماتریس این نمایی، ماتریس بودن نامنفرد

∥ . ∥ : V → R مانند مقدار حقیقی تابعی ،V مفروض برداری فضای بر نُرم از منظور تعریف. ١۵.١۵
،v,w ∈ V و r ∈ R هر ازای به می کند: صدق زیر شرط سه در که است

،v = 0 اگر تنها و اگر می افتد اتفاق تساوی زمانی و ∥v∥ ≥ 0 معین)؛ (مثبت الف)

،∥rv∥ = |r|∥v∥ مثبت)؛ (همگنی ب)

.∥v+w∥ ≤ ∥v∥+ ∥w∥ (زیرجمعی)؛ پ)

Rn×n ≃ Rn2 برداری فضای نامیم. دار نُرم برداری فضای را ∥ . ∥ نرم با همراه V برداری فضای یک
می کند: اختیار اقلیدسی نُرم یک حقیقی، n×n های ماتریس همۀ از متشکل

ماتریس به متناظر eX نمایی ماتریس .∥X∥ = (∑
x2

i j
)1/2 داریم ،X = [xi j] ∈ Rn×n هر ازای به

می گردد: تعریف حقیقی عدد یک نمایی مقدار مشابه ،X ∈ Rn×n

eX = I+X+
1
2!

x2+
1
3!

X3+ · · · , (۵.١۵ )

که دهیم نشان کافیست اخیر، فرمول بودن معنی با برای می باشد. نمایی n×n ماتریس I آن در که
فضایی ،V دار نُرم جبر ست. همگرا ،Rn×n ≃ Rn2 دار نُرم برداری فضای در بالا، سری راست طرف
صدق ∥ vw ∥ ≤ ∥v∥ ∥w∥ ، ضربی زیر خاصیت در که است R هیات جبر یک همچنین و دار نُرم برداری

می کند. تبدیل دار نُرم جبر یک به را Rn×n دار نُرم برداری فضای ماتریسی، ضرب کند.

. ∥X Y∥ ≤ ∥X∥ ∥Y∥ دهید، نشان ،X,Y ∈ Rn×n هر برای گزاره. ١۵.١۶

به بنا بگیریم، نظر در ثابت را (i, j) دوگانۀ اندیس نیز و Y = [yi j] ،X = [xi j] بنویسیم اگر : برهان
شوارتز - کشی )نامساوی

X Y
)2

i j
=

(∑
k

xikyk j
)2

≤
(∑

k

x2
ik

) (∑
k

y2
k j

)
= aib j,
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نمایی ماتریس .۴ . ١۵ لــی جبر و گروه .١۵ فصل

آنگاه داده، قرار b j =
∑

k y2
k j و ai =

∑
k x2

ik اگر

∥X Y∥2 =
∑
i, j

(X Y)2
i j ≤

∑
i, j

aib j

=
(∑

i

ai
) (∑

j

b j
)

=
(∑

i,k

x2
ik

) (∑
j,k

y2
k j

)
= ∥X∥2 ∥Y∥2.

□
که زمانی می گردد. (توزیع) یا پخش جمع متناهی تعداد روی ضرب عمل دار، نُرم جبر یک هر در

می باشد. اثبات به نیاز جمع روی ضرب پخشی همگرا، های سری مثل باشد، نامتناهی جمع تعداد

باشد. دار نُرم جبر یک V گیریم گزاره. ١۵.١٧

همگراست. as به asm آنگاه باشد، همگرا s به که باشد، V در ای دنباله sm و a ∈ V اگر الف)

. a
∑

k bk =
∑

k abk آنگاه، باشد، V در همگرا سری یک
∞∑

k=0

bk و a ∈ V اگر ب)

کنید. ثابت را ١۵.١٧ گزارۀ همگرا). های سری (پخشپذیری تمرین ١۵.١٨∑∥ak∥ سری هرگاه نامیم، همگرا مطلق بطور را ،
∑

ak سری V دار نُرم برداری فضای یک در
دنبـــــالۀ هــــر هــرگاه ١ گوییم، کامل را V دار نُرم برداری فضای باشد. همگرا R در ها نُرم از متشکل
به است. دار نُرم برداری فضای یک Rn×n مثال، بعنوان باشد. V در نقطه ای به همگرا V در کوشـــی
می دهد نتیجه را همگرایی مطلق، همگرایی کامل، دار نُرم برداری فضای هر در که داد نشان می توان سادگی
تنها همگراست، ها ماتریس از

∑
Yk سری دهیم نشان که آن برای .[١٢۶ صفحۀ ،٢٬٩٬٣ قضیۀ، ،٢۶]
همگراست. حقیقی اعداد از

∑∥Yk∥ سری که، دهیم نشان است کافی
بنابراین، .∥Xk∥ ≤ ∥X∥k ،١۵.١۶ گزارۀ مکرر گیری بکار با و ،k > 0 و X ∈ Rn×n هر ازای به

است، کراندار زیر همگرای سری به جمله به جمله
∑∞

k=0 ∥Xk/k!∥ مطلق قدر سری

√
n+ ∥X∥+ 1

2!
∥X∥2+ 1

3!
∥X∥3+ · · · = (

√
n−1)+ e∥X∥.

به ۵.١۵ سری نتیجه، در همگراست. نیز
∑∞

k=0 ∥Xk/k!∥ سری عددی، های سری مقایسه آزمون به بنا
نمایی نگاشت برای هم e حرف از : نمادگذاری همگراست. مطلق بطور X مانند ،n×n ماتریس هر ازای

نامگذاری باناخ استفان لهستانی ریاضیدان کارهای پاس به که نامیده، باناخ فضای یک معمولا را دار نُرم برداری فضای یک ١

نامند. باناخ جبر نیز را دار نُرم جبر اساس، این بر است. شده

١٩۴
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ابهام وجود از جلوگیری باعث متن خود می نماییم. عمومی استفاده لـی گروه یک همانی عنصر برای هم و
. exp(X) می نویسیم eX بجای از اوقات گاهی می شود.

باشند، n > 1 ازای به n×n های ماتریس B و A وقتیکه حقیقی، اعداد نمایی تابع خواص خلاف بر
.eA+B = eAeB که نیست قرار بر لزوما زیر رابطۀ

جابجایی n×n ماتریسهای B و A اگر که دهید نشان نمایی). جابجایی های (ماتریس تمرین ١۵.١٩
.eA+B = eAeB آنگاه باشند،

.
d
dt

etX = XetX = etXX ای X ∈ Rn×n هر برای گزاره. ١۵.٢٠

می توان است، t حسب بر توانی سری یک etX نمایی تابع سری از ام (i, j) - داریۀ هر چون : برهان
بنابراین، .[١٧٣ صفحۀ ،٨٬١ قضیۀ ،٣۵] کرد گیری مشتق آن از جمله به جمله

d
dt

etX =
d
dt

(
I+ tX+

1
2!

t2X2+
1
3!

t3X3+ · · ·
)

= X+ tX2+
1
2!

t2X3+ · · ·

= X
(
I+ tX+

1
2!

t2X2+ · · ·
)

= XetX (ب)) ١۵.١٧ (گزارۀ

□
بالا، موارد تمام است. معنی با باشد، مختلط ماتریس یک X زمانیکه برای نمایی ماتریس تعریف
هرمیتی، نُرم از ∥X∥2 = ∑

x2
i j اقلیدسی نُرم بجای می بایست فقط است. برقرار نیز حالت این برای

.
√

a2+b2 می باشد، z = a+bi مختلط عدد مدول ،|z| آن در که شود، استفاده ∥X∥2 =∑ |xi j|2

نمایی ماتریس ۵ . ١۵ بخش

آن اثـر١ را، X ،n×n ماتریس یک اصلی قطر های درایه tr(X) :=
∑n

i=1 xii حاصلجمع تعریف، به بنا
می نامیم. ماتریس

.tr(XY) = tr(YX) ،X,Y ∈ Rn×n ماتریس دو هر ازای به الف) لم. ١۵.٢١
.tr(AXA−1) = tr(X) ،A ∈ GL(n,R) و X ∈ Rn×n ازای به ب)

(الف) : برهان

tr(XY) =
∑

i

(XY)ii tr(YX) =
∑

k

(YX)kk

=
∑

i

∑
k

xikyki, =
∑

k

∑
i

ykixik.

trace ١

١٩۵
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□ می رسیم. نتیجه به (الف)، در B = XA−1 دادن قرار با (ب)

است. det(λI −X) = 0 معادلۀ های ریشه ،X مانند n×n ماتریس یک ویژۀ١ مقادیر که می دانیم
تکرار مرتبۀ احتساب با ای معادله چنین است، بسته جبری نظر از که مختلط، اعداد از میدان یک روی
ماتریس هر که، بوده دارا را مزیت این مختلط اعداد انتخاب نتیجه، در می باشد. ریشه n دقیقا دارای
است ذکر به لازم باشد، داشته ویژه مقدار n دقیقا تکرار مرتبۀ احتساب با مختلط، یا حقیقی از اعم ،n×n

ندارند. حقیقی ویژۀ مقادیر لزوما حقیقی های ماتریس که

مختلط، ویژۀ مقدار دو ماتریس این ندارد. حقیقی ویژۀ مقدار هیچ
(
0 −1
1 0

)
حقیقی ماتریس مثال. ١۵.٢٢

دارد. ±i
می شوند: نتیجه آن تعریف از بلافاصله ویژه مقادیر مورد در زیر احکام

زیرا هستند، یکسانی ویژۀ مقادیر دارای AXA−1 و X مشابه ماتریس دو الف)

det(λI−AXA−1) = det(A(λI−X)A−1)

= det(λI−X).

زیرا می باشند، آن اصلی قطر های درآیه همان عملا مثلثی ماتریس ویژۀ مقادیر ب)

det

λI−


λ1 ∗

. . .

0 λn


 =

n∏
i=1

(λ−λi).

A مانند مختلط مربعی ماتریس هر ،[٢٨۶ ص: ،۶٬۴٬١ ق: ،١٩ ] جبرخطی در ای قضیه به بنا
قسمی که، به است A مانند نامنفرد مختلط مربعی ماتریس یک دقیقتر، بیان به کرد؛ مثلثی می توان را
ماتریس ویژۀ مقادیر مشابه X ماتریس ،λ1, · · · ,λn ویژۀ مقادیر چون باشد. مثلثی بالا AXA−1 ماتریس

می گردند: واقع AXA−1 مثلثی ماتریس اصلی قطر روی ،X ماتریس ویژۀ مقادیر است، AXA−1


λ1 ∗

. . .

0 λn

 .
نیز را ماتریس آن نتیجه در نمود، فرض می توان مختلط ماتریس یک صورت به را X حقیقی ماتریس هر
های ماتریس باید را AXA−1 مثلثی ماتریس و A ماتریس که داشت نظر در باید البته کرد، مثلثی می توان

گرفت. نظر در مختلط

برابر ماتریس آن ویژۀ مقادیر جمع حاصل با حقیقی، یا مختلط از اعم ماتریس، هر اثر گزاره. ١۵.٢٣
است.

eigenvalues ١

١٩۶
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مانند نامنفرد ماتریس یک آنگاه باشد. λ!, · · · ,λn مختلط ویژۀ مقادیر دارای ،X کنید فرض : برهان
که دارد وجود چنان A ∈ GL(n,C)

AXA−1 =


λ1 ∗

. . .

0 λn

 .
□ .tr(X) = tr(AXA−1) =

∑
λi ،١۵.٢١ لم به بنا حال

. det(eX) = etrX داریم X ∈ Rn×n ماتریس هر ازای به گزاره. ١۵.٢۴

مثلثی بالا ماتریس X کنید فرض .١ حالت : برهان

X =


λ1 ∗

. . .

0 λn


آنگاه، باشد،

eX =
∑ 1

k!
Xk

=
∑ 1

k!


λk

1 ∗
. . .

0 λk
n


=


λ1 ∗

. . .

0 λn

 .
.deteX =

∏
eλi = e

∑
λi = etrX بنابراین،

مختلط ماتریس گرفته، نظر در را λ1, · · · ,λn ویژۀ مقادیر با ،X عمومی ماتریس یک .٢ حالت
ماتریس که یافت می توان چنان را A نامنفرد

AXA−1 =


λ1 ∗

. . .

0 λn

 ,

١٩٧
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آنگاه باشد. مثلثی بالا

eAXA−1
= I+AXA−1

=
1
2!

(
AXA−1

)2
+

1
3!

(
AXA−1)3

+ · · ·

= I+AXA−1+A
( 1
2!

X2
)
A−1+A

( 1
3!

X3
)
A−1+ · · ·

= AeXA−1 (١۵.١٧ گزارۀ به (بنا

نتیجه، در

deteX = det
(
AeXA−1

)
= det

(
eAXA−1)

= etr(AXA−1) است.) مثلثی بالا ماتریس AXA−1 چون ،١ حالت به (بنا
= etrX (١۵.٢١ لم به (بنا

□
نمی شود، صفر هرگز det(eX) = etrX که آن بدلیل eX نمایی ماتریس که، می گیریم نتیجه گزاره این از
یک تا، داد خواهد را اجازه این چون می باشد، نمایی ماتریس از استفاده دلایل از یکی این است. نامنفرد
مثال، عنوان به کرد. رسم صریح بطور را اولیه، سرعت یک و اولیه نقطۀ یک با GL(n,R) در منحنی

است. X اولیۀ سرعت و I اولیۀ نقطۀ با GL(n,R) در منحنی یک c(t) = etX : R→ GL(n,R)

c′(0) =
d
dt

etX
∣∣∣∣∣
t=0

c(0) = e0X

= XEtX
∣∣∣
t=0 = e0 (۶.١۵ )

= X, = I.

اولیۀ سرعت و A اولیۀ نقطۀ با GL(n,R) در منحنی یک ،c(t) = AetX;R→ GL(n,R) مشابه بطور
می باشد. AX

همانی ماتریس در det دیفرانسیل ۶ . ١۵ بخش

در GL(n,R) به TI GL(n.R) مماس فضای باشد. دترمینان نگاشت det : GL(n,R)→ R گیریم
بنابراین، می باشد. R برابر 1 در R به T1Rمماس فضای و بوده، Rn×n برداری فضای I همانی ماتریس

det∗,I : Rn×n→ R.

. det∗,I(X) = tr(X) داریم ،X ∈ Rn×n هر ازای به گزاره. ١۵.٢۵

١٩٨
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نمایی ماتریس . ( ٨.٢٧ (گزارۀ می کنیم استفاده دیفرانسیل محاسبۀ برای I در منحنی یک از : برهان
داریم می گیریم. نظر در c′(0) = X و c(0) = I اولیۀ شرایط با c(t) منحنی عنوان به را c(t) = etX

det∗,I(X) =
d
dt

det(etX)
∣∣∣∣∣
t=0

=
d
dt

et trX
∣∣∣∣∣
t=0

= (trX)et trX
∣∣∣∣
t=0
= trX.

□

تمرینات ١ . ٧۵ بخش

می کنیم. تعریف را sm =
∑m

k=0 Xk/k! جزئی جمع حاصل ،X ∈ Rn×n برای نمایی. ماتریس ١۵.١

.ℓ ≥ m برای ∥sℓ − sm∥ ≤
∑ℓ

k=m+1 ∥X∥k/k! که دهید نشان الف)

eX با را آن که ماتریس، یک به نتیجه در و بوده، Rn×n در کوشی دنبالۀ یک sm که دهید نشان ب)
قضیۀ یا مقایسه آزمون از استفاده بدون که، است دیگری روش این همگراست. می دهیم، نمایش

همگراست. کامل، برداری فضای یک در
∑∞

k=0 Xk/k! دهیم نشان مطلق، همگرایی

فرض همچنین باشد. R در باز بازه یک (a,b) گیریم . مقدار ماتریسی توابع برای ضرب قانون ١۵.٢
n× p و m×n هـــــایی مــــاتریس تـــرتیب بـــه B : (a,b)→ Rn×p و A : (a,b)→ Rm×n کــنید،
،t ∈]a,b[ برای که، کنید ثابت باشند. t ∈ [a,b] بر پذیر دیفرانسیل توابع آنها های درایه که بطوری بــــوده

داریم

d
dt

A(t)B(t) = A′(t)B(t)+A(t)B′(t),

می باشند. B′(t) = (dB/dt)(t) و A′(t) = (dA/dt)(t) آن در که

شامل همبند مولفۀ G مفروض لـی گروه یک از G0 همانی مولفۀ لـی. گروه یک همانی مولفۀ ١۵.٣
باشند. G وارون نگاشت و ضرب نگاشت ι و µ گیریم است. G در e همانی عنصر

استفاده A.۴٣ گزارۀ از : (راهنمایی . µ({x} ×G0) ⊂ G0 که، دهید نشان ،x ∈ G0 هر برای الف)
کنید.)

. ι(G0) ⊂G0 که، دهید نشات ب)

کنید.) استفاده A.١۶ مسالۀ از : (راهنمایی است. G از باز مجموعۀ زیر یک G0 که، دهید نشان پ)

می باشد. لـی گروه یک G0 خود که کنید ثابت ت)

١٩٩
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گروه یک از ،H باز گروه زیر هر که کنید ثابت همبند). لـی گروه یک از باز گروه (زیر تمرین ١۵.۴
است. مساوی G خود با ،G مانند همبند لـی

بوده ،µ : G×G −→G ضرب نگاشت با لـی گروه یک G گیریم، ضرب. نگاشت دیفرانسیل ١۵.۵
باشند. a,b ∈G توسط راست و چپ ضرب ترتیب به ،ra : G→G و ℓa : G→G کنید فرض نیز و

از، است عبارت (a×a) ∈G×G در µ دیفرانسیل که دهید نشان

µ∗,(a,b)(Xa,Yb) = (rb)∗(Xa)+ (ℓa)∗(Yb); (Yb ∈ TbG ،Xa ∈ TaG (برای

نگاشت ،µ : G×G→G ضرب نگاشت با لـی گروه یک G گیریم وارون. نگاشت دیفرانسیل ١۵.۶
بصورت، a ∈G در وارون نگاشت دیفرانسیل که دهید نشان باشد. e همانی عنصر و ،ι : G→G وارون

ι∗,a : TaG→ Ta−1G, ι∗,a(Ya) = −(ra−1)∗ (ℓa−1)∗Ya,

در همانی نقطۀ در وارون (دیفرانسیل . (ℓa−1)∗ = (ℓa−1)∗,a و (ra−1)∗ = (ra−1)∗,e آن در که است،
است.) شده محاسبه (ب) قسمت ٨.٨ تمرین

دترمینــــــان نگاشـــت دیفرانسیــــل کــــــه دهیــــد نشــــان .A در دترمینان نگاشت دیفرانسیل ١۵.٧
می باشد، زیر بصورت A ∈ GL(n,R) در det : GL(n,R)→ R

det∗,A(AX) = (det A)trX; ( X ∈ Rn×n برای ) (٧.١۵ )

نگاشت منظم مقدار یک 1 که دهید نشان و نموده استفاده ١۵.٧ تمرین از خــاص. خطـی گروه ١۵.٨
از SL(n,R) خاص خطی گروه بودن منظم منیفلد زیر برای فوری برهان یک مطلب این است. دترمینان

می باشد. GL(n,R) عمومی خطی گروه

. عمومی خطـی گروه یک ساختار ١۵.٩

n×n ماتریس Mr که گیریم ،r ∈ R× := R−{0} برای الف)

Mr =


r

1
. . .

1

 = [re1e2 · · ·en],

نگاشت، که کنید ثابت است. Rn برای استاندارد مبنای e1, · · · ,en آن در که

f : GL(n,R) −→ SL(n,R)×R×, A 7−→
(
AM1/det A,det A

)
,

است. دیفئومورفیسم یک

٢٠٠
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جابجا G عناصر با که است، g ∈ G عناصر از گروهی زیر ،G مفروض گروه مرکز از منظور ب)
با GL(n,R) مرکز که دهید نشان . Z(G) :=

{
g ∈G

∣∣∣ gx = xg; x ∈G هر برای
}

می شوند:
با SL(2,R)×R× مرکز و است، ایزومورف اسکالر، های ماتریس از گروهی زیر با متناظر ،R×
{±1}×R× حالیکه در بوده، 2 مرتبۀ از عضو دو دارای R× گروه است. مورف ایزو نیز {±1}×R×
با GL(2,R) نیست، مورف ایزو آنها مرکز که آن بدلیل می باشد. 2 مرتبۀ از عضو چهار دارای

نمی باشد. مورف ایزو گروه بعنوان SL(2,R)×R×

دهید نشان پ)

h : GL(3,R) −→ SL(3,R)×R×, A 7−→
(
(det A)1/3,det A

)
,

است. گروه لـی ایزومورفیسم یک

لـی گروه دو است. برقرار باشد، زوج n زمانیکه (ب) و (الف) های حالت برای حکمی مشابه
باشد، فرد n اگر که آن حال نیستند، ایزومورف گروه، بعنوان SL(n,R)×R× و GL(n,R)

ایزومورفند. یکدیگر با لـی گروه بعنوان

است، فشرده O(n) متعامد گروه که دهید نشان شده، داده حکم دو از استفاده با متعامد. گروه ١۵.١٠
است. Rn×n کراندار مجموعۀ زیر O(n) ب) و است؛ Rn×n بستۀ مجموعۀ زیر O(n) الف)

از متشکل ،O(n) از گروهی زیر SO(n) خاص متعامد گروه .SO(2) خاص متعامد گروه ١۵.١١
می توان را A ∈ SO(2) ماتریس هر که دهید نشان می باشد. 1 برابر آنها دترمینان که است ماتریسهایی همۀ

زیر فرم به

A =
[

a c
b d

]
=

[
cosθ −sinθ
sinθ cosθ

]
است. مورف دیفئو S1 دایرۀ با SO(2) که کنید ثابت نوشت. θ حقیقی مقادیر ازای به

بصورت، U(n) یکانی گروه . یکانی گروه ١۵.١٢

U(n) =
{
A ∈ GL(n,C)

∣∣∣ ĀT A = I
}
,

مزدوج آن های درایه که ماتریسی یعنی است، A مزدوج ماتریس دهندۀ نشان Ā آن در می شود. تعریف
بعد با GL(n,C) از منظم منیفلدی زیر U(n) که دهید نشان .(Ā)i j = ai j باشد: A ماتریس های درایه

است. dimU(n) = n2

که است U(n) از گروهی زیر ،SU(n) خاص یکانی گروه یک .SU(2) خاص یکانی گروه ١۵.١٣
می باشد. 1 دترمینان با هایی ماتریس شامل
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داد، نمایش نیز زیر بصورت می توان را SU(2) که دهید نشان الف)

SU(2) =
{[

a − b̄
b ā

]
∈ C2×2

∣∣∣∣ aā+bb̄ = 1
}
.

بنویسید.) A ماتریس های درایه حسب بر را A−1 = ĀT شرط : (راهنمایی

است، دیفئومورف زیر بعدی سه کرۀ با SU(2) دهید نشان ب)

S3 =
{
(x1, x2, x3, x4) ∈ R4

∣∣∣ x2
1+ x2

2+ x2
3+ x2

4 = 1
}
.

کنید. محاسبه را exp
(
0 1
1 0

)
ماتریس درآیه های نمایی. ماتریس ١۵.١۴

در که می باشد کواترنیونها مورد در اطلاعاتی به نیاز تمرین، این حل برای . سیمپلکتیک گروه ١۵.١۵
را Sp(n) سیمپلکتیک١ گروه باشد. کواترنیونها از کج میدان یک H کنید فرض است. آمده E ضمیمه
مزدوج دهندۀ نمایش Ā آن در که نمود، تعریف Sp(n) :=

{
A ∈ GL(n,H)

∣∣∣ ĀT A = I
}

صورت به
نیز را آن بعد است، GL(n,H) از منظم منیفلد زیر یک Sp(n) که دهید نشان است. A کواترنیونی

کنید. حساب

در که باشد J =
(

0 In
−In 0

)
بصورت 2n× 2n ماتریس J گیریم مختلط. سیمپلکتیک گروه ١۵.١۶

بصورت را Sp(2n,C) مختلط٢ سیمپلکتیک گروه باشد. n× n همانی ماتریس دهندۀ نمایش In آن
زیر یک Sp(2n,C) که دهید نشان می کنیم. تعریف Sp(2n,C) :=

{
A ∈ GL(2n,C)

∣∣∣ AT JA = J
}

این کنید. عمل ١۵.۶ مثال مشابه : (راهنمایی کنید. حساب را آن بعد است، GL(2n,C) منظم منیفلد
گردد.) انتخاب صحیح f (A) = AT JA نگاشت برای هدف فضای که است اهمیت حائز

complex symplectic group ٢ symplectic group ١
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١۶ فصل

لــی جبر

یک که، است دیفئومورفیسمی ،g ∈G عنصر یک توسط چپ، انتقال هر که آن بدلیل ،G لـی گروه یک در
عنصر از همسایگی یک در موضعی اطلاعات همۀ لذا می نگارد، g همسایگی یک به را همانی همسایگی

می باشد. برخوردار ای ویژه اهمیت از همانی نقطۀ در مماس فضای اساس این بر و شده، متمرکز همانی
برداری، فضای بر علاوه که بطوری کرد، تعریف می توان

[
,
]

لـی براکت یک ،TeG مماس فضای برای
اطلاعات لـی جبر این می نامیم. لـی گروه آن با متناظر لـی، جبر را آن باشد، نیز لـی جبر ساختار دارای
قرار متحد و TeG بر لـی جبر ساختار تعریف بخش این از هدف داد. خواهد متناظر، لـی گروه از زیادی

است. کلاسیک لـی گروه چند لـی، جبرهای دادن
فضای و همانی نقطۀ در مماس فضای بین ایزومورفیسم یک بوسیلۀ ،TeG مماس فضای بر لـی براکت
هر دیفرانسیل براکت، این به توجه با می شود. تعریف ،G روی چپ ناوردای برداری میدانهای از برداری
گروههای کاتگوری از فانکتور یک نتیجتا، شد. خواهد لـی جبر همومورفیسم یک لـی، گروه همومورفیسم
می آید. بدست لـی، جبر همومورفیسمهای و لـی جبرهای کاتگوری به لـی، گروه همومورفیسمهای و لـی

شد. خواهد متناظر لـی جبر کمک به آن، نمایش و لـی گروههای ساختار از اطلاع مطلوب، نتیجۀ

لــی گروه یک همانی، نقطۀ در مماس فضای ١ . ١۶ بخش

در اســـــت. منیـفلد یـــــک از خاصــی بسیار حالت لذا می شود، تعریف ضرب یک لـی گروه هر برای چون
دیفئومورفیسم یک ،g توسط ℓg : G→G چپ انتقال ،g ∈G هر ازای به که گردید مشاهده ، ١۵.٢ تمرین
ایزومورفیسم یک لذا و می نگارد g عنصر به را e همانی عنصر ℓg دیفئومورفیسم است. ℓg−1 وارون با

می کند، القاء مماس فضاهای بین

ℓg∗ = (ℓg)∗,e : TeG→ TgG.

ℓg∗TeG تبدیل کمک به آنگاه نمود، بررسی همانی نقطۀ در را TeG مماس فضای بتوان اگر بنابراین،
کرد. مطالعه g ∈G هر ازای به را TgG مماس فضای می توان،
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لــی گروه یک همانی، نقطۀ در مماس فضای .١ . ١۶ لــی جبر .١۶ فصل

بر مماس فضای که، کردیم مشاهده ٨.٢٨ مثال در .(I در GL(n,R) بر مماس (فضای مثال ١۶.١
حقیقی ماتریسهای همۀ برداری فضای از متشکل که ،Rn×n با را g ∈ GL(n,R) نقطۀ در GL(n,R)
با را ℓg∗ : TI GL(n,R)→ Tg GL(n,R) ایزومورفیسم همچنین و گرفت، یکی می شود است n× n

گرفتیم. یکی g : X 7→ gX چپ ضرب

X مماس بردار تا بود خواهیم شرایطی جستجوی در .(I در SL(n,R) بر مماس (فضای مثال ١۶.٢
با c : (−ε,ε)→ SL(n,R) مانند منحنی یک ٨.٢۵ گزارۀ به بنا باشد. داشته قرار TI SL(n,R) در
در می باید منحنی این نتیجه در است، SL(n,R) در c چون دارد. وجود c′(0) = X ، c(0) = I شرایط
مشتق t به نسبت طرفین از حال کند. صدق (−ε,ε) دامنۀ به متعلق t هر ازای به detc(t) = 1 رابطه

با، است برابر رابطه چپ طرف .t = 0 می دهیم قرار t = 0 و نموده گیری

d
dt

det (c(t))
∣∣∣∣
t=0

= (det◦c)∗
(

d
dt

∣∣∣∣
0

)
= det∗,I

(
c∗ d

dt

∣∣∣∣
0

)
زنجیری) قاعدۀ به (بنا

= det∗,I (c′(0))
= det∗,I(X)
= tr(X) (١۵.٢۵ گزارۀ به (بنا

نتیجه، در

tr(X) =
d
dt

1
∣∣∣∣
t=0
= 0.

می شود، تعریف زیر بصورت که، شده واقع Rn×n از V فضای زیر در TI SL(n,R) مماس فضای بنابراین،

V =
{
X ∈ Rn×n

∣∣∣ trX = 0
}
.

باشند. یکی باید فضا دو ،dimV = n2−1 = dimTI SL(n,R) چون

فضایی زیر ،SL(n,R) خاص خطی گروه از همانی نقطۀ در ،TI SL(n,R) مماس فضای گزاره. ١۶.٣
می باشد. 0 اثر با n×n ماتریسهای از متشکل ،Rn×n از

در O(n) متعامد گروه بر مماس بردار یک X کنید فرض .(I در O(n) بر مماس (فضای مثال ١۶.۴
که می کنیم تعریف چنان 0 شامل کوچک فاصلۀ بر O(n) در c(t) مانند منحنی یک باشد. I همانی نقطۀ

.c(t)T c(t) = I پس است، واقع O(n) در c(t) چون . c′(0) = X و c(0) = I
(تمرین ماتریسی ضرب از مشتق قانون به توجه با نیز و t به نسبت طرفین از گیری مشتق با حال

.c′(t)T c(t)+ c(t)T c′(t) = 0 داریم ( ١۵.٢
می باشد. اریب متقارن X ماتریس نتیجه، در XT +X = 0 داشت خواهیم t = 0 در آن محاسبۀ با

،n = 3 برای مثال، برای باشد. اریب متقارن n×n حقیقی ماتریسهای همۀ فضای Kn کنید فرض
فرم به ماتریسهایی 0 a b

−a 0 c
−b −c 0

 , a,b,c ∈ R آن در که
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بالای درآیه های توسط قطر زیر درآیهای همۀ و بوده، 0 برابر همگی ماتریسی چنین اصلی، قطر درآیه های
نتیجه، در می شوند. تعیین قطر

dim Kn =
n2− اصلی} قطر درآیه های {تعداد

2
=

1
2

(n2−n).

که، دادیم نشان

TI(O(n)) ⊆ Kn. (١.١۶ )

نمایید)، ملاحظه ۴.١۵را ) داریم قبلی محاسبات به بنا حال

dimTI(O(n)) = dimO(n) =
n2−n

2

است. قرار بر تساوی نتیجه در می باشند، یکسان بعد دارای (١.١۶ ) فرمول در برداری فضای دو چون

Rn×n از فضایی زیر همانی، نقطۀ در O(n) متعامد گروه از ،TI(O(n)) مماس فضای گزاره. ١۶.۵
می باشد. اریب متقارن n×n ماتریسهای همۀ از متشکل

لــی گروه یک از چپ، - ناوردای برداری میدانهای ١ . ٢۶ بخش

،g ∈G هر ازای به نمی کنیم. فرض هموار را X باشد. G لـی گروه بر برداری میدان یک X کنید فرض
برداری میدان یک ،ℓg∗X فوروارد) (پوش جلوبرنده ،ℓg : G→ G چپ ضرب بودن دیفئومورف بدلیل
ازای به هرگاه است، چپ - پایای یا چپ - ناوردای ،X برداری میدان گوییم است. G بر تعریف خوش

ای h ∈G هر ازای به که است معنی بدان این .ℓg∗X = X ای g ∈G هر

ℓg∗(Xh) = Xgh.

میدان آن ،g ∈ G هر ازای به اگر تنها و اگر است چپ - ناوردای X برداری میدان یک دیگر، بیان به
باشد. مرتبط - ℓg خودش با برداری

Xe همانی نقطۀ در آن مقدار توسط کامل بطور ،X چپ - ناوردای برداری میدان هر که است واضح
زیرا می شود، تعریف

Xg = ℓg∗(Xe). (٢.١۶ )

تعریف می توان G بر Ã برداری میدان یک باشد، اختیار در A ∈ TeG مماس میدان کنید فرض بالعکس،
چون است، چپ - ناوردای Ã برداری میدان .( ٢.١۶ به توجه (با (Ã)g = ℓg∗A که کرد

ℓg∗(Ãh) = ℓg∗ℓh∗A
= (ℓg ◦ ℓh)∗A زنجیری) قاعدۀ به (بنا
= (ℓgh)∗(A)
= Ãgh.
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کنید فرض می نامیم. A ∈ TeG توسط شده تولید G بر چپ - ناوردای برداری میدان را، Ã عنصر
به یک تناظر یک اینصورت در باشد. G بر چپ - ناوردای برداری میدانهای همۀ از برداری فضای L(G)

است، موجود زیر بصورت یک

TeG ←→ L(G),
Xe 7−→ X,
A 7−→ Ã,

(٣.١۶ )

نمی باشد. برداری فضاهای ایزومورفیسم یک حقیقت در تناظر، این که داد نشان می توان سادگی به

عنصر و جمع را گروه عمل R لی گروه بر .(Rروی چپ - ناوردای برداری (میدانهای مثال ١۶.۶
می باشد. ℓg(x) = g+ x جمع عمل همان عملا ℓg چپ ضرب بنابراین می گیریم. نظر در 0 را همانی
اسکالر مضرب یک لذا است، g در مماسی بردار ℓg∗(d/dx|0) چون می نماییم. محاسبه را ℓg∗(d/dx|0)

می باشد: d/dx|g از

ℓg∗

(
d
dx

∣∣∣∣
0

)
= a

d
dx

∣∣∣∣
g
. (۴.١۶ )

می دهیم: اثر f (x) = x تابع بر را ۴.١۶ رابطۀ طرفین a محاسبه برای

a = a
d
dx

∣∣∣∣
g

f

= ℓg∗

(
d
dx

∣∣∣∣
0

)
f

=
d
dx

∣∣∣∣
0

f ◦ ℓg

=
d
dx

∣∣∣∣
0
(g+ x) = 1.

نتیجه، در

ℓg∗

(
d
dx

∣∣∣∣
0

)
=

d
dx

∣∣∣∣
g
.

برداری میدانهای بنابراین، می باشد. R روی چپ - ناوردای برداری میدان یک d/dx که می دهد نشان این
هستند. d/dx از ثابتی مضارب R روی چپ - ناوردای

مجموعۀ زیر یک GL(n,R) چون .(GL(n,R) روی چپ - ناوردای برداری (میدانهای مثال ١۶.٧
با Tg(GL(n,R)) مماس فضای بین کانونی گیری یکی یک g ∈ GL(n,R) هر در است، Rn×n از باز

گردد: زیر بصورت n×n ماتریس یک به متناظر مماس بردار یک که عملی تحت Rn×n

∑
ai j

∂

∂xi j

∣∣∣∣
g
←→ [ai j]. (۵.١۶ )
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همانی نقطۀ در B=
∑

bi j∂/∂xi j

∣∣∣∣
I
∈ TI(GL(n,R)) مماس بردار دادن نشان برای B حرف از اینجا در

کنید فرض می کنیم. استفاده ،B = [bi j] ماتریس نیز و

B =
∑

bi j
∂

∂xi j

∣∣∣∣
I
∈ TI(GL(n,R))

به توجه با باشد. B بوسیلۀ شده تولید GL(n,R) روی چپ ناوردای برداری میدان B̃ کنید فرض همچنین
می باشد، برقرار ۵.١۶ اتحاد تحت زیر ،رابطۀ ٨.٢٨ مثال

B̃g = (ℓg)∗ B←→ gB

داشت، خواهیم ∂/∂xi j استاندارد مبنای حسب بر .

B̃g =
∑
i, j

(g B)i j
∂

∂xi j

∣∣∣∣
g
=

∑
i, j

∑
k

gikbk j

 ∂

∂xi j

∣∣∣∣
g
.

می باشد. هموار ، G لی گروه یک روی X چپ ناوردای برداری میدان هر گزاره. ١۶.٨

نیز X f تابع ،G بر f مانند هموار تابع هر برای که دهیم نشان است کافی ١۴.٣ گزارۀ به بنا : برهان
که، نموده اختیار چنان را 0 نقطۀ شامل I فاصلۀ روی شده تعریف c : I→G ، هموار خم است. هموار
،Xg اولیۀ بردار و g آغازین نقطۀ با است خمی gc(t) آنگاه ،g ∈ G هرگاه .c′(0) = Xe و c(0) = e

و gc(0) = ge = g زیرا

(gc)′(0) = ℓg∗c′(0) = ℓg∗Xe = Xg.

،٨.٢۶ گزارۀ به بنا

(X f )(g) = Xg f =
d
dt

∣∣∣∣
0

f (cg(t)).

، هموار توابع از ترکیبی f (gc(t)) تابع حال

G× I
1×c−→ G×G

µ
−→ G

f
−→ R,

(g, t) 7−→ (g,c(t)) 7−→ gc(t) 7−→ f (gc(t));

،t به نسبت آن مشتق است. هموار لذا و می باشد

F(g, t) :=
d
dt

f (gc(t)),

است، هموار توابع از ترکیبی (X f )(g) چون می باشد. هموار نیز

G −→ G× I
F−→ R,

g 7−→ (g,0) 7−→ F(g,0) =
d
dt

∣∣∣∣
t=0

f (gc(t)),
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لـــی گروه یک لــــی جبــــر .١ . ٣۶ لــی جبر .١۶ فصل

بر هموار برداری میدان یک X که می کند ثابت مطلب این بود. خواهد هموار تابعی G بر تابع این بنابراین
□ است. G

که گرفت نتیجه می توان گزاره این از

فضای از فضایی زیر ،G بر چپ ناوردای برداری میدانهای از مرکب L(G) برداری فضای نتیجه. ١۶.٩
می باشد. G بر هموار برداری میدانهای همۀ از متشکل ،X(G) برداری

است. چنین نیز [X,Y] آنگاه باشند، G بر چپ ناوردای برداری میدانهای Y و X اگر گزاره. ١۶.١٠

[X,Y] ،١۴.٢۶ گزارۀ به بنا حال مرتبطند. - ℓg خود، با یک هر Y و X ،G در g هر برای : برهان
□ است. ℓg−مرتبط خود با نیز

لـــی گروه یک لــــی جبــــر ١ . ٣۶ بخش

نگاشت یک یعنی براکت، عمل یک بهمراه g برداری فضای یک از است عبارت لــی جبر که شد گفته قبلا
جبر زیر کند. صدق ( ١۴.١۶ (تعریف ژاکوبی اتحاد در که [ , ] : g× g −→ g دوخطی، و ناجابجایی
به بنا باشد. بسته [ , ] براکت عمل تحت که است h ∈ g برداری فضای زیر ،g لــی جبر یک از لــی
تحت G مفروض لــی گروه روی چپ ناوردای برداری میدانهای از مرکب L(G) فضای ،(١۶.١٠ ) گزارۀ
میدانهای همۀ از متشکل X(G) لــی جبر از لــی، جبر زیر یک بنابراین و است، بسته [ , ] لــی براکت

می باشد. G بر هموار برداری
رابطۀ در φ : TeG ≃ L(G) خطی ایزومورفیسم دید، خواهیم آینده بخش زیر چند در همانطوریکه
رابطۀ طرفین فضاهایبرداری از یک هر واقع در گرفت. خواهد قرار استفاده مورد منظر دو از (٣.١۶ )
لــی جبر طبیعی ساختار دارای L(G) برداری فضای می باشد. آن فاقد دیگری که است مزیتی دارای فوق
همانی نقطۀ در مماس فضای آنکه حال می گردد، تفویض بدان برداری میدانهای لــی براکت توسط که بوده
بدست لــی گروه همومورفیسم دیفرانسیل توسط که است، ( فوروارد (پوش برنده پیش طبیعی مفهوم دارای
را لــی براکت یک بتوان تا داد، خواهد ما به را اجازه این φ : TeG ≃ L(G) خطی ایزومورفیسم می آید.
یک تحت را چپ ناوردای برداری میدانهای تا داشت، خواهیم را اجازه این همچنین کرد، تعریف TeG بر

نماییم. فوروارد پوش لــی گروه همومورفیسم
کمک به را آنها ابتدا ، A,B ∈ TeG کنید فرض می کنیم. آغاز TeG بر لــی براکت با را مطلب ابتدا
[Ã, B̃] = نموده، حساب را آن لــی براکت سپس می نگاریم، Ã, B̃ چپ ناوردای برداری میدانهای به φ
لــی براکت تعریف بنابراین، می گردانیم. بر TeG به را آن φ−1 وارون نگاشت بوسیلۀ آنگاه .ÃB̃− B̃Ã

شود: تعریف بصورت می بایست [A,B] ∈ TeG[
A,B

]
:=

[
Ã, B̃

]
e. (۶.١۶ )

باشند، آنها توسط شده تولید چپ ناوردای برداری میدانهای Ã, B̃ و A,B ∈ TeG اگر گزاره. ١۶.١١
.
[
Ã, B̃

]
= ˜[A,B]

آنگاه
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GL(N,R) بر لی براکت .۴ . ١۶ لــی جبر .١۶ فصل

داریم، ۶.١۶ رابطۀ طرفین در (̃ ) بردن بکار با : برهان

˜[A,B]
= ˜[

Ã, B̃
]
e

=
[
Ã, B̃

]
,

□ هستند. یکدیگر وارون ( )e و (̃ ) زیرا

G لی گروه لی، جبر آن، به که داده جبر یک تشکیل ، [, ] لی براکت بهمراه TeG مماس فضای
می دهیم. نشان g نماد با معمولا را TeG لی، جبر گوییم.

gl(n,R) بر لی براکت ۴ . ١۶ بخش

Rn×n برداری فضای با را I همانی (ماتریس) نقطۀ در مماس فضای ،GL(n,R) عمومی خطی گروه برای
TI GL(n,R) در مماس بردار یک بنابراین گرفت. یکی می توان حقیقی n×n ماتریسهای همۀ از متشکل

داد. نشان می توان می شوند، مربوط بهم زیر رابطۀ بوسیلۀ که A ∈ Rn×n ماتریس یک با را

∑
ai j

∂

∂xi j

∣∣∣∣∣
I
←→ [ai j] (٧.١۶ )

Ã کنید فرض می دهیم. نشان gl(n,R) نماد با را آن لی جبر ساختار با TI GL(n,R) مماس فضای
،gl(n,R) لی جبر بر آنگاه باشد. A توسط شده تولید GL(n,R) بر چپ - ناوردای برداری میدان یک
خواهیم را می شود ناشی چپ ناوردای برداری میدانهای لی براکت از که [A,B] = [Ã, B̃]I لی براکت

کنیم. می  تعیین ماتریس حسب بر را لی براکت بعدی گزارۀ در داشت.

کنید، فرض گزاره. ١۶.١٢

A =
∑

ai j
∂

∂xi j

∣∣∣∣
I
, B =

∑
bi j

∂

∂xi j

∣∣∣∣
I
∈ TI GL(n,R).

اگر ]چنانچه
A,B

]
=

[
Ã, B̃

]
I
=

∑
ci j

∂

∂xi j

∣∣∣∣
I
, (٨.١۶ )

آنگاه باشد، شده تعریف (٧.١۶ ) ماتریسی رابطۀ بوسیلۀ مشتقات اگر و ،ci j =
∑

aikbk j−bikak j آنگاه
.
[
A,B

]
= AB−BA گرفت نتیجه می توان

از است عبارت حاصل داده، اثر را xi j (٨.١۶ ) رابطۀ طرفین به : برهان

ci j =
[
Ã, B̃

]
I
xi j

= ÃI B̃xi j− B̃I Ãxi j

= AB̃xi j−BÃxi j (B̃I = B , ÃI = A ,(زیرا
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GL(N,R) بر لی براکت .۴ . ١۶ لــی جبر .١۶ فصل

ناوردای برداری میدان که دیدیم ١۶.٧ مثال در شود. یافت B̃xi j تابع برای فرمولی که است لازم بنابراین

می شود، بیان زیر رابطه با g ∈ GL(n,R) نقطۀ در GL(n,R) بر B̃ چپ

B̃g =
∑
i, j

(gB)i j
∂

∂xi j

∣∣∣∣∣
g

نتیجه، در

B̃gxi j = (gB)i j =
∑

k

gikbk j =
∑

k

bk jxik(g).

با، است برابر B̃xi j تابع است، قرار بر g ∈ GL(n,R) هر ازای به فرمول این چون

B̃xi j =
∑

k

bk jxik.

نتیجه در

AB̃xi j =
∑
p,q

∂

∂xpq

∣∣∣∣
I

∑
k

bk jxik


=

∑
p,q,k

apqbk jδipδkq

=
∑

k

aikbk j

= (AB)i j.

داریم، B و A تعویض با

ci j =
∑

k

aikbk j−bikak j بنابراین و BÃxi j =
∑

k

bikak j

= (ABBA)i j = (BA)i j.

□
چپ ناوردای برداری میدانهای فوروارد پوش ۴ . ١۶ بخش

X و ها، منیفلد از هموار نگاشت یک F : N→ M اگر که شد، اشاره (١۴٬۵) بخش زیر در همانطوریکه
یک F آنکه مگر نمی شود، تعریف کلی حالت در F∗X فوروارد پوش باشد، N بر هموار برداری میدان یک
بردارهای و چپ ناوردای برداری میدانهای بین تناظری چون لی، گروههای حالت در باشد. دیفئومورفیسم
لی گروههای همومورفیسم یک تحت را چپ ناوردای برداری میدانهای دارد، وجود همانی نقطۀ در مماس
برداری میدان یک باشد. لی گروه همومورفیسم یک F : H→G کنید فرض کرد. فوروارد پوش می توان
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GL(N,R) بر لی براکت .۴ . ١۶ لــی جبر .١۶ فصل

نتیجه در A = Xe ∈ TeH یعنی می آید، بدست همانی نقطۀ در آن مقدار بوسیلۀ H بر Xچپ ناوردای
بنابراین می نگارد، G همانی عضو به را H همانی عضو F : H→ G همومورفیسم هر چون . X = Ã

وجود بوضوح زیر نمودار می باشد. TeG به TeH از خطی نگاشت یک همانی نقطۀ در F∗,e آن دیفرانسیل
که روشی همان به چپ، ناوردای برداری میدانهای بر F∗ : L(H)→ L(G) شده القا خطی نگاشت یک

می دهد. نشان را می شود تعریف

TeH
F∗,e //

≃
��

TeG

≃
��

L(H) // L(G)

A � //
_

��

F∗,eA
_

��
Ã � //______ ˜(F∗,eA)

F∗ : L(H)→ آنگاه باشد. لی گروههای بین همومورفیسم یک F : H→G کنید فرض مثال. ١۶.١٣
ضابطۀ با را L(G)

F∗(Ã) = ˜(F∗,eA)

می کنیم. تعریف A ∈ TeH هر ازای به

ناوردای برداری میدان یک نیز X و لی گروههای همومورفیسم یک F : H → G اگر گزاره. ١۶.١۴
- F ، X چپ ناوردای برداری میدان با ، G بر F∗X چپ ناوردای برداری میدان آنگاه باشد، H بر چپ

می باشد. مرتبط

نماییم، بررسی را زیر رابطۀ درستی ، h ∈ H هر ازای به می بایست : برهان

F∗,h(Xh) = (F∗X)F(h) (٩.١۶ )

از، عبارتست (٩.١۶ ) چپ طرف

F∗,h(Xh) = F∗,h(ℓh∗,eXe)

= (F ◦ ℓh)∗,e(Xe),

با، برابرست (٩.١۶ ) راست طرف آنکه حال

(F∗X)F(h) = ˜(F∗,eXe)F(h) (F∗Xتعریف (از
= ℓF(h)∗F∗,e(Xe) چپ) ناوردای تعریف (از
= (ℓF(h) ◦F)∗,e(Xe) ( زنجیری قاعده (از

رابطۀ طرف دو بنابراین ، F ◦ ℓh = ℓF(h) ◦ F داریم می باشد، لی گروههای همومورفیسم یک F چون
□ برابرند. باهم (٩.١۶ )

ناوردای برداری میدان یک X و باشد، لی گروههای همومورفیسم یک F : H→G اگر تعریف. ١۶.١۵
نامیم. F تحت X فوروارد پوش را F∗X آنگاه باشد، H بر چپ
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لی جبرهای بین همومورفیسم یک بعنوان دیفرانسیل، ۵ . ١۶ بخش

همانی، نقطۀ در آن دیفرانسیل آنگاه باشد، لی جبر همومورفیسم یک F : H→G اگر گزاره. ١۶.١۶

F∗ = F∗,e : TeH→ TeG,

، A,B ∈ TeH هر ازای به که است خطی نگاشت یک یعنی است، لی جبر همومورفیسم یک

F∗[A,B] = [F∗A,F∗B].

است، مرتبط - F ،H بر Ã برداری میدان به نسبت G بر F∗Ã برداری میدان ١۶.١۴ گزاره بنابه : برهان
[F∗Ã,F∗B̃]بر براکت که می گیریم نتیجه می باشد. مرتبط - F ، H بر B̃ به نسبت F∗B̃ برداری میدان و

یعنی این .(١۴.٢۶ (گزارۀ است. مرتبط - F ،H بر [Ã, B̃] لی براکت با G

F∗([Ã, B̃]e) = [F∗Ã,F∗B̃]e.

با، است بر برا آن راست سمت آنکه حال ،F∗[A,B] از عبارتست تساوی این چپ سمت

[F∗Ã,F∗B̃]e = [ ˜(F∗A), ˜(F∗B)]e (F∗Ãتعریف به (بنا
= [F∗A,F∗B] (TeG بر [ , ] تعریف (از

□ .F∗[A,B] = [F∗A,F∗B] داریم طرف دو دادن قرار برابر با
یک i چون باشد. G لی گروه برای i : H→G احتوا نگاشت با لی، گروه زیر یک H که کنید فرض

آن دیفرانسیل است، ایمرشن

i∗ : TeH→ TeG

بصورت را TeG و TeH موقتا ،TeG بر لی براکت از TeH بر لی براکت بین تمایز برای می باشد. یکبیک
X,Y ∈ TeH هر ازای به ،١۶.١۶ گزارۀ به بنا می گیریم. بکار براکت دو اندیس

i∗
( [

X,Y
]
TeH

)
=

[
i∗X, i∗Y

]
TeG

(١٠.١۶ )

براکت تحدید از TeH براکت آنگاه باشد، TeG از فضای زیر i∗ توسط TeH هرگاه که می دهد نشان این
G لی جبر از لی جبر زیر یک با را H گروه زیر یک از لی جبر نتیجه در می آید. بدست TeH بر TeG

نمود. مشخص می توان
جبرهای مثال بعنوان می دهند. نمایش گوتیک حروف با را کلاسیک گروههای لی جبرهای معمولا
نمایش u(n) و o(n) ،sl(n,R)، gl(n,R) با ترتیب به را Un(n) و ،O(n) ، SL(n,R) ، GL(nR) لی
ساختار مانند u(n) و o(n) ،sl(n,R) بر لی جبر ساختار (١۶٬١١) گزارۀ و (١۶٬١٠) به توجه با می دهند.

می باشد. [A,B] = AB−BA بصورت gl(n,R) جبری
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یک تناظر یک ، می کند حکم که دارد وجود لی گروههای نظریۀ در اساسی قضیۀ یک یادداشت. ١۶.١٧
از (٣٬١٩) است.[قضیۀ موجود g لی جبر جبرهای زیر و G لی گروه از همبند گروههای زیر بین یک به
زیر و بوده، g لی جبر برداری، فضای زیر یک R2 ، R/Z2 چمبرۀ در .[٩۵ (a).ص. نتیجۀ ٣٨ مرجع
زیر یک R2 در مبدا از گذرنده خط هر می باشند. مبداء از گذرنده خطوط همگی آن بعدی یک لی جبرهای
از گروه زیر یک R2→ R2/Z2 قسمتی خارج نگاشت تحت آن تصویر است. جمع عمل تحت R2 گروه
بوده، تیوب منظم منیفلد زیر یک آن تصویر آنگاه باشد، گویا شیب دارای خطی اگر است. R2/Z2 چمبرۀ
خواهد تیوب از ایمرس منیفلد زیر یک تنها آن تصویر ،آنگاه باشد (اصم) گنگ شیب دارای خط اگر و
گذرنده خطوط تصاویر تیوب از همبند، و بعدی یک لی گروههای زیر که، می کند بیان تنها بالا قضیۀ بود.
آنگاه باشد، نیز منظم منیفلد زیر که، بوده گروهی زیر ، لی گروه زیر یک اگر که کنید توجه می باشند. مبدا از
وجود امکان و کرد، مستثنی آن از تیوب لی گروههای زیر بعنوان را اصم شیبهای با خطوط همۀ می بایست
نخواهد آن لی جبر از ، لی جبرهای زیر و لی گروه یک از همبند گروههای زیر بین یک به یک تناظر یک
زیر نیز و گروهی زیر لی، گروه یک از لی گروه زیر یک که، است آن تناظری چنین به نیازمند علت بود.

باشد. ایمرس منیفلدی

تمرینات ۶ . ١۶ بخش
دارد. منیفلد بعد یا حقیقی برداری فضای بعد به اشاره ”بعد واژۀ زیر تمرینات در

هرگاه نامیم هرمیتی-اریب ماتریس یک را X ∈Cn×n مختلط ماتریس هرمیتی-اریب. ماتریس ١۶.١
ماتریسهای از متشکل برداری فضای یک V کنید فرض باشد. برابر −X با X̄T یعنی آن ترانهادۀ مزدوج

.dimV = n2 که دهید نشان باشد. اریب - هرمیتی n×n

یکدار گروه از I همانی نقطۀ در مماس فضای که دهید نشان یکدار. گروه به متناظر لی جبر ١۶.٢
است. هرمیتی-اریب n×n ماتریسهای از متشکل برداری فضای یک Un(n)

گروه به مربوط نمادهای برای ١۵.١۵ تمرین به ابتدا سیمپلتیک. گروه به متناظر لی جبر ١۶.٣
Sp(n)⊂سیمپلتیک گروه از I همانی نقطۀ در مماس فضای که دهید نشان شود. رجوع Sp(n) سیمپلتیک

.X̄T = −X که است X کوارترنیونی n×n ماتریسهای همۀ از متشکل برداری فضای ،GL(n,H)

مختلط. سیمپلیتیک گروه به متناظر لی جبر ١۶.۴

برداری فضای Sp(2n,C) ⊂ GL(2n,C) از I همانی نقطۀ در مماس فضای که دهید نشان (الف)
باشد. متقارن ماتریس JX که، است X مختلط 2n×2n ماتریسهای همۀ از متشکل

کنید. حساب را Sp(2n,C) بعد (ب)

بیابید. را Rn بر چپ ناوردای برداری میدانهای .R2 روی چپ ناوردای برداری میدانهای ١۶.۵

بیابید. را S 1 بر چپ ناوردای برداری میدانها دایره. روی چپ ناوردای برداری میدانهای ١۶.۶

میدان نیز Ã و A ∈ gl(n,R) کنید فرض چپ. ناوردای برداری میدان یک انتگرال منحنیهای ١۶.٧
انتگرال منحنی c(t) = etA که دهید نشان باشد. A بوسیلۀ شده تولید GL(n,R) بر چپ ناوردای برداری

بیابید. g ∈ GL(n,R) از شروع با را Ã انتگرال منحنی است. I همانی ماتریس از شروع با Ã
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تمرینات .۶ . ١۶ لــی جبر .١۶ فصل

M اگر گوییم. پذیر توازی را باشد بدیهی آن مماس کلاف که منیفلدی پذیر. توازی منیفلدهای ١۶.٨
M بر X1, ...,Xn هموار کنج یک وجود با معادل پذیری توازی که دهید نشان باشد، n بعد با منیفلدی

است.

است. پذیر توازی لی گروه هر که دهید نشان لی. گروه پذیری توازی ١۶.٩

همومورفیسم یک F : H → G کنید فرض چپ. ناوردای برداری میدانهای فوروارد پوش ١۶.١٠
صورت این در که کنید ثابت باشند. H بر چپ ناورداری برداری میدانهای Y و X و بوده، لی گروههای

.F∗[X,Y] = [F∗X,F∗Y]

باشد. g لی جبر با n بعد با لی گروه یک G کنید فرض الحاقی. نمایش ١۶.١١

یک ca : ℓa ◦ ra−1 : G → G تزویج نگاشت همانی نقطۀ در دیفرانسیل ،a ∈ G هر برای (الف)
نگاشت که دهید نشان .ca∗ ∈ GL(g) نتیجه، در است. ca∗ : g → g خطی ایزومورفیسم
آنرا است. گروهها همومورفیسم یک می شود، تعریف Ad(a) = ca∗ با که Ad : G→ GL(g)

نامیم. G لی گروه الحاقی نمایش

است. هموار ، Ad : G→ GL(g) که دهید نشان (ب)

متشکل لی جبر یک O(n) متعامد گروه به متناظر o(n) لی جبر .R3 بر لی جبر ساختار یک ١۶.١٢
حالت در است. [A,B] = AB− BA لی براکت با است، حقیقی متقارن-اریب n× n ماتریسهای از

است، موجود φ : o(3)→ R3 برداری فضای ایزومورفیسم ،یک n = 3

φ :

 0 a1 a2
−a1 0 a3
−a2 −a3 0

 7−→
 a1
−a2
a3

 .
می دهد. لی جبر یک تشکیل خارجی ضرب با R3 نتیجه، در .φ([A,B]) = φ(A)×φ(B) که کنید ثابت
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١٧ فصل

دیفرانسیلی های فرم

منیفلد یک از نقطه هر دادن نسبت بجای هستند. منیفلد بر مقدار حقیقی توابع تعمیم دیفرانسیلی های فرم
k-همبردار یک آن مماس فضای از نقطه هر به که است نگاشتی دیفرانسیلی فرم - k یک عدد، یک به
های فرم نامیم. همبردار میدان و تابع ترتیب به را دیفرانسیلی k-فرم ،k = 0,1 برای می دهد. نسبت
وابسته ذاتی اشیاء مهمترین و اولین جز ها آن می کنند. ایفا ها منیفلد نظریۀ در اساسی نقشی دیفرانسیلی
بر کرد. استفاده منیفلد یک دیفئومورفیسم های ناوردا ساخت برای می توان که می باشند، منیفلد هر به
دارای دیفرانسیل های فرم هستند، منیفلد به وابسته ذاتی اشیاء جز نیز ها آن که برداری، های میدان خلاف
های فرم مجموعه مدرج، و خارجی، مشتق ای، گوه ضرب وجود علت به می باشند. تر غنی جبری ساختار
جبری ساختار چنین به می باشند. ١ دیفرانسیلی مجتمع و مدرج جبر ساختار دارای منیفلد یک بر هموار
منیفلد یک بر هموار های فرم از دیفرانسیلی مجتمع آن، بر علاوه گویند. مدرج٢ دیفرانسیلی جبر معمولا
آن به که نمود تبدیل پادوردا فانکتور یک صورت به هموار، نگاشت یک تحت کردن پولبک با می توان را
را منیفلد یک ، دورام۴ کوهمولوژی یک دورام یکمجتمع از می خواهیم گویند. منیفلد ، ٣ دورام مجتمع
تحت و داشته، بستگی مختصات انتخاب به اقلیدسی فضای یک بر توابع از گیری انتگرال چون بسازیم.
نمی باشد. امکانپذیر منیفلد روی توابع از گیری انتگرال بنابراین نمی باشد، ناوردا مختصات تغییر یک
های فرم میان در می باشد. آن منیفلد بعد با برابر واقع در دیفرانسیلی فرم یک از ممکن درجۀ بالاترین
اشیائی به و بوده مختصات تغییر یک تحت تبدیل قابل هستند، درجه بالاترین دارای که آنهایی دیفرانسیلی،
های فرم حضور بدون منیفلد یک بر گیری انتگرال نظریۀ هستند. گیری انتگرال قابل که می شوند تبدیل
زیر در دیفرانسیلی های فرم کنیم، صحبت مسند غیر بطور بخواهیم اگر نمی باشد. امکانپذیر دیفرانسیلی
قضایای از بسیاری و داشته حسابان عمر اندازۀ به قدمتی ها آن مفهوم بدین می گردند. ظاهر انتگرال علامت
گرچه کرد. بیان دیفرانسیلی های فرم زبان به می توان را گرین قضیۀ و کشی انتگرال قضیۀ مانند حسابان
داد، ارائه مستقلی معنی یک دیفرانسیلی های فرم برای بار اول کسی چه که شود گفته تا است دشوار بسیار

de Rham cohomology ۴ de Rham ٣ Differential graded algebra ٢ Differential complex ١
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دیفرانسیلی ١-فرمی های .١٧ . ١ دیفرانسیلی های فرم .١٧ فصل

در کارتان . کردند کار زمینه این در که بودند پیشگامانی جز ۶ [۵] کارتان الی و ۵ پوانکاره[٣٢] هنری اما
C∞ توابع بر ناجابجایی مدرج جبر یک بعنوان را Rn بر دیفرانسیلی های فرم جبر رسمی بطور [۵] مقالۀ
خارجی مشتق بار اول برای می توان مقاله همان در کرد. بیان را dx1, ...,dxn های فرم توسط شده تولید
کلاف یک خارجی توان از برشی بعنوان دیفرانسیلی فرم از مدرن تعریف یافت. را دیفرانسیلی های فرم بر

[۶] گردید. ارائه چهل دهۀ اواخر در تاری های کلاف نظریۀ بیان از پس کتانژانت

سهولت برای می دهیم. ارائه برداری های کلاف منظر از دیفرانسیل های فرم از تعریفی فصل این در
خواصی اینجا در می کنیم. آغاز گردیده، بیان ها فرم -k خواص در قبلا که ١-فرمی ها، از را مطلب ابتدا
بررسی را ها آن پولبک و گیری، دیفرانسیل ضرب، چگونگی جمله از دیفرانسیلی، های فرم از متفاوتی
ها منیفلد بر دیگر ذاتی عمل دو بهمراه درونی، ضرب و لی مشتق خارجی، مشتق در آن بر علاوه می کنیم.

می کنیم. معرفی را

دیفرانسیلی ١-فرمی های ١٧ . ١ بخش

T ∗p(M) نماد با که p در M کتانژانت فضای باشد. M از نقطه یک p و هموار منیفلد یک M کنید فرض
یعنی شده، تعریف TpM مماس فضای دوگان فضای می شود، نموده T ∗PM یا

T ∗pM = (TpM)∨ = Hom(TpM,R).

تابعی p در ωp همبردار یک بنابراین، نامیم. p در همبردار یک را T ∗pM را کتانژانت فضای از عضو یک
بصورت، است خطی

ωp : TpM→ R

که ω مانند است تابعی ، M بر ١-فرم یک باختصار یا دیفرانسیلی، ١-فرم یک ، همبردار میدان یک
یک دوگان همبردار، میدان یک مفهوم این به می کند. نظیر را p در ωp همبردار یک M در p نقطۀ هر به
همبردار های میدان می کند. نظیر را p در مماس بردار یک M از نقطه هر به که است، M بر برداری میدان
مثال، برای می دهند. نشان را خود هستیم برداری های میدان با بکار مند علاقه که زمانی حتی طبیعی، بطور
. Xp =

∑
ai∂/∂xi|p بصورت p ∈ Rn نقطه هر در آنگاه باشد، Rn بر C∞ برداری میدان یک X اگر

همبردار یک و است، TpR
n→R بصورت: خطی تابعی ضریب این دارد. بستگی Xp بردار به ai ضریب

١-فرم حقیقت، در شد. خواهد Rn بر همبردار میدان یک ai کند، تغییر Rn روی p اگر می باشد. p در
را ∂/∂x1, ...∂/∂xn استاندارد کنج به نسبت برداری میدان ضریب امین i که نیست این جز چیزی dxi

می نماید. انتخاب

تابع یک دیفرانسیل ١٧ . ٢ بخش

Élie Cartan ۶ Henri Poincaré ۵
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دیفرانسیلی ١-فرم برای موضعی بیان .١٧ . ٣ دیفرانسیلی های فرم .١٧ فصل

d f ١-فرمی آن دیفرانسیل باشد، M منیفلد یک بر C∞ مقدار حقیقی تابع یک f اگر تعریف. ١٧.١
، Xp ∈ TpM و p ∈ M هر ازای به که بقسمی است، M بر

(d f )p(Xp) = Xp f .

نویسی نماد مشابه واقع در این نوشت. نیز d f |p بصورت p نقطۀ در را d f ١-فرم می توان ،(d f )p بجای
دیفرانسیل از دیگری مفهوم به ٨٬٢ بخش زیر در است. (d/dt)|p = d/dt|p بصورت، مماس بردار برای
دو این می خواهیم حال گردید. بیان ها منیفلد بین نگاشت یک برای و شده داده نشان f∗ با، که برخوردیم

نماییم. مقایسه را دیفرانسیل از مفهوم

، Xp ∈ TpM و p ∈ M هر ازای به آنگاه باشد، C∞ تابع یک f : M→ R اگر گزاره. ١٧.٢

F∗(Xp) = (d f )p(Xp)
d
dt
| f (p)

که، است a مانند حقیقی عدد پس ، f∗(Xp) ∈ T f (p)R چون : برهان

f∗(Xp) = a
d
dt

∣∣∣∣
f (p)

(١.١٧ )

دهیم، اثر xبر را (١.١٧ ) رابطۀ طرفین که است کافی a آوردن بدست برای

a = f∗(Xp)(t) = Xp(t ◦ f ) = Xp f = (d f )p(Xp).

□

طریق از R با T f (p)Rمماس های فضا کانونی گیری یکی تحت که می دهد نشان گزاره این

a
d
dt

∣∣∣∣
f (p)
←→ a,

دیفرانسیل حسب بر اند. f دیفرانسیل ها آن دوی هر که می پذیریم دلیل، این به می باشد. یکی d f با f∗
(d f )p = 0 اگر تنها و اگر است p ∈M در بحرانی نقطۀ یک دارای f : M→R مانند C∞ تابع یک ،d f

.

دیفرانسیلی ١-فرم برای موضعی بیان ١٧ . ٣ بخش

های دیفرانسیل آنگاه باشد. M منیفلد بر مختصاتی چارت یک (U,ϕ) = (U, x1 · · · , xn) کنید فرض
می باشند. U بر ١-فرمی هایی dx1, · · · ,dxn

فضای برای مبنا یک تشکیل (dx1)p, · · · , (dxn)p همبردارهای ،p ∈ U نقطۀ هر در گزاره. ١٧.٣
هستند. TpM مماس فضای برای ∂/∂x1|p, · · · ,∂/∂xn|p مبنای دوگان که، می دهند T ∗pM کتانژانت

٢١٧



کتانژانت کلاف .۴ . ١٧ دیفرانسیلی های فرم .١٧ فصل

(۴.۴ ) گزارۀ می باشد اقلیدسی حالت مشابه درست اثبات : برهان

(dxi)p

(
∂

∂x j

∣∣∣∣
p

)
=

∂

∂x j

∣∣∣∣
p
xi = δi

j.

□

خطی ترکیب یک بصورت می توان را U بر ω ١-فرمی هر بنابراین،

ω =
∑

aidxi,

با آنگاه باشد، M بر C∞ تابع یک f اگر مخصوصا، هستند. U بر توابعی ai ضرایب آن در که نوشت،
بصورت خطی ترکیب یک می بایست U به d f ١-فرمی تحدید

d f =
∑

aidxi

می دهیم، اثر ∂
∂xi بر را رابطه طرفین و نموده استفاده همیشگی ترفند همان از ،a j یافتن برای داشت.

(d f )
(
∂

∂x j

)
=

∑
i

aidxi
(
∂

∂x j

)
=⇒ ∂ f

∂x j =
∑

i

aiδ
i
j = a j

می دهد. ارائه d f برای موضعی بیان یک مطلب این

d f =
∑ ∂ f

∂xi dxi (٢.١٧ )

کتانژانت کلاف ۴ . ١٧ بخش

در کتانژانت های فضا اجتماع از است عبارت M منیفلد یک از T ∗M کتانژانت کلاف زمینۀ مجموعۀ
،M از نقطه هر

T ∗M :=
∪
p∈M

T ∗pM (٣.١٧ )

نگاشت لذا و هم، از جدا اجتماع یک از است عبارت (٣.١٧ ) اجتماع مماس، کلاف حالت مانند درست
کلاف ساختار از تقلید دارد.به وجود α ∈ T ∗pM ازای به π(α) = p ضایطۀ با π : T ∗M→ M طبیعی
یک (U,ϕ) = (U, x1, · · · , xn) اگر نمود. تفویض T ∗M به زیر بصورت توپولوژی یک می توان مماس،

نوشت زیر یکتای خطی ترکیب بصورت می توان را α ∈ T ∗pM هر آنگاه باشد، p ∈ U و M بر چارت

α =
∑

ci(α)dxi|p
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C∞ ١-فرمی های مشخصۀ .۵ . ١٧ دیفرانسیلی های فرم .١٧ فصل

بود، خواهد زیر بفرم سویی دو یک ایجاد باعث مطلب این

ϕ̃ : T ∗U → ϕ(U)×Rn,

α 7→ (ϕ(p),c1(α), · · · ,cn(α)) = (ϕ◦ϕ,c1, · · · ,cn)(α)

نمود. منتقل T ∗U به را ϕ(U)×Rn توپولوژی می توان سویی، دو این از استفاده با
همۀ از ای گردایه BU کنید فرض ،M ماکسیمال اطلس در چارت یک از U دامنۀ هر ازای به حال
شد، مشاهده (١٬١٢) بخش زیر در همانطوریکه باشد. BU اجتماع B نیز و ، T ∗U باز های زیرمجموعه
شده تولید توپولوژی T ∗M به می کند. صدق T ∗M های مجموعه زیر از ای گردایه بودن، مبنا شرایط در B
ϕ̃ = (x1 ◦π, · · · , xn ◦π,c1, · · · ,cn) های نگاشت با مماس کلاف مانند می کنیم. تفویض را B توسط
نگاشت با بعلاوه بود، خواهد C∞ منیفلد ساختار دارای T ∗M مختصاتی، های نگاشت بعنوان (۴.١٧ ) از
کلاف این معمولا که می باشد، M پایۀ منیفلد روی n رتبۀ از برداری کلاف یک π : T ∗M→ M تصویری
آنگاه باشد، U ⊂M باز مجموعۀ زیر بر مختصاتی x1, · · · , xn اگر می کنند. گذاری نام کتانژانت کلاف را
کتانژانت کلاف صریح بطور بود. خواهد π−1U ⊂ T ∗M برای مختصاتی π∗x1, · · · ,π∗xn,c1, · · · ,cn

پایۀ فضای و کلی فضای را M و T ∗M ترتیب به آن در که، است (T ∗M,M,π) تایی سه M منیفلد از
نامند. M بر کتانژانت کلاف را T ∗M معمولا تخصصی، غیر بطور ولی ، نامیده کلاف

یعنی بود، خواهد T ∗M کتانژانت کلاف از برش یک M بر ١-فرمی یک کتانژانت، کلاف زبان به
را ١-فرمی باشد. M بر همانی نگاشت π◦ω = 1M که بقسمی ω : M→ T ∗M مانند است نگاشتی

باشد. C∞ نگاشتی M→ T ∗M نگاشت هرگاه نامیم، C∞

فضای آنگاه شود، گرفته نظر در n بعد با M منیفلد اگر کتانژانت). کلاف بر لیوویل (فرم مثال ١٧.۴
که است ملاحظه قابل بود. خواهد 2n بعد با منیفلدی π : T ∗M→ M کتانژانت کلاف از T ∗M کلی
( پوانکاره فرم به موسوم ها کتاب از ای پاره در (یا لیوویل فرم به موسوم λ ١-فرمی یک T ∗M روی
یک می دانید همانطوریکه می شود. تعریف زیر بصورت و ها چارت روی از مستقل بطور که است موجود
با می توان بنابراین است. p ∈ M مفروض نقطۀ در ωp ∈ T ∗pM بصورت همبردار یک T ∗M در نقطه

آورد. بدست را ωp(π∗(Xωp)) حقیقی عدد π∗(Xωp) و ωp زوج

می کنیم، تعریف اخیر ملاحظات به توجه با

λωp(XωP) = ωp(π∗(Xωp)).

.[٢٠٢ ص. .١] می کنند ایفا کلاسیک مکانیک نظریۀ در مهمی نقش آن، بر لیوویل فرم و کتانژانت کلاف

C∞ ١-فرمی های مشخصۀ ۵ . ١٧ بخش

کلاف از برشی بعنوان ω : M→ T ∗M هرگاه گوییم، هموار را M منیفلد بر شده تعریف ω ١-فرمی یک
فضای یک ساختار دارای M بر هموار ١-فرمی های همۀ مجموعۀ باشد. هموار π : T ∗M→M کتانژانت
(U,ϕ) = (U, x1, · · · , xn) مختصاتی چارت یک در می شود. داده نمایش Ω1(M) نماد با و بوده برداری

بصورت خطی ترکیب یک p ∈ U در ω ١-فرمی مقدار ،M بر

ωp =
∑

ai(p)dxi|p.
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همواری محک می خواهیم حال هستند. U بر توابعی ai ضرایب می کند، تغییر U در p هنگامیکه است.
که است همواری محک ماتند درست مطلب این آوریم. بذست ai ضرایب حسب بر ١-فرمی یک برای را

پرداختیم. بدان (١٬١۴) بخش زیر در
می کند، القا T ∗M بر را زیر چارت M بر (U,ϕ) چارت (٣٬١٧) بخش زیر به بنا

(T ∗M, ϕ̃) = (T ∗U, x̄1, · · · , x̄n,c1, · · · ,cn)

رابطۀ با ci و x̄i = π∗xi = xi ◦π آن در

α =
∑

ci(α)dxi|p, α ∈ T ∗pM.

می شود. تعریف
در ضرایب نمودن مقایسه با

ωp =
∑

ai(p)dxi|p =
∑

ci(ωp)dxi|p,

مختصاتی توابع ها ci می باشد. T ∗U به U از نگاشتی بعنوان ω که می باشد، ai = ci ◦ω که می یابیم در
می کند، بیان را مطلب این زیر لم است، درست نیز مطلب این عکس می باشند. هموار T ∗U بر لذا و بوده،

ω = ١-فرمی یک باشد. M منیفلد بر چارت یک (U,ϕ) = (U, x1, · · · , xn) کنید فرض لم. ١٧.۵
باشند. هموار همگی ai ضریب توابع اگر تنها و اگر است، هموار U بر

∑
aidxi

مختصات s j و T ∗M کتانزانت کلاف E آن در که ،١٢.٣٠ گزارۀ از خاصی حالت لم این : برهان
مراجعه ١۴.١ لم به ) دارد وجود آن برای نیز مستقیمی اثبات که چند هر می باشد، dx j های ١-فرمی

شود).
اگر تنها و اگر است هموار ω : U→ T ∗M است، دیفئومورفیسم یک ϕ̃ : T ∗U→ U ×Rn چون

، p ∈ U برای باشد. هموار (ϕ̃◦ω) : U → U ×Rn

(ϕ̃◦ω)(p) = ˜phi(ωp) = (x1(p), · · · , xn(p),c1(p), · · · ,cn(p))
= (x1(p), · · · , xn(p),a1(p), · · · ,an(p)).

ϕ̃◦ω ،١٣.٩ گزارۀ به توجه با هستند، U بر همواری مختصاتی توابع x1, · · · , xn ییکه، آنجا از بنابراین
□ باشند. هموار U بر ها ai همۀ اگر تنها و اگر است، هموار U بر

M منیفلد بر ١-فرمی یک ω کنید فرض ضرایب). حسب بر ١-فرمی یک (همواری گزاره ١٧.۶
معادلند: زیر احکام باشد.

است. هموار M بر ω ١-فرمی الف-

از ai ضرایب اطلس، آن از (U, x1, · · · , xn) چارت هر بر که است اطلسی دارای M منیفلد ب-
هموارند. همگی dxi کنج به نسبت ω =

∑
aidxi
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dxi کنج به نسبت ω =
∑

aidxi از ai ضرایب منیفلد، روی (U, x1, · · · , xn) چارت هر بر پ-
هموارند. همگی

□ می باشد. ١۴.٢ گزارۀ برهان مشابه چون می گررد، صرفنظر برهان از : برهان

بر ١-فرمی یک d f آن دیفرانسیل آنگاه باشد، M منیفلد یک روی C∞ تابع یک f اگر نتیجه. ١٧.٧
است. M

چون است. قرار بر d f =
∑

(∂ f /∂xi)dxi تساوی ،M بر (U, x1, · · · , xn) چارت هر بر : برهان
□ است. C∞ نیز d f ١-فرمی ، (پ) و ١٧.۶ گزارۀ به بنا می باشند، ،C∞ همگی ∂ f /∂xi ضرایب

تعریف زیر بصورت با را ω(X)p باشد، M منیفلد بر برداری میدان یک X و ١-فرمی یک ω اگر
می کنیم،

ω(X)p = ωp(Xp) ∈ R, p ∈ M.

اگر باشد. M منیفلد روی ١-فرمی یک ω کنید فرض توابع). بر فرمی بودن١- (خطی گزاره ١٧.٨
ω( f ) = fω(X). آنگاه باشد، M بر برداری میدان یک X و تابع یک f

،p ∈ Mمانند نقطه هر در : برهان

ω( f X)p = ωp( f (p)Xp) = f (p)ωp(XP) = ( fω(X))p.

□

Mمنیفلد یک بر ω ١-فرم یک برداری). های میدان حسب بر ١-فرمی یک (همواری گزاره ١٧.٩
باشد. C∞ ،M بر ω(X) تابع ،M بر X مانند C∞ برداری میدان هر ازای به اگر تنها و اگر است، C∞

هر بر باشد. M بر C∞ برداری میدان یک نیز X و C∞ ١-فرمی یک ω کنید فرض (⇒) : برهان
X =

∑
b j∂/∂x j و ω=

∑
aidxi ، (١٧.۶) و ١۴.٢ های گزاره به بنا و ،M بر (U, x1, · · · , xn) چارت

،(١٧.٨ (گزارۀ توابع بر ١-فرمی ها خطی خاصیت به توجه با حال می باشند. C∞ b j و ai توابع

ω(X) =
(∑

aidxi
)(∑

b j ∂

∂x j

)
=

∑
i, j

aib jδi
j =

∑
aib j,

بر نیز ω(X) تابع پس است، شده اختیار M بر دلخواه چارت یک U چون می باشد. U بر C∞ تابع یک
است. C∞ ،M

،M بر X برداری میدان C∞ هر ازای به ω(X) تابع که باشد چنان ١-فرمی یک ω کنید فرض (⇐)
انتخاب p حول (U, x1, · · · , xn) مانند مختصاتی همسایگی یک باشد، p ∈ M کنید فرض باشد. C∞

.ω =
∑

aidxi داریم ai توابع ازای به آنگاه می نماییم.
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میدان ،١۴.۴ گزارۀ به بنا نموده، اختیار ثابت پس این از و 1 ≤ j ≤ n که، j مانند صحیح عدد یک
یک در که داد توسیع طوری M بر X̃ ،C∞ برداری میدان به می توان را U Xبر = ∂/∂x j ،C∞ برداری

داریم، V j
p باز مجموعۀ بر تحدید با حال باشد. برابر ∂/∂x j با U در p از V j

p همسایگی

ω
(
X̄
)
=

(∑
aidxi

)( ∂

∂x j

)
= a j.

ها a j همۀ، نتیجه در بوده، C∞ ،(V j
p, x1, · · · , xn) مختصاتی چارت بر a j که می کند ثابت مطلب این

بنابراین است. C∞ ،Vp بر ω ١-فرمی ،١٧.۵ لم به بنا می باشد. C∞ ،Vp :=
∩

j V j
p اشتراک روی

نتیجه در است. C∞ ،ω آن بر که بیابیم، Vp مانند مختصاتی همسایگی یک توانستیم ،p ∈ M هر برای
□ بود. خواهد T ∗M به M از C∞ نگاشت یک ω

١٧.٩ گزارۀ به بنا باشد. M بر C∞ توابع همۀ از متشکل حلقه یک F = C∞(M) که، کنید فرض
،١٧.٨ گزارۀ طبق بر می کند. تعریف X→F ,X 7→ω(X) بصورت، نگاشت یک M بر ω ١-فرمی یک

می باشد. خطی - F هم و خطی - R هم نگاشت این

١-فرمی پولبک ۶ . ١٧ بخش

دیفرانسیل، p ∈ N نقطۀ هر در آنگاه باشد، ها منیفلد از C∞ نگاشت یک F : N→ M گر آ

F∗,p : TpN→ TF(p)M

، ١ همدیفرانسیل می کند. فوروارد پوش M به N از را p نقطۀ در ها بردار است، خطی نگاشت یک
دیفرانسیل، دوگان یعنی

(F∗,p)∨ : T ∗F(p)M→ T ∗pN

همدیفرانسیل برای می کند. پولبک N به M از F(p) در همبردار یک و گردانده بر را جهت که است نگاشتی
همبردار ωF(p)یک ∈ T ∗F(p)M اگر دوگان، تعریف به بنا دارد. وجود F∗ = (F∗,p)∨ بصورت، دیگری نماد

آنگاه باشد، p در مماس بردار یک Xp ∈ TpN و F(p) در

F∗
(
ωF(p)

) (
Xp

)
=

((
F∗,p

)∨
ωF(p)

) (
Xp

)
= ωF(p)

(
F∗,pXp

)
.

همدیفرانسیل همبردار، پولبک نتیجه در نامیم. F توسط ωF(p) همبردار پولبک را F∗
(
ωF(p)

)
حال

کرد، فوروارد پوش C∞ نگاشت هر تحت نمی توان کلی حالت در که برداری، های میدان خلاف بر است.
پولبک باشد. M بر ١-فرمی یک ω اگر نمود. پولبک C∞ نگاشت هر تحت می توان را همبردار میدان هر

می گردد، تعریف زیر بصورت نقطه به نقطه که بوده N بر ١-فرمی یک F∗ω آن

(F∗ω)p = F∗(ωF(p), p ∈ N.

Codifferential ١
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،Xp ∈ TpN هر ازای به که یعنی این

(F∗ω)p(Xp) = ωF(p)(F∗(Xp)).

g ∈C∞(M) نیز و M به N از C∞ نگاشت یک F اگر نمود: پولبک می توان نیز را توابع که می آوریم بیاد
. F∗g = g◦F ∈C∞(N) آنگاه باشد،

غیر خاصیت در می توان را نگاشت یک تحت ها فرم و برداری های میدان بین رفتار در تفاوت این
آنکه حال می شود، نظیر برد از نقطه یک به فقط دامنه از نقطه هر - کرد یابی ریشه تابع مفهوم متقارنی

باشد. داشته دامنه در فراوانی نگارۀ پیش نقاط می تواند برد از نقطه یک
آیا می شود. مطرح طبیعی سئوال یک گردید، تعریف نگاشت یک ١-فرمی تحت پولبک که حال
ابتدا سئوالی چنین به دادن پاسخ برای است؟ C∞ خود C∞ نگاشت یک تحت C∞ ١-فرمی یک پولبک
را حاصلضرب با بالاخره و مجموع، با دیفرانسیل، با جابجایی یعنی پولبک، جابجایی خاصیت سه باید

کرد. بیان

منیفلد از C∞ نگاشت یک F : N→ M کنید فرض دیفرانسیل). با پولبک (جابجایی گزاره ١٧.١٠
.F∗(dh) = d(F∗h) داریم h ∈C∞(M) هر برای باشد. ها

بررسی را زیر رابطۀ درستی Xp ∈ TpN مماس بردار هر و p ∈ N هر ازای به که است کافی : برهان
کنیم.

(F∗dh)p(Xp) = (dF∗h)p(Xp). (۴.١٧ )

از، عبارتست (۵٬١٧) چپ سمت

(F∗dh)p(Xp) = (dh)F(p)(F∗(Xp)) ١-فرمی) یک پولبک (تعریف
= (F∗(Xp))h (dh دیفرانسیل (تعریف
= Xp(h◦F) (F∗ (تعریف

از، عبارتست (۵٬١٧) راست طرف

(dF∗h)p(Xp) = Xp(F∗h) تابع) یک d (تعریف
= Xp(h◦F) تابع) یک F∗ (تعریف

□

می کنند. حفظ را اسکالر حاصلضرب و جمع ترتیب ١-فرمی ها و توابع پولبک

منیفلدها از C∞ نگاشت یک F : N→M کنید فرض حاصلضرب). و مجموع (پولبک گزاره ١٧.١١
آنگاه، باشد. g ∈C∞(M) و ω,τ ∈Ω1(M) کنید فرض باشد.

الف-

F∗(ω+τ) = F∗ω+F∗τ,
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ب-

F∗(gω) = (F∗g)(F∗ω).

□ .(۵٬١٧) مسالۀ : برهان

نگاشت تحت M بر ω ،C∞ ١-فرمی یک از F∗ω پولبک .(C∞ ١-فرمی (پولبک گزاره ١٧.١٢
است. N بر C∞ ١-فرمی یک F : N→ M ،C∞

اختیار F(p) نقطۀ حول M در را (V,ψ) = (V,y1, · · · ,yn) چارت pباشد، ∈ N کنید فرض : برهان
که است p نقطۀ حول N در (U,ϕ) = (U,X1, · · · , xn) مانند چارتی ،F پیوستگی به بنا می کنیم.

،U بر .ai ∈C∞(V) ازای به ω =
∑

aidyi ،V بر .F(U) ⊂ V

F∗ω =
∑

(F∗ai)F∗(dyi) (١١٬١٧ (گزارۀ
=

∑
(F∗ai)dF∗yi (١٠٬١٧ (گزارۀ

=
∑

(ai ◦F)d(yi ◦F) تابع) یک F∗ (تعریف
= (ai ◦F)∂Fi

∂x j dx j (٢٬١٧ (معادلۀ

نتیجه در و ،U بر F∗ω ١-فرمی ١٧.۵ لم به بنا هستند، C∞ همگی (ai ◦F) ∂Fi/∂x j ضرایب چون
C∞ ،U بر F∗ω پولبک لذا است، شده اختیار N از دلخواه نقطۀ یک p چون می باشد. C∞ ،p نقطۀ در
□ است.

فرم پولبک، حسب بر باشد. منیفلد یک M کنید فرض کتانژانت). کلاف بر لیوویل (فرم مثال ١٧.١٣
λωp = π

∗(ωp) بصورت می توان را است شده معرفی ١٧.۴ مثال در که T ∗M کتانژانت کلاف بر λ لیوویل
کرد. بیان ωp ∈ T ∗M نقطۀ هر در

ایمرس منیفلد زیر یک به ١-فرمی تحدید ١٧ . ٧ بخش

بدلیل p ∈ S نقطۀ هر در باشد. شمول نگاشت i : S → M و ایمرس منیفلد زیر یک S ⊂ M کنید فرض
TpM فضای زیر بعنوان را TpS مماس فضای می توان ،i∗ : TpS → TpM دیفرانسیل بودن انژکتیو
و بوده ω|S بصورت ١-فرمی یک ،S بر ω تحدید آنگاه باشد، M بر ١-فرمی یک ω اگر گرفت. نظر در

می شود، تعریف اینطور

(ω|S )p(v) = ωp(v) .v ∈ TpS هر و p ∈ S هر ازای به

است، یافته تحدید S به M بجای آن دامنۀ که تفاوت این با است، ω مانند درست ω|S تحدید نتیجه، در
پولبک بسادگی ١-فرمی ها که می دهد نشان زیر گزارۀ می یابد. تحدید TpS به TpM از نیز (ω|S )p دامنۀ

هستند. i شمول نگاشت
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١-فرمی ωیک و باشد S ایمرس منیفلد زیر یک از احتوا نگاشت یک i : S ↪→ M اگر گزاره. ١٧.١۴
.i∗ω = ω|S آنگاه ،M بر

،v ∈ TpS و p ∈ S برای : برهان

(i∗ω)p(v) = ωi(p)(i∗v) پولبک) (تعریف
= ωp(v) شمولند) توابع i∗ و i دوی (هر
= (ω|S )p(v) (.ω|S (تعریف

□

توجه با که می کنیم، استفاده ω|S بجای ω از موارد از ای پاره در ها، نماد پیچیدگی از اجتناب برای
داد. تمیز یکدیگر از را ها آن می توان متن به

c9t)= (x,y)= (cos t,sin t) واحد دایرۀ بر سرعت برداری میدان دایره). بر ١-فرمی (یک مثال ١٧.١۵
از، است عبارت R2 در

c′(t) = (−sin t,cos t) = (−y, x)

بنابراین،

X = −y
∂

∂x
+ x

∂

∂y

مختصات y ، x اگر که است آن می آید، بر نماد این از که آنچه است. S1 واحد دایرۀ بر برداری میدان یک
می توان ، p = (x,y) ∈ S1 نقطۀ یک در آنگاه باشد، شمول نگاشت i;S1 ↪→ R2 و R2 بر استاندارد
نقطۀ در مماس های بردار ∂/∂y|p و ∂/∂x|p آن در که داشت، را i∗Xp = −y∂/∂x|p+ x∂/∂y|p رابطۀ
تحدید بعنوان ω اینجا در .ω(X) ≡ 1 که بیابید ω = adx+ bdy ١-فرمی یک می باشند. R2 از p
dy و dx آن در می کنیم، R2محاسبه در حال است. شده گرفته نظر در S1 به R2 از adx+bdy ١-فرمی

است. ∂/∂y و ∂/∂x دوگان ترتیب به

ω(X) = (adx+bdy)
(
−y

∂

∂x
+ x

∂

∂y

)
= −ay+bx = 1. (۵.١٧ )

بنابراین بود. خواهد (۶٬١٧) جواب یک b = x و a = −y آنجا از ، x2 + y2 = 1 داریم S1 روی زیرا
صفر دایره بر جا هیچ ω فرم که می گیریم نتیجه ω(X) ≡ 1 چون و بوده، ١-فرمی یک ω = −ydx+ xdy

نمی شود.

y و x زیرا است، شده نوشته −ȳdx̄+ x̄ȳ بصورت ω ،١١.٢ مسالۀ گذاری نماد در یادداشت. ١٧.١۶
فرمی ها یک برای یکسان نمادگذاری از معمولا، می باشد. S1 به ها آن تحدید ȳ و x̄ و بوده، R2 بر توابعی
احتمال بار علامت حذف با i∗dx = dx̄ و i∗x = x̄ چون می کنیم. استفاده منیفلد زیر به آن تحدید و R2 بر
با که است زمانی خلاف بر مطلب این گیرد. صورت اشتباهی آن تحدید و R2 بین تا داشته وجود کمی

.i∗(∂/∂x̄|p) , ∂/∂x|p چون داریم، کار و سر برداری های میدان
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داده h(t) = (cos t,sin t) ضابطۀ با h : R→ S1 ⊂ R2 کنید فرض ١-فرمی). (پولبک مثال ١٧.١٧
کنید. محاسبه را h∗ω پولبک باشد، −ydx+ xdy بصورت S1 بر ١-فرمی یک ω اگر باشد. شده

h∗(−ydx+ xdy) = −(h∗y)d(h∗x)+ (h∗x)d(h∗y) (١١٬١٧ گزارۀ به (بنا
= −(sin t)d(cos t)+ (cos t)d(sin t)
= sin2 tdt+ cos2 tdt
= dt.

تمرینات ١٧ . ٨ بخش

فرض و داده، نمایش y،x با را R2 بر استاندارد مختصات .R2 − {(0,0)} بر ١-فرمی یک ١٧.١٨
می کنیم

X = −y
∂

∂x
+ x

∂

∂y
و Y = x

∂

∂x
+ y

∂

∂y

و ω(X) = 1 که بیابید چنان R2−{(0,0)} بر ω مانند ١-فرمی یک باشند. R2 بر برداری های میدان
.ω(Y) = 0

غیر چارت دو (V,y1, · · · ,yn) و (U, x1, · · · , xn) اگر ١-فرمی ها. برای تبدیل فرمول ١٧.١٩
که است U ∩ V بر ω مانند C∞ ١-فرمی یک آنگاه .(U ∩ V , ∅ (یعنی باشند M بر همپوش

زیر بصورت متفاوت موضعی نمایش دو دارای

ω =
∑

a jdx j =
∑

bidyi

.bi حسب بر a j برای فرمولی یافتن مطلوبست می باشد.

، مختلط صفحۀ از مجموعه زیر یک بعنوان ،S1 واحد کرۀ در ضرب . S1 بر ١-فرمی پولبک ١٧.٢٠
است، شده داده زیر بصورت

eit.eiu = ei(t+u), t,u ∈ R

ای، انگاره و حقیقی جز حسب بر حال

(cos t+ isin t)(x+ iy) = ((cos t)x− (sin t)y)+ i((sin t)x+ (cos t)y).

ضابطۀ با ℓg : S1→ S1 چپ ضرب آنگاه باشد، g = (cos t,sin t) ∈ S1 ⊂ R2 اگر

ℓg(x,y) = ((cos t)x− (sin t)y, (sin t)x+ (cos t)y).

کنید ثابت باشد. ١٧.١۵ مثال در آمده ١-فرمی یک ω = −ydx+ xdy کنید فرض است. شده تعریف
.ℓ∗gω = ω داریم g ∈ S1 هر ازای به که
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. کتانژانت کلاف بر لیوویل فرم ١٧.٢١

کنید فرض همچنین و باشد، M منیفلد بر چارت یک (U,ϕ) = (U, x1, · · · , xn) کنید فرض الف-

(π−1U, ϕ̃) = (π−1U, x̄1, · · · , x̄n,c1, · · · ,cn)

حسب بر π−1U بر λ لیوویل فرم برای فرمولی باشد. T ∗M کتانژانت کلاف بر شده القا چارت
کنید. پیدا x̄1, · · · , x̄n,c1, · · · ,cn

استفاده ١٧.۶ گزارۀ و (الف) از : (راهنمایی است. C∞ ،T ∗M بر λ لیوویل فرم که کنید ثابت ب-
کنید.)

تساوی هر طرفین بر p نقطۀ در Xp تاثیر با را ١٧.١١ گزارۀ حاصلضرب. و مجموع پولبک ١٧.٢٢
کنید. ثابت آن

کلاف ساخت از پیروی با باشد. n بعد با منیفلدی M کنید فرض کتانژانت. کلاف ساخت ١٧.٢٣
برداری کلاف یک π : T ∗M→ M که، کند ثابت تا دهید ارائه مشروح برهانی ،(١٢) بخش در مماس

می باشد. n رتبۀ با C∞
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١٨ فصل

دیفرانسیلی فرمهای -k

بر k−فرمها تعریف از پس دهیم. تعمیم k−فرمها به منیفلد یک بر را فرمی ها -١ ساختار می خواهیم حال
موازات به ندارد. وجود Rn بر k−فرمها و ها آن بین تفاوتی موضعی بطور که می دهیم نشان منیفلد، یک
را کتانژانت کلاف از ∧k(T ∗M) ام، k خارجی توان منیفلد، یک بر کتانژانت و مماس های کلاف ساخت
مفهوم یک ما به مطلب این می باشد. ∧k(T ∗M) کلاف برش یک دیفرانسیلی k−فرم ساخت. خواهیم
بعنوان اگر تنها و اگر است، هموار دیفرانسیلی k−فرم یک می دهد. دیفرانسیلی فرمهای همواری از طبیعی
تعریف نقطه به نقطه بصورت ای گوه حاصلضرب و پولبک باشد. هموار ∧k(T ∗M) برداری کلاف از برشی
شمرد. بر را لی گروه بر چپ ناوردای فرمهای می توان دیفرانسیلی، فرمهای از مثالی یک بعنوان می گردد.

دیفرانسیلی فرمهای ١٨ . ١ بخش

است، زیر بصورت k−خطی تابعی V برداری فضای یک بر k−تانسور یک که می کنیم آوری یاد

f : V × · · ·×V → R.

σ ∈ S k جایگشت هر ازای به هرگاه گوییم، متناوب را f تانسور −k

f (vσ(1), · · · ,vσ(k)) = (sgnσ) f (v1, · · · ,vk). (١.١٨ )

- 1 برای بنابراین بود. خواهد همانی جایگشت S 1 جایگشتی گروه از عضوی تنها ،k = 1 وقتی
یک می باشند. متقارن) نیز و ) متناوب تانسورها - 1 تمام و بوده مورد بی (١.١٨ ) شرط تانسورها
همۀ برداری فضای ،V برداری فضای هر برای نامیم. V بر k−همبردار١ یک را V بر متناوب k−تانسور

از عبارتست ،Ak(V) برای مرسوم دیگر نماد می دهیم. نمایش Ak(V) با را V بر متناوب k−تانسورهای

covector ١
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نتیجه، در .∧k(V∨)

∧0(v∨) = A0(V) = R,

∧1(V∨) = A1(V) = V∨,

∧2(V∨) = A2(V), غیره.) (و

V برداری فضای ام k خارجی توان آن به که دارد، وجود ∧k(V) برای کامل ی جبر ساختار یک واقع، در
مطالعه فضا این ساختار مورد در که چه هر است. مورف ایزو Ak(V) با ∧k(V∨) که خاصیت این با گوییم،
دیگری نمایش یک فقط ∧k(V∨) کتاب این در لذا میشود، باز ما دیدگان مقابل در دورتری های افق گردد،
TpM مماس فضای به M منیفلد از p نقطۀ در را Ak( ) فانکتور اینجا در میگردد. محسوب Ak(V) از
از متشکل فضای می شود، نموده ∧k(T ∗pM) با معمولا که ،Ak(TpM) مماس فضای می گیریم. نظر در
است تابعی M بر همبردار k−میدان یک می باشد. TpM مماس فضای بر متناوب های k−تانسور همۀ
همبردار k−میدان یک می کند. نظیر ωp ∈ ∧k(T ∗pM) k−همبردار یک ،p ∈ M نقطۀ هر به که ω مانند
بالاترین گویند. k−فرم یک باختصار یا ،k درجۀ از دیفرانسیلی فرم یک یا دیفرانسیلی k−فرم یک نیز را

باشد. برابر زمینه منیفلد بعد با آن درجۀ که دیفرانسیلی فرم یک از است عبارت فرم، یک درجۀ

ω(X1, · · · ,Xk) آنگاه باشند، آن بر برداری میدانهای X1, · · · ,Xk و M منیفلد بر k−فرم یک ω اگر
می گردد، بیان زیر ضابطۀ با که M بر است تابعی

(ω(X1, · · · ,Xk))(p) = ωp((X1)p, · · · , (Xk)p).

باشد. M منیفلد بر k−فرم یک ω کنید فرض توابع). بر فرم یک خطی، چند (خاصیت گزاره ١٨.١
،M بر h تابع هر و X1, · · · ,Xk دلخواه برداری میدانهای برای

ω(X1, · · · ,hXi, · · · ,Xk) = hω(X1 · · · ,Xi, · · · ,Xk)

□ می باشد. ١٧.٨ گزارۀ اثبات مانند درست گزاره این اثبات : برهان

نقطۀ هر در باشد. مفروض منیفلدی بر مختصاتی چارت یک (U, x1, · · · , xn) کنید فرض مثال. ١٨.٢
از، عبارتست TpU مماس فضای برای مبنا یک ،p ∈ U

∂

∂x1

∣∣∣∣∣
p
, · · · , ∂

∂xn

∣∣∣∣∣
p
.

از، عبارتست T ∗pU کتانژانت فضای برای دوگان مبنای شد، مشاهده ١٧.٣ گزارۀ برهان در همانطوریکه

(dx1)p, · · · , (dxn)p.

حاصل U بر dx1, · · · ,dxn دیفرانسیلی فرمی های -١ می کند، تغییر U بر p آنکه محض به یعنی این
از، عبارتست ∧k(T ∗pU) در متناوب های k−تانسور برای مبنا یک ٣.٣٣ گزارۀ به بنا می شوند.

(dxi1)p∧ · · ·∧ (dxik )p, 1 ≤ i1 ≤ · · · ≤ ik ≤ n.
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است، زیر بصورت خطی ترکیب یک ωp ،p ∈ Rn نقطۀ هر در آنگاه باشد، Rn بر k−فرم یک ω اگر

ωp =
∑

ai1···ik (p)(dxi1)p∧ · · ·∧ (dxik )p.

داریم ،p نقطۀ حذف با

ω =
∑

ai1···ik dxi1 ∧ · · ·∧dxik .

در سهولت برای می کنند. تغییر p نقطۀ تغییر با که بوده U بر توابعی ai1···ik ضرایب عبارت این در
می کنیم فرض نمادگذاری،

Jk,n =
{
I = (i1, · · · , ik)

∣∣∣1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n
}

می نویسیم باشد، k بطول n و 1 بین ها اندیس چند از صعودی اکیدا زنجیر همۀ از متشکل مجموعهای

ω =
∑

I∈Jk,n

aIdxI ,

می باشد. dxi1 ∧ · · ·∧dxik دهندۀ نمایش dxI آن در که

k−فرم یک برای موضعی عبارت ١٨ . ٢ بخش

ترکیب U بر k−فرم یک ،M منیفلد از (U, x1, · · · , xn) مختصاتی چارت یک بر ،١٨.٢ مثال به توجه با
برداری میدان می باشند. U بر توابعی aI و I ∈ Jk,n آن در که است، ω =

∑
aIdxI بصورت خطی

نقطه به نقطه بصورت ،٣.٣٢ لم از استفاده با می دهیم. نمایش ∂i = ∂/∂xi با باختصار را ام i مختص
می کنیم، بیان زیر تساوی با U بر را I, J ∈ Jk,n مقدار

dxI(∂ j1 , · · · ,∂ jk ) = δ
I
J =

{
1 ; I = J,
0 ; I , J.

(٢.١٨ )

(U, x1, · · · , xn) کنید، فرض .( موضعی مختصات به نسبت دیفرانسیل ای گوه (ضرب گزاره ١٨.٣
آنگاه باشند. U بر هموار توابع f 1, · · · , f k و منیفلد، یک بر چارت یک

d f 1∧ · · ·∧d f k =
∑

I∈Jk,n

∂( f 1, · · · , f k)
∂(xi1 , · · · , xik )

dxi1 ∧ · · ·∧dx jk .

،U بر : برهان

d f 1∧ · · ·∧d f k =
∑

J∈Jk,n

cJdx j1 ∧ · · ·∧dx jk (٣.١٨ )
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طرفین دادن اثر با .d f i(∂/∂x j) = ∂ f i/∂x j داریم دیفرانسیل، تعریف به بنا حال .cJ توابع ازای به
داشت می توان ،∂i1 , · · · ,∂ik مختصاتی های بردار به (٣.١٨ ) رابطۀ

چپ سمت = (d f 1∧ · · ·∧d f k)(∂i1 , · · · ,∂ik )

= det
[
∂ f i

∂xi j

]
٣٬٢٧ گزارۀ به بنا

=
∂( f 1, · · · , f k)
∂(xi1 , · · · , xik )

,

راست سمت =
∑

J

cJdxJ(∂i1 , · · · ,∂ik )

=
∑

J

cJδ
J
I = cI ٢٬١٨ لم به بنا

□ .cI = ∂( f 1, · · · , f k)/∂(xi1 , · · · , xik ) نتیجه، در

دامنۀ بر آنگاه باشند، منیفلد یک بر همپوش چارت دو (V,y1, · · · ,yn) و (U, x1, · · · , xn) اگر
از، عبارتست k−فرمها برای گذر فرمول ١٨.٣ گزارۀ از استفاده با و ،U

∩
V مشترک

dyJ =
∑

I

∂(y j1 , · · · ,y jk )
∂(xi1 , · · · , xik )

dxI .

است، خاصی توجه دارای اینجا در ١٨.٣ گزارۀ از حالت دو

توابع f , f 1, · · · , f n کنید فرض و منیفلد، بر چارت یک (U, x1, · · · , xn) کنید فرض نتیجه. ١٨.۴
آنگاه، باشند. U بر هموار

d f =
∑

(∂ f /∂xi)dxi, ( فرم -١) الف-

d f 1∧ · · ·∧d f n = det
[
∂ f j/∂xi

]
dx1∧ · · ·∧dxn, ( فرم بالاترین ) ب-

است. منطبق ٢.١٧ رابطۀ با بالا نتیجۀ از (الف) حالت

چارت دو (V,y1, · · · ,yn) و (U, x1, · · · , xn) اگر فرم). -٢ یک برای گذر (فرمول *تمرین ١٨.۵
عبارت دو دارای ،U

∩
V بر ω مانند هموار فرم -٢ یک آنگاه باشند، M منیفلد بر همپوش مختصاتی

است، زیر صورت به موضعی

ω =
∑
i< j

ai jdxi∧dx j =
∑
k<ℓ

bkℓdyk ∧dyℓ.

.x1, · · · , xn,y1, · · · ,yn مختصاتی توابع و bkℓ حسب بر ai j برای فرمولی یافتن مطلوبست حال
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کلاف دیدگاه از .١٨ . ٣ دیفرانسیلی فرمهای -K .١٨ فصل

کلاف دیدگاه از ١٨ . ٣ بخش

روش از پیروی به دیفرانسیلی، فرمهای مفهوم بیشتر درک برای باشد. بعدی n منیفلد یک M کنید فرض
می دهیم، تشکیل را زیر مجموعۀ و نموده عمل کتانژانت کلاف و مماس کلاف ساخت

∧k(T ∗M) :=
∪
p∈M

∧k(T ∗pM) =
∪
p∈M

Ak(TpM)

k خارجی توان را مجموعه این می باشد. M از نقطه هر در متناوب های k−تانسور همۀ از متشکل که
هرگاه است، π(α) = p ضابطۀ با π : ∧k(T ∗M)→ M تصویری نگاشت یک نامند. کتانژانت کلاف ام
وجود زیر بصورت سوئی دو یک آنگاه باشد، M برای مختصاتی چارت (U,ϕ) اگر .α ∈ ∧k(T ∗pM)

دارد،

∧k(T ∗U) =
∪
p∈U
∧k(T ∗pU) ≃ ϕ(U)×R(n

k), α ∈ ∧(T ∗pU) 7→ (ϕ(p), {cI(α)}I),

می توان روش این به .I = (1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n) و α =
∑

cI(α)dxI
∣∣∣
p ∈ ∧

k(T ∗pU) آن در که
نمود. تعریف دیفرانسیلپذیر ساختار یک حتی یا و توپولوژی یک ∧k(T ∗M) نتیجه در و ∧k(T ∗U) برای
آن نهایی نتیجۀ می کنیم. صرفنظر اینجا در آن بیان از ما که بوده، مماس کلاف ساخت مشابه آن جزئیات
k−فرم یک و بوده،

(
n
k

)
رتبۀ با هموار برداری کلاف یک π : ∧k(T ∗M)→ M تصویری نگاشت که است

نامیم، هموار را k−فرم یک داشت، انتظار می توان همانطوریکه می باشد. کلاف این برش یک دیفرانسیلی
باشد. π : ∧k(T ∗M)→ M کلاف از هموار برش یک هرگاه

همۀ از متشکل برداری فضای آنگاه باشد، هموار برداری کلاف یک E→ M اگر گذاری. نماد ١٨.۶
همۀ از متشکل برداری فضای می دهیم. نشان Γ(M,E) یا Γ(E) نماد با را E از هموار ی ها برش

نتیجه، در می شود. داده نمایش Ωk(M) نماد با معمولا M بر هموار k−فرمهای

Ωk(M) = Γ
(
∧k(T ∗M)

)
= Γ

(
M,∧k(T ∗M)

)
.

هموار k−فرمهای ۴ . ١٨ بخش

و ١٧.۵ های لم ) مشابه ها آن اثبات چون است. موجود هموار k−فرمهای برای معادل مشخصه چند
می نماییم. صرفنظر آن مجدد بیان از لذا می باشد، (١٧.٩ و ١٧.۶ های گزاره

M منیفلد از چارتی (U, x1, · · · , xn) کنید فرض چارت). یک بر k−فرم یک (همواری لم ١٨.٧
بر همگی ها، aI یعنی آن تابعی ضرایب اگر تنها و اگر است، هموار U بر ω =

∑
aIdxI k−فرم باشد.

باشند. هموار U
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K−فرم پولبک .۵ . ١٨ دیفرانسیلی فرمهای -K .١٨ فصل

زیر احکام باشد. M منیفلد بر k−فرم یک ω کنید فرض هموار). k−فرم یک (مشخصۀ گزاره ١٨.٨
معادلند: هم با

است. هموار ،M بر ω k−فرم الف-

ضرایب اطلس، این در (U,ϕ) = (U, x1, · · · , xn) چارت هر بر که است اطلسی دارای M منیفلد ب-
هستند. هموار همگی ،{dxI}I∈Jk,n مختصاتی کنج به نسبت ω =

∑
aIdxI از aI

نسبت ω =
∑

aIdxI از aI ضرایب ،M منیفلد از (U,ϕ) = (U, x1, · · · , xn) چارت هر برای پ-
هستند. هموار همگی ،{dxI}I∈Jk,n مختصاتی کنج به

است. هموار ،M بر ω(X1, · · · ,Xk) تابع .M بر X1, · · · ,Xk هموار برداری میدان k هر برای ت-

بنابراین، .L0(V) = A0(V) = R یعنی می کنیم، تعریف ثابت را ها همبردار - 0 و -تانسورها 0 ما
- 0 یک می باشد. M بر تابعی M فرمی بر - 0 یک و بود خواهد M ×R بصورت ∧0(T ∗M) کلاف

جدید، نمادگذاری با حال بود. خواهد M بر هموار تابع یک دقیقا M بر هموار فرم

Ω0(M) = Γ(∧0(T ∗M)) = Γ(M×R) =C∞(M).

است. دیفرانسیلی فرمهای به تعمیمی دارای توابع، از هموار گسترش بر ١٣.٣ گزارۀ

یک بر شده تعریف دیفرانسیلی فرم یک τ کنید فرض فرم). یک از هموار (گسترش گزاره ١٨.٩
یک بر τ با که است M بر τ̃ مانند هموار فرم یک آنگاه باشد. M منیفلد در p نقطۀ از U همسایگی

است. برابر p نقطۀ از کوچک امکان حد تا همسایگی

τ̃ توسیع البته می کنیم. واگذار تمرین یک بعنوان را آن است. ١٣.٣ گزارۀ اثبات مانند درست اثبات
دارد. بستگی نقطه آن ١در برآمده تابع انتخاب نیز و p نقطۀ به اثبات نیست. بفرد منحصر

k−فرم پولبک ۵ . ١٨ بخش

- 0 یک برای کردیم. تعریف F : N→ M هموار، نگاشت تحت را فرمی - 1 و فرم - 0 پولبک قبلا ما
از، عبارتست F∗ f پولبک ،M بر هموار تابع یک یعنی، ،M بر هموار فرمی

N
F−→ M

f
−→ R, F∗( f ) = f ◦F ∈Ω0(N).

می آوریم. بیاد را (٣٬١٠) بخش زیر در k−همبردار پولبک ابتدا ،k ≥ ازای به k−فرم پولبک تعمیم برای
L∗ : Ak(W)→ Ak(V) بصورت پولبکی نگاشت برداری فضاهای از L : V →W خطی نگاشت یک

باضابطۀ

(L∗α)(v1, · · · ,vk) = α(L(v1), · · · ,L(vk))

Bump Function ١
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ای گوه ضرب .۶ . ١٨ دیفرانسیلی فرمهای -K .١٨ فصل

می کند. القا v1, · · · ,vk ∈ V و α ∈ Ak(W) هر ازای به

دیفرانسیل ،p ∈ N نقطۀ هر در باشد. ها منیفلد بر هموار نگاشت یک F : N→M کنید فرض حال

F∗,p : TpN→ TF(p)M

دارد، وجود پولبک نگاشت قبل پاراگراف به بنا لذا و بوده مماس فضاهای بین خطی نگاشت

(F∗,p)∗ : Ak(TF(p)M)→ Ak(TpN).

در k−همبردار یک ωF(p) اگر بنابراین، می دهند. نشان F∗ شدۀ ساده بصورت معمولا را نگاشت این
بیان زیر رابطه بوسیلۀ که بوده، N از p در k−همبردار یک F∗(ωF(p)) پولبک آنگاه باشد، M از F(p)

می شود

F∗(ωF(p))(v1, · · · ,vk) = ωF(p)(F∗,pv1, · · · ,F∗,pvk), vi ∈ TpN.

به نقطه بطور که بوده N بر k−فرم یک F∗ω پولبک آنگاه باشد، M بر k−فرم یک ω اگر نهایت، در
داریم معادل بطور می شود. تعریف p ∈ N هر ازای به (F∗ω)p = F∗(ωF(p)) بصورت نقطه

(F∗ω)p(v1, · · · ,vk) = ωF(p)(F∗,pv1, · · · ,F∗,pvk), vi ∈ TpN. (۴.١٨ )

(۵٬١٧) بخش زیر در فرمی - 1 پولبک تعریف در قبلا که است خاصی حالت رابطه این ،k = 1 زمانیکه و
داد، نشان نیز زیر ترکیب صورت به می توان را (۴٬١٨) رابطۀ است. شده آورده

TpN × · · ·×TpN
F∗×···×F∗−−−−−−−→ TF(p)M× · · ·×TF(p)M

ωF(p)−−−−→ R.

،ω اگر باشد. هموار نگاشت یک F : N→ M کنید فرض پولبک). خطی (خاصیت گزاره ١٨.١٠
آنگاه باشد، حقیقی عدد یک a و بوده M بر k−فرمهایی ،τ

F∗(ω+τ) = F∗ω+F∗τ الف-

F∗(aω) = aF∗ω. ب-

□ .١٨.١٧ مسالۀ : برهان

نگاشت یک تحت هموار k−فرم یک پولبک آنگاه باشد، 0 و 1 از غیر عددی k اگر که، نمی دانیم هنوز
داد. خواهیم پاسخ آن به (۵٬١٩) بخش زیر در که است اساسی سئوال یک این است. هموار هنوز هموار

ای گوه ضرب ۶ . ١٨ بخش

V برداری میدان روی ℓ و k درجۀ از ترتیب به متناوب تانسورهای β و α اگر که آموختیم ٣ بخش در
با که است V بر متناوب تانسور - (k+ ℓ) ،α∧β ای گوه حاصلضرب آنگاه باشند،

(α∧β)(v1, · · · ,vk+ℓ) =
∑

(sgnσ)α(vσ(1), · · · ,vσ(k))β(vσ(k+1), · · · ,vσ(k+ℓ))
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ای گوه ضرب .۶ . ١٨ دیفرانسیلی فرمهای -K .١٨ فصل

می کند. اختیار (k, ℓ) برای را 1, · · · ,k+ ℓ های جایگشت همۀ σ و vi ∈ V آن در که می گردد، تعریف
آنگاه باشند، بردار - 1 ،β و α اگر مثال، بعنوان

(α∧β)(v1,v2) = α(v1)β(v2)−α(v2)β(v1).

ω k−فرم یک برای است: تعمیم قابل ها منیفلد روی دیفرانسیلی فرمهای برای نیز ای گوه حاصلضرب
هر ازای به که، است M بر فرم - (k+ ℓ) یک ω∧ τ ای١، گوه حاصلضرب ،M بر τ فرم - ℓ یک و

،p ∈ M

(ω∧τ)p = ωp∧τp

می باشد. هموار نیز ω∧τ آنگاه باشند، M بر هموار فرمهای ،τ و ω اگر گزاره. ١٨.١١

،U بر باشد. M بر چارت یک (U, x1 · · · , xn) کنید فرض : برهان

ω =
∑

aIdxI , τ =
∑

bJdxJ

از، عبارتست U بر ای گوه حاصلضرب هستند. U بر هموار توابع bJ ،aI آن در که

ω∧τ =
(∑

aIdxI
)
∧

(∑
bJdxJ

)
=

∑
aIbJdxI ∧dxJ .

متمایز یکدیگر از J و I اگر .dxI ∧ dxJ = 0 آنگاه باشند، یکسان J و I اندیس هرگاه جمع این در
آرایش تجدید صعودی های اندیس حسب بر K،و = I∪ J آن در dxI،که ∧dx j = ±dxK آنگاه باشند،

بنابراین، است. شده

ω∧τ =
∑

K

( ∑
I∪J=K

I,J

±aIbJ

)
dxK .

□ است. چنین نیز ω∧τ ،١٨.٨ گزارۀ به بنا می باشند، هموار ،U بر ،dxK ضرایب چون

و ها منیفلد بین هموار نگاشت یک F : N → M اگر ای). گوه حاصلضرب (پولبک گزاره ١٨.١٢
آنگاه باشند، M بر دیفرانسیلی فرمهای τ و ω

F∗(ω∧τ) = F∗ω∧F∗τ.

□ .١٨.١٨ مسالۀ : برهان

wedge product ١
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دایره یک بر دیفراسیل فرمهای .١٨ . ٧ دیفرانسیلی فرمهای -K .١٨ فصل

جمع حاصل بصورت M بعدی n منیفلد بر دیفرانسیلی فرمهای از متشکل Ω∗(M) برداری فضای
می شود، تعریف زیر مستقیم

Ω∗(M) =
n⊕

k=0

Ωk(M).

،ωk ∈Ωk(M) آن در که ،
∑n

k=0ωk یکتای حاصلجمع بصورت ،Ω∗(M) عضو هر که است معنی بدین این
بوسیلۀ آن درجۀ که می سازد، مدرج جبر یک Ω∗(M) برداری فضای از ای، گوه حاصلضرب می شود. بیان

می شود. مشخص دیفرانسیلی فرمهای درجۀ

دایره یک بر دیفراسیل فرمهای ١٨ . ٧ بخش

می گیریم، نظر در را زیر نگاشت

h : R→ S1, h(t) = (cos t,sin t)

سابمرشن یک h : R→ S1 نگاشت است، ناصفر ḣ(t) = (−sin t,cos t) مشتق ،t هر ازای به چون
هموار دیفرانسیلی فرمهای روی h∗ : Ω∗(S1)→ Ω∗(R) پولبک نگاشت ،١٨.٢٣ مسالۀ به بنا است.
S1 روی دیفرانسیلی فرمهای که نموده فراهم ما برای را امکان این مطلب این است. یک) به (یک انژکتیو

سازیم. مشخص R بر دیفرانسیلی فرمهای فضای زیر با را

مسالۀ در باشد. ١٧.٢٢ مسالۀ مطابق S1 بر صفر نا جا همه فرم یک ω = −ydx+ xdy کنید، فرض
T ∗S1 کتانژانت کلاف برای کنج یک لذا است، ناصفر جا همه ω چون .h∗ω = dt دادیم نشان ،١٧.٢٣
f آن در که نوشت α = fω بصورت، می توان را S1 بر α مانند هموار، فرم - 1 هر و می باشد، S1 روی
حافظ پولبک چون است. هموار ،R بر که است تابعی نیز f̄ := h∗ f آن پولبک می باشد. S1 بر تابعی

(١٨.١٢ است،(گزارۀ ضرب

h∗α = (h∗ f )(h∗ω) = f̄ dt. (۵.١٨ )

.g(t+a) = g(t) ،t ∈ R هر ازای به اگر است، a تناوب با متناوب R بر gdt فرم - 1 یا g تابع گوییم

بر هموار k−فرمهای ،h∗ : Ω∗(S1)→ Ω∗(R) پولبک نگاشت تحت ،k = 0,1 برای گزاره. ١٨.١٣
می شود. مشخص R بر 2π تناوب دورۀ با هموار متناوب k−فرمهای بوسیلۀ S1

پولبک است، 2π تناوب دورۀ با متناوب h : R→ S1 چون آنگاه باشد، f ∈ Ω0(S1) اگر : برهان
می باشد. 2π تناوب دورۀ با متناوب نیز h∗ f = f ◦h ∈Ω0(R)

s کنید فرض ،p ∈ S1 برای باشد. 2π تناوب دورۀ با متناوب f̄ ∈ Ω0(R) کنید فرض عکس، بر
تعریف U بر را f = f̄ ◦ s باشد، p از U همسایگی در h موضعی دیفئومورفیسم نگاشت از هموار وارون
وارون نگاشت دو s2 و s1 که می کنیم فرض است، تعریف خوش f که دهیم نشان اینکه برای می کنیم.
.n ∈ Z ازای به s1 = s2+2nπ داریم کسینوس و سینوس تناوبی خاصیت به توجه با باشند. U بر h برای
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لی گروه یک بر ناوردا فرمهای .١٨ . ٨ دیفرانسیلی فرمهای -K .١٨ فصل

U بر f که می کند ثابت مطلب این . f̄ ◦ s1 = f̄ ◦ s2 داریم است، 2π تناوب دورۀ با متناوب f̄ چون
داریم، آن بر علاوه است. تعریف خوش

f̄ = f ◦S−1 = f ◦h = h∗ f ،h−1(U) بر

قسمی حاصل به S1 بر f تعریف خوش و هموار تابع می کند، اختیار S1 بر را خود مقادیر p که وقتی
متناوب و هموار توابع از متشکل دقیقا h∗ :Ω0(S1)→Ω0(R) تصویر بنابراین، . f̄ = h∗ f که، می شود

می باشند. R بر 2π تناوب دورۀ با
در Ω1(R) = Ω0(R)dt و Ω1(S1) = Ω0(S1)ω بصورت روابط فرمی ها، - 1 برای که کنید توجه

می آیند.
نتیجه می توان بنابراین و بوده، h∗( fω) = (h∗ f )dt ضابطۀ با h∗ : Ω1(S1)→ Ω1(R) پولبک
2π تناوب دورۀ با متناوب و هموار فرمی های - 1 از متشکل h∗ :Ω1(S1)→Ω1(R) تصویر که گرفت
□ می باشد.

لی گروه یک بر ناوردا فرمهای ١٨ . ٨ بخش

چپ ناوردای دیفرانسیلی فرمهای دارد، وجود لی گروه یک بر چپ ناوردای برداری میدانهای همانطوریکه
یک باشد. g توسط چپ ضرب یک ℓg : G→G که، کنیم می  فرض g ∈G ازای به است. موجود نیز
هر ازای به که یعنی این .ℓ∗gω = ω ،g ∈G هر ازای به هرگاه است، چپ ناوردای G بر ω مانند k−فرم

باشیم داشته g, x ∈G

ℓ∗g(ωgx) = ωx.

به زیرا می شود، تعیین همانی نقطۀ در خود مقدار بوسیلۀ یکتا بطور چپ ناوردای k−فرم یک نتیجه در
داریم، g ∈G هر ازای

ωg = ℓ
∗
g−1(ωe) (۶.١٨ )

- 1 یک ω = −ydx+ xdy ،١٧.٢٠ مسالۀ به بنا .(S1 بر چپ ناوردای فرمی - 1) مثال ١٨.١۴
است. S1 بر چپ ناوردای فرمی

است. هموار ،G لی گروه بر ω مانند چپ ناوردای k−فرم هر گزاره. ١٨.١۵

X1, · · · ,Xk هموار و برداری kمیدان هر برای که کنیم ثابت است کافی پ)، ١٨.٨) گزارۀ به بنا : برهان
فضای برای مبنا یک (Y1)e, · · · , (Yn)e کنید فرض است. هموار ،G بر ω(X1, · · · ,Xk) تابع ،G بر
(٨٬١۶) گزارۀ به بنا آنگاه باشند. آن مولد چپ ناوردای برداری میدانهای Y1, · · · ,Yn و بوده، TeG مماس
بصورت می توان را X j هر نتیجه در می دهند. G بر هموار کنج یک تشکیل مولد، برداری میدانهای این
برای حال می باشند. هموار همگی ai

j توابع ،١٢.٣٠ گزارۀ به توجه با نوشت. X j =
∑

ai
jYi خطی ترکیب

ناوردای برداری میدانهای ازای به ω(Yi1 , · · · ,Yik ) که دهیم نشان که است کافی ،ω بودن هموار اثبات

٢٣٧
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اما است. هموار ،Yi1 , · · · ,Yik چپ

(ω(Yi1 , · · · ,Yik ))(g) = ωg((Yi1)g, · · · , (Yik )g)

= (ℓ∗g−1(ωe))(ℓg∗(Yi1)e, · · · , ℓg∗(Yik )e)

= ωe((Yi1)e, · · · , (Yik )e),

□ می باشد. هموار ،G بر ω(Yi1 , · · · ,Yik ) ثابت تابع نتیجه در است. ثابت لذا و بوده g از مستقل که

باشیم داشته g ∈ G هر ازای به هرگاه نامیم، راست ناوردای را G بر ω k−فرم یک مشابه، بطور
.r∗g(ω = ω

اثباتی آن برای می توان و می باشد، هموار لی، گروه یک بر راست ناوردای فرم هر ،١٨.١۵ گزارۀ مشابه
داد. ارائه مشابه

باشد. G بر چپ ناوردای k−فرمهای از متشکل برداری فضای دهندۀ نشان Ωk(G)G کنید فرض
نگاشت

Ωk(G)G→∧k(g∨), ω 7→ ωe,

نتیجه مطلب این از است. ایزومورفیسم یک بنابراین و بوده (۶.١٨ ) توسط شده تعریف وارون یک دارای
.dimΩk(G)G =

(
n
k

)
که می شود

تمرینات ١٨ . ٩ بخش

بنویسید. ⇔(ت) (الف) برای را ١٨.٨ گزارۀ اثبات هموار. k−فرم یک مشخصۀ ١٨.١۶

کنید. ثابت را ١٨.١٠ گزارۀ پولبک. خطی خاصیت ١٨.١٧

کنید. ثابت را ١٨.١٢ گزارۀ ای. گوه حاصلضرب پولبک ١٨.١٨

یک محمل١ می توان تابع، یک محمل مفهوم تعمیم با ای. گوه حاصلضرب و جمع *محمل ١٨.١٩
کرد، تعریف را ω ∈Ωk(M) k−فرم

supp(ω) =
{
p ∈ M

∣∣∣ωp , 0
}
= Z(ω)c

مجموعه بستار بار، علامت از منظور و بوده M در ω از Z(ω) صفر مجموعۀ متمم Z(ω)c آن در که
کنید، ثابت باشند. M منیفلد بر دیفرانسیلی فرمهای τ و ω کنید فرض می باشد.

supp(ω+τ) ⊂ supp(ω)∪ supp(τ) الف-

supp(ω∧τ) ⊂ supp(ω)∩ supp(τ). ب-

support ١

٢٣٨
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نقطۀ هر در ω1, · · · ,ωr ∈Ωk(M) k−فرمهای اگر که کنید ثابت خطی. ترکیب یک ساپرت ١٨.٢٠
آنگاه باشند، M بر هموار توابع a1, · · · ,ar نیز و بوده، خطی مستقل M منیفلد

supp
r∑

i=1

aiω
i =

r∪
i=1

supp(ai)

و M بر توابع از ای گردایه {ρα}α∈A کنید، فرض متناهی. موضعا های محمل از ای *گردایه ١٨.٢١
موضعا {supp(ρα)}α∈A های محمل از ای گردایه اگر باشد. M بر فشرده محمل با k−فرم یک ω نیز

است. قرار بر ها α از متناهی تعداد بجز هر ازای به ραω ≡ 0 که کنید ثابت باشد، متناهی

شده تعریف دیفرانسیلی k−فرمهای از
∑
ωα جمع حاصل گوییم متناهی. موضعا جمع حاصل ١٨.٢٢

فرض باشد. متناهی موضعا محملها از {supp(ωα)} گردایۀ هرگاه است، متناهی موضعا ،M منیفلد بر
باشد. M منیفلد بر هموار تابعی f و متناهی موضعا ها جمع حاصل

∑
τα و

∑
ωα کنید

جمعی حاصل
∑
ωα آن در که است U مانند همسایگی دارای p ∈ M نقطۀ هر که دهید نشان الف-

است. متناهی

و است متناهی موضعا جمعی حاصل
∑

(ωα+τα) که دهید نشان ∑ب-
(ωα+τα) =

∑
ωα+

∑
τα.

است. قرار بر نیز زیر رابطۀ و بوده متناهی موضعا جمعی حاصل
∑

fωα که دهید نشان ∑پ-
f ·ωα = f ·

( ∑
ωα

)
پولبک که داد خواهیم نشان ،(۵٬١٩) بخش زیر در پوشا. و سابمرشن نگاشت یک *پولبک ١٨.٢٣
سابمرشن یک π : M̃→ M اگر که کنید ثابت حقیقت، این فرض با است. هموار خود هموار، فرم یک
است. یک به یک جبری همومورفیسم یک π∗ :Ω∗(M)→Ω∗(M̃) پولبک نگاشت آنگاه باشد، پوشا

n لی گروه یک G کنید فرض فشرده. و همبند لی گروه یک بر طرفه دو ناوردای فرمهای ١٨.٢۴
G بر چپ ناوردای فرم - n هر که می دهد نشان تمرین این باشد. g لی جبر با فشرده، و همبند بعدی

است. نیز راست ناوردای

نیز r∗a(ω) ،a ∈G هر ازای به که دهید نشان باشد. G بر چپ ناوردای فرم - n یک کنید فرض الف-
است. a توسط راست ضرب ra : G→G آن در است، چپ ناوردای

g ∈G به که f (a) ناصفر و حقیقی مقدار ازای به و dimΩn(G)G = dim∧n(g∨) = 1 چون ب-
است. گروهی همومورفیسم یک f : G→ R× که دهید نشان .r∗aω = f (a)ω دارد، بستگی

f (a)ωe = (r∗aω)e = که کنید توجه (راهنمایی: است. هموار ، f : G→ R× که دهید نشان پ-
مسالۀ است. Ad(a−1) : g→ g نگاشت پولبک f (a) نتیجه در .r∗a(ωa) = r∗aℓ

∗
a−1(ωe)

ببینید.) را (١۶.١١)

٢٣٩
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خود ، f پیوسته نگاشت تحت f (G) ⊂ R× یعنی G همبند و فشرده مجموعۀ تصویر که آنجایی از ت-
،a ∈G هر ازای به بگیرید نتیجه . f (G) = 1 که کنید ثابت است، همبند و فشرده ای مجموعه

.r∗a(ω) = ω

٢۴٠



١٩ فصل

خارجی مشتق

مطالعه مورد اصلی اشیاء بودند، توابع مطالعه مورد اصلی اشیاء آن در که کارشناسی، دورۀ حسابان خلاف بر
انتگرال و مشتق چگونگی اینجا در ما هدف می باشند. دیفرانسیلی های فرم ها، منیفلد روی حسابان در

می باشد. دیفرانسیل های فرم از گیری
- R نگاشتی A =

⊕∞
k=0 Ak مدرج جبر بر مشتق١ پاد یک که کنیم آوری یاد است لازم اینجا در

که است D : A→ A مانند خطی

D(ω ·τ) = (Dω) ·τ+ (−1)kω ·Dτ

به نامند. k درجۀ از همگن عنصر را Ak عنصر ،A مدرج جبر در تعریف به بنا .τ ∈ Aℓ و ω ∈ Ak برای
هرگاه گوییم، m درجۀ از را مشتق پاد ،ω ∈ A همگن عضو هر ازای

deg Dω = degω+m

مدرج جبر بر باشد. M بر C∞ های فرم از متشکل مدرج جبری Ω∗(M) و منیفلد یک M که کنید فرض
فرایند می نامیم. خارجی٢ مشتق را آن که می شود، تعریف بفرد منحصر بطور مشتق پاد یک Ω∗(M)

نامند. خارجی مشتقگیری را خارجی مشتق از استفاده

D :Ω∗(M)→Ω∗(M) چون خطی -R نگاشتی ،M منیفلد بر خارجی مشتق از منظور تعریف. ١٩.١
که است

است. 1 درجۀ از مشتق پاد یک D الف-

.D◦D = 0 ب-

.(D f )(X) = X f آنگاه باشد، M منیفلد بر هموار برداری میدان یک X و هموار تابع یک f اگر پ-

exterior derivative ٢ antiderivative ١

٢۴١



مختصاتی چارت یک بر خارجی مشتق .١٩ . ١ خارجی مشتق .١٩ فصل

برابر d f یعنی f تابع دیفرانسیل فرمی با - 0 بر خارجی مشتق مقدار که می کند ایجاب (پ) شرط
داریم، (U, x1, · · · , xn) مختصاتی چارت بر (٢٬١٧) به توجه با بنابراین است.

D f = d f =
∑ ∂ f

∂xi dxi

خاصیت سه از استفاده با سپس ، می کنیم ثابت منیفلد بر را خارجی مشتق ویکتایی وجود بخش این در
دارند. جایجایی خاصیت پولبک با خارجی مشتق که می دهیم نشان خارجی مشتق تعریف در شده ارائه
هموار خود ، هموار نگاشت یک توسط هموار فرم یک پولبک که کنیم ثابت تا می نماید کمک مطلب این

می باشد.

مختصاتی چارت یک بر خارجی مشتق ١٩ . ١ بخش

اثباتی دادیم. نشان Rn از بازی مجموعۀ زیر بر را خارجی مشتق یک یکتایی و وجود ۴.۴ بخش زیر در
نمود. ارائه منیفلد یک بر مختصاتی چارت هر برای می توان آن مشابه

آنگاه باشد. M مفروض منیفلد بر مختصاتی چارت یک (U, x1, · · · , xn) کنید فرض دقیقتر، بطور
بفرد منحصر خطی ترکیب بصورت می توان را U بر ω مانند فرم - k هر

ω =
∑

aIdxI , aI ∈ C∞(U)

نوشت.
آنگاه باشد، U بر خارجی مشتق D اگر

Dω =
∑

(DaI)∧dxI +
∑

aIDdxI , (الف)) به (بنا

=
∑

(DaI)∧dxI , (Dd = D2 = 0 و (پ) و (ب) به (بنا (١.١٩ )

=
∑

I

∑
j

∂aI

∂x j dx j∧dxI (پ)) به (بنا

تعریف یکتا بطور مشتق این (١.١٩ ) به توجه با آنگاه باشد، موجود U بر D خارجی مشتق اگر بنابراین
(الف)، شرایط در D اینکه اثبات می نماییم. تعریف (١.١٩ ) مطابق را D وجود، اثبات برای می شود.
(U,ϕ) چارت بر یکتا خارجی مشتق می باشد. Rn حالت در (٧٬۴) گزارۀ مشابه می کند صدق (پ) و (ب)

می دهیم. نشان dU با را
- k یک برای که است خاصیت این دارای Ω∗(M) بر D مشتق پاد یک ،Rn بر تابع مشتق مشابه
توضیح برای دارد. بستگی p همسایگی یک بر ω مقادیر به تنها p مفروض نقطۀ در Dω مقدار ،ω فرم

کنیم. صحبت موضعی های عملگر مورد در می بایست ابتدا آن، کامل

موضعی های عملگر ١٩ . ٢ بخش
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W = C∞(R) اگر مثال، بعنوان نامند. W بر عملگر یک اغلب را W برداری فضای از اندومورفیسم یک
می باشد. W بر عملگر یک d/dx مشتق آنگاه باشد، R بر هموار توابع از متشکل برداری فضای

d
dx

f (x) = f ′(x)

از کوچک همسایگی یک در f مقدار به تنها p نقطۀ در f ′(x) مقدار که است خاصیت این دارای مشتق
. f ′ = g′ ،U بر آنگاه ، f = g ،R در U مانند باز مجموعۀ یک روی اگر دقیقتر، بطور دارد. بستگی p

است. C∞(R) بر موضعی عملگر یک مشتق که گوییم روی این از

وقـتیکه هـــرگاه است، موضعی k ≥ 0 هر ازای به D :Ω∗(M)→Ω∗(M) عملگر یک تعریف. ١٩.٢
.Dω ≡ 0 ،U بر آنگاه شود، صفر به تحدید M در U باز مجموعۀ یک بر ω ∈ Ωk(M) فرم - k یــک
معادل ومعیار محک یک .ωp = 0 ،U به متعلق p نقطۀ درهر که است آن ،U بر 0 به تحدید از منظور
فرم - k دو هنگامیکه ،k ≥ 0 هر ازای به که است آن باشد موضعی D مانند عملگر یک که آن برای
،U مجموعۀ بر که بگیریم نتیجه باشند، مساوی باهم U باز مجموعۀ یک روی ω,τ ∈ Ωk(M) مانند

. Dω = Dτ

بصورت را I : C∞([a,b])→C∞([a,b]) انتگرال عملگر مثال. ١٩.٣

I( f ) =
∫ b

a
f (t)dt

انتگرال می گیریم. نظر در [a,b] یر ثابت تابع را آن ما که است، عدد یک I( f ) اینجا در می کنیم. تعریف
دارد. [a,b] فاصلۀ کل بر f مقدار به بستگی p نقطۀ هر در I( f ) مقدار چون نیست، موضعی عملگر یک

است. موضعی عملگر یک Ω∗(M) بر D مشتق پاد هر گزاره. ١٩.۴

p کنید فرض همچنین .ω ≡ 0 ،U باز مجموعۀ زیر یک روی و ω ∈ Ωk(M) کنید فرض : برهان
نقطۀ در ای ضربه ، f مانند تابع یک .(Dω)p = 0 که کنیم ثابت است کافی باشد. U بر دلخواه ای نقطه

به متعلق ای نقطه q اگر زیرا می باشد، fω ≡ 0 ،M بر نتیجه در می کنیم، انتخاب را U در محمل و p

گیری بکار با . f (q) = 0 که، داشت خواهیم آنگاه نباشد، U به متعلق q اگر و ،ω = 0 داریم باشد، U
داریم ، fω بر D مشتق ضد خاصیت

0 = D(0) = D( fω) = (D f )∧ω+ (−1)0 f ∧ (Dω).

است عبارت که می کنیم، محاسبه را ، f (p) = 1 و ωp = 0 به، توجه با p نقطۀ در راست طرف حاصل
□ می خواستیم. که است همانی این و ،0 = (Dω)p از

است. موضعی عملگر یک نیز Ω∗(M) بر مشتق که داد نشان می توان مشابه برهانی با یادداشت. ١٩.۵
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منیفلد بر خارجی مشتق وجود ١٩ . ٣ بخش

.p ∈ M و M بر فرم - k یک ω می کنیم فرض ،M مانند منیفلد یک بر خارجی مشتق تعریف برای
بر شده تعریف ω =

∑
aIdxI می کنیم فرض می گیریم. نظر در p نقطۀ حول را (U, x1, · · · , xn) چارت

دادیم، نشان زیر خاصیت با U بر را dU خارجی مشتق یک وجود (١٬١٩) بخش زیر مطابق باشد. U

dUω =
∑

daI ∧dxI , (U (بر (٢.١٩ )

شامل که U چارت از مستقل (dUω)p که می دهیم نشان حال .(dω)p = (dUω)p می کنیم، تعریف
شده تعریف ω =

∑
bJdyJ و p نقطۀ حول دیگری چارت (V,y1, · · · ,yn) اگر است. باشد، می  p نقطۀ

،U ∩V بر آنگاه باشد، V ∑بر
aIdxI =

∑
bJdyJ

دارد، وجود زیر بصورت بفرد منحصر خارجی مشتق یک U ∩V بر

dU∩V :Ω∗(U ∩V)→Ω∗(U ∩V)

داریم، U ∩V بر خارجی مشتق خواص به بنا

dU∩V

( ∑
aIdxI

)
= dU∩V

( ∑
bJdyJ

)
آنجا، از ∑و

daI ∧dxI =
∑

dbJ ∧dyJ

)مخصوصا، ∑
daI ∧dxI

)
p
=

( ∑
abJ ∧dyJ

)
p
.

عملگر می باشد. (U, x1, · · · , xn) چارت از مستقل و تعریف خوش (dω)p = (dUω)p می گیریم، نتیجه

می شود، تعریف کند، تغییر M نقاط همۀ روی p هنگامی که زیر

d :Ω∗(M)→Ω∗(M)

از نقطه هر در را خواص این است کافی شود بررسی (پ)، و (ب) (الف)، خواص درستی که آن برای
محاسباتی مشابه آن بررسی دیدیم، (١٬١٩) بخش زیر در همانطوریکه دهیم. قرار بررسی مورد p ∈ M

است. آمده ٧.۴ گزارۀ در Rn بر خارجی مشتق در که است
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خارجی مشتق یکتایی .۴ . ١٩ خارجی مشتق .١٩ فصل

خارجی مشتق یکتایی ۴ . ١٩ بخش

مشتق با D که دهیم نشان می خواهیم باشد. خارجی مشتق یک D : Ω∗(M)→ Ω∗(M) کنید فرض
برداری میدان یک نیز X و هموار تابعی f اگر است. یکی (٣٬١٩) بخش زیر در شده تعریف d خارجی

داریم، ١٩.١ تعریف در (پ) خاصیت به توجه با آنگاه باشد، M بر شده تعریف هموار

(D f )(X) = X f = (d f )(X)

.D f = d f ، f ∈Ω0(M) توابع روی نتیجه در

گرفته، نظر در را d f 1∧ · · ·∧dxk دقیق -فرمی 1 ای گوه ضرب حال

D(d f 1∧ · · ·∧d f k) = D(D f 1∧ · · ·∧D f k) (D f i = d f i (چون

=

k∑
i=1

(−1)i−1D f 1∧ · · ·∧DD f i∧ · · ·∧D f k است) مشتق پاد یک D)

= 0 (D2 = 0 (چون

کرده، فرض ثابت را p ∈M است. مساوی ω ∈Ωk(M) -فرم، k هر بر d با D که، می دهیم نشان بالاخره
بر aI , x1, · · · , xn توابع می گیریم. نظر در U بر را ω =

∑
aIdxI و p حول را (U, x1, · · · , xn) چارت و

aI , x1, · · · , xn توابع با توابع این ١٨.٩ گزارۀ به بنا داده، توسیع M بر ã, x̃1, · · · , x̃n ، هموار توابع به را U
می کنیم، تعریف است. یکی p نقطۀ از V همسایگی بر

ω̃ =
∑

ãIdx̃I ∈Ωk(M).

داریم، بنابراین . Dω = Dω̃ ،V بر آنگاه

(Dω)p = (Dω̃)p

=

(
D

∑
ãIdx̃I

)
p

=

( ∑
dãI ∧dx̃I +

∑
ãI ∧dx̃I

)
p

=

( ∑
dãI ∧dx̃I

)
p

(Ddx̃1 = DDx̃ = 0 (چون

=

( ∑
daI ∧dxI

)
p

است) موضعی عملگر یک D (چون

= (dω)p

کردیم، ثابت را زیر قضیۀ و

خواص با d : Ω∗(M)→ Ω∗(M) بصورت، یکتا خارجی مشتق یک ،M منیفلد هر بر قضیه. ١٩.۶
دارد. وجود ١٩.١ تعریف در شده تعریف
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پولبک تحت خارجی گیری مشتق .۵ . ١٩ خارجی مشتق .١٩ فصل

پولبک تحت خارجی گیری مشتق ۵ . ١٩ بخش

گزارۀ با همراه حقیقت این می شوند. بجا جا خارجی مشتق با دیفرانسیلی های فرم پولبک که دیدم
این از استفاده با می باشد. پولبک با محاسبات اصلی کلید است، ای گوه ضرب حافظ پولبک که ،١٨.١٢
را است، هموار ، هموار نگاشت یک تحت ، هموار فرم هر پولبک که را، گزاره این می توان خاصیت، دو

کرد. ثابت

باشد. منیفلدها از هموار نگاشت یک F : N→ M کنید فرض .(d با پولبک (جابجایی گزاره ١٩.٧
.dF∗ω = F∗dω آنگاه ،ω ∈Ωk(M) اگر

در می شود. نتیجه ١٧.١٠ گزارۀ از حکم و بوده، M بر هموار تابع یک ω ،k = 0 حالت در : برهان
اینکار برای .dF∗ω = F∗dω داریم ،p ∈ N دلخواه نقطۀ هر در که کنیم تحقیق است کافی ،k ≥ 1 حالت
نقطۀ حول M بر چارتی (V,y1, · · · ,ym) اگر کنیم. ثابت مختصاتی چارت یک بر را حکم است کافی

اینصورت، در باشد، F(p)

ω =
∑

aIdyi1 ∧ · · ·∧dyik , I = (i1 < · · · < ik)

و می باشند، V بر هموار توابعی aI آن در که

F∗ω =
∑

(F∗aI)F∗dyi1 ∧ · · ·∧F∗dyik (١٨.١٢ (گزارۀ

=
∑

(aI ◦F)dFi1 ∧ · · ·∧dFik (F∗dyi = dF∗yi = d(yi ◦F) = dFi)

بنابراین

dF∗ω =
∑

(aI ◦F)dFi1 ∧ · · ·∧dFik

دیگر، طرف از

F∗dω = F∗
( ∑

daI ∧dyi1 ∧ · · ·∧dyik
)

=
∑

F∗daI ∧F∗dyi1 ∧ · · ·∧F∗dyik

=
∑

d(F∗daI)∧dFi1 ∧ · · ·∧dFik (k = 0 حالت، )

=
∑

d(aI ◦F)∧dFi1 ∧ · · ·∧dFik .

□ .dF∗ω = F∗dω بنابراین،
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پولبک تحت خارجی گیری مشتق .۵ . ١٩ خارجی مشتق .١٩ فصل

.(dω)|U = d(ω|U) آنگاه باشد، ω ∈Ωk(M) و M منیفلد از بازی مجموعۀ زیر U اگر نتیجه. ١٩.٨

دوباره از نتیجه این و ،ω|U = i∗ω آنگاه باشد. شمول نگاشت i : U ↪→ M کنید فرض : برهان
□ می شود. حاصل i∗ و d برای جابجایی رابطۀ نویسی

تابع باشد. (r, θ) مختصات با R2 صفحۀ در ]0,∞[×]0,2π[ باز مجموعۀ ،U کنید فرض مثال. ١٩.٩
مجموعۀ مختصات اگر اگر می کنیم. ,F(rتعریف θ) = (r cosθ,r sinθ) ضابطۀ با F : U ⊂ R2→ R2

بیابید. را F∗(dx∧dy) پولبک باشد، y و x استاندارد مختصات مقصد،

می کنیم، حساب را F∗dx ابتدا حل.

F∗dx = dF∗x ((۵٬١٩) (گزارۀ
= d(x◦F) تابع) یک پولبک (تعریف

= d(r cosθ)

= (cosθ)dr− r sinθdθ

مشابه، بطور

F∗dy = dF∗y

= d(r sinθ)

= (sinθ)dr+ r cosθdθ.

داریم، پس ،(١٨.١٢ (گزارۀ می شوند جابجا ای گوه ضرب با پولبک چون

F∗(dx∧dy) = (F∗dx)∧ (F∗dy)

= ((cosθ)dr− r sinθdθ)∧ ((sinθ)dr+ r cosθdθ)

= (r cos2 θ+ r sin2 θ)dr∧dθ (dθ∧dr = −dr∧dθ (چون

= rdr∧dθ

باشد، M بر هموار فرم - k یک ω و ، ها منیفلد از هموار نگاشتی F : N → M اگر گزاره. ١٩.١٠
بود. خواهد N بر هموار فرم - k یک F∗ω آنگاه

است. هموار ،F∗ω آن بر که است همسایگی دارای N از نقطه هر که دهیم نشان کافیست : برهان

می کنیم. اختیار F(p) نقطۀ حول M در (V,y1, · · · ,ym) مانند چارتی و نموده اختیار ثابت را p ∈ N
،F پیوستگی به توجه با باشد. چارت این از F نگاشت تحت مولفۀ امین i ،Fi = yi ◦F کنید فرض
،V بر ω چون .F(U) ⊂ V که است بقسمی دارد، وجود p حول N بر (U, x1, · · · , xn) مانند چارتی

پس است، هموار

ω =
∑

I

aIdyi1 ∧ · · ·∧dyik
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منیفلد زیر یک به فرم - K تحدید .۶ . ١٩ خارجی مشتق .١٩ فصل

داریم، پولبک خواص به بنا حال ⇐(ب)). (الف) (١٨.٨) (گزارۀ aI ∈ C∞(V) ، هموار توابع ازای به

F∗ω =
∑

(F∗aI)F∗(dyi1)∧ · · ·∧F∗(dyik ) ((١٨.١٢) و (١٨.١٠) های (گزاره

=
∑

(F∗aI)dF∗yi1 ∧ · · ·∧dF∗yik ((١٩.٧) (گزارۀ

=
∑

(aI ◦F)dFi1 ∧ · · ·∧dFik (F∗yi = yi ◦F = Fi)

=
∑
I,J

(aI ◦F)
∂(Fi1 , · · · ,Fik )
∂(x j1 , · · · , x jk )

dxJ ((١٨.٣) (گزارۀ

⇐ (پ) (١٨.٨) گزارۀ به بنا هستند، هموار همگی ،∂(Fi1 , · · · ,Fik )/∂(x j1 , · · · x jk ) و aI ◦F چون
□ می باشد. هموار نیز ،F∗ω (الف)،

F∗ :Ω∗(M)→پولبک آنگاه باشد، ها منیفلد از هموار نگاشت یک F : N→M اگر خلاصه، بطور
با که همومورفیسم جبر حافظ - درجۀ یعنی می باشد، مدرج های جبر دیفرانسیل از مورفیسم یک Ω∗(N)

می شود. جابجا دیفرانسیل

منیفلد زیر یک به فرم - k تحدید ۶ . ١٩ بخش

تکرار مولفه k روی فقط بوده، 1−فرمی تحدید مانند درست ایمرس منیفلد زیر یک به فرم - k یک تحدید
آنگاه باشد، M بر فرم - k یک ω اگر باشد. M منیفلد از منظم منیفلد زیر یک S کنید فرض می شود.

می شود، بیان زیر رابطۀ با و بوده S بر ω|S فرم - k ،S به ω تحدید

(ω|S )p(v1, · · · ,vk) = ωp(v1, · · · ,vk)

TpS ×· · ·× دامنۀ به آن تحدید با ωp بوسیلۀ (ω|S )p نتیجه در .v1, · · · ,vk ∈ TpS ⊂ TpM آن در که
تحت پولبک مانند درست فرم - k تحدید ،١٧.١۴ گزارۀ به توجه با می آید. بدست ( بار - k) ،TpS

می باشد. i : S ↪→ M شمول نگاشت

بعنوان کرد. تحدید S مانند منیفلد زیر یک بر صفر فرم یک به می توان را M بر ناصفر فرم یک
آنگاه باشد، شده تعریف f (x,y) ثابت غیر تابع یک بوسیلۀ که R2 در هموار منحنی یک S اگر مثال،
متحد S بر f چون اما است، R2 بر ناصفر 1−فرم یک d f = (∂ f /∂x)dx+ (∂ f /∂y)dy دیفرانسیل
بر دیگری مثال .(d f )|S ≡ 0 بنابراین، است. صفر با متحد S بر نیز d f دیفرانسیل لذا است، صفر با

می باشد. ١٩.٢١ مسالۀ مطلب این

یک xdy فرم مثال بعنوان شد. قائل تمایز ناصفر جا همه های فرم و ناصفر های فرم بین می بایست
صفر برابر y محور روی مذکور فرم چون نمی باشد، ناصفر جا همه فرم این هرچند بوده، R2 بر ناصفر فرم

می باشند. R2 بر ناصفر 1−فرمی هایی ،dy و dx که می دانیم است.

می توان بنابراین ،(d f )|S = d( f |S ) می شوند، جابجا خارجی مشتق و پولبک چون گذاری. نماد ١٩.١١
کرد. استفاده ها آن دوی هر برای d f |S نماد از
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دایره بر ناصفر جا همه 1−فرمی های .١٩ . ٧ خارجی مشتق .١٩ فصل

دایره بر ناصفر جا همه 1−فرمی های ١٩ . ٧ بخش

کاربرد یک بعنوان است. ناصفر جا همه واحد دایرۀ بر −ydx+ xdy 1−فرم که دیدیم ١٧.١۵ مثال در
از یکی کنیم. تعریف دایره بر ناصفر جا همه 1−فرم یک دیگر روش یک به می خواهیم خارجی، مشتق از
که می باشد، Rn+1 بر هموار صفحه ابر روی ناصفر جا همه ١ خاص فرم ساختار تعمیم جدید روش مزایای
یک که دید خواهیم ٢١ فصل در می باشد. f : Rn+1 → R هموار تابع یک از منظم طراز مجموعۀ یک

دارد. منیفلد روی پذیری جهت با نزدیکی رابطۀ که است ناصفر جا همه خاص فرم

به R2 از dx 1−فرم باشد. R2 در واحد دایرۀ S1 = {(x,y)|x2 + y2 = 1} کنید فرض مثال. ١٩.١٢
Tp(S1) از عبارت Tp(R2) جای به

(
dx

∣∣∣
S1

)
p دامنۀ ،p ∈ S1 نقطۀ هر در می شود. تحدید S1 بر 1−فرم

)می باشد.
dx

∣∣∣
S1

)
p : Tp(S1)→ R.

زیرا، (١٩ . ٧ (شکل ∂/∂y از عبارتست Tp(S1) مماس فضای برای مبنا یک ،p = (1,0) در

(dx)p

(
∂

∂y

)
= 0

در می شود، محدود S1 دایرۀ به وقتیکه اما است، R2 بر ناصفر جا همه 1−فرم یک dx که می بینیم چه گر
x2+ y2 = 1 رابطه طرفین از ،S1 بر ناصفر جا همه 1−فرم یک یافتن برای می شود. صفر (1,0) نقطۀ

.p = (1,0) در S1 به مماس فضای :١٩ . ١ شکل

داریم، ،d خاصیت از استفاده با می گیریم. خارجی مشتق

2xdx+2ydy = 0 (٣.١٩ )

کنید، فرض است. معتبر (x,y) ∈ S1 نقطۀ در تنها معادله این البته،

Ux =

{
(x,y) ∈ S1

∣∣∣∣ x , 0
}

و Uy =

{
(x,y) ∈ S1

∣∣∣∣y , 0
}
.

Top Form ١
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تمرینات .١٩ . ٨ خارجی مشتق .١٩ فصل

،Ux∩Uy بر ،(٣.١٩ ) به بنا

dy
x
= −dx

y
.

می کنیم، تعریف زیر بصورت S1 بر ω 1−فرم یک

ω =


dy
x

Ux .بر

−dx
y

Uy .بر
(۴.١٩ )

است. S1 = Ux∩Uy بر تعریف خوش 1−فرم یک ω برابرند، هم با Ux∩Uy بر 1−فرم دو این چون

فرض کنیم. استفاده ها چارت از می بایست باشد، هموار و ناصفر جا همه ω که دهیم نشان اینکه برای
کنید،

U+x =
{
(x,y) ∈ S1

∣∣∣∣ x > 0
}

و بوده موضعی مختص یک y ،U+x بر می شود. تعریف (١٩ . ٧ (شکل مطابق U−x ,U
+
y ,U

−
y مشابها و

،U+x بر چون بود. خواهد p ∈ U+x نقطۀ هر در T ∗p(S1) مماس هم فضای برای مبنا یک dy بنابراین
نتیجه این می توان مشابه استدلالی با می باشد. ناصفر U+x بر جا همه و هموار بنابراین بوده، ω = dy/x
است. ناصفر S1 بر جا همه و هموار ،ω نتیجه، در گرفت. U−y و U+y بر −dx/y و U−x بر dy/x برای را

واحد. دایرۀ بر چارت دو :١٩ . ٢ شکل

تمرینات ١٩ . ٨ بخش

(0,∞)× (0,π)× (0,2π) بصورت باز مجموعۀ U کنید فرض دیفرانسیل. فرم یک پولبک ١٩.١٣
می کنیم تعریف زیر ضابطۀ با را F : U → R3 باشد. (ρ,ϕ,θ) مختصات با R3 فضای در

F(ρ,ϕ,θ) = (ρsinϕcosθ,ρsinϕsinθ,ρcosθ).
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تمرینات .١٩ . ٨ خارجی مشتق .١٩ فصل

دهید نشان باشد، R3 مقصد مجموعۀ استاندارد مختصات x,y,z اگر

F∗(dx∧dy∧dz) = ρ2 sinϕdρ∧dϕ∧dθ.

است، شده داده زیر ضابطۀ با F : R2→ R2 کنید فرض دیفرانسیل. فرم یک پولبک ١٩.١۴

F(x,y) = (x2+ y2, xy)

بیابید. را F∗(udu+ vdv) مقدار باشد، R2 مقصد مجموعۀ استاندارد مختصات u,v اگر

شده 1−فرمی تعریف یک τ کنید فرض منحنی. یک بوسیلۀ دیفرانسیل فرم یک پولبک ١٩.١۵
ضابطۀ با را γ : R→ R2 − {0} اکنون باشد. R2 − {0} بر τ = (−ydx+ xdy)/(x2 + y2) بصورت
١٧.١٧ مثال با رابطه در مساله این ) .γ∗τ مقدار مطلوبست می کنیم. تعریف γ(t) = (cos t,sin t)

(.ω = i∗τ و γ = i◦ c آنگاه باشد، شمول نگاشت i : S1 ↪→ R2−{0} اگر آن در که است

زیر یک U منیفلدها، از هموار نگاشت یک F : N → M کنید فرض تحدید. یک پولبک ١٩.١۶
اگر که کنید ثابت باشد. F−1(U) به F تحدید F|F−1(U) : F−1(U) → U و M از باز مجموعۀ

.(F|F−1(U))∗(ω|U) = (F∗ω)|F−1(U) آنگاه ،ω ∈Ωk(M)

همسایگی بر هموار توابع f 1, · · · , f n کنید فرض دیفرانسیلی. های فرم و مختصاتی توابع ١٩.١٧
که است p نقطۀ شامل W مانند همسایگی که دهید نشان باشد. n بعد با منیفلدی در p نقطۀ شامل U

.(d f 1∧ · · ·∧d f n)p , 0) اگر، تنها و اگر می دهد مختصات دستگاه یک تشکیل f 1, · · · , f 6n

است، (نزولی) کاهشی محمل با L : Ω∗(M)→ Ω∗(M) عملگر یک موضعی. های عملگر ١٩.١٨
که دهید نشان .supp L(ω) ⊂ suppω باشیم، داشته k ≥ 0 که ω ∈Ω∗(M) فرم - k هر ازای به هرگاه

باشد. کاهشی محمل با اگر تنها و اگر است، موضعی Ω∗(M) بر عملگر یک

باشد. هموار منیفلد یک M کنید فرض هستند. موضعی عملگرهای هموار توابع مشتقات ١٩.١٩
است موضعی D است. Ω∗(M) بر موضعی عملگر تعریف مشابه C∞(M) بر D ضعی مو عملگر تعریف
ثابت .D f ≡ 0 ،U بر آنگاه شود، صفر با متحد U باز مجموعۀ زیر یک بر f ∈ C∞(M) تابع وقت هر

می باشد. C∞(M) بر موضعی عملگر یک C∞(M) مشتق که کنید

تباهیده نا را V 2n-بعدی برداری فضای یک بر α همبردار - 2 یک تباهیده. نا فرمی های - 2 ١٩.٢٠
2n منیفلد یک بر ω فرم - 2 یک نباشد. صفر -همبردار 2n بار) n) ،αn := α∧ · · ·∧α هرگاه نامیم،
نا TpM مماس فضای بر ωp همبردار - 2 ،p ∈ M نقطۀ هر در هرگاه گوییم، ناتباهیده را M -بعدی

باشد. تباهیده

است، تباهیده نا زیر فرم - 2 ،x1,y1, · · · , xn,yn حقیقی مختصات با Cnبر که کنید ثابت الف-

ω =

n∑
j=1

dx j∧dy j
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بعدی - n منیفلد یک مماس هم کلاف از T ∗M کلی فضای بر لیوویل فرم λ اگر که کنید ثابت ب-
است. T ∗M بر تباهیده نا فرم - 2 یک dλ آنگاه باشد، M

قائم را R3 در صفحه یک باشد. R3 بر استاندارد مختصات x,y,z کنید فرض قائم. *صفحۀ ١٩.٢١
با که کنید ثابت شود. تعریف ax+by = 0 بصورت (a,b) , (0,0) ∈ R3 مقادیر ازای به هرگاه گوییم،

.dx∧dy = 0 قائم، صفحۀ یک به تحدید

١٩.١٢ مثال در که S1 بر ω ناصفر جا همه فرم که کنید ثابت . S1 بر ناصفر جا هیچ فرم ١٩.٢٢
نظر در جداگانه را Uy و Ux (راهنمایی: می باشد. ١٧.١۵ مثال از −ydx+ xdy صورت به شد ساخته

نمایید.) جایگزین −ydx+ xdy در را dx = −(y/x) عبارت Ux بر بگیرید.

هموار. صفحۀ ابر یک بر ناصفر جا هیچ هموار فرم ١٩.٢٣

قضیۀ به بنا باشد. f منظم مقدار یک 0 کنید فرض و R2 بر هموار تابع یک f (x,y) کنید فرض الف-
یک است. R2 از بعدی یک منیفلد زیر یک f (x,y) از M صفر مجموعۀ منظم، طراز مجموعۀ

بسازید. M بر ناصفر جا همه هموار 1−فرم

قضیۀ به بنا باشد. f منظم مقدار 0 کنید فرض و R3 بر هموار تابع یک f (x,y,z) کنید فرض ب-
فرض است. R3 از بعدی دو منیفلد زیر یک f (x,y,z) از M صفر مجموعۀ منظم، طراز مجموعۀ
های تساوی که دهید نشان باشند. x,y,z به نسبت ترتیب به f جزئی مشتقات fx, fy, fz کنید

است، قرار بر باشد، معنی با M بر که جا هر زیر

dx∧dy
fz

=
dy∧dz

fx
=

dz∧dx
fy

می دهند. M بر ناصفر جا همه هموار -فرم 2 یک تشکیل باهم فوق فرم - 2 سه نتیجه در

دهید. تعمیم Rn+1 در f (x1, · · · , xn+1) منظم تراز مجموعۀ به را مساله این پ-

یک که کردیم مشاهده (١٬١۴) بخش زیر در . هموار توابع مشتق بصورت برداری های میدان ١٩.٢۴
حال می کند. تعریف C∞(M) بر مشتق یک M مفروض منیفلد یک بر ،X مانند هموار برداری میدان
بدست کردیم، بیان قبلا که برداری میدان یک تنها و یک از C∞(M) از مشتق هر که دهیم نشان می خواهیم
نشان φ(X) با را X برداری میدان از ناشی مشتق موقتا مشتق، و برداری میدان مابین تمایز برای می آید.

داریم، f ∈ C∞(M) هر ازای به نتیجه، در می دهیم.

(φ(X) f )(p) = Xp f p ∈ M هر ازای به

خطی - F نگاشت یک φ : X→ Der(C∞(M)) که کنید ثابت .F = C∞(M) کنید فرض الف-
است.

است. یک به یک φ که دهید نشان ب-
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بصورت، را Dp : C∞p (M)→C∞p (M) باشد، p ∈ M و C∞(M) مشتق یک D اگر پ-

Dp[ f ] = [D f̃ ] ∈ C∞p (M)

١٨.٩ گزارۀ در که طوری آن ، f فراگیر توسیع f̃ و p در f جرم [ f ] از منظور که می کنیم، تعریف
را ١٩.١٩ مسالۀ است.(راهنمایی: تعریف خوش Dp[ f ] که دهید نشان می باشند. است، آمده

گیرید.) بکار

است. C∞p (M) از مشتق یک Dp که دهید نشان ت-

است. ها مدول - F از ایزومورفیسم یک φ : X(M)→ Der(C∞(M)) که کنید ثابت ث-

قرن اواخر در که مکسول، مغناطیسی و الکتریسیته نظریۀ در بیستم. قرن مکسول معادلات ١٩.٢۵
در B = ⟨B1,B2,B3⟩ مغناطیسی میدان و E = ⟨E1,E2,E3⟩ الکتریکی میدان یافت، توسعه نوزدهم

می گیریم. نظر در را می کند، صدق نیز زیر معادلات در و بوده جریانی هرگونه فاقد که R3 خلا فضای

∇×E = −∂B
∂t
, divE = 0,

∇×B =
∂E
∂t
, divB = 0.

میدان با متناظر R2 بر E = E1dx+E2dy+E3dz 1−فرم ،(۶٬۴) بخش زیر در شده بیان تناظر با
B برداری میدان با متناظر B = B1dy∧ dz+ B2dz∧ dx+ E3dx∧ dy فرمی  - 2 و E برداری
می توان را B هم و E هم آنگاه باشد. (x,y,z, t) مختصات با زمان - فضا یک R4 کنید فرض می باشد.
بصورت زمان - فضا این بر را F فرمی - 2 گرفت. نظر در R4 بر دیفرانسیلی های فرم صورت به
رابطۀ با مکسول معادلات دسته دو از کدامیک که دهید نشان حال می کنیم. تعریف F = E ∧ dt+ B
بوده معادل d⋆F = 0 رابطۀ با دیگر معادلۀ دو ) بیاورید. دلیل خود ادعای برای است. معادل dF = 0

است.) آمده [۶٨٩ ص. بخش١٬١٩، ، ٢ ] دیفرانسیل هندسۀ کتاب در ستاره عمل که
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٢٠ فصل

درونی ضرب و لی مشتق

درونی ضرب مورد در (۴ . ٢٠) بخش زیر فصل، این در لازم بخش زیر تنها کتاب، بعدی فصول ادامه برای
فصل در خارجی گیری مشتق ساختار نمود. حذف نخست مطالعۀ در می توان را ها بخش باقی می باشد.

آنگاه ،ω =
∑

aIdxI اگر دارد. بستگی مختصات انتخاب به و بوده موضعی ١٩

dω =
∑

dx j∧dxI

،C∞ فرمی - 1 یک برای حقیقت، در می باشد. موضعی مختصات انتخاب از مستقل d این واقع در که
داریم، را زیر فرمول ،M منیفلد بر X,Y ،C∞ برداری های میدان و ω

(dω)(X,Y) = Xω(Y)−Yω(X)−ω
([

X,Y
])
.

ها فرم - k خارجی مشتق مانند درست (سرتاسری) فراگیر و ذاتی فرمول یک می خواهیم بخش این در
ضرب و لی مشتق یعنی ها، منیفلد بر شده تعریف ذاتی عمل دو از استفاده مبنای بر آن اثبات دهیم. ارائه

روی دیفرانسیلی فرم یک یا برداری میدان یک از گیری مشتق برای روشی لی مشتق است. استوار درونی
منیفلد، یک بر شده تعریف X برداری میدان هر برای می باشد. دیگر برداری میدان امتداد در منیفلد یک
می دانید طوریکه همان است. دیفرانسیلی های فرم روی −1 درجۀ از مشتق پاد یک ιX درونی ضرب

می باشند. هندسه و دیفرانسیل توپولوژی در مهم بسیار ذاتی عمل دو درونی ضرب و لی مشتق

دیفرانسیلی های فرم و برداری های میدان خانوادۀ ٢٠ . ١ بخش

را منیفلد یک بر شده تعریف دیفرانسیلی های فرم یا برداری های میدان از {ωt} یا {Xt} گردایه یک
فرض کند. تغییر حقیقی خط از مجموعه زیر یک روی t پارامتر هرگاه نامیم، پارامتری - 1 خانوادۀ یک
1-پارامتری خانوادۀ یک {Xt} کنید فرض همچنین باشد. منیفلد یک M و R در باز فاصلۀ یک I کنید
limt→t0 Xt حد گوییم باشد. t0 ∈ I بجز t ∈ I هر ازای به شده تعریف M بر برداری های میدان از
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که باشد (U, x1, · · · , xn) مانند مختصاتی همسایگی یک دارای p ∈ M نقطۀ هر هرگاه است، موجود
می دهیم، قرار حالت این در باشند. قرار بر i هر ازای به limt→t0 ai(t, p) و Xt|p =

∑
ai(t, p)∂/∂xi|p

lim
t→t0

Xt

∣∣∣∣
p
=

n∑
i=1

lim
t→t0

ai(t, p)
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

(١.٢٠ )

از مستقل t→ t0 هنگامیکه Xt حد تعریف دهداین نشان که می خواهیم خواننده از (١٬٢٠) مسالۀ در
می باشد. (U, x1, · · · , xn) مختصاتی همسایگی انتخاب

t به هموار وابسته بطور را M بر هموار برداری های میدان از {Xt}t∈I پارامتری - 1 خانوادۀ یک
برای که باشد قسمی  به (U, x1, · · · , xn) مختصاتی همسایگی یک دارای M نقطۀ هر در هرگاه نامیم،

،I×U بر شده تعریف ai ،C∞ توابع

(Xt)p =
∑

ai(t, p)
∂

∂xi

∣∣∣∣
p
, (t, p) ∈ I×U. (٢.٢٠ )

می باشد. M بر برداری های میدان از هموار خانوادۀ یک {Xt}t∈I که گوییم حالت این در
بوسیلۀ t = t0 در t به نسبت را آن مشتق می توان M بر برداری های میدان از هموار خانوادۀ هر برای

نمود، بیان زیر )رابطۀ
d
dt

∣∣∣∣
t=t0

Xt

)
p
=

∑ ∂ai

∂t
(t0, p)

∂

∂xi

∣∣∣∣
p

(٣.٢٠ )

p نقطۀ شامل (U, x1, · · · , xn) چارت انتخاب از مستقل تعریف این که کرد تحقیق می توان بسادگی
است. M بر هموار برداری میدان یک d/dt|t=t0 Xt مشتق که است واضح .(٣٬٢٠ (مسالۀ می باشد

وابسته بطور را M بر هموار های فرم - k از متشکل {ωt}t∈I پارامتری - 1 خانوادۀ یک مشابه، بطور
به که باشد (U, x1, · · · , xn) مانند مختصاتی همسایگی یک دارای M از نقطه هر هرگاه نامیم، t بر هموار

باشیم، داشته I×U بر bJ هموار، توابع ازای

(ωt)p =
∑

bJ (t, p) dxJ
∣∣∣∣
p
, (t, p) ∈ I×U.

زیر رابطۀ با t نسبت را آن مشتق و نامیده M بر ها فرم - k خانوادۀ را {ωt}t∈I خانواده چنین بعلاوه
می دهیم، )نشان

d
dt

∣∣∣∣
t=t0

ωt

)
p
=

∑ ∂bJ

∂t
(t0, p) dxJ

∣∣∣∣
p
.

بصورت هموار فرم - k یک و بوده، چارت انتخاب از مستقل تعریف این برداری، های میدان همانند

یا برداری های میدان از هموار خانوادۀ مشتق برای : گذاری نماد می کند. تعریف M بر d/dt
∣∣∣∣
t=t0

ωt

می کنیم. استفاده ∂/∂t نماد از متغیره چند توابع جزئی مشتق برای و d/dt نماد از دیفرانسیلی های فرم
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k از متشکل ترتیب به هموار هایی خانواده {τt} و {ωt} اگر .(d/dt برای ضرب (قانون گزاره ٢٠.١
آنگاه باشند، M منیفلد بر ها فرم - ℓ و ها فرم -

d
dt

(ωt ∧τt) =
(

d
dt
ωt

)
∧τt +ωt ∧

d
dt
τt.

حسابان در ضرب قانون محاسبۀ به حکم اثبات بنویسیم، موضعی مختصات حسب بر را آن اگر : برهان
□ .(۴٬٢٠ (مسالۀ می کنیم. واگذار خواننده به را آن بیشتر توضیحات می گردد. بر

بر دیفرانسیل های فرم از هموار خانوادۀ یک {ωt}t∈I اگر .(d با d/dt|t=t) (جابجایی گزاره ٢٠.٢
آنگاه باشد، M منیفلد

d
dt

∣∣∣∣
t=t0

dωt = d
(

d
dt

∣∣∣∣
t=t0

ωt

)
.

مقدار و ،t به نسبت گیری مشتق خارجی، گیری مشتق - دارد وجود عمل نوع سه گزاره این در : برهان
می شوند، جابجا d/dt با d که می دهیم نشان ابتدا .t = t0 در آن یابی

d
dt

(dωt) = d
(

d
dt
ωt

)
. (۴.٢٠ )

□

یک (U, x1, · · · , xn) کنید فرض کنیم. تحقیق p ∈ M دلخواه نقطۀ یک در را تساوی است کافی
،U بر .ω =

∑
J bJdxJ باشیم، داشته I×U بر bJ هموار، توابع ازای به که باشد چنان p از همسایگی

d
dt

(dωt) =
∑
J,i

∂bJ

∂xi dxi∧dxJ ندارد) وجود dt جملۀ هیچ کنیدکه (دقت

=
∑
i,J

∂

∂xi

(
∂bJ

∂t

)
dxi∧dxJ است) bJ،هموار (چون

= d

∑
J

∂bJ

∂t
dxJ


= d

(
d
dt
ωt

)
.

لذا می باشند، xi های متغیر به نسبت جزئی مشتقات فقط d چون نموده، محاسبه t = t0 نقطۀ در را آن
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داریم، صریح بطور می نماییم، جابجا نیز d با را )آن
d
(

d
dt
ωt

)) ∣∣∣∣
t=t0
=

∑
i,J

∂

∂xi

∂

∂t
bJdxi∧dxJ

 ∣∣∣∣t=t0

=
∑
i,J

∂

∂xi

(
∂

∂t

∣∣∣∣
t=t0

bJ

)
dxi∧dxJ

= d
(
∂

∂t

∣∣∣∣
t0
ωt

)
.

می شود. کامل گزاره اثبات t = t0 در (۴٬٢٠) طرفین محاسبۀ با

برداری میدان یک لی مشتق ٢٠ . ٢ بخش

p ∈ R مفروض نقطۀ در R بر f مقدار حقیقی تابع یک مشتق تعریف حسابان، از درس نخستین در
بصورت،

f ′(p) = lim
t→0

f (p+ t)− f (p)
t

.

دارد وجود M منیفلد روی Y برداری میدان مشتق برای تعریف این تعمیم در که مشکلی می شود. تعریف
دو به متعلق که Yq و Yp مماس بردارهای ،M در q و p مانند هم به نزدیک نقطۀ دو در که است آن
مشکل براین غلبه برای روش یک نمی باشند. هم از تفریق قابل بوده، TqM و TpM متمایز مماس فضای
TpM مماس فضای به Yq انتقال سبب که، است X مانند دیگر برداری میدان یک موضعی شار از استفاده
که (١ . ٣۴) بخش زیر از آوری یاد با می کند. هدایت لی مشتق تعریف به را ما کار این گردد. p نقطۀ در
که دارد وجود U مانند P نقطۀ از همسایگی یک ،M در p نقطۀ و M بر X هموار برداری میدان هر برای
نگاشت یک و ϵ > 0 مانند حقیقی عدد یعنی می باشد، موضعی شار یک واجد آن، بر X برداری میدان

φ : (−ϵ, ϵ)×U → M,

آنگاه ،φt(q) = φ(t,q) دهیم، قرار اگر که، است ای گونه به

∂

∂t
φt(q) = Xφt(q), φ0(q) = q (q ∈ U (برای (۵.٢٠ )

به بنا است. q آغازین نقطۀ با X انتگرال منحنی یک φt(q) منحنی ،U در q هر برای دیگر، بیان به
می کند صدق زیر خاصیت در موضعی شار است. همانی نگاشت φ0 : U → U تعریف،

φs ◦φt = φs+t

که، گرفت نتیجه می توان بنابراین ببینید). را ١٠٬١۴) شوند تعریف بالا رابطۀ طرفین اینکه بر مشروط
وارون دارای که می باشد، خود تصویر بروی دیفئومورفیسم، یک φt : U → φt(U) نگاشت t هر ازای به

می کند صدق زیر روابط در و است ،φ−t بصورت هموار،

φ−t ◦φt = φ0 = 1, φt ◦φ−t = φ0 = 1
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از ،p در و φt(p) در Y مقادیر مقایسۀ برای باشد. M بر هموار برداری میدان یک Y کنید فرض
(١٬٢٠ (شکل می کنیم. استفاده TpM توی به Yφt(p) انتقال برای φ−t : φt(U)→ U دیفئومورفیسم

نقاط مجاورت در Y مقادیر مقایسۀ :٢٠ . ١ شکل

شار یک φ :
]
− ϵ, ϵ

[
×U→ M که می کنیم فرض ،p ∈ M و ،X,Y ∈ X(M) برای تعریف. ٢٠.٣

برداری میدان به نسبت ،Y برداری میدان لی مشتق باشد، U مانند p نقطۀ از همسایگی یک بر X موضعی
می شود، تعریف زیر بصورت که است برداری p مفروض نقطۀ در X

(LXY)p = lim
t→0

φ−t∗
(
Yφt(p)

)
−Yp

t

= lim
t→0

(φ−t∗Y)p−Yp

t

=
d
dt

∣∣∣∣
t=0

(φ−t∗Y)p.

مشتق، وجود برای است. شده گرفته TpM بعدمتناهی با برداری فضای در فوق حد تعریف، این در
همواری دادن نشان برای باشد. M بر برداری های میدان از هموار ای خانواده

{
φ−t∗Y

}
که است کافی

کنید فرض می نویسیم. چارت یک در x1, · · · , xn موضعی مختصات حسب بر را آن ،
{
φ−t∗Y

}
خانوادۀ

آنگاه، باشند. φ و φt ام i ای مولفه ترتیب به φi و φi
t

(φt)i(p) = φi(t, p) = (xi ◦φ)(t, p).

ژاکوبین ماتریس بوسیلۀ p مفروض نقطۀ در φt∗ دیفرانسیل ،
{
∂/∂x j

}
کنج به مربوط ،(١١٬٨) گزارۀ به بنا

یعنی این می شود. داده نمایش
[
∂(φt)i/∂x j(p)

]
=

[
∂φi/∂x j(t, p)

]
φt∗

(
∂

∂x j

∣∣∣∣
p

)
=

∑
i

∂φi

∂x j (t, p)
∂

∂xi

∣∣∣∣
φt(p)
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آنگاه ،Y =
∑

b j∂/∂x j اگر بنابراین،

φ−t∗(Yφt(p)) =
∑

j

b j(φ(t, p))φ−t∗

(
∂

∂x j

∣∣∣∣
φt(p)

)

=
∑
i, j

b j(φ(t, p))
∂φi

∂x j (−t, p)
∂

∂xi

∣∣∣∣
p
. (۶.٢٠ )

خواهند هموار توابع b j و φi تابع دو هر آنگاه باشند، M بر هموار برداری های میدان Y و X زمانیکه
بر برداری های میدان از هموار ای خانواده

{
φ−t∗Y

}
که می دهد نشان نیز (۶٬٢٠) فرمول بنابراین بود.

موضعی مختصات حسب بر و بوده موجود LXY لی مشتق که است آن از حاکی مطلب این است. M
می شود، بیان زیر بصورت

(LXY)p =
d
dt

∣∣∣∣
t=0
φ−t∗(Yφt(p))

=
∑
i, j

∂

∂t

∣∣∣∣
t=0

(
b j(φ(t, p)

∂φi

∂x j (−t, p)
)
∂

∂xi

∣∣∣∣
p
. (٧.٢٠ )

نمی دهد. ای تازه چیز برداری میدان یک از لی مشتق که می آید بر مطلب این از

براکت با LXY لی مشتق آنگاه باشند، M منیفلد بر هموار برداری های میدان Y و X اگر قضیه. ٢٠.۴
است. برابر

[
X,Y

]
لی

بر را طرف دو کار این برای کنیم. تحقیق نقطه هر در را LXY =
[
X,Y

]
تساوی است کافی : برهان

U و X موضعی شار یک φ :]− ϵ, ϵ[×U → M کنید فرض می دهیم. بسط موضعی مختصات حسب
بر Y =

∑
b j∂/∂x j و X =

∑
ai∂/∂xi کنید فرض باشد. x1, · · · , xn مختصات با مختصاتی چارت

ترجمه زیر معادلات بصورت است X از انتگرال منحنی یک φt(p) که (۵٬٢٠) شرط شوند. تعریف U
می شود،

∂φi

∂t
(t, p) = ai(φ(t, p)), i = 1, · · · ,n, (t, p) ∈ (−ϵ, ϵ)×U.

.∂φi/∂t(0, p) = ai(φ(0, p)) = ai(p) داریم، t = 0 در و
از، عبارتست موضعی مختصات حسب بر لی براکت ،(١٢٬١۴) مسالۀ به توجه با حال

[
X,Y

]
=

∑
i,k

(
ak ∂bi

∂xk −bk ∂ai

∂xk

)
∂

∂xi .
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که گرفت نتیجه می توان زنجیری، قانون و ضرب قانون بوسیلۀ (٧.٢٠ ) بسط با

(
LXY

)
p
=

[∑
i, j,k

(
∂b j

∂xk (φ(t, p))
∂φk

∂t
(t, p)

∂φi

∂x j (−t, p)
)
∂

∂xi

−
∑
i, j

(
b j(φ(t, p))

∂

∂x j

∂φi

∂t
(−t, p)

)
∂

∂xi

]
t=0

(٨.٢٠ )

=
∑
i, j,k

(
∂b j

∂xk (p)ak(p)
∂φi

∂x j (0, p)
)
∂

∂xi −
∑
i, j

(
b j(p)

∂ai

∂x j (p)
)
∂

∂xi .

در است. همانی ماتریس آن ژاکوبین ماتریس بنابراین و بوده همانی φ0نگاشت ،φ(0, p) = p چون
نتیجه،

∂φi

∂x j (0, p) = δi
j, کرونکر) (دلتای

می شود، ساده زیر صورت به (٨.٢٠ ) بنابراین

LXY =
∑
i,k

(
ak ∂bi

∂xk −bk ∂ai

∂xk

)
∂

∂xi

=
[
X,Y

]
.

□

های فرم لی مشتق با آن تلفیق ولی نمی دهد، جدیدی چیز مفروض برداری میدان یک لی مشتق چه گر
خارجی مشتق سرتاسری فرمول اثبات می توان مثال، برای بود، خواهد مفیدی و توانا ابزاری دیفرانسیلی

کرد. مشاهده را (١۴٬٢٠) قضیۀ

دیفرانسیلی فرم یک لی مشتق ٢٠ . ٣ بخش

داشته، نگه ثابت را p نقطۀ باشند. M منیفلد بر هموار فرم - k یک ω و برداری میدان یک X کنید فرض
فرم یک لی مشتق تعریف باشد. p نقطۀ از U همسایگی یک در X شار φt : U → M می کنیم فرض
φt(p) نقطۀ از بردار یک راندن جلو به جای به تنها است. برداری میدان بر آن تعریف مشابه دیفرانسیلی

می رانیم. عقب به p نقطۀ به φ∗t توسط را ωφt(p) همبردار - k بار این ،(φ−t)∗ توسط p به
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لی١ مشتق ،M منیفلد بر شده تعریف ω هموار فرم - k و X هموار برداری میدان برای تعریف. ٢٠.۵
از، است عبارت p ∈ M در LXω

(LXω)p := lim
t→0

φ∗t (ωφt(p))−ωp

t

= lim
t→0

(φ∗tω)p−ωp

t

=
d
dt

∣∣∣
t=0(φ∗tω)p.{

φ∗tω
}

که داد نشان می توان آمد، (٢٬٢٠) بخش در LXY لی مشتق وجود برای که چه آن مشابه بحثی با
نوشت، موضعی مختصات حسب بر نیز را آن می توان و بوده M بر هموار های فرم - k از ای خانواده

می شود. نتیجه (LXω)p وجود بنابراین

آنگاه باشد، M منیفلد بر هموار برداری میدان یک نیز X و هموار، تابع یک f اگر گزاره. ٢٠.۶
.LX f = X f

میدان از موضعی شار یک φt : U → M کنید فرض و M در ثابت نقطۀ یک p کنید فرض : برهان
آنگاه باشد. بالا مانند x برداری

(LX f )p =
d
dt

∣∣∣∣
t=0

(φ∗t f )p (LX f (تعریف

=
d
dt

∣∣∣∣
t=0

( f ◦φt)(p) (φ∗t f (تعریف

= Xp f ((١٧٬٨) (گزارۀ

□ است. Xp آغازین بردار با p از گذرنده منحنی یک φt(p) چون

درونی ضرب ۴ . ٢٠ بخش

همبردار - k یک β اگر نماییم. تعریف مفروض برداری فضای یک برای را درونی ضرب که است لازم ابتدا
(k−1) یک ،v به نسبت β انقباض٢ یا درونی١ ضرب ،k ≥ 0 برای ،v ∈ V و باشد V برداری فضای از

می شود، تعریف زیر بصورت که است ιvβ همبردار -

(ιvβ)(v2, · · · ,vk) := β(v,v2, · · · ,vk), v2, · · · ,vk ∈ V.

،V بر ،β ثابت) ) 0-همبردار و ιvβ = β(v) ∈ R بصورت را ،V بر β 1-همبردار که است لازم اینجا در
کنیم. تعریف ιvβ = 0 بصورت را

contraction ٢ interior multiplication ١ Lie derivative ١

٢۶١
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داریم ،v ∈ V و V برداری فضای روی α1, · · · ,αk 1-همبردارهای برای گزاره. ٢٠.٧

ιv(α1∧ · · ·∧αk) =
k∑

i=1

(−1)i−1αi(v)α1∧ · · ·∧ α̂i∧ · · ·∧αk.

است. شده حذف ای گوه حاصلضرب از αi که است معنی بدین αi ر̂وی علامت آن در که

)اثبات:
ιv

(
α1∧ · · ·∧αk

) )
(v2, · · · ,vk) =

(
α1∧ · · ·∧αk

)
(v,v2, · · · ,vk)

= det


α1(v) α1(v2) · · · α1(vk)
α2(v) α2(v2) · · · α2(vk)
...

...
. . .

...

αk(v) αk(v2) · · · αk(vk)

 (٢٧٬٣) گزارۀ

=

k∑
i=1

(−1)i+1αi(v)det[αℓ(v j)]1≤ℓ≤k,ℓ,i
2≤ j≤k

اول) ستون به نسبت (بسط

=

k∑
i=1

(−1)i+1αi(v)
(
α1∧ · · ·∧ α̂i∧ · · ·∧αk

)
(v2, · · · ,vk) (٢٧٬٣ (گزارۀ 2

یک ιv :
∧∗(V∨)→∧∗−1

(V∨) کنید فرض ،V مانند برداری فضای یک در v هر برای گزاره. ٢٠.٨
دهید، نشان آنگاه باشد. v در درونی ضرب

ιv ◦ ιv = 0. الف-

،γ ∈∧ℓ(V∨) و β ∈∧k(V∨) برای ب-

ιv(β∧γ) = (ιvβ)∧γ+ (−1)Kβ∧ ιvγ.

است. صفر برابر آن مربع که بوده، −1 درجۀ از مشتق پاد یک ιv دیگر، بیان به

درونی، مشتق تعریف به بنا .β ∈∧k(V∨) کنید فرض (الف) : برهان

(ιv(ιvβ))(v3, · · · ,vk) = (ι+ vβ)(v,v3, · · · ,vk) = β(v,v,v3, · · · ,vk) = 0,

معادله طرفین چون (ب) است. شده تکرار آن آرگومان در v منانند عنصر یک و β بوده متناوب اینکه برای

که، کرد فرض است،می توان خطی α و β به نسبت

β = α1∧ · · ·∧αk, γ = αk+1∧ · · ·∧αk+ℓ,
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داریم حال می باشند. همگی1-همبردار αi آن در که

ιv(β∧γ) = ιv(α1∧ · · ·∧αk+ℓ)

=

 k∑
i=1

(−1)i−1αi(v)α1∧ · · ·∧ α̂i∧ · · ·∧αk

∧αk+1∧ · · ·∧αk+ℓ

+ (−1)kα1∧ · · ·∧αk ∧
k∑

i=1

(−1)i+1αk+i(v)αk+1∧ · · ·∧ α̂k+i∧ · · ·∧αk+ℓ

= (ιvβ)∧γ+ (−1)kβ∧ ιvγ. (٧٬٢٠ گزارۀ به (بنا

□
هموار برداری میدان یک X اگر می شود. تعریف نقطه به نقطه بصورت منیفلد روی درونی ضرب
به (ιXω)p = ιXpωp رابطۀ بوسیلۀ و بوده −k)-فرم 1) یک ιX آنگاه ،ω ∈ Ωk(M) و باشد، M بر
هموار برداری های میدان ازای به چون است، هموار M بر ιX(ω) فرم می شود. تعریف p ∈ M هر ازای

،M بر X2, · · · ,Xk

(ιXω)(X2, · · · ,Xk) = ω(X,X2, · · · ,Xk)

و ιXω = ω(X) داریم ،ω 1-فرمی برای البته، (الف)). ⇐ (پ) ٧٬١٨ (گزارۀ است. هموار تابع یک
،(٨٬٢٠ (گزارۀ p ∈ M نقطۀ هر در درونی ضرب خواص به توجه با .ιX f = 0 داریم ،M بر f تابع برای

.ιX ◦ ιX = 0 که است −1 درجۀ از مشتق پاد یک ιX :Ω∗(M)→Ω∗(M) نگاشت

عملگر یک ιXω چون باشد. M برمنیفلد هموار توابع از متشکل C∞(M) حلقۀ یک F کنید فرض
یک دیگر منظر از واقع در - دارد بستگی ωp و Xp به تنها p در آن مقدار یعنی، - است ای نقطه
بوده جمعی خود های آرگومان از یک هر به نسبت ιXω که می شود نتیجه مطلب این از است. F-خطی

، f ∈ F هر ازای به بعلاوه و

.ι f Xω = f ιXω الف-

.ιX( fω) = f ιXω ب-

داریم ،p ∈ M هر برای می آوریم. زیر در (الف) برای راست سر اثباتی

(ι f Xω)p = ι f (p)Xpωp = ( f ιXω)p.

و آشکار بیش و کم جمعی خاصیت اثبات است. (الف) مشابه (ب) اثبات .ι f Xω = f ιXω نتیجه، در
است. بدیهی

رادیال، برداری میدان یک X = x∂/∂x+ y∂/∂y کنید فرض (R2 بر درونی (ضرب مثال ٢٠.۴.١
△ کنید. محاسبه را ιXα انقباض باشد. R2 صفحۀ بر 2-فرمی مساحت α = dx∧dy و
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می کنیم. حساب را ιXdy و ιXdx ابتدا حل:

ιXdx = dx(X) ιXdy = dy(X)

= dx
(
x
∂

∂x
+ y

∂

∂y

)
= dy

(
x
∂

∂x
+ y

∂

∂y

)
= x, = y.

داریم ،ιX پادمشتق خاصیت به توجه با حال

ιXα = ιX(dx∧dy)

= (ιXdx)dy−dx(ιXdy)

= xdy− ydx,

می شود. محدود (١۵٬١٧) مثال S1در دایرۀ بر ناصفر جا همه ω 1-فرمی به که

لی مشتق خواص ۵ . ٢٠ بخش

دو با را لی مشتق رابطۀ همچنین می شود. اثبات و بیان لی مشتق اساسی خاصیت چند بخش این در
رابطۀ می شود. بیان درونی ضرب و خارجی مشتق یعنی منیفلد، بر و دیفرانسیل های فرم بر ذاتی عملگر

می آید. پیش در که است جالبی های فرمول نتیجۀ عملگر سه این بین ما فی

باشد. M منیفلد بر هموار برداری میدان یک X کنید فرض قضیه. ٢٠.٩

اگر و است R-خطی نگاشت یک یعنی است، مشتق یک LX :Ω∗(M)→Ω∗(M) لی مشتق الف-
آنگاه ،τ ∈Ωℓ(M) و ω ∈Ωk(M)

LX(ω∧τ) = (LXω)∧τ+ω∧ (LXτ).

می شود. جابجا d خارجی مشتق با L لی مشتق ب-

.LX = dιX + ιXd کارتان) هموتوپی (فرمول پ-

،Y1, · · · ,Yk ∈ X(M) و ω ∈Ωk(M) برای حاصلضرب) (فرمول ت-

LX(ω(Y1, · · · ,Yk)) = (LXω)(Y1, · · · ,Yk)+
k∑

i=1

ω(Y1, · · · ,LXYi, · · · ,Yk).

در X برداری میدان موضعی، شار φt : U → M نیز و p ∈ M می کنیم فرض اثبات برای : برهان
باشد. p از U همسایگی
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لی مشتق خواص .۵ . ٢٠ درونی ضرب و لی مشتق .٢٠ فصل

دقیقا L مشتق خاصیت است، d/dt برابر t مقدار برداری تابع ازای به LX لی مشتق چون (الف)
دقیقتر بطور .(١٬٢٠ (گزارۀ می باشد d/dt ضرب خاصیت همان

(LX(ω∧τ))p =
d
dt

∣∣∣∣
t=0

(φ∗t (ω∧τ))p

=
d
dt

∣∣∣∣
t=0

(φ∗tω)p∧ (φ∗t τ)p

=

(
d
dt

∣∣∣∣
t=0

(φ∗tω)p

)
∧τp+ωp∧

d
dt

∣∣∣∣
t=0

(φ∗t τ)p (d/dt ضرب (قانون

= (LXω)p∧τp+ωp∧ (LXτ)p.

(ب)

LXdω =
d
dt

∣∣∣∣
t=0
φ∗t dω (LX (تعریف

=
d
dt

∣∣∣∣
t=0

dφ∗tω بک) پول با d (جابجایی

= d
(

d
dt

∣∣∣∣
t=0
φ∗tω

)
(٢٬٢٠ گزارۀ به (بنا

= dLXω.

نخست، گردد. تبدیل تری ساده حالت به مساله تا نموده بیان را مطلب دو ابتدا در است لازم (پ)
که است کافی آن اثبات برای کنیم، ثابت را LXω = (dιX + ιXd)ω تساوی ،ω ∈ Ωk(M) هر برای
مختصاتی همسایگی در می شود. موضعی مسالۀ یک به تبدیل که کنیم، تحقیق p هر ازای به را حکم
است برابر ω که گرفت نتیجه خطی خاصیت به توجه با می توان ،p مفروض نقطۀ حول (U, x1, · · · , xn)

.ω = sdxi1 ∧ · · ·∧dxik با

گرفت نتیجه می توان (ب) و (الف) از استفاده با و کارتان هموتوپی فرمول چپ طرف در که، آن دوم
هستند، مشتق پاد دو هر ιX و d چون راست، طرف در می شود. جابجا d با و بوده مشتق یک LX که
بنابراین می شود. جابجا d با که است واضح است. مشتق یک نیز dιX + ιXd ،(٧٬۴) مسالۀ به توجه با
برای فرمول اگر می شوند. جابجا d با لذا و بوده مشتق کارتان هموتوپی فرمول طرفین که، می گیریم نتیجه
حاصلضرب برای نیز حکم این که گرفت نتیجه می توان آنگاه باشد، برقرار نیز τ و ω دیفرانسیلی های فرم
(پ) درستی مورد در تحقیق که می گردد باعث مطلب دو این است. قرار بر dω همچنین و ω∧τ ای گوه

گردد، زیر رابطۀ درستی به موکول تنها

LX f = (dιx+ ιXd) f , f ∈C∞(U) برای
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گرفت، نتیجه را آن می توان سادگی به که

(dιX + ιxd) f = ιXd f (ιX f = 0 (چون

= (d f )(X) (ιX (تعریف
= X f

=LX f (۶٬٢٠ (گزارۀ

را آن نام که می دهیم ترجیح ولی نمی گیرد، انجام ضربی ω(Y1, · · · ,Yk) فرمول در اینکه وجود با (ت)
تداعی تساوی این در ضرب عمل خاصیت درست که است آن گذاری نام این علت بگذاریم، ضرب فرمول
کنید فرض اثبات، برای است. حسابان در ضرب فرمول شبیه ان اثبات که کرد اقرار باید حتی می شود.
کاملا آن ایدۀ اما می آید، مشکل نظر به اثبات .X,Y,Z ∈ X(M) و ω ∈ Ω2(M) کنید فرض .k = 2
φt(p) در آن مقدار از p در را آن مقدار ، p و φt(p) نقطۀ دو در ω(Y,Z) مقدار مقایسۀ برای است. ساده
بار هر نتیجه در و نموده تفریق و جمع را جملات که است آن روش این برجستۀ و جالب نکتۀ می کنیم. کم
پول و لی مشتق تعریف به توجه با می روند. دیگر نقطۀ به نقطه یک از Z و Y ،ω متغیر سه از یکی تنها

داریم تابع بک

(LX(ω(Y,Z)))p = lim
t→0

(
φ∗t (ω(Y,Z))

)
p− (ω(Y,Z))p

t

= lim
t→0

ωφt(p)(Yφt(p),Zφt(p))−ωp(Yp,Zp)
t

= lim
t→0

ωφt(p)(Yφt(p),Zφt(p))−ωp(φ−t∗(Yφt(p)),φ−t∗(Zφt(p)))
t

(٩.٢٠ )

+ lim
t→0

ωp(φ−t∗(Yφt(p)),φ−t∗(Zφt(p))−ωp(Yp,φ−t∗(Zφt(p)))
t

(١٠.٢٠ )

+ lim
t→0

ωp(Yp,φ−t∗(Zφt(p)))−ωp(Yp,Zp)
t

(١١.٢٠ )

از عبارتست (٩٬٢٠) حد اولین قسمت خارج جمع این در

(φ∗tωφt(p))(φ−t∗(Yφt(p)),φ−t∗(Zφt(p))−ωp(φ−t∗(Yφt(p)),φ−t∗(Zφt(p)))
t

=

=
φ∗t (ωφt(p))−ωp

t
(φ−t∗(Yφt(p)),φ−t∗(Zφt(p)))
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(LXω)p لی مشتق همان که بوده حد دارای t = 0 در قسمت خارج تفاضل یعنی تساوی این راست طرف
راست طرف بنابراین، می باشند. t در هموار توابع قسمت، خارج تفاضل آرگومان دو (۶٬٢٠) به بنا است.
(مسالۀ بود. خواهد (LXω)p(Yp,Zp) برابر می کند میل 0 به t هنگامیکه آن حد و است t از پیوسته تابعی

.((٢٬٢٠)

از، عبارتست (١٠٬٢٠) جملۀ دومین است، خطی دو ωp چون

lim
t→0

ωp

(
φ−t∗(Yφt(p))−Yp

t
,φ−t∗(Zφt(p))

)
= ωp(LXY)p,Zp)

نتیجه در .ωp(Yp, (LXZ)p) از عبارتست (١١٬٢٠) جملۀ سومین مشابها،

LX(ω(Y,Z)) = (LXω)(Y,Z)+ω(LXY,Z)+ω(Y,LXZ).

□ می شود. اثبات مشابه بطور نیز کلی حالت

F-خطی ها آرگومان تک تک به نسبت LXω لی مشتق درونی، ضرب خلاف بر یادداشت. ٢٠.١٠
(الف))، ١٠٬٢٠ (قضیۀ لی مشتق خاصیت به بنا نمی باشد.

LX( fω) = (LX f )ω+ fLXω

= (X f )ω+ fLXω.

.(٧٬٢٠ می کنیم(مسالۀ واگذار خواننده به تمرین بعنوان را L f Xω بسط

کرد. استفاده دیفرانسیلی فرم یک لی مشتق محاسبۀ برای می توان (١٠٬٢٠) قضیۀ از

میدان X و −ydx+ xdy بصورت یک1-فرمی ω کنید فرض دایره). یک بر لی (مشتق مثال ٢٠.١١
را LXω لی مشتق باشد. (١۵٬١٧) مسالۀ مانند S1 واحد دایره +y∂/∂x−روی x∂/∂y مماس برداری

،(۶٬٢٠) گزارۀ به بنا حل: بیابید.

LX(x) = Xx LX(y) = Xy

=

(
−y

∂

∂x
+ x

∂

∂y

)
x =

(
−y

∂

∂x
+ x

∂

∂y

)
y

= −y = x

می کنیم، محاسبه را LX(−ydx) حال

LX(−ydx) = −(LXy)dx− yLXdx است) مشتق یک LX )

= −(LXy)dx− ydLX x می شود) جابجا LX با d)

= −xdy+ ydx.

.LXω =LX(−ydx+ xdy) = 0 نتیجه، در .LX(xdy) = −ydy+ xdx مشابها،
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خارجی مشتق و لی مشتق برای سرتاسری فرمول ۶ . ٢٠ بخش

تعریف نقطه یک همسایگی در که می کند پیدا معنا زمانی زیرا است، موضعی LXω لی مشتق تعریف
ارائه لی مشتق برای سرتاسری فرمول یک (١٠٬٢٠)(ت)، قضیۀ از ضرب فرمول اینکه وجود با شود.

می دهد.

های میدان و ω مانند هموار k-فرم یک برای لی). مشتق برای سرتاسری (فرمول قضیه ٢٠.١٢
منیفلد، یک ,X,Y1بر · · · ,Yk هموار برداری

(LXω)(Y1, · · · ,Yk) = X(ω(Y1, · · · ,Yk))−
k∑

i=1

ω(Y1, · · · , [X,Yi], · · · ,Yk).

،(۶٬٢٠) گزارۀ به بنا ,LX(ω(Y1و · · · ,Yk))= X(ω(Y1, · · · ,Yk)) (١٠٬٢٠)(ت)، قضیۀ در : برهان
□ .(۴٬٢٠) قضیۀ به بنا و LXYi = [X,Yi] و
برای مفید سرتاسری فرمول یک لی مشتق از استفاده با است. موضعی نیز d خارجی مشتق تعریف
این که داده، ارائه 1-فرمی خارجی مشتق برای سرتاسری فرمولی ابتدا می آوریم. بدست خارجی مشتق

دارد. دیفرانسیل هندسۀ در بیشتری کاربرد حالت

آنگاه باشند، M منیفلد بر هموار برداری های میدان Y و X و 1-فرمی یک ω اگر گزاره. ٢٠.١٣

dω(X,Y) = Xω(Y)−Yω(X)−ω([X,Y]).

می توان بنابراین کنیم. تحقیق ،(U, x1, · · · , xn) چارت یک بر را فرمول درستی که است کافی : برهان
فرض می توان اند، R-خطی ،ω به نسبت معادله طرفین چون داشت. را ω =

∑
aidxi اضافی فرض

. f ,g ∈C∞(U) آن در ،ω = f dg که کرد
و dω = d( f dg) = d f ∧dg حالت، این در

dω(X,Y) = d f (X)dg(Y) Xω(Y) = X( f dg(Y))

= d f (Y)dg(X) = X( f Yg)

= (X f )Yg− (Y f )Xg, = (X f )Yg+ f XYg,

Yω(X) = Y( f dg(X)) ω([X,Y]) = f dg([X,Y])

= Y( f Xg) = f (XY −YX)g.

= (Y f )Xg+ f YXg,

می شود، نتیجه که

Xω(Y)−Yω(X)−ω([X,Y]) = (X f )Yg− (Y f )Xg

= dω(X,Y). (١٢.٢٠ )

□
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و ω فرم -k یک برای .k ≥ 1 کنید فرض خارجی). مشتق برای سرتاسری (فرمول قضیه ٢٠.١۴
،M منیفلد یک بر Y0,Y1, · · · ,Yk برداری های میدان

(dω)(Y0, · · · ,Yk) =
k∑

i=0

(−1)iYiω(Y0, · · · , Ŷi, · · · ,Yk)

+
∑

o≤i≤ j≤k

(−1)i+ jω([Yi,Y j],Y0, · · · , Ŷi, · · · , Ŷ j, · · · ,Yk).

می شود. ثابت (١٣٬٢٠) گزارۀ مطابق فوق فرمول ،k = 1 وقتیکه : برهان
برای را حکم استقرا به می خواهیم باشد، قرار بر k−1 درجۀ با هایی فرم برای حکم که می کنیم فرض

(پ))، ١٠٬٢٠ (قضیۀ کارتان هموتوپی فرمول و ιY0 تعریف به بنا کنیم. ثابت k درجۀ با هایی فرم

(dω)(Y0,Y1, · · · ,Yk) = (ιY0dω)(Y1, · · · ,Yk)

= (LY0ω)(Y1, · · · ,Yk)− (dιY0ω)(Y1, · · · ,Yk).

کمک به می توان را جمله دومین و LY0ω لی مشتق سرتاسری فرمول کمک به را عبارت این جمله اولین
به را آن بررسی که است مفیدی روش این نمود. ثابت k− 1 درجۀ با فرم یک از d سرتاسری فرمول
□ .(۶٬٢٠ می کنیم.(مسالۀ واگذار خواننده

تمرینات ٢٠ . ٧ بخش

منیفلد، یک M باز، فاصلۀ یک I کنید فرض برداری). های میدان از خانواده یک (حد تمرین ٢٠.١
باشد. t , t0 ∈ I هر ازای به شده تعریف M بر برداری های میدان از 1-پارامتری خانوادۀ یک {Xt} و
مختصاتی چارت انتخاب از مستقل وجود، صورت در ،(١٬٢٠) در limt→t0 Xt تعریف که دهید نشان

است.

فاصلۀ یک I کنید فرض .( دیفرانسیلی های فرم و برداری های میدان از خانواده (حد تمرین ٢٠.٢
1-فرم از متشکل ترتیب به 1-پارامتری هایی ده خانوا {Yt}t∈I و {ω− t}t∈I کنید فرض باشد. 0 شامل باز
،limt→0ωt = ω0 و limt→0ωt = ω0 اگر که کنید ثابت باشند. M منیفلد بر برداری های میدان و ها

.limt→0ωt(Yt) = ω0(Y0) آنگاه

(٣٬٢٠ ) تعریف که دهید نشان برداری). های میدان از هموار خانواده یک (مشتق *تمرین ٢٠.٣
p شامل (U, x1, · · · , xn) چارت از مستقل M بر برداری های میدان از هموار خانوادۀ یک مشتق از

می باشد.

ترتیب به هموار هایی خانواده {τt} و {ωt} اگر که کنید ثابت .( d/dt برای ضرب (قانون تمرین ٢٠.۴
آنگاه باشند، M منیفلد بر ها ℓ-فرم و ها k-فرم از

d
dt

(ωt ∧τt) =
(

d
dt
ωt

)
∧τt +ωt ∧

d
dt
τt.
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هموار خانوادۀ یک {ωt}t∈I اگر ها). فرم و برداری های میدان از هموار های (خانواده تمرین ٢٠.۵
M منیفلد بر برداری های میدان از همواری های خانواده {Zt}t∈L و {Yt}t∈I و 2-فرمی ها از متشکل

است. I×M بر هموار تابعی ωt(Xt,Yt) که کنید ثابت باشند،

کنید. کامل را (١۴٬٢٠) قضیۀ اثبات خارجی). مشتق برای سرتاسری (*فرمول تمرین ٢٠.۶

f و برداری، میدان یک X دیفرانسیلی، فرم یک ω کنید فرض لی). مشتق و F-خطی ) تمرین ٢٠.٧
نیست، F-خطی ها متغیر از هیچیک به نسبت LXω لی مشتق باشند. M منیفلد بر هموار تابع یک

می کند، صدق زیر رابطۀ در که کنید ثابت اما

L f Xω = fLXω+d f ∧ ιXω.

کنید) استفاده LX = dιX + ιXd کارتان هموتوپی فرمول از : (راهنمایی

M منیفلد بر هموار برداری های میدان Y و X اگر درونی). ضرب و لی مشتق (براکت تمرین ٢٠.٨
،M بر دیفرانسیلی های فرم بر که کنید ثابت باشند،

LXιY − ιYLX = ι[X,Y].

در LX برای سرتاسری فرمول از .Y,Y1, · · · ,Yk−1 ∈ X(M) و ω ∈Ωk(M) کنید فرض : (راهنمایی

(ιYLXω)(Y1, · · · ,Yk−1) = (LXω)(Y,Y1, · · · ,Yk−1)

کنید. استفاده

X =
∑

xi∂/∂xi و حجمی =ωفرم dx1∧· · ·∧dxn کنید فرض .(Rn بر درونی (ضرب تمرین ٢٠.٩
کنید. حساب را ιXω انقباض باشند. Rn بر شعاعی برداری میدان یک

همچنین و ω= xdy∧dz−ydx∧dy+zdx∧dy کنید فرض 2-کره). بر لی (مشتق تمرین ٢٠.١٠
کنید. حساب را LXω لی مشتق باشد. R3 در S2 واحد 2-کرۀ بر X = −y∂/∂x+ x∂/∂y
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جهتدهی

انتگرال تابع از که Rn بر حسابان در مانند نه می شود، گرفته انتگرال دیفرانسیلی فرم از اغلب منیفلدها بر
زیرمنیفلد، یک بر انتگرالگیری یکی دارد، وجود منیفلدها بر انتگرالگیری برای نظریه دو عملا می گرفتیم.
انتگرالگیری امکان تکین زنجیره ایده می نامیم. تکین زنجیره را آن ما که چیزی بر انتگرالگیری دیگری و

می سازد: فراهم را R2 در بسته مستطیل یک به شبیه چیزهایی بر

[a,b]× [c,d] := {(x,y) ∈ R2 |a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d}.

دارد! گوشه که چرا نیست، R2 زیرمنیفلد یک این البته،
مورد را زیرمنیفلدها بر هموار دیفرانسیلی فرمهای از انتگرالگیری تنها بحث، در سهولت جهت به
کلی تر، مجموعه های روی پیوسته غیر فرمهای از انتگرالگیری مطالعه جهت خواننده می دهیم. قرار مطالعه

نماید. مراجعه می توان [٢۵] از ١۴ فصل یا و [٧] از ٨٬٢ بخش ،[٣] از VI.٢ بخش به
در ساس، این بر باشد. جهتدار منیفلد است لازم باشد، معنی با منیفلد بر انتگرالگیری اینکه برای
کاتگوری یک به منیفلدها کاتگوری گسترش به ادامه در می پردازیم. منیفلد بر جهت مفهوم معرفی به آغاز
در که است آن بحث، این اصلی اهداف از یکی می پردازیم. می شود، پذیرفته منیفلد مرز آن در که بزرگتر،
مرزدار سطوح برای استوکس قضیه کنیم. مطرح n−بعدی منیفلدهای برای استوکس قضیه بتوانیم نهایت
گردید. مطرح شمسی ١٢٣٣ سال در کمبریج دانشگاه در اسمیت جایزه مسابقه غالب در بار اول R3 در
قضیه این ،[١۵٠] از ٢١ صفحه اساس بر خیر. یا شد آن حل به موفق دانشجویی که نیست مشخص
اصالت تعیین مشکل مبین خود این و بود، شده ظاهر استوکس به کلوین لرد از نامه ای در قبل سال چهار
ویتو نظیر بود، ریاضیدانان مشترک کار نتیجه دلخواه، منیفلد برای استوکس قضیه است. ریاضی مطالب
در .(١٣٠١ و ١٢٧٨) کارتان الی و ،(١٢٩۶) گورسا ادوارد ،(١٢۶٩) پوانکاره هانری ،(١٢۶٨) ولترا
دست و شد، بیان مختصات دستگاه اساس بر کلی بیانی آنگاه داشت، وجود فراوانی خاص حالتهای ابتدا،
فرمهای نظریه در اصلی پیشرو می توان را کارتان گردید. ارائه دیفرانسیلی فرمهای اساس بر کلی بیانی آخر
دیفرانسیلی فرمهای اساس بر استوکس قضیه از تمیز فرمولی توانست عملا او که چرا دانست، دیفرانسیلی

دهد. ارائه
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برای عملا می گردند، مطرح (٢ (ریاضی حسابان در که سطح انتگرال و خط انتگرال که می دانند همه
هدف نمود. خواهد تغییر انتگرال علامت جهت، تعویض با می باشند: تعریف قابل جهتدار رویه یا و منحنی
می باشد. آن بر جهت معرفی روشهای انواع بیان و n−بعدی منیفلد یک برای جهت تعریف فصل، این از
منظور هستند. متناهی بعد با فصل، این در استفاده مورد برداری فضاهای همه که است این بر فرض
دو بین از کلاس یک نمودن مشخص مفروض، حقیقی متناهی بعد با برداری فضای یک بر جهت یک از
آنها، بین گذر ماتریس دترمینان که گوییم هم ارز صورتی در را پایه دو می باشد: پایه ها از هم ارزی کلاس
را کار همین می تواند برداری فضای آن بر حداکثر درجه با فرم یک تعیین معادل، بیانی به باشد. مثبت

شد. خواهد مطرح مفهوم دو این بین طبیعی ارتباط ادامه در دهد. انجام ما برای
مختلف نقاط به مماس فضاهای از یک هر برای جهت تعیین مفروض، منیفلد یک بر جهت از منظور
طرح به منجر منیفلد، یک به n−همبردار مفهوم نمودن فراگیر پیوسته! گونه ای به البته است، منیفلد آن
n−فرمهای از هم ارزی کلاس یک نمودن مشخص با را منیفلد بر جهت می گردد. دیفرانسیلی n−فرم مفهوم
از مثبتی مضرب یکی هرگاه گوییم هم ارز را فرمی چنین دو نمود: معرفی می توان ناصفر جا همه هموار
اطلس یک معرفی یعنی دارد، وجود منیفلد یک بر جهت بیان برای سومی راه سرانجام، باشد. دیگری
مختلفش، چارتهای بین گذر توابع از یک هر تبدیل ژاکوبی دترمینان که اطلسی یعنی منیفلد، آن بر جهتدار

هستند. مثبت نقاط همه در

برداری فضای بر جهت ٢١ . ١ بخش

شکل (به است راست» به «چپ یا و چپ» به «راست جهت دو از یکی انتخاب ،R1 بر جهت از منظور
شود). توجه ٢١ . ٢

ساعت» عقربه های جهت در دوران یعنی «ساعتگرد١، جهت دو از یکی انتخاب ،R2 بر جهت از منظور
شود). توجه ٢١ . ٢ شکل (به است ساعت» عقربه های عکس جهت در دوران یعنی «پادساعتگرد٢، یا و

خط یک بر جهت :٢١ . ١ شکل

صفحه یک بر جهت :٢١ . ٢ شکل

٢١ . ٣ شکل (به است چپگرد یا و شود) توجه الف - ٢١ . ٣ شکل (به است راستگرد یا R3 بر جهت
طوری را دکارتی مختصات دستگاه که می افتد اتفاق صورتی در R3 در راستگرد جهت شود). توجه -ب

counterclockwise ٢ clockwise ١
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دوران بخواهیم و دهد نشان را x−محور راستای در e1 بردار جهت در اشاره انگشت وقتی که کنیم انتخاب
راستای در e3 برداری شصت انگشت آنگاه کند، بیان را y−محور راستای در e2 بردار سمت به برداری آن

رود. نشانه را z−محور

چپگرد (e1,e2,e3) مختصاتی دستگاه ب) راستگرد (e1,e2,e3) مختصاتی دستگاه الف) :٢١ . ٣ شکل

کنیم، بررسی را بالا نمونه سه اگر نمود؟ تعریف جهت می توان آن از بالاتر بعد یا و R5 ،R4 بر چگونه
جهت باشد. Rn برای استاندارد پایه (e1, · · · ,en) گیریم شد. خواهیم نیز Rn برای جهت تعریف به قادر
(e1,e2) انتخاب با را R2 برای ساعتگرد جهت نمود. تعبیر می شود −e1 یا و e1 انتخاب را R1 برای
انتخاب با را R3 برای راستگرد جهت نمود. تعبیر می شود (e2,e1) انتخاب با را پادساعتگرد جهت و

نمود. تعبیر می شود (e2,e1,e3) انتخاب با را چپگرد جهت و (e1,e2,e3)
چنان A = [ai

j] نامنفردی 2× 2 ماتریس ،R2 برای (v1,v2) و (u1,u2) جهتدار پایه دو ازای به
که دارد وجود

u j =

2∑
i=1

vi ai
j, j = 1,2,

شود فرض اگر ماتریسی، نماد در می نامند. (v1,v2) به (u1,u2) از پایه١ تغییر ماتریس اصطلاحا، را این
دوم، پایه برای [v1,v2] و اول پایه برای [u1,u2] مثلا هستند، سطری مرتب، پایه های در بردارهای که

است: برقرار زیر رابطه آنگاه

[u1,u2] = [v1,v2] A.

نشان می شود بسادگی باشد. مثبت A پایه تغییر ماتریس دترمینان که هم ارزند پایه دو می گوییم صورتی در
دارای رابطه این می کند. تعریف Rn برای مرتب پایه های همه مجموعه بر هم ارزی رابطه یک این که داد
هم ارزی دسته هم ارزی. دسته دو این از یکی انتخاب یعنی ،Rn بر جهت از منظور است. هم ارزی دسته دو
(e1,e2) پایه شامل قاعدتا (که دیگر هم ارزی دسته و ساعتگرد، جهت را (e1,e2) استاندارد پایه شامل

می نامیم. R2 بر پادساعتگرد جهت را است)
است. همین به شبیه کلی حالت

change-of-basis matrix ١
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u = [u1, · · · ,un] مرتب پایه دو باشد. متناهی بعد با برداری فضای یک V کنید فرض تعریف. ٢١.١
یک ازای به که ،u ∼ v می نویسیم و گوییم، هم ارز صورتی در را V برداری فضای از v = [v1, · · · ,vn] و
از یکی انتخاب ،V برای جهت از منظور باشد. برقرار u = v A رابطه مثبتی، دترمینان با A ماتریس
اگر است. جهت دو دارای متناهی بعد با برداری فضای هر می باشد. مرتب پایه های از هم ارزی دسته های
جهت آن به و داده نشان −µ با را دیگر جهت بدانیم، V متناهی بعد با برداری فضای برای جهت یک را µ

می گوییم. µ با مخالف
را {0} بر جهت ندارد. وجود پایه ا ی مورد این در دارد، خاصی حالت {0} صفر-بعدی برداری فضای

می کنیم. تعریف − یا + علامت دو از یکی انتخاب صورت به

می کنیم، فهرست راحتی به را آن اعضاء برداری، فضای یک برای پایه نمایش برای اغلب قرارداد. ٢١.٢
پرانتز از مرتب پایه های مورد در نمی کنیم. استفاده آن سوی دو در کروشه یا و پرانتز از و ،v1, · · · ,vn نظیر
بردار صورت به را پایه ها ماتریسی، نماد در همچنین، .(v1, · · · ,vn) می کنیم: استفاده آن سوی دو در
مرتب پایه های از هم ارزی دسته یک معنی به جهت ترتیب، این به .[v1, · · · ,vn] می کنیم: معرفی سطری
معنی به صورت این در براکت که می کنیم، استفاده آن دادن نشان برای [(v1, · · · ,vn)] نماد از لذا و است،

است. همدسته

n−همبردار و جهت ٢١ . ٢ بخش

برداری فضای یک بر جهت نمودن مشخص برای مرتب پایه از استفاده بجای موارد، از بسیاری در
∧n(V∗) فضای که است استوار اساس این بر روش این می گردد. استفاده نیز n−همبردار از ،V n−بعدی

است. یک-بعدی V بر n−همبردارهای همه

کنید فرض باشند. V برداری فضای در بردارهایی v1, · · · ,vn و u1, · · · ,un گیریم لم. ٢١.٣

u j =

n∑
i=1

vi ai
j, j = 1, · · · ,n,

آنگاه باشد، V بر n−همبردار یک β اگر است. حقیقی اعداد از ماتریسی A = [ai
j] که

β(u1, · · · ,un) = (det A)β(v1, · · · ,vn).

نتیجه در است، n−خطی نگاشتی β چون ،u j =
∑n

i=1 vi ai
j فرض به بنا : برهان

β(u1, · · · ,un) = β
( n∑

i=1

vi ai1
1 , · · · ,

n∑
i=1

vi ain
n

)
=

n∑
i=1

ai1
1 · · ·a

in
n β(vi1 , · · · ,vin).
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هر باشند. متفاوت i1, · · · , in اندیسهای همه است لازم باشد، صفر مخالف β(vi1 , · · · ,vin) اینکه برای
متناظر 1, · · · ,n اعداد از σI جایگشت یک با متفاوت، داریه های با I = (i1, · · · , in) مرتب n−تایی

پس است، نوسانی n−تانسور یک β چون . j = 1, · · · ,n برای σI( j) = i j است:

β(vi1 , · · · ,vin) = (sgnσI)β(v1, · · · ,vn).

بنابراین

β(u1, · · · ,un) =
∑
σI∈S n

ai1
1 · · ·a

in
n β(vi1 , · · · ,vin)

= (det A)β(v1, · · · ,vn),

□ است. تمام برهان ترتیب، این به و

که: است شده اثبات مرتب، پایه های حالت در مجموع، در پس

این در باشند، V برداری فضای برای مرتب پایه هایی v1, · · · ,vn و u1, · · · ,un گیریم نتیجه. ٢١.۴
معادلند: زیر احکام صورت

علامتند، هم β(v1, · · · ,vn) و β(u1, · · · ,un) (١)

،0 < det A (٢)

هم ارزند. (v1, · · · ,vn) و (u1, · · · ,un) مرتب پایه های (٣)

.0 < β(v1, · · · ,vn) که می کند مشخص را (v1, · · · ,vn) جهت β n−همبردار می گوییم صورتی در

ندارد. بستگی نظر مورد جهت از مرتب پایه انتخاب به یعنی است، خوشتعریف مفهوم این قبل، نتیجه بنابه
برای ،β = aβ′ که می کنند مشخص را جهت یک وقتی تنها و وقتی V بر β′ و β n−بردار دو بعلاوه،
برداری فضای بر صفر غیر n−همبرداری بین در را زیر هم ارزی رابطه ی اساس، این بر .a مثبت عدد یک

می کنیم: تعریف V دلخواه n−بعدی

β ∼ β′ ⇔ β = aβ′ ای 0 < a یک برای

بنابراین،

صورت به مرتب، پایه های از هم ارزی دسته یک از استفاده با V برای جهت معرفی بجای نتیجه. ٢١.۵
نمود. معرفی را V بر n−همبردار یک می توان معادل

R− {0} با را V بر ناصفر n−بردارهای مجموعه ،
∧n(V∗) ≃ R خطی ایزومورفیسم از استفاده با

در وقتی تنها و وقتی β′ و β صفر غیر n−همبردار دو است. همبندی مولفه دو دارای که گرفت، یکی n(V∗)−{0}∧می شود از مولفه هر بنابراین، .β = aβ′ ای a مثبت عدد یک ازای به که می گیرند قرار مولفه یک
می نماید. مشخص را V بر جهت یک
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صورت به مرتب، پایه های از هم ارزی دسته یک از استفاده با V برای جهت معرفی بجای نتیجه. ٢١.۶
نمود. مشخص را

∧n(V∗)−{0} مولفه دو از یکی می توان معادل

صورت، این در باشد. آن دوگان پایه α1,α2 و بوده R2 برای استاندارد پایه e1,e2 گیریم مثال. ٢١.٧
زیرا می کند، معرفی را R2 بر پادساعتگرد جهت α1∧α2 2−همبردار

(α1∧α2)(e1,e2) = 1 > 0.

آن دوگان پایه (dx)p, (dy)p و بوده TpR
2 برای استاندارد پایه ∂/∂x|p,∂/∂y|p گیریم مثال. ٢١.٨

می کند. معرفی را Tp(R2) بر پادساعتگرد جهت (dx∧dy)p 2−همبردار صورت، این در باشد.

منیفلد بر جهت ٢١ . ٣ بخش

مرتب پایه های از هم ارزی دسته دو به متناظر دارد، جهت دو n−بعدی برداری فضای هر که می شویم یادآور
فضای باید منیفلد، یک کردن جهتدار برای صفرش. غیر n−همبردارهای از هم ارزی دسته دو به متناظر یا
سازگار تعبیری به نزدیک، نقاط بر جهت که است لازم البته و کنیم، جهتدار را آن نقاط تمام در مماس

نکند. تغییر جهت نقطه، در جزئی تغییرات با که معنی این به باشند.
n−تایی یک از است عبارت ،U ⊆ M باز مجموعه بر کنج١ دیدیم، ۵ . ١٢ بخش در که طور همان
n−تایی ،p ∈ U نقطه هر ازای به که طوری ،U بر ناپیوسته احتمالا برداری میدانهای از (X1, · · · ,Xn)
فراگیر٢، کنج دهد. تشکیل TpM مماس برداری فضای برای مرتب پایه یک بردارها، از (X1,p, · · · ,Xn,p)
همسایگی یک بر تنها ،p حول موضعی٣ کنج که حالی در می گردد، تعریف M سرتاسر بر که است کنجی

می کنیم: تعریف U بر کنجهای مجموعه بر هم ارزی رابطه ای می گردد. تعریف p از باز

می کنیم تعریف باشند. U بر کنج دو (Y1, · · · ,Yn) و (X1, · · · ,Xn) کنید فرض تعریف. ٢١.٩

(X1, · · · ,Xn) ∼ (Y1, · · · ,Yn) ⇔ (X1,p, · · · ,Xn,p) ∼ (Y1,p, · · · ,Yn,p) ای p ∈ U �� ���� ��

وقتی تنها و وقتی (Y1, · · · ,Yn) و (X1, · · · ,Xn) کنجهای آنگاه ،Y j =
∑

i ai
j Xi اگر دیگر، بیان به

باشد. مثبت U نقاط همه در A = [ai
j] پایه تغییر ماتریس که هم ارزند

جهت یک p ∈ M نقطه هر به که µ تابعی یعنی ،M منیفلد بر نقطه -به-نقطه جهت تعریف. ٢١.١٠
می دهد. نسبت را TpM مماس فضای برای µp

منیفلد بر نقطه -به-نقطه جهت که دید خواهیم کنیم، بیان کنجها اساس بر را بالا تعریف بخواهیم اگر
جهت می باشد. M بر ناپیوسته احتمالا کنجهای از هم ارزی دسته های از یکی انتخاب معنی به درست M
یافت چنان p از U باز همسایگی یک که گوییم p در پیوسته صورتی در را M منیفلد بر µ نقطه -به-نقطه
Y1, · · · ,Yn پیوسته برداری میدانهای دیگر، بعبارت شود؛ داده نمایش پیوسته جهت یک با آن بر µ که شود
بر µ نقطه -به-نقطه جهت .q ∈ U هر ازای به µq = [(Y1,q, · · · ,Yn,q)] که شوند یافت چنان U بر
ندارد لزومی که شود توجه باشد. پیوسته ای p ∈ M نقطه هر در که گوییم پیوسته صورتی در را M منیفلد
صورت به عملا و شود، داده نمایش فراگیر کنج یک توسط به M منیفلد بر µ نقطه -به-نقطه جهت هر

می شود. داده نمایش پیوسته موضعی کنجهای توسط موضعی

frame local ٣ global frame ٢ frame ١
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M منیفلد بر پیوسته µ نقطه -به-نقطه جهت یک معرفی ،M منیفلد بر جهت از منظور تعریف. ٢١.١١
به منیفلد باشد. داشته وجود آن برای جهت یک اقل حد که گوییم جهتپذیر۴ صورتی در را منیفلد می باشد.

می گوییم. جهتدار منیفلد اصطلاحا را آن بر جهت یک همراه

،(∂/∂r1, · · · ,∂/∂rn) فراگیر کنج توسط شده مشخص پیوسته جهت Rnبا اقلیدسی فضای مثال. ٢١.١٢
است. جهتپذیر

موبیوس نوار :۴ . ٢١ شکل

مستطیل R گیریم باز). موبیوس (نوار مثال ٢١.١٣

R := {(x,y) ∈ R2 |0 ≤ x ≤ 1, −1 < y < 1},

هم ارزی رابطه بر R مستطیل قسمت خارج صورت به M باز موبیوس١ نوار باشد.

(0,y) ∼ (1,−y), −1 < y < 1, (١.٢١ )

باز مستطیل R داخل شود). توجه ۴ . ٢١ شکل (به می گردد تعریف

U := {(x,y) ∈ R2 |0 < x < 1, −1 < y < 1},

فرض می کند. القاء را U بر جهتی ،M بر جهت پس باشد. جهتپذیر M موبیوس نوار کنید فرض است.
جهتهای جهت، پیوستگی فرض بنابه درنتیجه، باشد. شده داده نمایش ⟨e1,e2⟩ کنج توسط U بر جهت کنیم
مرتب پایه ،(١.٢١ ) یکی گیری اساس بر اما می گردند. معرفی ⟨e1,e2⟩ توسط نیز (0,0) و (0,1) نقاط در
جهت (0,0) نقطه در بنابراین می شود. نگاشته (0,0) در ⟨e1,−e2⟩ مرتب پایه به (1,0) در ⟨e1,e2⟩
کنج توسط U بر جهت اینکه فرض است! تناقض که می گردد، معرفی ⟨e1,−e2⟩ و ⟨e1,e2⟩ زوج دو با
جهتپذیر موبیوس «نوار که می کند اثبات این می انجامد. تناقض به نیز باشد شده داده نمایش ⟨e1,−e2⟩

شود. توجه ۵ . ٢١ شکل به نیست.»

دارد. ممکن جهت دو دقیقا M جهتپذیر منیفلد هر گزاره. ٢١.١۴

Möbius band ١ orientable ۴
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موبیوس نوار ناپذیری جهت :۵ . ٢١ شکل

داریم. TpM برای νp و µp جهت دو ،p ∈ M نقطه هر در باشند. M بر جهت دو ν و µ گیریم : برهان
تابع هستند. هم مخالف صورت این غیر در یا و اند، یکی دو آن یا

f : M −→ {−1,1} f (p) =
{

1 µp = νp برای
−1 µp = −νp برای

برداری میدانهای نظر، مورد جهتهای پیوستگی دلیل به خاص، p ∈ M هر ازای به می کنیم. تعریف را
ν = و µ = [(X1, · · · ,Xn)] که دارند وجود گونه ای به p از U باز همسایگی یک بر Y j و Xi پیوسته
وجود چنان A = [ai

j] : U→GL(n,R) ماتریس-مقداری تابع صورت این در .U بر [(Y1, · · · ,Yn)]

لذا و پیوسته اند، همگی ai
j درآیه های ،١٢.٣١ یادداشت و ١٢.٣٠ گزاره بنابه .Y j =

∑
i ai

j Xi که دارد
پیوسته، توابع علامت پایداری قضیه اساس بر اکنون، می باشد. پیوسته نیز det A : U → R+ دترمینان
جا همه در یا و است مثبت جا همه در یا U همبند مجموعه بر det A ناصفر جا همه تابع که می گیریم نتیجه
موضعا f : M −→ {−1,1} تابع که می کند اثبات این .U بر µ = −ν یا µ = ν بنابراین می باشد. منفی
یا µ = ν پس ،(٢١.١ (مساله است ثابت همبند مجموعه هر بر ثابت موضعا تابع هر چون است. ثابت
□ .M بر µ = −ν

دیفرانسیلی فرم و جهت ۴ . ٢١ بخش

شهود نظر از پیوسته نقطه-به-نقطه جهت از استفاده با M n−بعدی منیفلد بر جهت تعریف که حالی در
را نقطه-به-نقطه جهت که ناصفری جا همه n−فرمهای از استفاده عمل در اما است، موفق بسیار هندسی
نقطه-به-نقطه جهت بر پیوستگی شرط که می دهیم نشان بخش این در می باشد. ساده تر می کنند، مشخص

نمود. ترجمه می شود ناصفر جا همه n−فرمهای بر همواری شرط به را
بر f که می کنیم استفاده معنی این به f ≫ 0 نماد از باشد، M مجموعه بر حقیق-مقدار تابعی f اگر

است. مثبت M

که است پیوسته وقتی تنها و وقتی M منیفلد بر [(X1, · · · ,Xn)] نقطه-به-نقطه جهت لم. ٢١.١۵
(dx1 ∧ · · · ∧ تابع که باشد داشته وجود (U, x1, · · · , xn) مختصات دستگاه یک ،p ∈ M هر ازای به

باشد. مثبت آن بر dxn)(X1, · · · ,Xn)

این باشد. پیوسته M منیفلد بر µ = [(X1, · · · ,Xn)] نقطه-به-نقطه جهت کنیم فرض (⇐=) : برهان
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،p ∈ M نقطه هر ازای به که است معنی بدان این نیست. (X1, · · · ,Xn) فراگیر کنج پیوستگی معنی به
داده نمایش (Y1, · · · ,Yn) پیوسته کنج یک توسط آن بر µ که دارد وجود نقطه آن از W همسایگی یک
فرض و کرده انتخاب W در مشمول و p حول (U, x1, · · · , xn) همبند مختصات دستگاه یک می شود.
که دارد وجود [bi

j] : U→GL(n,R) ماتریس-مقداری تابع یک صورت، این در .∂i = ∂/∂xi می کنیم
،٢١.٣ لم بنابه است. مختلف نقاط در پایه تغییر ماتریس همان این Y؛ j =

∑
i bi

j∂i

(dx1∧ · · ·∧dxn)(Y1, · · · ,Yn) = (det[bi
j])(dx1∧ · · ·∧dxn)(∂1, · · · ,∂n)

= det[bi
j],

یک عنوان به (dx1∧· · ·∧dxn)(Y1, · · · ,Yn) است. نامنفرد [bi
j] زیرا می باشد، ناصفر جا همه در که

U بر جا همه در یا و است مثبت U بر جا همه در یا همبند، مجموعه یک بر پیوسته صفر نا جا همه تابع
می رسیم، (U, x̃1, · · · , xn) چارت یک به ،x̃1 = −x1 دادن قرار با آنگاه باشد، منفی اگر می باشد. منفی

آن بر که

(dx1∧ · · ·∧dxn)(Y1, · · · ,Yn)≫ 0.

آن بر که است چارتی (U, x1, · · · , xn) کنیم فرض می توانیم x1 صورت به x̃1 اسمگذاری با

(dx1∧ · · ·∧dxn)(Y1, · · · ,Yn)≫ 0.

مثبت دترمینان با C = [ci
j] پایه تغییر ماتریس ،U بر µ = [(X1, · · · ,Xn)] = [(Y1, · · · ,Yn)] چون

داریم U بر ،٢١.٣ لم بنابه هم باز .X j =
∑

i ci
jYi که دارد وجود چنان

(dx1∧ · · ·∧dxn)(X1, · · · ,Xn) = (detC)(dx1∧ · · ·∧dxn)(Y1, · · · ,Yn)≫ 0.

داریم قبل، مانند .(U, x̃1, · · · , xn) چارت بر X j =
∑

i ai
j∂i کنیم فرض (=⇒)

(dx1∧ · · ·∧dxn)(X1, · · · ,Xn) = (det[ai
j])(dx1∧ · · ·∧dxn)(∂1, · · · ,∂n)

= det[ai
j].

و U بر det[ai
j] > 0 بنابراین، است. مثبت بالا تساوی چپ سمت فرض، بنابه

[(X1, · · · ,Xn)] = [(∂1, · · · ,∂n)],

M کل بر µ پس است، دلخواه p چون می باشد. پیوسته p در µ نقطه-به-نقطه جهت می کند ثابت که
□ می باشد. پیوسته

M بر ناصفر جا همه هموار n−فرم یک که است جهتپذیر وقتی تنها و وقتی M منیفلد قضیه. ٢١.١۶
باشد. داشته وجود
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نقطه هر ،٢١.١۵ لم بنابه است. M منیفلد بر جهت یک [(X1, · · · ,Xn)] کنید فرض (⇐=) : برهان
آن بر که است (U, x̃1, · · · , xn) مختصاتی همسایگی یک دارای p ∈ M

(dx1∧ · · ·∧dxn)(X1, · · · ,Xn)≫ 0. (٢.٢١ )

یکانی افراز یک {ρα} و می پوشاند، را M که باشد چارتها این از گردایه ای {(Uα, x1
α, · · · , xn

α)} گیریم
آن در مجموع اینکه دلیل به ω =

∑
α ρα dx1

α ∧ · · · ∧ dxn
α n−فرم است. {Uα} باز پوشش زیردست

به چون بگیرید. نظر در ثابت p ∈ M یک می باشد. هموار و خوشتعریف M بر است، متناهی موضعا
داریم ،(٢.٢١ ) بنابه ،ρα(p) > 0 ها α از متناهی تعدادی اکثر حد ازای به و ρα(p) ≥ 0 ای α هر ازای

ωp(X1,p, · · · ,Xn,p) =
∑
α

ρα(p) (dx1
α∧ · · ·∧dxn

α)p(X1,p, · · · ,Xn,p) > 0.

است. ناصفر جا همه در و هموار M بر ω n−فرم بنابراین،
یک ،p ∈ M نقطه هر در است. M بر ناصفر جا همه در و هموار n−فرم یک ω کنیم فرض (=⇒)
یک .ωα(X1,p, · · · ,Xn,p) > 0 که می کنیم انتخاب چنان TpM برای (X1,p, · · · ,Xn,p) مرتب پایه
باشد. p از همبند مختصاتی همسایگی یک (U, x1, · · · , xn) می کنیم فرض و گرفته نظر در ثابت p ∈ M
.ω = f dx1 ∧ · · · ∧ dxn که می گردد یافت چنان U بر f ناصفر جا همه و هموار تابع صورت این در
منفی آن کل بر یا و است مثبت U کل بر یا پس است، ناصفر جا همه همبند مجموعه ای بر f چون

داریم (U, x1, · · · , xn) چارت بر آنگاه ، f ≫ 0 اگر می باشد.

(dx1∧ · · ·∧dxn)(X1, · · · ,Xn)≫ 0.

داریم (U,−x1, · · · , xn) چارت بر آنگاه ، f ≪ 0 اگر

(d(−x1)∧ · · ·∧dxn)(X1, · · · ,Xn)≫ 0.

□ می باشد. M بر پیوسته نقطه-به-نقطه جهت یک µ = [(X1, · · · ,Xn)] ،٢١.١۵ لم بنابه بنابراین،

یک 0 اگر منظم، تراز مجموعه قضیه بنابه منظم). صفرهای مجموعه یک (جهتپذیری مثال ٢١.١٧
است. هموار منیفلدی f −1(0) صفرهای مجموعه آنگاه باشد، R3 بر f (x,y,z) هموار تابع منظم مقدار
شد. معرفی R3→ R تابع یک منظم صفرهای مجموعه بر ناصفر جا همه 2−فرم یک ١٩.٢٣ مساله در

است. جهتپذیر R3 بر هموار تابع هر منظم صفرهای مجموعه ،٢١.١۶ قضیه اساس بر بنابراین،
جهتپذیر موبیوس نوار چون دیگر، مثال عنوان به است. جهتپذیر R3 در S2 واحد کره مثال، عنوان به
نمود. بیان نمی شود R3 بر هموار تابع هیچ منظم صفرهای مجموعه صورت به را آن ،(٢١.١٣ (مثال نیست
زوج، بعد با کره هر بر پیوسته برداری میدان هر جبری، توپولوژی از کلاسیک قضیه ای اساس بر
جهت دارای S2 کره اینکه با بنابراین، .[١٨ از ٢٬٢٨ قضیه ، ١٣۵ [صفحه شود صفر جایی در بایستی
ناپیوسته لزوما کره، بر جهت یک با سازگار (X1,X2) فراگیر کنج هر اما است، پیوسته نقطه-به-نقطه

است.
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هموار تابعی آنگاه باشد، M n−بعدی مفروض منیفلد بر هموار ناصفر جا همه n−فرم دو ω′ و ω اگر
،(U, x1, · · · , xn) چارت هر بر موضعا، .ω = f ω′ که می گردد یافت گونه ای به M بر ناصفر جا همه و f

که دارند وجود چنان g و h ناصفر جا همه و هموار توابع

ω = hdx1∧ · · ·∧dxn, ω′ = gdx1∧ · · ·∧dxn.

کل در f پس بود، دلخواه U چارت چون است. ناصفر جا همه و هموار U بر نیز f = h/g بنابراین،
مثبت جا همه در یا f تابعی چنین باشد، همبند M منیفلد چنانچه می باشد. صفر نا جا همه و هموار M
یک بر ناصفر جا همه و هموار n−فرمهای مجموعه ترتیب، این به می باشد. منفی جا همه در یا و است

کنیم: تعریف است کافی می گردد؛ افراز هم ارزی کلاس دو به M همبند منیفلد

ω ∼ ω′ ⇐⇒ ω = f ω′ ای f ≫ 0 یک ازای به

از هم ارزی دسته یک ،M همبند جهتپذیر منیفلد یک بر µ = [(X1, · · · ,Xn)] جهت هر ازای به
.ω(X1, · · · ,Xn) ≫ 0 که بدهیم نسبت می توانیم چنان M بر [ω] ناصفر جا همه هموار n−فرمهای

این .−µ 7→ [−ω] آنگاه ،µ 7→ [ω] اگر دارد.) وجود ٢١.١۶ قضیه اثبات اساس بر ای ω (چنین
می سازد: فراهم دوسویی تناظر یک همبند جهتپذیر منیفلد هر بر تناظر،

M بر جهتهای ←→ M بر ناصفر جا همه n−فرمهای شامل هم ارزی دسته های (٣.٢١ )

تناظر که می یابیم در مفروض، منیفلد یک از همبندی مولفه هر گرفتن نظر در با دارد. عضو دو سمت هر و
دقیقا همبندی مولفه هر بر که توضیح این با است، برقرار دلخواه چهتپذیر منیفلد هر برای همچنان (٣.٢١ )

می باشند. ناصفر جا همه هموار n−فرمهای از هم ارزی دسته دو با متناظر که دارد وجود ممکن جهت دو

،ω(X1, · · · ,Xn)≫ 0 که باشد ناصفر جا همه و هموار n−فرمی ω که صورتی در تعریف. ٢١.١٨
فرم یک ω می گوییم حالت این در و می کند، مشخص را [(X1, · · · ,Xn)] جهت ω می گوییم اصطلاحا
دسته [ω] که نمود، معرفی می توان (M, [ω]) جفت یک با را جهتدار منیفلد هر می باشد. M بر جهت

می باشد. M بر جهت معرف n−فرم از هم ارزی

جهت همیشه مثلا، می کنیم. استفاده M از تنها (M, [ω]) بجای باشد، مشخص M بر جهت چنانچه
گردد. اثبات خلافش آنکه مگر می گردد، تعیین dx1∧ · · ·∧dxn توسط Rn بر

یک تنها از عملا همبند، بعدی صفر منیفلد بعدی). صفر منیفلدهای بر (جهت یادداشت ٢١.١٩
است [−1] نقطه ای، تک مجموعه بر ناصفر جا همه 0−فرمی شامل هم ارزی دسته می گردد. تشکیل نقطه
می شود ±1 اعداد با را آن بر جهت و است، جهتپذیر همبندف بعدی صفر منیفلد هر بنابراین، .[1] یا و
لذا و است، همبندی مولفه های از شمارا اجتماعی M بعدی صفر منیفلد هر کل، در نمود. مشخص
تابعی با M بر جهت هر این، بنابر و ،(۵.١۵ (مثال می گردد تشکیل نقاط از شمارا حداکثر مجموعه ای

می سازد. نظیر را نقطه آن در جهت نقطه هر به که می گردد مشخص f : M→ {±1}

صورتی در را جهتدار منیفلدهای بین F : (N,ωN) → (M,ωM) دیفئومورفیسم تعریف. ٢١.٢٠
.[F∗ωM] = [−ωN] که گوییم جهت-برگردان صورتی در و [F∗ωM]؛ = [ωN] که گوییم حافظ-جهت
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اطلس و جهت .۵ . ٢١ جهتدهی .٢١ فصل

جهتدار استاندارد جهت با دو هر و باشند Rn از باز زیرمجموعه هایی V و U گیریم گزاره. ٢١.٢١
آن ژاکوبی دترمینان که است حافظ-جهت وقتی تنها و وقتی F : U → V دیفئومورفیسم باشند. شده

باشد. مثبت U سرتاسر بر det[∂Fi/∂x j]

در باشند. V ⊆ Rn و U ⊆ Rn بر استاندارد مختصات (y1, · · · ,yn) و (x1, · · · , xn) گیریم : برهان
صورت این

F∗(dy1∧ · · ·∧dyn) = d(F∗y1)∧ · · ·∧d(F∗yn) ( ١٩.٧ و ١٨.١٢ گزاره (بنابه
= d(y1 ◦F)∧ · · ·∧d(yn ◦F) پولبک) (تعریف
= dF1∧ · · ·∧dFn

= det
[
∂Fi

∂x j

]
dx1∧ · · ·∧dxn ((٢) - ١٨.۴ نتیجه .(بنابه

□ باشد. مثبت U سرتاسر بر det[∂Fi/∂x j] که است حافظ-جهت وقتی تنها و وقتی F بنابراین،

اطلس و جهت ۵ . ٢١ بخش

جهتپذیری ژاکوبیشان، دترمینات علامت روی از حافظ-جهت دیفئومورفیسمهای تشخیص از استفاده با
کنیم. توصیف می توانیم اطلس اساس بر را منیفلدها

همپوشای چارت دو هر ازای به که گوییم جهتدار صورتی در را M منیفلد بر اطلس تعریف. ٢١.٢٢
مثبت U∩V سرتاسر بر det[∂yi/∂x j] ژاکوبی دترمینان اطلس، از (V,y1, · · · ,yn) و (U, x1, · · · , xn)

باشد.

بپذیرد. جهتدار اطلس که است جهتپذیر وقتی تنها و وقتی M منیفلد قضیه. ٢١.٢٣

هر ،٢١.١۵ لم بنابه است. M منیفلد بر جهت یک µ = [(X1, · · · ,Xn)] کنید فرض (⇐=) : برهان
آن بر که است (U, x1, · · · , xn) مختصاتی همسایگی یک دارای p ∈ M نقطه

(dx1∧ · · ·∧dxn)(X1, · · · ,Xn)≫ 0.

است. جهتدار اطلس یک چارتها Uاین = {(U, x1, · · · , xn)} گردایه که می کنیم ادعا
داریم U ∩V بر آنگاه Uباشند، از همپوشا چارت دو (V,y1, · · · ,yn) و (U, x1, · · · , xn) اگر

(dx1∧ · · ·∧dxn)(X1, · · · ,Xn)≫ 0,

(dy1∧ · · ·∧dyn)(X1, · · · ,Xn)≫ 0. (۴.٢١ )

که می گردد نتیجه (۴.٢١ ) از ،dy1 ∧ · · · ∧ dyn = (det[∂yi/∂x j])dx1 ∧ · · · ∧ dxn چون
است. جهتدار U اطلس بنابراین، .U ∩V بر det[∂yi/∂x j]≫ 0
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صورت به را µp ،p ∈U هر ازای به باشد. جهتدار اطلس یک {(U, x1, · · · , xn)} کنیم فرض (=⇒)
چارت دو اگر می کنیم. تعریف TpM برای (∂/∂x1|p, · · · ,∂/∂xn|p) مرتب پایه شامل هم ارزی دسته
جهتداری تعریف بنابه آنگاه شوند، شامل را p نقطه جهتدار، اطلس در (V,y1, · · · ,yn) و (U, x1, · · · , xn)
(∂/∂y1|p, · · · ,∂/∂yn|p) و (∂/∂x1|p, · · · ,∂/∂xn|p) نتیجه در و ،det[∂yi/∂x j] > 0 داریم اطلس،
جهت این می باشد. M بر خوشتعریف و نقطه-به-نقطه جهت یک µ که می کند اثبات این ارزند. هم
آن بر که دارد وجود چنان (U, x1, · · · , xn) مختصاتی دستگاه یک p هر ازای به زیرا است، پیوسته
□ می شود. داده نمایش پیوسته کنج یک با µ = [(∂/∂x1, · · · ,∂/∂xn)]

به که گوییم هم ارز صورتی در را M منیفلد بر {Vβ,ψβ} و {Uα,ϕα} جهتدار اطلس دو تعریف. ٢١.٢۴
گذر تابع ای β هر و α هر ازای

ϕα ◦ψ−1
β : ψβ(Uα∩Vβ) −→ ϕα(Uα∩Vβ)

باشند. مثبت ژاکوبی دترمینان با

همه خانواده بر هم ارزی رابطه یک بالا، تعریف در شده مطرح رابطه که داد نشان می شود براحتی
.(٢١.٣ (مساله می باشد M مفروض منیفلد بر جهتدار اطلسهای

بر جهت یک ،M مفروض منیفلد بر {(U, x1, · · · , xn)} جهتدار اطلس هر ،٢١.٢٣ قضیه اثبات در
می کند: تعریف M

U ∋ p 7−→
[( ∂

∂x1

∣∣∣∣
p
, · · · , ∂

∂xn

∣∣∣∣
p

)]
,

ارائه M منیفلد بر {(U, x1, · · · , xn)} جهتدار اطلس یک ،M بر [(X1, · · · ,Xn)] جهت هر بالعکس، و
نشان تمرین عنوان به استکه خواننده بر .U بر (dx1∧· · ·∧dxn)(X1, · · · ,Xn)≫ 0 که طوری می کند،

داریم: را زیر شرح به دوسویی تناظر ،M جهتپذیر منیفلد هر بر که دهد

M بر جهتهای ←→ M بر جهتدار اطلسهای شامل هم ارزی دسته های

از هم ارزی دسته  یک نمودن مشخص مفروض، منیفلد یک بر جهت تعیین برای دیگر راه یک بنابراین،
می باشد. آن بر جهتدار اطلهای

استفاده وارون جهت با منیفلد همان نمایش ای بر −M نماد از باشد، جهتدار منیفلدی M چنانچه
نموده مشخص را آن جهت که باشد M بر جهتدار اطلس یک {(U,ϕ)} = {(U, x1, · · · , xn)} اگر می کنیم.
مشخص را آن جهت و است −M بر جهتدار اطلس {(U, ϕ̃)} = {(U,−x1, x2, · · · , xn)} آنگاه است،

می نماید.

تمرینات ۶ . ٢١ بخش
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تمرینات .۶ . ٢١ جهتدهی .٢١ فصل

در را توپولوژی فضاهای بین f : S → Y نگاشت همبند. فضای بر ثابت موضعا نگاشت ٢١.١
بر f که باشد داشته وجود p از U همسایگی یک p ∈ S هر ازای به که گوییم ثابت موضعا صورتی
،S تهی غیر همبند فضای هر بر ثابت موضعا f : S → Y تابع هر که دهید نشان باشد. ثابت آن
صورت این در است. باز f −1(y) پیشنگاره ،y ∈ Y هر ازای به که دهید نشان (راهنمایی: است. ثابت

کند.) توصیف باز مجموعه های زیر از اجتماعی صورت به را S می تواند S = ∪y∈Y f −1(y)

نقطه- جهت اینکه برای کافی و لازم شرط که کنید ثابت نقطه-به-نقطه. جهت پیوستگی ٢١.٢
همسایگی ،p ∈ M هر ازای به که است این باشد، پیوسته M منیفلد بر [(X1, · · · ,Xn)] به-نقطه
دیفرانسیل ای q ∈ U هر ازی به که باشد داشته وجود چنان (U,ϕ) = (U, x1, · · · , xn) مختصاتی

که معنی این به ببرد؛ Rn بر استاندارد جهت به را TqM جهت ϕ∗,q : TqM→ T f (q)R
n � Rn

(ϕ∗X1,q, · · · ,ϕ∗Xn,q) ∼ (∂/∂r1, · · · ,∂/∂rn).

می باشد. هم ارزی رابطه یک ٢١.٢۴ تعریف در رابطه که دهید نشان جهتدار. اطلسهای هم ارزی ٢١.٣

حافظ- دیفئومورفیسم F : (N, [ωN])→ (M, [ωM]) گیریم حافظ-جهت. دیفئومورفیسمهای ٢١.۴
را آن بر جهت که باشد M بر جهتدار اطلس یک {(Vα,y1

α, · · · ,yn
α)} اگر که دهید نشان باشد. جهت

N بر جهتدار اطلس یک {F−1Vα,F∗ψα} = {(F−1Vα,F1
α, · · · ,Fn

α)} آنگاه است، نموده مشخص
.Fi

α = yi
α ◦F آن در که می نماید، مشخص را آن بر جهت و است

(0,∞)× (0,2π) باز مجموعه U گیریم جهت-برگردان. و حافظ-جهت دیفئومورفیسمهای ٢١.۵
تعریف F(r, θ)= (r cosθ,r sinθ) صورت به را F : U ⊂R2→R2 تابع است. R2 ,r)−صفحه θ) در

جهت-برگردان؟ یا و است حافظ-جهت نگاره اش، بروی F آیا که کنید مشخص می کنیم.

بر هموار تابعی f (x1, · · · , xn+1) کنید فرض .Rn+1 در منظم تراز مجموعه یک جهتپذیری ٢١.۶
جهتپذیر منیفلدی زیر f صفرهای مجموعه که دهید نشان می باشد. آن منظم مقدار یک 0 و است Rn+1

است. جهتپذیر Rn+1 در Sn واحد n−کره بخصوص، می باشد. Rn+1 از

هر که دهید نشان مستقیما بالا، مرتبه دیفرانسیلی فرم یک ساختن با لی. گروه یک جهتپذیری ٢١.٧
است. جهتپذیر G لی گروه

(بخصوص، است. جهتپذیر توازی پذیر، منیفلد هر که دهید نشان توازی پذیر. منیفلد یک جهتپذیری ٢١.٨
است. غلط کلی حالت در مطلب این عکس که دهید نشان مثال یک ذکر با است.) جهتپذیر لی، گروه هر

مماس کلاف π : T M→ M و هموار منیفلدی M گیریم مماس. کلاف کلی فضای جهتپذیری ٢١.٩
است، جهتدار T M بر {TU, ϕ̃}اطلس آنگاه باشد، M بر اطلسی {(U,ϕ)} اگر که دهید نشان باشد. آن
همواره مماس کلاف T M کلی فضای که می کند اثبات این است. شده معرفی (١.١٢ ) معادله در ϕ̃ که

نباشد. یا باشد جهتپذیر M خود چه است، جهتپذی

S1 واحد دایره بر U = {(Ui,ϕi)}4i=1 اطلسی ۵.١٧ مثال در دایره. بر جهتدار اطلسهای ٢١.١٠
اطلس که دهید تغییر طوری Uرا در ϕi مختصاتی توابع نه، اگر است؟ Uجهتدار اطلس آیا شد. معرفی

باشد. جهتدار حاصل،
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٢٢ فصل

مرزدار منیفلد

است: بالایی١ بسته صفحه نیم مرزدار، منیفلد از نمونه ساده ترین

Hn := {(x1, · · · , xn) ∈ Rn | xn ≥ 0},

آنها در که Hn در (x1, · · · , x2) نقاط می گیریم. نظر در Rn از القایی توپولوژی را آن بر توپولوژی که
متشکل مجموعه می شود. نامیده مرزی نقاط ،xn = 0 با نقاط و شده، نامیده Hn داخلی نقاط ،xn > 0

شود). توجه ٢٢ . ١ شکل (به می دهیم نشان ∂Hn و Hn0 با بترتیب را نقطه نوع دو این از

بالایی صفحه نیم :٢٢ . ١ شکل

لبه اینکه می گویند. بالایی فضای نیم را {(x1, · · · , xn) ∈ Rn | xn > 0} باز مجموعه منابع، برخی در
کنیم. استفاده بتوانیم مرزدار منیفلدهای برای مدلی عنوان به را آن تا است، لازم باشد، متعلق آن به Hn

بعد واحد یک با منیفلدی عملا که می دهیم، نشان ∂M با را مرزش باشد، مرزدار منیفلد M اگر
جهت انتخاب می نماید. القاء ∂M مرزش بر جهتی ،M منیفلد بر جهت هر بعلاوه، می باشد. پایین تر
نمود. ارائه را علامت از مستقل استوکس قضیه نوع یک می توان آن بکمک که است گونه ای به القایی
نمونه دو تنها بحث در سهولت جهت به و دارد، وجود منیفلد مرز بر جهت معرفی ای بر متعددی روشهای

می نماییم: مطرح را آنها ساده ترین از

closed upper half-space ١
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RN در بعد همواری ناوردایی .٢٢ . ١ مرزدار منیفلد .٢٢ فصل

و ∂M بر برونسوی برداری میدان با M بر جهت فرم انقباض (١)

برونسوی. بردار اولین (٢)

Rn در بعد همواری ناوردایی ٢٢ . ١ بخش

غیر دامنه های بر حالت به هموار تابع مفهوم تعمیم به نیاز مرزدار، منیفلد یک بر هموار توابع بررسی برای
می باشد. باز

در هموار صورتی در را f : S → Rm تابع باشد. دلخواه زیرمجموعه ای S ⊆ Rn گیریم تعریف. ٢٢.١
داشته وجود چنان f̃ : U→ Rm هموار تابعی و Rn در p از U باز همسایگی یک که گوییم S از p نقطه

.U ∩S بر f̃ = f که باشند

دلخواه زیرمجموعه با S ⊆ RN دلخواه زیرمجموعه بودن دیفئومورف از اکنون تعریف، این به نظر
g : T→ S ⊆Rn و f : S → T ⊆Rm هموار توابع که است معنی بدان این گفت؛ سخن می توان T ⊆Rm

باشند. یکدیگر معکوس که شوند یافت

تابع که دهید نشان یکانی افراز از استفاده با باز). غیر مجموعه های بر هموار (توابع تمرین ٢٢.٢
و S شامل Rn در U باز زیرمجموعه یک که است هموار وقتی تنها و وقتی S ⊆ RN بر f : S → Rm

. f = f̃ |S که باشند داشته وجود چنان f̃ : U → Rm هموار تابعی

اینکه اثبات در آن از است. توپولوژی کاتگوری در کلاسیک قضیه ای برای هموار مشابه زیر قضیه
استفاده هستند، Hnناوردا در باز زیرمجموعه های بر دیفئومورفیسمهای به نسبت مرزی نقاط و درونی نقاط

می کنیم.

زیرمجموعه ای S ⊆ Rn و باز، زیرمجموعه ای U ⊆ Rn گیریم دامنه). هموار (ناوردایی قضیه ٢٢.٣
است. باز Rn در S صورت این در باشد. دیفئومورفیسم f : U → S و دلخواه،

از S دلخواه زیرمجموعه  یک و Rn از U باز زیرمجموعه یک بین دیفئومورفیسم سخن، دیگر به
شکل به دیفئومورفیسم هر نیست. راست سر قضیه اثبات باشد. باز Rn در S که می کند ایجاب ،Rn

پیش از بنابراین، می نگارد. S از بازی زیرمجموعه به را U باز زیرمجموعه ، f : Rn ⊇ U → S ⊆ Rn

دو بودن همبعد اینجا در نیست. Rn در آن بودن باز معنی به این اما است، باز S در f (U) که می دانیم
R1 از (0,1) باز بازه بین دیفئومورفیسمی مثلا، است. اهمیت با بسیار تابع، طرف دو در اقلیدسی فضای

نیست! باز R2 در S اما دارد، وجود R2 در S = (0,1)×{0} باز پاره خط و

است، دیفئومورفیسم f : U → S چون باشد. p ∈ U با S از دلخواه نقطه ای f (p) گیریم : برهان
.g|S = f −1 که دارند وجود چنان g : V → Rn هموار نگاشتی و S شامل V ⊆ Rn باز مجموعه ای

رابطه در U
f
→ V

g
→ Rn بنابراین،

g◦ f = 1U : U → U ⊆ Rn.
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می رسیم: TpU برداری فضای بر همانی نگاشت به مشتق، زنجیره ای قاعده از استفاده با می کنند. صدق

g∗, f (p) ◦ f∗,p = 1TpU : TpU → TpU ≃ Tp(Rn).

است. یکبیک f∗,p : TpU → T f (p)V بنابراین همبعدند، V و U چون است. یکبیک f∗,p نتیجه، در
معنی بدان این است. موضعی دیفئومورفیسم p در f که می گیریم نتیجه وارون، تابع قضیه از استفاده با
که دارند وجود چنان V در f (p) از V f (p) باز همسایگی و ،U در p از Up باز همسایگی که است

نتیجه در می باشد. دیفئومورفیسم f : Up→ V f (p)

f (p) ∈ V f (p) = f (Up) ⊆ f (U) = S .

چون است. باز Rn در V f (p) مجموعه بنابراین، می باشد، باز نیز V در V f (p) و است باز Rn در V چون
□ می باشد. باز Rn در S پس ؟؟)، (لم است موضعی بودن باز

دیفئومورفیسم f : U→V و Hnبوده بالایی فضای نیم از باز زیرمجموعه هایی U و V گیریم گزاره. ٢٢.۴
می نگارد. مرزی نقاط به را مرزی نقاط و درونی نقاط به را درونی نقاط f صورت این در باشند.

در عملا که دارد، قرار B بازی گوی در p صورت این در باشد. درونی نقطه یک p ∈ U گیریم : برهان
فقط نه هم (باز است باز Rn در f (B) دامنه، هموار ناوردایی بنابه .(Hn در فقط (نه می باشد باز نیز Rn

می باشد. Hn از درونی نقطه یک f (p) پس ، f (p) ∈ f (B) چون . f (B) ⊂ Hn0 بنابراین، .(Hn در
f −1 : V→U چون است. مرزی نقطه f −1( f (p))= p آنگاه باشد، U∩∂Hn در مرزی نقطه p اگر
در باشد. درونی نقطه نمی تواند f (p) دیدیم، اثبات اول قسمت در که چه آن بنابه است، دیفئومورفیسم
□ است. مرزی نقطه یک f (p) نتیجه،

برقرارند؛ بیش و کم اثباتها همه که دید خواهیم بخش، این در منیفلدها با اقلیدسی فضاهای تعویض با
است: درست نیز منیفلدها برای دامنه هموار ناوردایی بخصوص،

S دلخواه مجموعه و N n−بعدی منیفلد از U باز مجموعه یک بین دیفئومورفیسمی اگر
است. باز M در S آنگاه باشد، برقرار M n−بعدی منیفلد از

مرزدار منیفلد ٢٢ . ٢ بخش

مرزی نقاط مجموعه اینکه به بسته داد، تشخیص می شود باز زیرمجموعه نوع دو Hn بالایی صفحه نیم در
منیفلدی، هر از چارت هر دامنه شود). توجه ٢٢ . ٢ شکل (به دارد برخورد آن با اینکه یا و نمی کند قطع را

می باشند. اول نوع از باز مجموعه های تنها
مفهوم می توان باشند، نیز دوم نوع از باز بتوانند چارتها دامنه که نحوی به منیفلد تعریف در تغییر با
ازای به که گوئیم Hn موضعا صورتی در را M توپولوژی فضای داد. تعمیم مرزدار منیفلد حالت به را منیفلد
همئومورف Hn از باز مجموعه ای زیر با که باشد داشته وجود p از U باز همسایگی یک ،p ∈ M نقطه هر

باشد.
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Hn بالایی صفحه نیم در باز مجموعه زیر نوع دو :٢٢ . ٢ شکل

شمارای توپولوژی فضای یک از است عبارت ،M بعدی n مرزدار١ توپولوژی منیفلد تعریف. ٢٢.۵
.Hn موضعا و هاوسدورف دوم،

مرتبی روج ،M بر چارت از منظور ،n ≥ 2 برای باشد. مرزدار توپولوژی n−منیفلد یک M گیریم
دیفئومورفیسم یک و M در U باز مجموعه زیر یک شامل (U,ϕ) است

ϕ : U → ϕ(U) ⊆ Hn,

حالت در شد، خواهد داده نشان ٢٢.١٠ مثال در که طور همان .Hn از ϕ(U) باز مجموعه ای زیر با U از
خط نیم یکی باشیم، داشته مدل دو تا است لازم داد: انجام جزئی تغییری و کرده تامل کمی باید n = 1

چپ خط نیم دیگری و H1 راست

L1 := {x ∈ R | x ≤ 0}.

مجموعه ای زیر بروی U از ϕ دیفئومورفیسم یک و M در باز زیرمجموعه یک از ،١ بعد در (U,ϕ) چارت
از چارتی (U, x1, · · · , xn) اگر ،n ≥ 0 هر ازای به ترتیب، این به می گردد. تشکیل L1 یا و H1 از باز
بود. خواهد منیفلد آن برای چارتی نیز (U,−x1, · · · , xn) آنگاه باشد، مرزدار توپولوژی منیفلد −n یک
است، نقاط از گسسته مجموعه ای زیر بعدی، صفر منیفلد هر زیرا است، بعدی یک اقل حد مرزدار منیفلد

است! تهی آن مرز لذا و
همپوشای چارت دو هر ازای به که می شود نامیده هموار اطلس صورتی در {(U,ϕ)} چارتهای گردایه

گذر نگاشت ،(V,ψ) و (U,ϕ)

ψ◦ϕ−1 : ϕ(U ∩V) −→ ψ(U ∩V) ⊆ Hn,

یک همراه به مرزدار توپولوژی منیفلد یک از است عبارت هموار، مرزدار منیفلد باشد. دیفئومورفیسم
ماکسیمال. هموار اطلس

ϕ(p) آن در که باشد داشته وجود (U,ϕ) چارتی که نامند درونی نقطه صورتی در را M از p نقطه
چارتی، یک به نسبت گاه هر گویند M مرزی نقطه را p مشابه، صورت به باشد. Hn از درونی نقطه ای
(V,ψ) اگر زیرا مستقلند، چارت انتخاب از یعنی خوشتعریفند، مفاهیم این باشد. Hn مرزی نقطه ϕ(p)

بر لذا و می نگارد، ψ(p) به را ϕ(p) نقطه ψ ◦ ϕ−1 دیفئومورفیسم آنگاه باشد، p حول دیگری چارت
٢٢ . ٣ شکل (به می باشند مرزی دو هر یا و هستند درونی  ψ(p) و ϕ(p) نقطه دو هر یا ،٢٢.۴ گزاره اساس

می دهند. نشان ∂M نماد با را M مرزی نقاط مجموعه شود). توجه

with boundary ١
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درونی و مرزی نقاط و چارتها :٢٢ . ٣ شکل

داد، تعمیم می توان مرزدار منیفلدهای حالت به کلمه به کلمه را منیفلدها در مطرح مفاهیم از بسیاری
تقسیم مرزی و درونی گروه دو به چارت دامنه در نقاط همواره موارد این در که شود توجه است کافی تنها
مرزی نقطه بر صورتی در f : M→ R تابع مثلا، می باشد. (L1 (یا Hn آنها موضعی مدل و می گردند،
ϕ(p) ∈ Hn در f ◦ψ−1 که باشد داشته وجود چنان p حول (U,ϕ) چارتی که است هموار p ∈ ∂M
Rn در p از باز همسایگی یک بر هموار تابعی به را f ◦ϕ−1 که است معنی بدین خود این باشد. هموار

داد. توسیع می توان

مفاهیم این است. دیگری معنی به مرزی و درونی نقطه مفاهیم عمومی، توپولوژی در یادداشت. ٢٢.۶
یک صورتی در را p ∈ S نقطه می گردند. تعریف S توپولوژی فضای یک از A مجموعه زیر هر برای
یعنی باشد؛ داشته وجود A در مشمول و p شامل S در U بازی مجموعه که گویند A برای درونی نقطه
چنان S از U بازی مجموعه که گویند A برای خارجی نقطه یک صورتی در را p ∈ S نقطه .p ∈U ⊆ A

.p ∈ U ⊆ S −A که باشد داشته وجود
،p از U باز همسایگی هر ازای به که گویند A برای مرزی نقطه صورتی در را p ∈ S نقطه انجام سر
مرزی و بیرونی درونی، نقاط مجموعه نماید. قطع را S −A مجموعه هم و کند قطع را A مجموعه U هم
اجتماع به S توپولوژی فضای وضوح، به می دهیم. نشان bd(A) و ext(A) ،int(A) با بترتیب را A

می گردد: افراز مجموعه زیر سه این مجزای

S = int(A)
⊔

ext(A)
⊔

bd(A).

درون بترتیب را bd(A) و int(A) مجموعه های زیر ،A ⊆ S و باشد مرزدار منیفلد S که حالتی در
متفاوتند. ∂A منیفلدی مرز و A0 منیفلدی درون با قاعدتا و می نامیم، A توپولوژیک مرز و توپولوژیک
درون که حالی در دارند، بستگی آن پیرامونی فضای به مجموعه، یک توپولوژیک مرز و درون که شود توجه

دارند. بستگی مجموعه خود به تنها و هستند ذاتی منیفلدی، مرز و

دیگر بعبارت باشد، R2 در واحد قرص A گیریم منیفلدی). مرز و توپولوزیک (مرز مثال ٢٢.٧
است، S1 واحد دایره همان R2 در bd(A) توپولوژیک مرز صورت، این در .A = {x ∈ R2 | ∥1∥ < 1}

شود). توجه ۴ . ٢٢ شکل (به است تهی مجموعه آن ∂A منیفلدی مرز آنکه حال
دایره برابر دو هر آن منیفلدی مرز و توپولوژیک مرز آنگاه، باشد، R2 در بسته واحد قرص B اگر اما

واحدند.
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بسته نوار D و H2 بالایی صفحه نیم S گیریم منیفلدی). درون و توپولوزیک (درون مثال ٢٢.٨
D توپولوژیک درون صورت، این در شود). توجه ۴ . ٢٢ شکل (به است D = {(x,y) ∈ H2 |y ≤ 1}

از است عبارت

int(D) = {(x,y) ∈ H2 |0 ≤ y < 1}, (١.٢٢ )

مجموعه D منیفلدی درون اما دارد، بر در را x−محور که

D0 = {(x,y) ∈ H2 |0 < y < 1}, (٢.٢٢ )

ندارد. بر در را x−محور که است

بجای intS (A) نماد از دهیم، نشان را پیرامونی فضای به توپولوزیک درون وابستگی اینکه برای گاهی
(٢.٢٢ ) برابر intR2(D) و است (١.٢٢ ) برابر intH2(D) مثال، این در پس می کنیم. استفاده int(A)

می باشد.

مرز و درون :۴ . ٢٢ شکل

مرزدار منیفلد مرز ٢٢ . ٣ بخش

نگاشت ϕ تحدید باشد، M برای چارتی (U,ϕ) اگر باشد. ∂M مرز با بعدی n منیفلدی M گیریم
می نگارد، مرزی نقاط به را مرزی نقاط ϕ چون می دهیم. نشان ϕ′ := ϕ|U∩∂M نماد با را مرز به مختصاتی

بنابراین

ϕ′ : U ∩∂M −→ ∂Hn = Rn−1.

گذر نگاشت آنگاه باشند، M از همپوشا چارت دو (V,ψ) و (U,ϕ) اگر بعلاوه،

ψ′ ◦ (ϕ′)−1 : ϕ′(U ∩V ∩∂M) −→ ψ′(U ∩V ∩∂M)

∂M برای {(Uα∩∂M,ϕα|Uα∩∂M)} اطلسی ،M برای {(Uα,ϕα)}اطلس هر نتیجه، در است. هموار
می گردد. مرز بدون بعدی n−1 منیفلد یک آن همراه به ∂M که می کند، القاء

منیفلد یک ساختار ∂M صورت این در باشد، مرزدار و n−بعدی منیفلدی M گیریم قضیه. ٢٢.٩
می پذیرد. مرز بدون و (n−1)−بعدی
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مرزدار منیفلد برای جهت و دیفرانسیلی فرم مماس، بردار ۴ . ٢٢ بخش

g : V→ R و f : U→ R هموار تابع دو ،٢ . ٢ بخش در همانند .p ∈ ∂M و مرزدار منیفلدی M گیریم
p از W همسایگی یک بر که گوییم هم ارز صورتی در را M در p از V و U همسایگی های بر شده تعریف
چنین از هم ارزی دسته یک ،p در هموار توابع از جرم یک از منظور باشند. برابر هم با U ∩V در مشمول
ضرب و ضرب جمع، همراه به هموار، توابع از p در جرمهای همه C∞p (M) مجموعه می باشد. توابعی
صورت به p در TpM مماس فضای صورت، این در می دهد. یکR−جبر تشکیل توابع، معمولی اسکالر

می گردد. تعریف C∞p (M) جبر بر نقطه-مشتقات همه برداری فضای
نقطه-مشتقاتی دو هر ∂/∂y|p و ∂/∂x|p باشد، H2 بالایی صفحه نیم مرز بر p که حالتی برای مثلا،
می توان مبداء از گذرنده بعدی دو برداری فضای با را Tp(H2) مماس فضای هستند. C∞p (H2) R−جبر از
به مماس برداری نیز −∂/∂y|p آن منفی است، p در H2 به مماس برداری ∂/∂y|p چون نمود. توصیف
سرعت و بگذرد p از که ندارد وجود H2 در خمی هیچ البته شود)، توجه ۵ . ٢٢ شکل (به است p در H2

باشد. −∂/∂y|p اولیه اش

مرز در مماس بردار :۵ . ٢٢ شکل

می گردد: تعریف مماس فضای دوگان صورت به T ∗pM دوگان مماس فضای

T ∗pM := Hom(TpM,R).

k−فرم یک می باشد.
∧k(T ∗M) برداری کلاف از برشی قبل، همانند M بر دیفرانسیلی k−فرم از منظور

مثلا، باشد. هموار
∧k(T ∗M) برداری کلاف از برشی عنوان به که است هموار صورتی در دیفرانسیلی

n−بعدی منیفلد بر جهت از منظور نیز، حالت این در H2است. بر هموار دیفرانسیلی 2−فرم یک dx∧dy
می باشد. M بر پیوسته نقطه-به-نقطه جهت یک ،M

صحیح مرزدار منیفلدهای مورد در کلمه به کلمه منیفلدها، بر جهت خصوص در ٢١ فصل در بحث
بر ناصفر جا همه و بالا مرتبه هموار، فرم یک وجود با معادل مرزدار منیفلد جهتپذیری بنابراین، می باشد.
شد لازم ،٢١.١۵ لم اثبات از جایی در می باشد. جهتدار اطلس یک وجود با معادل نیز آن و می باشد، آن
نیست، ممکن n = 1 برای این شود. تعویض (U,−x1, x2, · · · , xn) با (U, x1, x2, · · · , xn) چارت تا

نمودیم. اضافه مرزدار منیفلد مدل عنوان به نیز را L1 بعدی یک حالت در که است دلیل همین به و

و (U1,ϕ1) چارت دو با اطلسی است. مرزدار منیفلد یک از نمونه ای [0,1] بسته بازه مثال. ٢٢.١٠
همراه به [0,1] .ϕ2(x) = 1− x و ϕ1(x) = x ،U2 = (0,1] ،U1 = [0,1) آن در که دارد، (U2,ϕ2)
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{(U1,ϕ1), (U2,ϕ2)}اطلس اما است. مرزدار منیفلدی پیوسته، نقطه-به-نقطه جهت یک عنوان به d/dx
علامت تعویض با است. منفی (ϕ2 ◦ϕ−1

1 )(x) = 1− x آن گذر تابع ژاکوبی دترمینان زیرا نیست، جهتدار
بازه −ϕ2(x) = x− 1 که کنید توجه می رسیم. {(U1,ϕ1), (U2,−ϕ2)} جهتدار اطلس یک به ،ϕ2 در
یک مرزدار منیفلد برای مدل عنوان به را H1 تنها اگر پس می نگارد. L1 ⊂ R چپ خط نیم به را (0,1]

نمی داشت. جهتدار اطلس [0,1] بعدی یک مرزدار منیفلد دیگر آنگاه می پذیرفتیم، بعدی

برونسوی برداری میدان ۵ . ٢٢ بخش

که گوییم درونسوی١ صورتی در را Xp ∈ Tp(M) مماس بردار باشد. p ∈ ∂M با مرزدار منیفلد M گیریم
،c(0)= p که باشند داشته وجود چنان c : [0, ε)→M هموار منحنی و ε مثبتی عدد و Xp < Tp(∂M)
−Xp که گوییم برونسوی٢ صورتی در را Xp ∈ Tp(M) مماس بردار .c′(0) = Xp و c((0, ε)) ⊆ M0

بردار یک ،p در H2 به ∂/∂y|p مماس بردار مثلا، شود). توجه الف - ۶ . ٢٢ شکل (به باشد درونسوی
می باشد. برونسوی −∂/∂y|p آنکه حال و است درونسوی

برونسوی برداری میدان (ب) درونسوی مماس بردار (الف) :۶ . ٢٢ شکل

فضای در Xp بردار یک p ∈ ∂M نقطه هر به که X است تابعی ،∂M امتداد در برداری میدان
مختصاتی همسایگی یک بر میدانی چنین هر می سازد. نظیر را (Tp∂M در لزوما (نه TpM مماس

خطی ترکیب صورت به p ∈ M از (U, x1, x2, · · · , xn)

Xq =

n∑
i=1

ai(q)
∂

∂xi

∣∣∣∣
q
, q ∈ ∂M,

مختصاتی دستگاه یک که گوییم هموار p در صورتی در را ∂M امتداد در X برداری میدان می شود. نوشته
در X چنانچه باشند. هموار p در ∂M بر ai توابع آن، به نسبت که باشد داشته وجود p حول موضعی
و وقتی Xp بردار موضعی، مختصات دستگاه اساس بر است. هموار X می گوییم باشد، هموار نقاط همه

شود). توجه ٢٢.٣ تمرین و ب - ۶ . ٢٢ شکل (به an(p) < 0 که است برونسوی وقتی تنها

∂M امتداد در برونسوی هموار برداری میدان یک ،∂M مرز با M مفروض منیفلد هر بر گزاره. ٢٢.١١
دارد. وجود

outward-pointing ٢ inward-pointing ١

٢٩٢
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،Uα هر بر می پوشانیم. M در (Uα, x1
α, · · · , xn

α) مختصاتی باز مجموعه های با را ∂M ابتدا : برهان
{ρα}α∈A یکانی افراز یک است. برونسوی و هموار Uα∩∂M امتداد در Xα = ∂/∂xn

α برداری میدان
داد نشان می شود براحتی صورت این در می کنیم. انتخاب {Uα∩∂M}α∈A باز پوشش زیردست ∂M بر
□ .(٢٢.۴ (مساله می باشد ∂M امتداد در و برونسوی هموار برداری میدان یک X :=

∑
ραXα که

مرز بر جهت ۶ . ٢٢ بخش

X و بودن M بر جهتی فرم ω گیریم باشد. جهتدار و مرزدار بعدی، n منیفلد M گیریم گزاره. ٢٢.١٢
جا همه و هموار (n−1)−فرم یک ιXω صورت این در باشد، ∂M بر هموار برونسوی برداری میدان یک

است. جهتپذیر ∂M نتیجه، در است. ∂M بر ناصفر

.(۴ . ٢٠ (بخش می باشد هموار نیز ιXω انقباض پس هموارند، ∂M بر دو هر X و ω چون : برهان
p ∈ ∂M نقطه ای در ιXω کنیم فرض است. ناصفر جا همه در همچنان حاصل فرم که می دهیم نشان اکنون
.v1, · · · ,vn−1 ∈ Tp∂M هر برای (ιXω)p(v1, · · · ,vn−1) = 0 که است معنی بدان این شود. صفر
TpM برای پایه ای Xp,e1, · · · ,en−1 صورت، این در باشد. Tp∂M برای پایه ای e1, · · · ,en−1 گیریم

بنابراین و است،

ωp(Xp,e1, · · · ,en−1) = (ιXω)p(e1, · · · ,en−1) = 0.

بر ιXω بنابراین، است. تناقض این و ،TpM بر ωp ≡ 0 که می گیریم نتیجه ،٢١.۵ مساله به توجه با
□ است. جهتپذیر ∂M ،٢١.١۶ قضیه بنابه است. ناصفر جا همه در ∂M

مرزی جهت را ∂M بر ιXω فرم توسط شده تعریف جهت ،٢٢.١٢ گزاره در نمادهای با تعریف. ٢٢.١٣
می کنیم. تعریف ∂M بر

فرم انتخاب از شده تعریف جهت که شود داده نشان است لازم مرزی، جهت خوشتعریفی بررسی برای
تمرین در را خواننده کار این است. مستقل X برونسوی برداری میدان همچنین و جهت کننده مشخص ω

داد. خواهد انجام ٢٢.۵

و است ∂M مرز از نقطه ای p گیریم است. مرزدار و جهتدار n−منیفلد یک M گیریم گزاره. ٢٢.١۴
وقتی تنها و وقتی Tp∂M برای (v1, · · · ,vn−1) مرتب پایه می باشد. TpM در برونسوی بردار یک Xp

را p در M بر جهت TpM برای (Xp,v1, · · · ,vn−1) مرتب پایه که می کند مشخص را p در مرزی جهت
نماید. مشخص

در باشد. Tp∂M مماس فضای برای مرتب پایه ای (v1, · · · ,vn−1) گیریم ،p ∈ ∂M برای : برهان
صورت این

می کند مشخص را p در ∂M بر مرزی جهت (v1, · · · ,vn−1).
⇐⇒ (ιXpωp)(v1, · · · ,vn−1) > 0,

⇐⇒ ωp(Xp,v1, · · · ,vn−1) > 0,

⇐⇒ می کند مشخص را p در M بر جهت (Xp,v1, · · · ,vn−1)
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□ است. تمام برهان و

نیم بر استاندارد جهت برای جهتی فرم ω = dx1∧· · ·∧dxn .(∂Hn بر مرزی (جهت مثال ٢٢.١۵
جهتی فرم تعریف، بنابه است. ∂Hn بر برونسوی برداری میدان یک −∂/∂xn است. Hn بالایی صفحه

انقباض از حاصل فرم از است عبارت ∂Hn بر مرزی جهت برای

ι−∂/∂xn(ω) = −ι∂/∂xn(dx1∧ · · ·∧dxn−1∧dxn)

= −(−1)n−1 dx1∧ · · ·∧dxn−1∧ ι∂/∂xn(dxn)

= (−1)n dx1∧ · · ·∧dxn−1.

مشخص dx1 توسط ∂H2 بر مرزی جهت 1−؛ از است عبارت ∂H1 = {0} بر مرزی جهت بنابراین،
مرزی جهت و شود)؛ توجه الف - ٢٢ . ٧ شکل (به R1 حقیقی خط بر استاندارد جهت همان یعنی می گردد،
(به R2 ,x1)−صفحه x2) در ساعتگرد جهت همان یعنی می گردد، مشخص −dx1∧dx2 توسط ∂H3 بر

شود). توجه ب - ٢٢ . ٧ شکل

∂H3 = R2 بر مرزی جهت (ب) ∂H2 = R1 بر مرزی جهت (الف) :٢٢ . ٧ شکل

توسط شده استانداردمشخص جهت دارای x مختصات با حقیقی خط در [a,b] بسته بازه مثال. ٢٢.١۶
می باشد. d/dx برونسوی بردار ،b راستی سمت نقطه در می باشد. dx جهتی فرم با ،d/dx برداری میدان
سمت نقطه در مشابه، صورت به می گردد. تعریف ιd/dx(dx) = +1 صورت به b در مرزی جهت نتیجه، در
ι−d/dx(dx) = −1 صورت به a در مرزی جهت نتیجه، در می باشد. −d/dx برونسوی بردار ،a چپی

می گردد. تعریف

مرزدار 1−بعدی منیفلد آن نگاره که باشد هموار ایمرشنی c : [a,b]→ M کنید فرض مثال. ٢٢.١٧
c∗,p : دیفرانسیل نگاشت توسط امر این می نماید، القاء را C بر جهتی ،[a,b] بر جهت هر است. C
استاندارد جهت انتخاب با نیز، حالت این در می پذیرد. صورت p ∈ [a,b] ازای به Tp[a,b]→ TpC
انتهایی نقطه بر که است صورت این به C مرز بر مرزی جهت می گردد. تعریف C بر جهتی ،[a,b] بر

می باشد. −1 برابر c(a) انتهایی نقطه در و +1 برابر c(b)
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تمرینات ٢٢ . ٧ بخش

مرز است. حقیقی خط از [0,1)∪{2} زیرمجموعه M گیریم منیفلدی. مرز و توپولوژیک مرز ٢٢.١
نمایید. مشخص را آن ∂M منیفلدی مرز و bd(M) توپولوژیک

ثابت باشند. S توپولوژی فضای از مجموعه زیر دو B و A گیریم اشتراک. بر مرزی توپولوژی ٢٢.٢
.bd(A∩B) ⊆ bd(A)∪bd(B) کنید

نشان است. p ∈ ∂M و بوده مرزدار منیفلدی M گیریم مرز. در درونسوی برداری میدانهای ٢٢.٣
(U, x1, · · · , xn) مختصاتی چارت هر ازای به که است درونسوی وقتی تنها و وقتی Xp ∈ TpM که دهید

باشد. مثبت Xp در (∂/∂xn)p ضریب ،p در مرکز به

X =
∑
ραXα برداری میدان که دهید نشان مرز. امتداد در هموار برونسوی برداری میدان ٢٢.۴

می باشد. ∂M امتداد در هموار و برونسوی ،٢٢.١١ گزاره اثبات در

میدان یک X و ،M برای جهتی فرم ω است، جهتدار و مرزدار منیفلدی M گیریم مرزی. جهت ٢٢.۵
می باشد. ∂M امتداد در برونسوی و هموار برداری

صفر نا جا همه هموار تابع یک برای τ = fω آنگاه باشد، M بر دیگر جهتی فرم یک τ اگر (الف)
هم ارزی معنی به ∼ اینحا (در .∂M بر ιXτ ∼ ιXω بنابراین و ιXτ = f ιXω که دهید نشان .M بر f

است.) ۴ . ٢١ بخش در شده تعریف
صورت این در باشد، دیگری ∂M امتداد در برونسوی هموار برداری میدان Y اگر که کنید ثابت (ب)

.∂M بر ιXω ∼ ιYω

یک از جهتدار اطلس در چارت دو (V,ψ) و (U,ϕ) و n ≥ 2 کنید فرض مرز. بر القائی اطلس ٢٢.۶
تابع تحدید آنگاه ،1mm↓.U ∩V ∩∂M , اگر/ که کنید ثابت هستند. M مرزدار و جهتدار n−منیفلد

،B := ϕ(U ∩V)∩∂Hn مرز به ψ◦ϕ−1 گذر

(ψ◦ϕ−1)|B : ϕ(U ∪V)∩∂Hn −→ ψ(U ∪V)∩∂Hn,

نشان .ψ = (y1, · · · ,yn) و ϕ = (x1, · · · , xn) گیریم (راهنمایی: است. مثبت ژاکوبی دترمینان دارای
بلوکهای و است مثلثی بلوکی شکل به موضعی مختصات در ψ◦ϕ−1 گذر تابع ژاکوبی ماتریس که دهید

(.∂yn/∂xn > 0 بعلاوه و می باشند، ∂yn/∂xn و J(ψ◦ϕ−1)|B آن قطر بر
القایی اطلس آنگاه باشد، M مرزدار و جهتدار منیفلد برای جهتدار اطلسی {(Uα,ϕα)} اگر بنابراین،

است. جهتدار نیز ∂M برای {(Uα∩∂M,ϕα|(Uα∩∂M))}

{(x1, · · · , xn) ∈ Rn | x1 ≤ 0} پائینی فضای نیم M گیریم چپ. فضای نیم برای مرزی جهت ٢٢.٧
و است ∂M مرز بر جهتی فرم dx2∧ · · · ∧dxn که دهید نشان باشد. dx1∧ · · · ∧dxn جهتی فرم با

می نماید. مشخص را آن بر مرزی جهت همان عملا
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کره بر شعاعی برداری میدان (ب) جهتدار استوانه (الف) :٢٢ . ٨ شکل

می شود، دیده بیرون از وقتی که است S1×[0,1] استوانه M گیریم استوانه. یک بر مرزی جهت ٢٢.٨
و C0 = S

1×{0} بر مرزی جهت شود). توجه الف - ٢٢ . ٨ شکل (به آید بنظر پادساعتگرد آن بر جهت
کنید. مشخص را C1 = S

1×{1}

کنید. جهتدار واحد، بسته گوی مرز عنوان به را Rn+1 در Sn واحد کره کره. یک بر مرزی جهت ٢٢.٩
که دهید نشان

ω =

n+1∑
i=1

(−1)i−1 xi dx1∧ · · ·∧ d̂xi∧ · · ·∧dxn+1,

میدان (راهنمایی: است. عبارت این در dxi جمله حذف معنی به dxi که̂بر است، Sn بر جهتی فرم یک
ب - ٢٢ . ٨ شکل به می باشد. S S n بر برونسوی برداری میدان یک ،X =

∑
xi ∂/∂xi شعاعی برداری

شود.) توجه

کنید. جهتدار واحد، بسته گوی مرز عنوان به را Rn+1 در Sn واحد کره بالایی. کره نیم بر جهت ٢٢.١٠
با کره از مختصاتی چارتی دامنه عنوان به را آن باشد. بالایی کره نیم U = {x ∈ Sn | xn+1 > 0} گیریم

گرفت. نظر در می توان (x1, · · · , xn) مختصات

واحد دیسک بروی بالایی نیمکره از تصویر :٢٢ . ٩ شکل

بیابید. (x1, · · · , xn) مختصات دستگاه اساس بر را U بر جهتی فرم (الف)
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π(x1, · · · , xn, xn+1) = (x1, · · · , xn) ضابطه با π : U→ Rn تصویر نگاشت که دهید نشان (ب)
شود). توجه ٢٢ . ٩ شکل (به باشد فرد n که است حافظ-جهت وقتی تنها و وقتی

n−کره بر a : Sn→ Sn متقاطر نگاشت (الف) .RPn جهتپذیری و کره بر متقاطر نگاشت ٢٢.١١
وقتی متقاطر نگاشت دهید نشان می گردد. تعریف a(x1, · · · , xn+1) = (−x1, · · · ,−xn+1) صورت به

باشد. فرد n که است حافظ-جهت وقتی تنها و
فرد بعد با حقیق تصویری فضای هر که کنید ثابت ٢١.۶ مساله و (الف) قسمت از استفاده با (ب)

است. جهتپذیر RPn
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٢٣ فصل

منیفلدها بر انتگرالگیری

می کنیم. یادآوری را اقلیدسی فضاهای در بسته مستطیلهای بر توابع برای ریمن انتگرال ابتدا فصل این در
اندازه با مرزشان که اقلیدسی فضاهای از دلخواه کراندار دامنه های برای را نظریه این لبگ، قضیه اساس بر

داد. تعمیم می شود است صفر
تابع ریمن انتگرال صورت به Rn از باز مجموعه زیر یک در فشرده محمل با n−فرم یک انتگرال
یک بر فشرده محمل با دلخواه n−فرم هر انتگرال یکانی، افراز از استفاده با می گردد. تعریف نظیرش
محمل با مختصات دستگاه در آنها از یک هر که فرمهایی مجموع صورت به آن نوشتن با را دلخواه منیفلد
اثبات دلخواه جهتدار منیفلد یک برای را استوکس قضیه سپس، دهیم. تعمیم می توانیم هستند، فشرده
گرین قضیه بنام که قضیه ای است، خط انتگرالهای بنیادی قضیه تعمیم عملا آن که می دهیم نشان و نموده

می باشد. معروف حسابان در

Rn بر توابع برای ریمن انتگرال ٢٣ . ١ بخش

[٣۵] یا و [٢۶] در مثلا که طوری آن است، آشنا Rn در ریمن انتگرل نظریه با خواننده می کنیم فرض
مجموعه های زیر بر کراندار توابع برای ریمن انتگرالگیری نظریه اختصار به ادامه در است. شده مطرح

می کنیم. یادآوری را Rn از کراندار
بازه های از R = [a1,b1]× · · · × [an,bn] دکارتی حاصلضرب صورت به ،Rn در بسته مستطیل
مستطیل بر شده تعریف کراندار تابعی f : R→ R گیریم .ai,bi ∈ R که می گردد، تعریف R در بسته

صورت به را R بسته مستطیل vol(R) حجم باشد. R بسته

vol(R) :=
n∏

i=1

(bi−ai) (١.٢٣ )

حقیقی، اعداد از P = {p1, · · · , pn} است گردایه ای ،[a,b] بسته بازه برای افراز١ می کنیم. تعریف

partition ١
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RN بر توابع برای ریمن انتگرال .٢٣ . ١ منیفلدها بر انتگرالگیری .٢٣ فصل

مانند است گردایه ای ،R بسته مستطیل برای افراز .a = p0 < p0 < · · · < pn = b که گوه ای به
به را آن ،R بسته مستطیل برای P افراز هر می باشد. [a1,bi] برای افرازی Pi که ،P = {P1, · · · ,Pn}

شود). توجه ٢٣ . ١ شکل (به می دهیم نشان R j با را آنها که می کند تقسیم بسته مستطیلهایی زیر
صورت به بترتیب را P افراز به نسبت f پائینی٢ مجموع و بالایی١ مجموع

U( f ,P) :=
∑

(sup
R j

f )vol(R j),

L( f ,P) :=
∑

(inf
R j

f )vol(R j),

ای P افراز هر ازای به می گردد. محاسبه P افرازهای زیر همه بر نظر مورد مجموعهای که می کنیم، تعریف
مستطیل از P′ و P افراز دو هر ازای به است: درست نیز این از بیشتر واقع، در .L( f ,P) ≤ U( f ,P)

.L( f ,P) ≤ U( f ,P′) داریم ،R

بسته مستطیل یک برای افرازی :٢٣ . ١ شکل

هر ازای به که گوییم P = {P1, · · · ,Pn} افراز از ظریفتر٣ صورتی در را P′ = {P′1, · · · ,P′n} افراز
زیر تعدادی به P از R j مستطیل زیر هر آنگاه باشد، P برای افرازی P′ اگر .Pi ⊆ P′i ای i = 1, · · · ,n

که می شود دیده بسادگی و می گردد، تقسیم P′ از R′jk مستطیل

L( f ,P) ≤ L( f ,P′), (٢.٢٣ )

آنگاه باشد، P برای افرازی P′ اگر مشابه، صورت به .infR j f ≤ infR′jk
f آنگاه ، R′jk ⊆ R j اگر زیرا

U( f ,P′) ≤ U( f ,P). (٣.٢٣ )

که است Q = {Q1, · · · ,Qn} مشترک افراز یک دارای ،R مستطیل برای P′ و P افراز دو هر
داریم ،(٢٣ . ٣) و (٢.٢٣ ) بنابه .Qi = Pi∪P′i

L( f ,P) ≤ L( f ,Q) ≤ U( f ,Q) ≤ U( f ,P′).

refinement ٣ upper sum ٢ lower sum ١

٢٩٩
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اینفیموم از کمتر ،R از دلخواه P افرازهای همه برای L( f ,P) پائینی مجموعهای سوپریموم اینکه، نتیجه
انتگرال بترتیب را عدد دو این می باشد. R از دلخواه P افرازهای همه برای U( f ,P) بالایی مجموعهای

می نامند: بالایی۵ انتگرال و ∫پائینی۴
R

f := sup
P

L( f ,P),∫
R

f := inf
P

U( f ,P).

انتگرالپذیر صورتی در را f : R→ R کراندار تابع باشد. Rn در بسته مستطیلی R گیریم تعریف. ٢٣.١∫
R f (x)dx1 · · ·dxn با و نامیده f ریمن انتگرال را عدد این حالت، این در ؛

∫
R

f =
∫

R f که گویند ریمن١
می باشد. Rn بر استاندارد مختصات x1, · · · , xn که می دهند، نشان

از پیش می گوییم، سخن Rn در [a1,b1]× · · · × [an,bn] بسته مستطیل از وقتی یادداشت. ٢٣.٢
به ریمن انتگرال تعریف بنابراین، نموده ایم. انتخاب x1, · · · , xn مختصاتی توابع با مختصاتی محور تا n

دارد. بستگی x1, · · · , xn مختصات دستگاه انتخاب

f̃ :Rn→R نماد با Rnرا مابقیه بر صفر صورت به f توسیع آنگاه ، f : A⊂Rn→R اگر ادامه، در
می دهیم: نشان

f̃ (x) =
{

f (x) x ∈ A برای
0 x < A برای

بسته مستطیلی در را A باشد. Rn از A کراندار مجموعه ای بر کراندار تابعی f : A→ R کنید فرض حال
صورت به را A بر f ریمن انتگرال و نموده محدود R∫

A
f (x)dx1 · · ·dxn :=

∫
R

f̃ (x)dx1 · · ·dxn,

تعریف امکان ترتیب این به باشد. داشته وجود راست سمت انتگرال آنکه به مشروط می کنیم، تعریف
گردید. فراهم می شوند تعریف کراندار مجموعه های بر که کرانداری توابع انتگرال

به می کنیم، تعریف
∫

A dx1 · · ·dxn انتگرال مقدار صورت به را A ⊂ Rn مجموعه زیر vol(A) حجم
شد. آورده (١.٢٣ ) در که است بسته مستطیل تعمیم مفهوم، این باشد. داشته وجود آنکه شرط

انتگرالپذیری شرایط ٢٣ . ٢ بخش

را Rn از باز مجموعه های زیر بر شده تعریف توابع ریمن انتگرال وجود برای شرایط از برخی بخش این در
می کنیم. مطرح

Riemann integrable ١ upper integral ۵ lower integral ۴
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پوشش یک ،ε > 0 هر ازای به که گوییم صفر٢ اندازه با صورتی در را A ⊂ Rn مجموعه تعریف. ٢٣.٣
.
∑∞

i=1 vol(Ri) < ε که باشد داشته وجود چنان Ri بسته مستطیلهای از {Ri}∞i=1 شمارا

می گردد: نتیجه [٢۶ از ۴۵۵ صفحه ،٨٬٣٬١ [قضیه لبگ قضیه از انتگرالپذیری شرط جالبترین

وقتی تنها و وقتی A ⊂ Rn کراندار مجموعه بر f : A→ R کراندار تابع لبگ١). (قضیه قضیه ٢٣.۴
باشد. صفر اندازه با f̃ یافته توسیع تابع ناپیوستگی های Disc( f̃ ) مجموعه که است ریمن انتگرالپذیر

فشرده محمل دارای Rn از U باز مجموعه زیر بر شده تعریف f : U→R پیوسته تابع اگر گزاره. ٢٣.۵
است. ریمن انتگرالپذیر U بر f آنگاه باشد،

فشرده f محمل چون می باشد. کراندار پس است، پیوسته فشرده مجموعه ای بر f تابع چون : برهان
است. پیوسته f̃ توسیع که می کنیم ادعا می باشد. کراندار و بسته Rn در supp( f ) بنابراین است،

خوشتعریف Rn در U متمم بر و است، پیوسته U بر f̃ یافته توسیع تابع است، برابر f با U بر f̃ چون
بازی گوی است، Rn از بسته مجموعه ای زیر supp( f ) چون .p < supp f آنگاه ،p < U اگر می باشد.
در f̃ می کند ایجاب که ، f̃ ≡ 0 باز گوی این بر می باشد. مجزا supp( f ) از که دارد وجود p شامل B
ریمن انتگرالپذیر U بر f تابع لبگ، قضیه بنابه است. پیوسته Rn بر f̃ نتیجه در باشد. پیوسته p < U
□ می باشد.

بطول و باز مجموعه ای بر f (x) = tan(πx/2) ضابطه با f : (−1,1)→ R پیوسته تابع مثال. ٢٣.۶
(−1,1) باز بازه f محمل شود). توجه ٢٣ . ٢ شکل (به نیست کراندار ولی می گردد، تعریف R از متناهی
توجه نمی کند. ٢٣.۵صدق گزاره یا لبگ قضیه مفروضات در f تابع بنابراین، نیست. فشرده که است،

نیست. ریمن انتگرالپذیر f که کنید

(−1,1) بازه بر f (x) = tan(πx/2) تابع :٢٣ . ٢ شکل

بر تابع که است نقاطی مجموعه بستار برابر f : A→ B حقیقی-مقدار تابع محمل یادداشت. ٢٣.٧
مجموعه های همه مقطع یعنی، دامنه اش. به نسبت ،C := {x ∈Dom( f ) | f (x) , 0} نمی شود صفر آنها

Lebesgue’s theorem ١ measure zero ٢

٣٠١
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بسته بازه نه است (−1,1) باز بازه f محمل ،٢٣.۶ مثال در .C ⊆ D که تابع دامنه از D ای بسته
.R نه است (−1,1) برابر f دامنه زیرا ،[−1,1]

bd(A) آن توپولوژیک مرز که گوییم انتگرالپذیر دامنه صورتی در را A ⊆ Rn مجموعه زیر تعریف. ٢٣.٨
باشد. صفر اندازه با

دامنه های از نمونه هایی همگی دوار دیسکهای و مستطیل، مثلث، نظیر هندسی، آشنای شکلهای
هستند. R2 در انتگرالگیری

انتگرالپذیر A بر ،Rn در A انتگرالگیری دامنه  یک بر شده تعریف f کراندار پیوسته تابع هر گزاره. ٢٣.٩
است. ریمن

است، پیوسته A بر f چون باشد. گرفتن صفر با Rn کل به f توسیع f̃ : Rn → R گیریم : برهان
پیوسته نیز A خارجی نقاط تمام بر f̃ وضوح، به است. پیوسته A داخلی نقاط کلیه بر لزوما f̃ توسیع
ناپیوستگی های مجموعه بنابراین، می باشد. صفر برابر نقاط آن از یک هر از همسایگی ای بر زیرا است،
ریمن انتگرالپذیر A بر f لبگ، قضیه بنابه است. صفر اندازه با که می باشد، bd(A) از مجموعه ای زیر f̃
□ می باشد.

Rn بر n−فرم انتگرال ٢٣ . ٣ بخش

یکی Rn بر تابعی با را Rn بر n−فرم هر گردد، انتخاب Rn بر x1, · · · , xn مختصات دستگاه یک اگر
می توان ω = f (x)dx1 ∧ · · · ∧ dxn صورت به یکتا ای f برای را n−فرم هر که چرا گرفت، می توان
داد. تعمیم می شود Rn بر n−فرمهای به را Rn بر توابع برای ریمن انتگرال نظریه طریق، این به نوشت.

U ⊆ Rn باز مجموعه زیر بر هموار n−فرم یک ω = f (x)dx1∧ · · · ∧dxn گیریم تعریف. ٢٣.١٠
ریمن انتگرال صورت به را A ⊆U مجموعه زیر بر ω انتگرال است. x1, · · · , xn استاندارد مختصات با

می کنیم: تعریف f (x) ∫تابع
A
ω =

∫
A

f (x)dx1∧ · · ·∧dxn

:=
∫

A
f (x)dx1 · · ·dxn,

باشد. داشته وجود ریمن انتگرال اینکه به مشروط

همین با و dx1 ∧ · · · ∧ dxn فرم اساس بر n−فرم که است لازم تعریف این در یادداشت. ٢٣.١١
کنیم: عمل چنین بایستی ،A بر τ = f (x)dx2∧dx1 مثلا از انتگرالگیری برای شود. نوشته ∫ترتیب

A
τ =

∫
A
− f (x)dx1∧dx2

= −
∫

A
f (x)dx1dx2.

٣٠٢
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گزاره بنابه آنگاه باشد، Rn در A انتگرالگیری دامنه بر کرانداری و پیوسته تابع f اگر مثال. ٢٣.١٢
دارد. وجود ω = f (x)dx1∧ · · ·∧dxn انتگرال ٢٣.٩

به نسبت U ⊆ Rn باز مجموعه ای زیر بر ω = f (x)dx1∧ · · · ∧dxn n−فرم یک انتگرال ببینیم
T :Rn ⊃V→U ⊂Rn دیفئومورفیسم یک توسط U بر متغیر تغییر هر می کند. رفتار چگونه متغیر تغییر
مختصات بر y = (y1, · · · ,yn) و U بر استاندارد مختصات x = (x1, · · · , xn) گیریم می گردد. تعریف
V و U کنیم فرض می باشد. T ام i درآیه T i := xi ◦T = T ∗(xi) صورت این در باشد. V بر استاندارد

داریم ،١٨.۴ نتیجه بنابه دهیم. نشان J(T ) نماد با را [∂T i/∂y j] ژاکوبی ماتریس و بوده ∫همبند
V

T ∗ω =
∫

V
(T ∗ f )T ∗ dy1∧ · · ·∧dyn (١٨.١٢ گزاره (بنابه

=

∫
V

( f ◦T )dT 1∧ · · ·∧dT n (T ∗d = dT ∗ (چون

=

∫
V

( f ◦T ) det(J(T ))dy1∧ · · ·∧dyn

=

∫
V

( f ◦T ) det(J(T ))dy1 · · ·dyn. (۴.٢٣ )

صورت به را پیشرفته حسابان در شده مطرح متغیر تغییر فرمول دیگر، سوی ∫از
U
ω =

∫
U

f dx1 · · ·dxn (۵.٢٣ )

=

∫
V

( f ◦T )
∣∣∣det(J(T ))

∣∣∣dy1 · · ·dyn, (۶.٢٣ )

معادلات که می گردد ملاحظه است. شده گرفته ژاکوبی دترمینان از مطلق قدر یک آن در که نوشت، می شود
بنابراین متفاوتند.

∣∣∣det(J(T ))
∣∣∣ دترمینان علامت در (۵.٢٣ ) و (۴ . ٢٣)∫

V
T ∗ω = ±

∫
U
ω, (٧.٢٣ )

منفی. یا باشد مثبت det(J(T )) ژاکوبی دترمینان اینکه به بسته
است حافظ-جهت وقتی تنها و وقتی T : Rn ⊃ V → U ⊂ Rn دیفئومورفیسم ،٢١.٢١ گزاره بنابه

که می دهد نشان (٧.٢٣ ) معادله باشد. مثبت V جای همه بر det(J(T )) ژاکوبی دترمینان که

اما نیست، ناوردا U به V از دیفئومورفیسمهای به نسبت دیفرانسیلی فرم یک انتگرال نتیجه. ٢٣.١٣
می باشد. ناوردا حافظ-جهت، دیفئومورفیسمهای حالت در

منیفلد بر دیفرانسیل فرم انتگرال ۴ . ٢٣ بخش

از انتگرالگیری برای که روشی نداشت. Rn بر تابع یک انتگرال با تفاوتی چندان Rn بر n−فرم انتگرال
بحث، شروع از پیش است. متفاوت حدودی تا می گیریم، پیش در دلخواه منیفلدهای حالت برای فرمها

دهید: قرار توجه مورد را زیر نکات

٣٠٣
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بود). شده فرض استاندارد جهت با Rn واقع، (در باشد جهتدار بایستی منیفلد (١)

تابع. یک از نه گرفت، انتگرال می شود n−فرم از تنها n بعد با منیفلدی بر (٢)

باشند. فشرده محمل با باید بررسی مورد n−فرمهای (٣)

فضای باشد. M بر جهتدار اطلس یک {(Uα,ϕα)} و بوده n بعد با و جهتدار منیفلدی M گیریم
از چارتی (U,ϕ) کنید فرض می دهیم. Ωkنشان

c(M) با را M بر فشرده محمل با هموار k−فرمهای برداری
ϕ : U→ ϕ(U) چون آنگاه باشد، U بر فشرده محمل با n−فرم یک ω ∈Ωk

c(U) اگر باشد. اطلس این
می باشد. ϕ(U) ⊆Rn باز مجموعه زیر بر فشرده محمل با n−فرم یک نیز (ϕ−1)∗ω است، دیفئومورفیسم

صورت به را U بر ω ∫انتگرال
U
ω :=

∫
ϕ(U)

(ϕ−1)∗ω, (٨.٢٣ )

می کنیم. تعریف
ϕ◦ψ−1 : ψ(U)→ ϕ(U) آنگاه باشد، U دامنه همان با اطلس این از دیگری چارت (U,ψ) اگر

بنابراین و است، حافظ-جهت ∫دیفئومورفیسم
ϕ(U)

(ϕ−1)∗ω =

∫
ψ(U)

(ϕ◦ψ−1)∗(ϕ−1)∗ω

=

∫
ψ(U)

(ψ−1)∗ω.

مختصات دستگاه انتخاب به و است، خوشتعریف اطلس از U مختصاتی دامنه بر
∫

U ω انتگرال بنابراین،
آنگاه ،ω,τ ∈Ωk

c(U) اگر ،Rn بر انتگرال بودن خطی بنابه ندارد. بستگی U ∫بر
U
ω+τ =

∫
U
ω+

∫
U
τ.

می کنیم. انتخاب {Uα} باز پوشش زیردست {ρα} یکانی افراز یک .ω ∈ Ωk
c(U) کنیم فرض حال

مساله بنابه است، متناهی موضعا محمل خاصیت دارای یکانی افراز و است فشرده محمل با ω چون
مجموع عملا پس، صفرند. آنها از متناهی تعدادی بجز ها ραω همه ،١٨.٢١

ω =
∑
α

ραω,

supp(ραω) پس ،supp(ραω) ⊆ suppρα∩ suppω داریم ،١٨.٢١ مساله بنابه چون است. متناهی
n−فرم یک ραω چون می باشد. فشرده بنابراین و است، suppω فشرده مجموعه از بسته مجموعه ای زیر
را M بر ω انتگرال بنابراین، می گردد. تعریف

∫
Uα
ραω انتگرالش است، Uα چارت در فشرده محمل با

مجموع صورت ∫به
M
ω :=

∑
α

∫
Uα

ραω, (٩.٢٣ )

٣٠۴
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جهتدار اطلس انتخاب از که دهیم نشان باید باشد، خوشتعریف انتگرال این اینکه برای می کنیم. تعریف
باشد M برای دیگری جهتدار اطلس {(Vβ,ψβ)} گیریم می باشد. مستقل یکانی افراز انتخاب همچنین و
این در باشد. {χβ} برای زیردست یکانی افراز یک {χβ} و می کند، مشخص را M بر جهت همان که
را آن بر جهت که هستند M برای اطلسهایی {(Uα∩Vβ,ψUα∩Vβ)} و {(Uα∩Vβ,ϕUα∩Vβ)} صورت

بعلاوه و می کنند، مشخص ∑نیز
α

∫
Uα

ραω =
∑
α

∫
Uα

ρα
(∑

β

χβ
)
ω (

∑
βχβ = 1 (چون

=
∑
α

∑
β

∫
Uα

ραχβω هستند) متناهی مجموعها (این

=
∑
α

∑
β

∫
Uα∩Vβ

ραχβω,

∑
β

∫
Vβ
χβω تقارن دلیل به می باشد. Uα∩Vβ در مشمول ραχβ محمل که است دلیل این به اخر تساوی

نتیجه در است. برابر نتیجه همان با ∑نیز
α

∫
Uα

ραω =
∑
β

∫
Vβ
χβω,

است. (٩.٢٣ ) انتگرال خوشتعریفی معنی به این که

منیفلد همان −M اگر باشد. M جهتدار n−منیفلد بر فشرده محمل با n−فرم ω گیریم گزاره. ٢٣.١۴
انتگرال علامت ،M بر جهت تعویض با دیگر، بعبارت .

∫
−Mω = −

∫
Mω آنگاه باشد، برعکس جهت با

می کند. تغییر M بر

چارت هر ازای به که دهیم نشان است کافی ،((٩.٢٣ ) و (٨.٢٣ )) انتگرال تعریف بنابه : برهان
چارتی (U, ϕ̄) = (U,−x1, · · · , xn) اگر ،τ ∈Ωk

c(U) دیفرانسیلی فرم هر و (U,ϕ) = (U, x1, · · · , xn)

آنگاه باشد، وارون جهت ∫با
ϕ̄(U)

(ϕ̄−1)∗τ = −
∫
ϕ(U)

(ϕ̄−1)∗τ.

چون .ri = xi ◦ϕ−1 و xi = ri ◦ϕ صورت این در باشد. Rn بر استاندارد مختصات r1, · · · ,rn گیریم
یعنی است، متفاوت i = 1 در تنها ϕ با ϕ̄

−x1 = r1 ◦ ϕ̄ و r1 = −x1 ◦ ϕ̄−1

صورت این در ،U بر τ = f dx1∧ · · ·∧dxn کنید فرض

(ϕ̄−1)∗τ = ( f ◦ ϕ̄−1)d(x1 ◦ ϕ̄−1)∧d(x2 ◦ ϕ̄−1)∧ · · ·∧d(xn ◦ ϕ̄−1)

= −( f ◦ ϕ̄−1)dr1∧dr2∧ · · ·∧drn (١٠.٢٣ )

٣٠۵
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مشابه صورت به

(ϕ−1)∗τ = ( f ◦ϕ−1)dr1∧dr2∧ · · ·∧drn.

ضابطه با ϕ◦ ϕ̄−1 : ϕ̄(U)→ ϕ(U) چون

(ϕ◦ ϕ̄−1)(a1,a2, · · · , · · · ,an) = (−a1,a2, · · · , · · · ,an),

است: یک آن ژاکوبی ماتریس دترمینان نتیجه در ◦J(ϕ∣∣∣است، ϕ̄−1)
∣∣∣ = | −1| = 1. (١١.٢٣ )

∫بنابراین
ϕ̄(U)

(ϕ̄−1)∗τ = −
∫
ϕ̄(U)

( f ◦ ϕ̄−1)dr1 · · ·drn (١٠.٢٣ (بنابه

= −
∫
ϕ̄(U)

( f ◦ ϕ̄−1)◦ (ϕ◦ ϕ̄−1)
∣∣∣J(ϕ◦ ϕ̄−1)

∣∣∣dr1 · · ·drn (١١.٢٣ (بنابه

= −
∫
ϕ(U)

( f ◦ϕ−1)dr1 · · ·drn حسابان) از متغیر تغییر فرمول (بنابه

= −
∫
ϕ(U)

(ϕ−1)∗τ,

□ است. تمام برهان و

داد. تعمیم می شود جهتدار مرزدار منیفلدهای حالت به کلمه به کلمه را بالا در مشروح انتگرالگیری بحث
مطرح که شیوه ای به انتگرالها محاسبه که است این واقعیت نمود. خواهیم استفاده مطلب این از ادامه در
انتگرالگیری برای عجیبی فرمولهای کنیم، ضرب یکانی افراز در را n−فرم اگر است؛ دشوار بسیار شد
بهتر جهتدار، منیفلد بر انتگرال محاسبه برای شده پیمایش مجموعه های مفهوم از استفاده می شود. ظاهر

می دهد. جواب

A مجموعه ای ،M مفروض جهتدار n−منیفلد در شده پیمایش مجموعه از منظور تعریف. ٢٣.١۵
به است، M به D ⊂ Rn فشرده انتگرالگیری دامنه یک از F : D → M هموار نگاشتی همراه به
به int(D) از حافظ-جهت دیفئومورفیسمی می گردد، تحدید int(D) به وقتی F و A = F(D) که گونه ای
F(int(D)) ،(٢٢.۶ (یادداشت منیفلدها برای دامنه هموار ناوردایی بنابه که کنید توجه باشد. F(int(D))

می نامند. A برای پیمایش یک را F : D→ M هموار نگاشت است. M از باز مجموعه ای زیر

F : D→ A پیمایش توسط M از شده پیمایش مجموعهای زیر A که صورتی در تعریف. ٢٣.١۶
صورت به را

∫
Aω صورت این در فشرده)، لزوما نه محمل (با باشد M بر هموار n−فرم یک ω و باشد

می کنیم. تعریف
∫

D F∗ω

منیفلد A که حالتی در و است پیمایش از مستقل بالا، در مشروح
∫

Aω تعریف که داد نشان می شود
به جهتدار منیفلد یک نمودن تقسیم با دارد. مطابقت منیفلد بر فرم انتگرال برای قبلی تعریف با این باشد،

٣٠۶
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این هدف می آید. بدست منیفلد بر انتگرال محاسبه برای موثر روشی شده، پیمایش مجموعه های اجتماع
یا [٣١ از ٢١٣ صفحه ،٢۵٬۴ [قضیه به را علاقه مند خواننده شویم، بحث این وارد این از بیشتر که نیست

می کنیم. بسنده مثال یک به می دهیم. ارجاع [٢۵ از ٣٣۶ صفحه ،١۴٬٧ [گزاره

(x,y,z) نقطه از
√

x2+ y2+ z2 فاصله نمایشگر ρ کروی، مختصات در کره). بر (انتگرال ٢٣.١٧
⟨x,y⟩بردار بین زاویه θ و است، x−محور مثبت خط نیم و ⟨x,y,z⟩ بردار بین زاویه φ است، مبداء تا
2−فرم ω گیریم شود). توجه الف - ٢٣ . ٣ شکل (به است x−محور مثبت خط نیم با (x,y)−صفحه در

هموار

ω =


(1/x)dy∧dz x , 0 اگر
(1/y)dz∧dx y , 0 اگر
(1/z)dx∧dy z , 0 اگر

کنیم. محاسبه می خواهیم را
∫
S2 ω باشد. R3 در S2 کره بر

کروی مختصات توسط پیمایش (ب) R3 در کروی مختصات (الف) :٢٣ . ٣ شکل

ریمانی هندسه در است. S2 کره بر (ب) - ١٩.٢٣ مساله از 2−فرمی همان ω ،٢ ضریب سوای
بنابراین، می باشد. آن بر القایی اقلیدسی متر به نسبت S2 کره برای حجمی فرم ω که می شود داده نشان

می کند. محاسبه را واحد کره حجم
∫
S2 ω انتگرال

∗ ک : حل
شود): توجه الف - ٢٣ . ٣ شکل (به نمود پیمایش می شود کروی مختصات با را ره

F(φ,θ) =
(
sinφ cosθ,sinφsinθ,cosφ

)
,

چون .D =
{
(φ,θ) ∈ R2 |0 ≤ φ ≤ π, 0 ≤ θ ≤ 2π

}
بر

F∗x = sinφ cosθ, F∗y = sinφsinθ, F∗z = cosφ,

بنابراین

F∗dy = dF∗y

= cosφ sinθdφ+ sinφ cosθdθ,

F∗dz = dF∗z

= −sinφdφ,

٣٠٧
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داریم ،x , 0 ازای به پس

F∗ω =
F∗dy∧F∗dz

F∗x
= sinφdφ∧dθ.

،D کل بر F∗ω = sinφdφ بنابراین، می آید. بدست مشابه نتایج F∗ω محاسبه با z , 0 و y , 0 برای
نتیجه در ∫و

S2
ω =

∫
D

F∗ω

=

∫ 2π

0

∫ 2π

0
sinφdφdθ

= 2π
[
− cosφ

]2π

0
= 4π.

گرفته نظر در یک مساوی یا بزرگتر بعد با صراحتا M منیفلد بالا، در شده مطرح انتگرل بحث تمام در
می پردازیم. صفر-بعدی منیفلدهای بر انتگرالگیری به اکنون، بود. شده

،M فشرده و جهتدار بعدی، صفر منیفلد هر بعدی). صفر منیفلد بر گیری (انتگرال تعریف ٢٣.١٨
صورت به را این می باشد. −1 یا و +1 جهت دارای نقطه هر که است، نقاط از متناهی مجموعه ای
تعریف زیر شکل به را f : M→ R 0−فرم انتگرال صورت، این در می نویسیم. M =

∑
pi −

∑
q j

∫می کنیم:
M

f :=
∑

f (pi)−
∑

f (q j).

استوکس قضیه ۵ . ٢٣ بخش

فرض و نموده همراه مرزی جهت با را ∂M آن مرز باشد. مرزدار و بعدی n جهتدار، منیفلدی M گیریم
در بهتر باشد، M بر هموار (n−1)−فرم یک ω اگر باشد. آن احتوی نگاشت i : ∂M ↪→ M می کنیم

شود. استفاده
∫
∂Mω از

∫
∂M i∗ω بجای ادامه،

جهتدار و بعدی n منیفلد بر فشرده محمل با و هموار (n−1)−فرم هر ازای به استوکس١. قضیه ٢٣.١٩
است: قرار بر زیر رابطه ،M∫

M
dω =

∫
∂M

ω.

Stokes’s Theorem ١
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دیفئومورفیسمس توسط ها Uα از یک هر که می کنیم انتخاب M برای {(Uα,ϕα)} اطلسی : برهان
نیم هر و Rn با باز گوی هر زیرا است، ممکن این می باشد. دیفئومورف Hn با یا و Rn با حافظ-جهت
افراز یک {ρα} گیریم شود). توجه ١.۵ تمرین (به است دیفئومورف Hn با مرز، بعنوان قطرش با دیسک
دارای ραω −n)−فرم 1) دیدیم، قبل فصل در که طور همان باشد. {Uα} باز پوشش زیردست یکانی

است. Uα در فشرده محمل
است شده اثبات حسابان در اول حکم باشد؛ برقرار Hn و Rn برای استوکس قضیه کنیم فرض
چارتهای همه برای حکم بنابراین، می کنیم. اثبات جداگانه لم یک عنوان به را دوم حکم و ،(٢٣.۴ (مساله
که شود توجه همچنین دیفئومورفند. Hn یا و Rn با کدام هر زیرا است، درست نظر مورد اطلس از Uα

بنابراین .(∂M)∩Uα = ∂M∫
M

dω =
∫
∂M

∑
α

ραω (
∑
α ρα = 1 (چون

=
∑
α

∫
∂M

ραω است) متناهی
∑
α ραω مجموع ،١٨.٢١ مساله (بنابه

=
∑
α

∫
∂Uα

ραω (supp(ραω) ⊆ Uα (زیر

=
∑
α

∫
Uα

d(ραω) (Uα برای استوکس (قضیه

=
∑
α

∫
M

d(ραω) (supp(d(ραω)) ⊆ Uα (زیر

=

∫
M

d
(∑

α

ραω
)

است) متناهی
∑
α ραω (مجموع

=

∫
M

dω,

□ است. تمام برهان ترتیب، این به و

است. درست Hn برای استوکس قضیه حکم لم. ٢٣.٢٠

بر مختصات x,y گیریم است. مشابه کلی حالت می کنیم، اثبات n = 2 حالت برای را حکم : برهان
بر مرزی جهت و می گردد، مشخص dx∧dy فرم توسط H2 بر استاندارد جهت صورت این در باشد. H2

می شود. مشخص ι−∂/∂y(dx∧dy) = dx فرم توسط ∂H2 = R

شکل به خطی ترکیبی ω فرم

ω = f (x,y)dx+g(x,y)dy (١٢.٢٣ )
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0 < a حقیقی عددی فشرده اند، g و f توابع محمل چون هستند. H2 بر هموار توابعی g و f که است،
[−a,a]× [0,a] بسته مستطیل داخل در g و f توابع محمل که بیابیم می توانیم چنان بزرگ کافی باندازه
استفاده y و x به نسبت f چزئی مشتقات دادن نشان برای fy و fx نمادهای از چنانچه حال بگیرند. قرار

آنگاه کنیم،

dω =
(
∂g
∂x
− ∂ f
∂y

)
dx∧dy = (gx− fy)dx∧dy,

بنابراین ∫و
H2

dω =

∫
H2

gxdxdy−
∫
H2

fydxdy

=

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
gx dxdy−

∫ ∞

−∞

∫ ∞

0
fy dxdy

=

∫ a

0

∫ a

−a
gx dxdy−

∫ a

−a

∫ a

0
fy dxdy. (١٣.٢٣ )

عبارت این ∫در a

−a
gx(x,y)dx = g(x,y)

∣∣∣∣x=a

x=−a
= 0,

مشابه صورت به دارد. قرار [−a,a]× [0,a] بسته مستطیل درون در suppg ∫زیرا a

0
fy(x,y)dx = f (x,y)

∣∣∣∣y=a

y=0

= − f (x,0),

که می شود نتیجه (١٣.٢٣ ) از اکنون، . f (x,a) = 0 ∫زیرا
H2

dω =
∫ a

−a
f (x,0)dx.

که می گیریم نتیجه (١٢.٢٣ ) از بنابراین .dy = 0 آن بر و است x−محور برابر ∂H2 دیگر، سوی از
و است، f (x,0)dx برابر ∂H2 به ω ∫تحدید

∂H2
ω =

∫ a

−a
f (x,0)dx.

□ می کند. اثبات بالایی صفحه نیم برای را استوکس قضیه این

٣١٠
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گرین قضیه و خط انتگرال ۶ . ٢٣ بخش

قضیه ای به R2 خاص حالت در منیفلدها، برای استوکس قضیه چطور که می دهیم نشان بخش این در
،r = (x,y,z) و F = ⟨P,Q,R⟩ اگر که می شویم یادآور شروع، برای می شود. تبدیل حسابان از کلاسیک
بخش این در حسابان، در مثل .F · dr = Pdx+Qdy+Rdz داریم حسابان، در نمادهای با آنگاه
مطرح انتگرالهای موارد همه در و مشتقپذیرند کافی باندازه توابع و برداری میدانهای تمام می کنیم فرض

دارند. وجود شده
قضیه از خاصی) حالت دیگر، بعبارت (یا نتیجه ای خط، انتگرال بنیادی قضیه که می دهیم نشان ابتدا

است. استوکس

توسط شده پیمایش R3 فضا در هموار منحنی یک C گیریم خط. انتگرالهای بنیادی قضیه ٢٣.٢١
تابع برای اگر باشد. R2 بر برداری میدانی F و باشد a ≤ t ≤ b که r(t) = (x(t),y(t),z(t)) نگاشت

آنگاه ،f = grad f ای f ∫اسکالر
C

F ·dr = f (r(b))− f (r(a)).

،a≤ t ≤ b که باشد، r() نگاشت توسط شده پیمایش C منحنی M کنیم فرض استوکس قضیه در : برهان
داریم استوکس، قضیه حکم بنابه صورت، این در باشد، C بر f تابع ω ∫و

C
ω =

∫
C

d f

=

∫
C

∂ f
∂x

dx+
∂ f
∂y

dy+
∂ f
∂z

dz

=

∫
C

grad f ·dr,

که حالی ∫در
∂C
ω = f

∣∣∣∣r(b)

r(a)

= f (r(b))− f (r(a)),

□ می نماید. اثبات را حکم که

آنگاه باشد، D بر هموار توابعی Q و P و بوده ∂D مرز با مسطحه ناحیه D اگر گرین١. قضیه ٢٣.٢٢∫
∂D

Pdx+Qdy =
∫

D

(
∂Q
∂x
− ∂P
∂y

)
dA.

Green’s theorem ١
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بدست برای است. dxdy دادن نشان برای حسابان در استاندارد نماد dA گزاره این در : برهان
D بر Pdx+Qdy یک-فرم ω و می شود، ∂D مرزش که ،M = D کنیم فرض است کافی حکم، آوردن

صورت، این در ∫می باشد.
∂D
ω =

∫
∂D

Pdx+Qdy,

که حالی ∫در
D

dω =

∫
D

Py dy∧dx+Qx dx∧dy

=

∫
D

(Qx−Py)dx∧dy

=

∫
D

(Qx−Py)dxdy

=

∫
D

(Qx−Py)dA.

□ می باشد. استوکس قضیه خاص حالت نیز گرین قضیه یعنی،

تمرینات ٢٣ . ٧ بخش

محدود ناحیه مساحت حسابان، در استاندارد متغیر تغییر فرمول از استفاده با بیضی. مساحت ٢٣.١
کنید. محاسبه را R2 در x2/a2+ y2/b2 = 1 بیضی به

کراندار وقتی تنها و وقتی A ⊂ Rn مجموعه زیر که کنید ثابت .Rn در کرنداری اساس ویژگی ٢٣.٢
باشد. فشرده Rn در Ā بستارش که است

و جهتدار بعدی، n منیفلد دو N و M کنید فرض دیفئومورفیسم. به نسبت انتگرال رفتار ٢٣.٣
ای ω ∈Ωk

c(M) هر ازای به که کنید ثابت باشد. دیفئومورفیسم F : N→ M و بوده ∫همبند
N

F∗ω = ±
∫

M
ω,

دارد. بستگی جهت-برگردان یا باشد حافظ-جهت F اینکه به فرمول در علامت

کنید. اثبات Hn و Rn برای را استوکس قضیه استوکس. قضیه ٢٣.۴

فرم با ٢٣.١٧ مثال در شده مطرح ω مساحت فرم که کنید ثابت واحد. کره بر مساحت فرم ٢٣.۵
است. xdy∧dz− ydx∧dz+ zdx∧dy برابر گردید، مطرح ٢٢.٩ مساله در که واحد کره بر جهت
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