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        ::::تعريف آمارتعريف آمارتعريف آمارتعريف آمار

  . تعريف بيان كرد2توان از آمار  به طور كلي مي

رود، به عبارت  بندي، تجزيه و تحليل و تفسير به كار مي ، طبقهآوري، تلخيص  روش علمي كه جهت جمع-1

  .ديگر به بررسي و مطالعه مشاهدات به صورت علمي اشاره دارد

هاي آماري  آمارهاي بانك مركزي، گزارش: شود مانند  به مشاهدات عددي و ارقام رياضي اطلاق مي-2

  .هاي مختلف سازمان

هاي علوم به خصوص در  هاي است كه در تمام حوزه امل مفاهيم و روشبه هر حال امروزه به عنوان يك علم ش

  .ها و تحقيقات علمي بدان نياز داريم پژوهش

  

        ::::كاربردهاي فراوانكاربردهاي فراوانكاربردهاي فراوانكاربردهاي فراوان

هاي علمي كاربرد دارد كه بعضي از آنها اشاره  با توجه به آنچه كه بيان شد امروزه علم آمار در بسياري از حوزه

اين نوع كاربرد كمي قبل از جنگ جهاني دوم وارد علوم اجتماعي و : فتاري در علوم اجتماعي و ر-1: كنيم مي

  . رفتاري شد كه كاربرد آن همچنان ادامه دارد

هاي  بيني هزينه ها جنگ به منظور پيش  بعد از جنگ جهاني و به منطور برآورد دقيق خسارات و خرابي-2

  .بازسازي

  . اين اطلاعات به منظور افزايش دانش بشري سهم بسزايي داردها به اطلاعات و تفسير   آمار در تبديل داده-3

  .هاي مديريتي سازي در رشته سيستم هاي شبيه  استفاده از آمار در حوزه مديريت از جمله تكنيك-4

  »spss«ها  افزارهاي آماري به منظور تجزيه و تحليل  استفاده از نرم-5

  .هاي علمي و سقم فرضيهاي آمار در بررسي صحت   به كارگيري فنون پايه-6

        ::::سير تحول آمار از نظر موضوعيسير تحول آمار از نظر موضوعيسير تحول آمار از نظر موضوعيسير تحول آمار از نظر موضوعي

  .شود  مرحله تقسيم مي3به طور كلي از اين نظر آمار به 

  :  آمار توصيفي-1

هاي پارامترهاي جامعه است، چنانچه محاسبه  پردازند و هدف آن مصاحبه اين آمار صرفا به توصيف جامعه مي

  .گويند  از سرشماري تمام اعضاي جامعه باشد به آن آمار توصيفي ميهاي جامعه آماري با استفاده مقادير و شاخص

  :  آمار استنباطي-2

كنند، سپس به  ها محاسبه مي در اين روش با استفاده از مقادير نمونه آماره.  مطرح شد20اين آمار از اوايل قرن 

  .هندد ها را به پارامترهاي جامعه تعميم مي كمك برآورد و آزمون فرض آماري آماره

  .به طور كلي هركجا در آمار سخن از استنتاج و استنباط شود با آمار استنباطي سر و كار داريد
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  :  آمار ناپارامتريك-3

  .باشد عبارت است از اينكه جامعه آماري ما داراي توزيع نرمال نمي

        : : : : جامعه آماريجامعه آماريجامعه آماريجامعه آماري

مطالعه « وع يا چند موضوع در مورد آخواهيم در يك موض شود كه مي اي از اشيا يا افراد اطلاق مي به مجموعه

  .كنيم

        : : : : نمونه آمارينمونه آمارينمونه آمارينمونه آماري

 نشان nگويند و با  هاي مشترك هستند مي به تعدادي از اعضاي جامعه  آماري كه داراي صفات يا ويژگي

  .دهند مي

  

        ::::انواع متغيرها در آمارانواع متغيرها در آمارانواع متغيرها در آمارانواع متغيرها در آمار

        : : : : تعريف متغيرتعريف متغيرتعريف متغيرتعريف متغير

ثل اندازه سازمان كه از كوچك به م. متغير مقداري است كه از يك فرد به فرد ديگر ممكن است تغيير كند

  .كند متوسط و سپس بزرگ تغيير مي

  :كنيم  دسته تقسيم مي2متغيرها را به طور خلاصه به 

  : كيفيمتغير  -1

  عدالت، مثل شجاعت، ايثارگري: متغيري است كه نتوان با اعداد و ارقام آن را نمايش داد، مثل

  : كميمتغير  -2

  تعداد خانوارها، ميزان حقوق دريافتي:  و ارقام آن را نمايش داد، مثلمتغيري است كه بتوان با اعداد

        ::::هاهاهاها    انواع مقياسانواع مقياسانواع مقياسانواع مقياس

  :كند  دسته تقسيم مي4ها را به  در آمار به طور كلي مقياس

   نسبي-4    اي  تركيبي يا فاصله-3     ترتيبي-2     اسمي-1

  

        ::::گيريگيريگيريگيري    انواع نمونهانواع نمونهانواع نمونهانواع نمونه

  : ان كردتوان به شرح زير بي ها را مي گيري به طور كلي نمونه

تواند با  يعني شاخص انتخاب براي تمام عضوهاي نمونه وجود دارد، اين حالت مي: گيري تصادفي ساده  نمونه-1

  . جايگذاري و بدون جايگذاري باشد

  اي گيري خوشه  نمونه-3      اي گيري طبقه  نمونه-2

  اي يا پرسشنامه گيري مكاتبه  نمونه-5      گيري مونوگرافي  نمونه-4
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  .آوري كرد ها را جمع توان در آمار داده به چند روش مي: آوري اطلاعات عنحوه جم

  )هاي اسمي طوفان مغزي، گروه(هاي دلفي   روش-4  اي  مشاهده-3  اي  مصاحبه-2  اي  پرسشنامه-1

        ::::هاهاهاها    انواع دادهانواع دادهانواع دادهانواع داده

  :كند بندي مي ها را به دو دسته طبقه داده

  بندي نشده  طبقه-2    بندي شده  طبقه-1

  :  نشدهبندي  طبقه-1

  نما/ مد- چاركها-ميانگين: پارامترهاي مركزي شامل

 - دامنه ميان چاركي- ميان چاركها- ضريب پراكندگي- انحراف معيار-واريانس: پارامترهاي پراكندگي شامل

   نيمه واريانس-انحراف متوسط از ميانگين

  :بندي شده  طبقه-2

  نما/ مد- چاركها-ميانگين: پارامترهاي مركزي شامل

 - دامنه ميان چاركي- ميان چاركها- ضريب پراكندگي- انحراف معيار-واريانس: امترهاي پراكندگي شاملپار

   نيمه واريانس-انحراف متوسط از ميانگين

بندي شده كه بدانها  هاي طبقه با توجه به موارد گفته شده و تشبيه بعضي از پارامترهاي پراكندگي در مورد داده

  .پردازيم  مينياز داريم به طور خلاصه
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        : : : : واريانسواريانسواريانسواريانس

  : توان استفاده كرد براي پيدا كردن واريانس معمولا از روابط زير مي

iبندي نشده  هاي طبقه براي داده i x
x x x

x (x )
,

N N

− µ
σ = − µ σ =∑ ∑2 2 2 2

2 2 2  

i: بندي شده هاي طبقه براي داده i i i x
x x x

f x f (x )
,

N N

− µ
σ = − µ σ =∑ ∑2 2

2 2 2  

  :ريانس را محاسبه كنيدبا توجه به اطلاعات زير وا: مثال 				

i i xf x , , N= µ = =∑ 2 1000 4 50  

i i
x x

f x
( )

N
σ = − µ ⇒ − = − =∑ 2

2 2 21000
4 20 16 4

50
  

  باتوجه به همين مثال انحراف معيار چقدر است؟ 

x xσ = σ = =2 4 2  

  با توجه به همين مثال ضريب پراكندگي را حساب كنيد؟

x

x
C.V /

σ= = =
µ

2
0 5

4
  

        ::::دامنه ميان چاركيدامنه ميان چاركيدامنه ميان چاركيدامنه ميان چاركي

ها داراي مشاهدات اندكي  هاي مناسب است كه دنباله قبلا گفته شده است اين پارامتر براي توزيعهمانطور كه 

  . ها، طبقه اول و آخر آن باز است بندي داده تر، در جدول طبقه است، به بيان ساده

IQR Q Q= −3    دامنه ميان چاركي1

Q Q
SIQR

−= 3 1

2
   انحراف ميان چاركي

Q= =Q       چارك سوم3    چارك اول1

  

  :كنيم براي بدست آوردن چارك اول يا سوم از فرمول زير استفاده مي: نكته

d

ci
d m

i

aN
F

M L I
f

−
 − 

= + × 
 
 

1
4  

dmL= كران پايين طبقه شامل چارك اول يا سوم   

=aم  چارك اول يا سو  

ciF   فراواني مطلق ماقبل چارك اول يا سوم = 1−

if = فراواني همان طبقه شامل چارك اول يا سوم  

I =فاصله طبقات  
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  با توجه به جدول زير محاسبه كنيد دامنه ميان چاركي و انحراف چاركي: مثال 				

d

d

aN
Q M

aN
Q M /

IQR Q Q / /

Q Q /
SIQR /

× − = = = ⇒ = + × = + =  

× − = = = ⇒ = + × =  

= − = − =
− −= = =

3

1

3 1

3 1

3 80 60 37
60 11 3 11 3 14

4 4 23

1 80 20 12
20 8 3 8 96

4 4 25

14 8 96 5 04

14 8 96
2 52

2 2

  

  

        

        ::::تصحيح شپاردتصحيح شپاردتصحيح شپاردتصحيح شپارد

كنيم معمولا  ين و واريانس استفاده ميبندي شده از نماينده طبقات در محاسبه ميانگ از آنجاكه در داميانگين وقه

  : كنيم اعداد به دست آمده با واقعيت اختلاف دارد، بنابراين جهت اصلاح اين انحراف از رابطه زير استفاده مي

c x
Iσ = σ −
2

2 2

12
  

  . متغيرها بايد پيوسته باشند-1

  . تا باشد100 دست كم N تعداد -2

  . متقارن يا تقريبا متقارن باشد تابع توزيع فراواني از نوع -3

xσاگر : مثال 				 =2 Iاطمينان  و ضريب 100 =    باشد، محاسبه كنيد مقدار تصحيح شپارد چقدر است؟ 5

c x c
I

/σ = σ − ⇒ σ = − = − =
2 2

2 2 2 5 25
100 100 97 1

12 12 12
  

Qفرض كنيد : مثال 				 , Q= =3 1400   . اسبه كنيد را محSIQR و IQR مقدار 200

IQR

Q Q
SIQR

= − =
− −= ⇒ =3 1

400 200 200

400 200
100

2 2

  

  : به شرح زير است، محاسبه كنيدcm ميله آهني بر حسب 30اندازه : مثال 				

  پارامترهاي پراكندگي) الف

  پارامترهاي پراكندي) ب

/ / / / / /

/ / / / / /

/ / / / / /

/ / / / / /

/ / / / / /

2 35 2 45 2 55 2 6 2 35 2 46

2 55 2 6 2 4 5 6 3 7 4 2

4 2 3 7 5 3 6 2 7 1 3 5

3 1 2 9 3 2 4 7 5 1 6 4

6 1 5 1 7 2 4 1 3 6 2 3

  

ciF  if  C-L 

2  2  ≤ 5  

12  10  8-5  

37  25  11-8  

60  23  14-11  

75  15  17-14  

80  5  ≥17  

i if x2
  ix 2

  ix  ciF  if  C-L 
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i
x

i i
x x

x x

x x

x

x

x /
/

N

f x

N
/

/ /

/ /

/

/
C.V /

/

µ = = =

σ = − µ

= − =

σ = σ = =

µ = µ =
σ= = =
µ

∑

∑

2

2
2 2

2

2

119 61
3 987

30

571 26
3 987 15 055

30

15 55 3 88

1 99

3 88
1 94

1 99

  

aN ( )
/= =3 30

22 5
4 4

   چارك سوم

ci
d d d

i

aN
F /

M m I M / /
f

−
 −  − = + × ⇒ = + × ⇒ + =     
 

1 22 5 214 5 1 5 0 375 5 375
4

  

aN ( )
/= =1 30

7 5
4 4

   چارك اول

ci
d d

i

aN
F /

M m I /
f

IQR Q Q / / /

SIQR / /

−
 −  − = + × ⇒ + × =     
 

= − = − =

= =

1

3 1

7 5 114 2 1 1 681
11

5 375 1 681 2 694

3 694 1 92

  

        ::::پارامترهاي تعيين انحراف از قرينگيپارامترهاي تعيين انحراف از قرينگيپارامترهاي تعيين انحراف از قرينگيپارامترهاي تعيين انحراف از قرينگي

 يا چند جامعه آماري جامعه ديگر داراي پارامترهاي مركزي يكسان هستند، در اين حالت 2گاهي به علت اينكه 

در چنين حالتي نيز ممكن است پارامترهاي . كنند از پارامترهاي پراكندگي استفاده ميتصميم گيرنده معمولا 

پراكندگي جواب يكسان داشته باشد، بنابراين بهتر است از روابط زير كه به معروف به ضريب چولگي پيرسون 

  : پردازيم  رابطه آن مي3باشد استفاده كرد كه در اينجا به طور خلاصه بر  مي

  

x dx
x x d

x x

( M )MO
) MO ( M ) )SK )SK

µ −µ −µ − = µ − = =
σ σ1 2

3
1 3 2 3  

022/66  002/6  45/2  11  11  9/2 -2  

412/71  902/11  45/3  17  6  9/3 -3  

208/79  802/19  45/4  21  4  9/4 -4  

808/118  702/29  45/5  25  4  9/5 -5  

806/124  602/41  45/6  28  3  9/6 -6  

004/111  502/55  45/7  30  2  9/7 -7  

26/571      30      
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dچنانچه در جامعه آماري : مثال 				 xM ,= µ =16   .  را محاسبه كنيدMO باشد، مقدار 12

x x dMO ( M ) MO ( ) MO

MO MO MO MO

µ − = µ − ⇒ − = − ⇒ − = −
−

⇒ − = − − ⇒ − = − ⇒ = ⇒ =
−

3 12 3 12 16 12 12

24
12 12 24 24

1

  

  

xچنانچه انحراف معيار، مياگين و مد به ترتيب : مثال 				 xMO , ,= µ = σ =8 16  باشد، ضريب چولگي 2

  پيرسون چقدر است؟ 

x

x

MO
SK

µ − −= = =
σ1

16 8
4

2
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        ::::توابع احتمال گسستهتوابع احتمال گسستهتوابع احتمال گسستهتوابع احتمال گسسته

  : متغير تصادفي گسسته -1

  :ابتدا لازم است به چند مثال زير توجه شود

 ريال سود و اگر ابري باشد 10,000,000فرض كنيد در برگزاري مسابقه فوتبال به شرط آفتابي بودن 

فضاي نمونه و متغير تصادفي را به طور ساده نشان . اشد، سود صفر است ريال و اگر باراني يا برفي ب5,000,000

  . دهيد

  S=]»10,000,000=سود«، آفتابي »5,000,000=سود«، ابري »0=سود« باران، برفي [

كنيم، فضاي نمونه و متغير تصادفي آن را به طور ساده نشان دهيد و شير   بار پرتاب مي2اي را  فرض كنيد سكه

  خط= T       شير= H        . باشد مدنظر مي

TT TH HT HH

S , , ,

 
 = ↓ ↓ ↓ ↓ 
 
 0 1 1 2

  

  : احتمال متغير تصادفي

  :  خاصيت زير را داشته باشد2تابعي در صورتي احتمال است كه 

1 (P(X x)= =∑ 1  

  .تابع احتمال منفي نباشد) 2

  :مثال 				

  اشد؟ چرا؟ب  سكه طبق جدول زير باشد آيا تابع احتمال مي2اگر احتمال پرتاب 

P(X x) / / /= = + + =∑ 0 25 0 5 0 25 1  

  .باشد تابع احتمال منفي نمي

  : جايگشت

n: تبديل
r

n!
P

(n r)!
=

−
n: تركيب    

r
n!

P
r!(n r)!

=
−

  

  

(HH) (TH,HT) (TH) X 
25/0  5/0  25/0  P(X=x) 
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  تمال است؟ چرا؟اگر تابع زير را داشته باشيم، مطلوب است محاسبه كنيد تابع اح: مثال 				

n n
r r

n n
r r

n
r

x
P(X x) x , , , ,

! !
n! n!!( )! !( )!

P P P P
r!(n r)! r!(n r)!

! !
n! n!!( )! !( )!

P P P P
r!(n r)! r!(n r)!

!
n! !( )!

P P
r!(n r)!

 
 
 = = =

− −= ⇒ = = = = = =
− −

− −= = = = = = = =
− −

−= = = =
−

4 4
0 1

4 4
2 3

4
4

4

0 1 2 3 4
16

4 4

1 40 4 0 1 4 1

16 16 16 16

4 4

6 42 4 2 3 4 3

16 16 16 16

4

4 4 4

16
+ + + + = =1 1 4 6 4 1 16

1
16 16 16 16 16 16 16

  

  .باشد ها برابر با يك است و تابع آنها منفي نمي بله، زيرا جمع تركيب

        : : : : تابع احتمال تجمعيتابع احتمال تجمعيتابع احتمال تجمعيتابع احتمال تجمعي/ / / / تابع توزيعتابع توزيعتابع توزيعتابع توزيع

 احتمال وقوع مقداري كوچكتر يا (X)تابع توزيع تابعي است كه به ازاي جميع مقادير ممكن متغير تصادفي 

P(X. دهد را نشان مي» x«مساوي  x)≤  

، 30/0، 25/0، 15/0، /1 و احتمالات از چپ به راست به ترتيب -2، 0، 3، 5، 10با توجه به مقادير : مثال 				

)F، محاسه كنيد تابع توزيع و مقدار 2/0 ) , F( )3 1  

F( ) P(X ) /

F( ) P(X ) /

= ≤ =
= ≤ =

1 1 0 25

3 3 0 5
  10  5  3  0  2-  X 

2/0  3/0  25/0  15/0  1/0  P(X x)= 

1  8/0  5/0  25/0  1/0  P(X x)≤  
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  :  روز به شرح جدول زير است120هاي فروخته شده فروشگاهي، در  تعداد تلويزيون: مثال 				

  تابع توزيع احتمال تجمعي) ب  تابع احتمال ) الف: محاسبه كنيد: مطلوب است

   تلويزيون باشد چقدر است؟ 5ه صورت تصادفي انتخاب شود، كمتر و يا احتمال اينكه يك روز ب) ج

/ / /

/ / /

f ( ) P(X ) /

= = =

= = =

= ≤ =

18 27 30
0 15 0 225 0 25

120 120 120

15 18 12
0 125 0 15 0 1

120 120 120

5 5 0 75

  

7  6  5  4  3  2  X 

1/0  15/0  125/0  25/0  225/0  15/0  P(X x)=  

1  9/0  75/0  625/0  375/0  15/0  P(X x)≤  

  

  توان تابع احتمال يك متغير تصادفي دانست؟ چرا؟   آيا تابع زير را مي:مثال 				

x
f (x)

x , , , ,

f (x ) f (x ) f (x )

f (x ) f (x )

+ =

 =

+ + += = = = = =
⇒ + + + + = =

+ += = = =

1 2 3

4 5

1

20

1 2 3 4 5

1 1 2 2 1 3 3 1 4

2 3 4 5 6 2020 20 20 20 20 20
1

4 1 5 5 1 6 20 20 20 20 20 20

20 20 20 20

  

   را چنان كنيد كه بتوان آن را يك تابع احتمال دانست؟aدر تابع زير : مثال 				

[ ]

f (x) ax x , , , ,

f (x ) a ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

a a a /

→

= =

 = + + + +
 

= + + + + + = = ⇒ = =

2

2 2 2 2 2 2
1 4

0 1 2 3 4

0 1 2 3 4 5

1
0 1 4 9 16 25 55 1 0 018

55

  

  تعداد فروخته شده    تعداد روزها

18    2  

27    3  

30    4  

15    5  

18    6  

12    7  

120    27  
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   روز تصادفات را چنين اعلام كرده است؟ 60شركت بيمه اطلاعات : المث 				

  تابع احتمال و تابع توزيع تصادفات) الف

 تصادف رخ داده 4 روز به طور تصادفي انتخاب كنيم احتمال اينكه در اين روز كمتر از 60اگر روزي از اين ) ب

  باشد چقدر است؟ 

4  3  2  1  0  X 

06/0  1/0  17/0  42/0  25/0  P(X x)=  

1  94/0  84/0  67/0  25/0  P(X x)≤  

  

f ( ) P(x ) /= < =4 4 0 94  

  

  

  

  

  تصادفاتتعداد     تعداد روزها

15    0  

25    1  

10    2  

6    3  

4    4  

60    10  
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        ): ): ): ): متغير تصادفيمتغير تصادفيمتغير تصادفيمتغير تصادفي((((اميد رياضي اميد رياضي اميد رياضي اميد رياضي 

را دارد، اميد رياضي را با ) ضرايب(ها  ون است كه احتمالات در آن نقش وزناميد رياضي همان ميانگين موز

ها را در ضرايب، ضرب و سپس حاصل  دانيم در ميانگين موزون، داده دهند و همانطور كه مي  نشان ميE(X)علامت 

تمالات در است پس از ضرب اح» 1«كنيم ولي اميد رياضي چون مجموع احتمالات  را بر مجموع ضرايب تقسيم مي

  . باشد متغير تصادفي ديگر نيازي به تقسيم نمي

E(X) X.f (x)=∑  

شركت توليدكننده آبگرمكن تقاضاهاي سالانه را همراه با اطلاعات مربوط در جدول زير آورده است، : مثال 				

  . اميد رياضي تقاضاها را به دست آوريد

500  400  300  200  100  x 

1/0  2/0  3/0  25/0  15/0  f(x) 

50  80  90  50  15  E(X) 

E(X) x.f (x) ( / ) ( / ) ( / ) ( / ) ( / )= ⇒ × + × + × + × + ×

= + + + + =
∑ 100 0 15 200 0 25 300 0 3 400 0 2 500 0 1

15 50 90 80 50 285
  

        ::::خواص اميدرياضيخواص اميدرياضيخواص اميدرياضيخواص اميدرياضي

  :اميد رياضي مانند ميانگين داراي خواص زير است

n

) E(a) a )E(ax) aE(X)

) E(ax b) aE(X) b ) E(x ) x .f (x)

) z ax by c E(z) E(ax) E(by) E(c) z aE(x) bE(y) c

= =

+ = + =

= + + ⇒ = + + ⇒ = + +
∑ 2

1 2

3 4

5

  

  : تابع احتمال زير مفروض است؛ محاسبه كنيد: مثال 				

)E) ب  E(X)) الف X)2  ج (E( x )− +3 E(X) د   2 )2  

  

  5  3  1  2-  x 

  1/0  3/0  4/0  2/0  f(x) 

4/1  5/0  9/0  4/0  4/0-  E(X) 

4/6  5/2  7/2  4/0  8/0  E(X )2 

E(X) x.f (x) ( / ) ( / ) ( / ) ( / )

/ / / / /

= ⇒ − × + × + × + ×

= − + + + =
∑ 2 0 2 1 0 4 3 0 3 5 0 1

0 4 0 4 0 9 0 5 1 4
  الف (

E( x) E(X) ( / ) /= ⇒ × =2 2 2 1 4 2   ب (8

E( x ) E(X) ( / ) /− + = − + ⇒ − × + = −3 2 3 2 3 1 4 2 2   ج (2

E(X ) x .f (x) ( ) / ( ) / ( ) / ) ( ) /

/ / / / /

       = ⇒ − × + × + × + ×
       

= + + + =

∑2 2 2 2 2 22 0 2 1 0 4 3 0 3 5 0 1

0 8 0 4 2 7 2 5 6 4

  د (
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        ::::واريانسواريانسواريانسواريانس

  . خاصيت براي آن بيان كرد3توان  با توجه به فرمول پايين مي

V(X) E(X ) E(X)= −2  

  :خاصيت اول

V(X) V(a)= =0  

  :خاصيت دوم

V(ax) a V(X)= 2  

  : خاصيت سوم

V(ax b) V(ax) V(b) a V(X)+ = + = +2 0  

  :توزيع احتمال زير مفروض است؛ محاسبه كنيد: مثال 				

)E) ب  E(X)) الف x )− +3 E)  ج 7 ( x ) − +
 

23 )V) و  V(X)) د  7 x )− −4 3  

  

10  8  6  4  2  x 

1/0  25/0  3/0  25/0  1/0  f(x) 

1  2  8/1  1  2/0  E(X) 

10  16  8/10  4/  4/0  E(X )2 

  

  : »الف«جواب قسمت 

E(X) x.f (x) ( / ) ( / ) ( / ) ( / ) ( / )

/ /

= ⇒ × + × + × + × + ×

= + + + + =
∑ 2 0 1 4 0 25 6 0 3 8 0 25 10 0 1

0 2 1 1 8 2 1 6
   

  :»ب«جواب قسمت 

E( x ) E(X) ( )− + = − + ⇒ − × + = −3 7 3 7 3 6 7 11  

  : »ج«جواب قسمت 

E ( x ) E ( x) E ( ) ( )( x) ( x) E x x

E( ) E( ) E(X) E( ) E(X ) / /

E(X ) x .f (x) ( ) / ( ) / ( ) / ( ) / ( ) /

/

       − + = − ⇒ − + = − +
       

= − × + × = − + =

         = ⇒ × + × + × + × + ×
         

=

∑

2 2 2 2 2

2

2 2 2 2 2 2 2

3 7 7 3 7 2 7 3 3 49 42 9

49 42 9 49 252 370 8 167 8

2 0 1 4 0 25 6 0 3 8 0 25 10 0 1

0 4 / /+ + + + =4 10 8 16 10 41 2

  

  :»د«جواب قسمت 

V(X) E(X ) E(X) / /= − = − =2 41 2 6 35 2  

  :»و «جواب قسمت



�� ��
�� ��

�� ��
 

�� ��
 

�� ��
 

�� ��
 

�� ��
 
�� ��

 
�� ��

�� ��
  

��������������������  �� ��
�� ��

 
�� ��

 
�� ��

 
�� ��

  ����������������  
�� ��

�� ��
 

�� ��
 

�� ��
 

�� ��
  

�� ��
�� ��

 
�� ��

 
�� ��

 
�� ��

  

��������������������  

�� ��
�� ��

 
�� ��

 
�� ��

 
�� ��

  ����������������  

�� ��
�� ��

�� ��
 

�� ��
 

�� ��
 

�� ��
 

�� ��
 
�� ��

 
�� ��

�� ��
  

    ����  استاد نصراللهي   استاد نصراللهي   استاد نصراللهي   استاد نصراللهي  ----آمار استنباطيآمار استنباطيآمار استنباطيآمار استنباطي ����                    

 ����    24242424////ابوالفضل ولديابوالفضل ولديابوالفضل ولديابوالفضل ولدي/ / / / جلسه چهارمجلسه چهارمجلسه چهارمجلسه چهارم����

V( x ) V( x) V( ) ( ) V(X) / /− − ⇒ − − = − − = × − =24 3 4 3 4 0 16 35 2 0 563 2  

        ::::تابع احتمال توامتابع احتمال توامتابع احتمال توامتابع احتمال توام

در اين حالت بايد از تابع .  يا چند متغير را نيز بررسي كند2در مواردي لازم علاوه بر رفتار متغير ارتباط بين 

iهاي  احتمال توام استفاده كرد، بنابراين تابع احتمال توام عبارتست از فهرستي از زوج i(x , y هاي   و احتمال(

iمتناظر آنها يعني  if (x , y   . كند  را بررسي مي(

  . توان جدول زير را براي اين نوع احتمالات ترسيم كرد به طور كلي مي

ky  y ....3  y2  y1  y  
x 

k

n k

f (x , y )

f (x , y )

1

⋮

⋮

⋮

  

n

f (x , y )...

f (x , y )...

1 3

3

⋮

⋮

⋮

  

n

f (x , y )

f (x , y )

1 2

2

⋮

⋮

⋮

  

n

f (x , y )

f (x , y )

1 1

1

⋮

⋮

⋮

  

n

x

x

x

x

1

2

3

⋮

  

هاي فروخته شده و   متغير تصادفي و تعداد اتومبيلxفرض ( بنگاه اتومبيل فروشي را در نظر بگيريد 2: مثال 				

yساير اطلاعات به شرح زير است)هاي فروخته شده بنگاه دوم ومبيل ات ، :  

  
  : مطلوب است

  تهيه جدول تابع احتمال توام) الف

P(Xاحتمال اينكه ) ب   . باشد1=(

P(xاحتمال اينكه ) ج y)>باشد .  

P(yاحتمال اينكه ) د x )≥   .د باش1=

zتوزيع احتمال ) و x y= +  
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  .  را بنويسيدx,yاي  با توجه به تابع زير احتمالات حاشيه: مثال 				

P(X=x) 1  0  y  
x  

13/0  08/0  05/0  0  

56/0  32/0  24/0  1  

31/0  15/0  16/0  2  

1  55/0  45/0  P(Y=y) 

 تا از آنها را بيرون 3به طور تصادفي . وب است تاي آنها معي2 مهره وجود دارد كه 8اي  در جعبه: مثال 				

محاسبه كنيد : ، مطلوب است)هاي معيوب در نظر گرفته شود تعداد مهره= yهاي سالم و  تعداد مهره= x(آوريم  مي

  .x , yجدول تابع احتمال توام و احتمالات حاشيه 
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        : : : : كواريانس چيستكواريانس چيستكواريانس چيستكواريانس چيست

، كواريانس معيار عددي است كه نوع و شدت رابطه خطي بين دو متغير تصادفي را شود اميد رياضي تعريف مي

  . حالت داشته باشد3تواند  دهد و مي نشان مي

  . با افزايش يك متغير، متغير ديگري نيز افزايش يابد، در چنين حالتي مثبت است) 1

  .  منفي استبا افزايش يك متغير، متغير ديگر كاهش يابد، در اين حالت كواريانس) 2

  .باشد با كاهش يا افزايش يك متغير، متغير ديگر تغييري نكند، در اين حالت كواريانس صفر مي) 3

,COV(xدهيم؛   متغير را با نماد روبرو نشان مي2كواريانس بين  y)  

  توان رابطه زير را براي به دست آوردن كواريانس بيان كرد؟  بنابراين مي

COV E(xy) E(x).E(y)= −  

 به اين معني نيست كه و متغير مستقلند، ولي چنانچه دو x,yاگر كواريانس دو متغير تصادفي صفر باشد، : نكته

  . متغير مستقل باشند، حتما كواريانس آنها صفر است

  .  به صورت زير است؛ كواريانس را پيدا كنيدx,y متغير تصادفي 2تابع احتمال توام : مثال 				

P(X=x) 2  1  0  y  
x  

4/0  08/0  02/0  3/0  5-  

6/0  5/0  0  1/0  10  

1  58/0  02/0  4/0  P(Y=y) 

  

E(X) x.f (x) ( / ) ( / )= = − × + × = − + =∑ 5 0 4 1 0 6 2 6 4

  

  

  

E(y) y.f (y) ( / ) ( / ) ( / )

/ / /

= = × + × + ×

= + + =
∑ 0 0 4 1 0 02 2 0 58

0 0 02 1 16 1 18

  

  

[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

E(x, y) (x , y ) / (x , y ) / (x , y ) / (x , y ) /

(x , y ) / (x , y ) (x , y ) /

/ / / / /

/ / /

COV E(xy) E(x).E(y) / /

− − − −= × + × + × + ×

+ × + × + ×

= − × × + − × × + − × × + × × + × × + × ×
= − − + + + =

= − = − ×

5 0 5 1 5 2 5 0

10 0 10 1 10 2

0 3 0 02 0 08 0 3

0 1 0 0 5

5 0 0 3 5 1 0 02 5 2 0 08 10 0 0 1 10 1 0 10 2 0 5

0 0 1 0 8 0 0 10 9 1

9 1 4 1 /=18 4 38

  

 1   5-  x  

1  6/0    4/0  5-  

4  6    2-  E(X) 

 2 1  0  y  

1  58/0  02/0  4/0  5-  

18/1  16/1  02/0  0  E(X) 
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 شركت داراي سود خالصي بيش از 3 شركت بزرگ مربوط به صنعتي خاص 10فرض از : مثال 				

 نشان xاگر متغير تصادفي .  شركت به طور تصادفي انتخاب شد2 شركت 10از اين .  ريال است1,500,000,000

ده تعداد  نشان دهنy ريال دارند و متغير تصادفي 1,500,000,000هاي كه سودي بيش از  دهنده تعداد شركت

  :هاي باشد كه سودي كمتر يا مساوي اين مبلغ داشته باشند محاسبه كنيد شركت

  تابع احتمال توام) الف

  . ريال داشته باشند1,500,000,000 شركت انتخاب شد سودي بيش از 2احتمال اينكه ) ب

حتمال اينكه دقيقا يك اند ا  ريال انتخاب شده1,500,000,000 شركت با سود بيش از 2اگر بدانيم كمتر از ) ج

   انتخاب شود، چقدر است؟1,500,000,000شركت با سود كمتر يا مساوي 

هايي با سود كمتر يا   بيشتر از تعداد شركت1,500,000,000هاي با سود بيش از  احتمال اينكه تعداد شركت) د

  مساوي باشد چقدر است؟ 

  .  را بنويسيدxتابع احتمال متغير تصادفي ) و

        ::::و متغير تصادفيو متغير تصادفيو متغير تصادفيو متغير تصادفياستقلال داستقلال داستقلال داستقلال د

  . اند كه رابطه زير در مورد آنها صادق باشد  در صورتي مستقلB و A پيشامد 2همانطور كه قبلا گفته شده است 

P(A B) P(A) P(B)= ×∩  

iهاي  توان براي تمام زوج با توجه به اين رابطه مي i(x , y i بنويسيم ( i i if (x , y ) x y= همچنين در اين  ×

  . توان به طور كلي رابطه زير را بيان كرد قسمت مي

COV(xy)اند  غيرمستقل x, y= →0  

        ::::توزيع برنوليتوزيع برنوليتوزيع برنوليتوزيع برنولي

دو پيامد وجود داشته باشد احتمال موفقيت و يا شكست هر پيامد ) مثل پرتاب سكه(هاي  چنانچه در آزمايش

p: از رابطهگويند و معمولا  ثابت باشد را توزيع برنولي مي q+   . آيد  به دست مي1=

 تاي آنها ناسالم است، احتمال خارج شدن يك كالاي سالم چقدر 5 كالا موجود است، 20اي  در جعبه: مثال 				

  است؟

p: جواب q p , q+ = ⇒ = =15 5
1

20 20
  

اب و مججدا به جعبه برگردانده شود انتخ) معيوب و سالم(در اين مثال چنانچه اولين كالاي انتخاب شده : نكته

  . باشد در اين صورت توزيع ديگر برنولي نمي

كنيم، احتمال   سالم وجود دارد، كالاها را بدون جايگذاري انتخاب مي27 كالاي ناسالم و 3در كارتوني : مثال 				

  اينكه موفق شويم كالاي سالم خارج كنيم چقدر است؟ 

p: جواب q p , q+ = ⇒ = =27 3
1

30 27
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آيا اين توزيع، .  دختر و بقيه پسر باشند48 نفر نوزاد متولد شده، به طور متوسط 100چنانچه از هر : مثال 				

  توزيع برنولي است؟ 

p: جواب q+ = ⇒ + =48 52
1 1

100 100
  

 500 نفر نماينده راي بدهند، برآورد چنين است كه 5خواهند به فردي از بين  يك ميليون نفر مي: مثال 				

  فر به نفر سوم راي دهد موفقي اين فرد چقدر است؟ هزار ن

توان احتمال موفقيت را ثابت فرض نمود و نفر  با توجه به اينكه جامعه زياد است، در چنين حالتي مي: جواب

  . آورد و توزيع برنولي است سوم راي مي

  

        : : : : اياياياي     جمله جمله جمله جمله2222توزيع توزيع توزيع توزيع 

توان مقاديري از صفر الي بينهايت را انتخاب  ي مx توزيعي است كه در آن متغير تصادفي Pبا احتمال موفقيت 

  :توان فرمول زير را براي آن نوشت به طور كلي مي. كند

x n xn
P(X x) p . q

x
− 

= =  
 

  

 7/0اي جواب دهد احتمال پاسخ دادن درست به هر سوال   سوال دو گزينه5خواهد به  محصلي مي: مثال 				

  ت داده شود چقدر است؟  سوال پاسخ درس2است، احتمال اينكه دقيقا به 

  :جواب

x n xn
P(X x) p . q P(X x) ( / ) ( / )

x

! !
/ / / / / / /

!( )! !

− −   
= = ⇒ = = × ×   

   

× ×
⇒ × × = × × = × × =

− ×

2 5 25
0 7 0 3

2

5 5 4 3
0 49 0 027 0 49 0 027 10 0 49 0 027 0 1323

2 5 2 2 3

  

 مهره سفيد و يك مهره سياه وجود دارد، احتمال اينكه مهره سفيد 5 مهره به ترتيب 6اي  در جعبه: مثال 				

   است، احتمال اينكه دقيقا مهره سياه بيرون بيايد چقدر است؟ 17/0بيرون بيايد 

  :جواب

x n x

n , x , p / q /

n
P(X x) p . q P(X x) ( / ) ( / )

x

!
/ / / /

!( )!

− −

= = = =

   
= = ⇒ = = × ×   

   

⇒ × × = × =
−

1 6 1

6 1 0 17 0 83

6
0 17 0 83

1

6
0 17 0 393 6 0 0668 0 40086

1 6 1

  

هايشان رد شده است، اگر چهار شركت بر   آنها حساب25/0هاي مورد حسابرسي قرار گرفته  از شركت: مثال 				

  :حسب تصادف انتخاب كنيم احتمالات زير را محاسبه كنيد

  . هاي دو شركت رد شده باشد حساب) ب  هاي يك شركت رد شده باشد  حساب) الف

  : »الف«جواب قسمت 
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x n x

n , x , p / , q /

n !
P(X x) p . q ( / ) ( / ) / / /

x !( )!
− −

= = = =

   
= = ⇒ × × = × × =    −   

1 4 1

4 1 0 25 0 75

4 4
0 25 0 75 0 25 0 421 0 421

1 1 4 1

  

  :»ب«جواب قسمت 

x n x

n , x , p / , q /

n !
P(X x) p . q ( / ) ( / ) / /

x !( )!

!
/ / /

!

− −

= = = =

   
= = ⇒ × × = × ×    −   

× ×= = × × =
×

1 4 2

4 2 0 25 0 75

4 4
0 25 0 75 0 25 0 56

2 2 4 2

4 3 2
6 0 25 0 56 0 84

2 2

  

در اين صورت از . شود  كار محاسباتي سخت ميnاي صحبت بزرگ بودن   جمله2گاهي اوقات در توزيع : نكته

  . شود بيني شده استفاده مي جداول پيش

صرف كننده  م17كننده مارك خاصي هستند اگر  كنندگان پودرهاي شوينده مصرف  مصرف2/0: مثال 				

  انتخاب شود احتمالات زير چقدر است؟ 

  .كننده مشتري باشند  مصرف3) الف

  . مصرف كننده مشتري باشد4حداقل ) ب

  .كننده مشتري باشند كننده مصرف  مصرف5 و حداكثر 2حداقل ) ج
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    ����     استاد نصراللهي استاد نصراللهي استاد نصراللهي استاد نصراللهي----آمار استنباطيآمار استنباطيآمار استنباطيآمار استنباطي ����                    

 ����    32323232////ابوالفضل ولديابوالفضل ولديابوالفضل ولديابوالفضل ولدي/ / / / جلسه ششمجلسه ششمجلسه ششمجلسه ششم����

        : : : : اي منفياي منفياي منفياي منفي     جمله جمله جمله جمله2222تابع توزيع تابع توزيع تابع توزيع تابع توزيع 

) شود  موفقيت اطلاق ميk( آزمايش هستيم كه به آنها nفقيت از  موxگاهي در توزيع برنولي به دنبال احتمال 

  . اي را شنيده دومين فردي باشد كه آنها را قبول كرده است مثل اينكه پنجمين فردي كه شايعه

  :توان رابطه زير را بيان كرد به طور كلي در مورد اين توزيع مي

k x kx
P(X x) p . q

k
−− 

= =  − 

1

1
  

x =ها تعداد آزمايش        k=هاي در   تعداد موفقيتxآزمايش   

p =احتمال موفقيت در هر آزمايش    q =احتمال عدم موفقيت در هر آزمايش  

        : : : : اي منفياي منفياي منفياي منفي     جمله جمله جمله جمله2222واريانس و ميانگين توزيع واريانس و ميانگين توزيع واريانس و ميانگين توزيع واريانس و ميانگين توزيع 

  : شود  رابطه زير بيان مي2به طور خلاصه در 

or x
k

) E(X)
p

k.q
) V(X)

p

 µ =


 =


1

2

  

است، احتمال اينكه در هشتمين سرقت براي  6/0احتمال يك دزدي در حين سرقت دستگير شود : مثال 				

  چهارمين بار دستگير شود چقدر است؟ 

  : جواب

k x k

x , k , p / , q /

x
P(X x) p . q P(X x) ( / ) ( / ) / /

k

! !
/ / /

( )! !

− −

= = = =
− −     

= = ⇒ = = × × = × ×     − −     

× ×= = = × × =
− × ×

4 8 4

8 4 0 6 0 4

1 8 1 7
0 6 0 4 0 1296 0 0256

1 4 1 3

7 7 5 4 35
0 1296 0 0256 0 0193

3 7 3 3 2 4 6

  

شود، احتمال اينكه ششمين   متوجه مي8/0اگر كالايي معيوب باشد مامور كنترل كيفيت با احتمال : مثال 				

  در است؟ شود، چق كالاي معيوب، پنجمين كالايي باشد كه وي متوجه مي

  :جواب

k x k

x , k , p / , q /

x
P(X x) p . q P(X x) ( / ) ( / ) / /

k

! !
/ / / / /

( )! ! !

− −

= = = =
− −     

= = ⇒ = = × × = × ×     − −     

×= = × × = × × =
− ×

5 6 5

6 5 0 8 0 2

1 6 1 5
0 8 0 2 0 327 0 2

1 5 1 4

5 5 4
0 327 0 2 5 0 327 0 2 0 327

4 5 4 4 1
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    ����  استاد نصراللهي  استاد نصراللهي  استاد نصراللهي  استاد نصراللهي ----آمار استنباطيآمار استنباطيآمار استنباطيآمار استنباطي ����                    

 ����    33333333////ابوالفضل ولديابوالفضل ولديابوالفضل ولديابوالفضل ولدي/ / / / جلسه ششمجلسه ششمجلسه ششمجلسه ششم����

 است، احتمال اينكه پنجمين كالاي معيوب، 6/0  اگر كالايي معيوب باشد احتمال آنكه مشتري بفهمد،: مثال 				

  .دومين كالايي باشد كه مشتري بفهمد چقدر است؟ ضمنا واريانس و اميدرياضي آن را نيز محاسبه كنيد

  :جواب

k x k

x , k , p / , q /

x
P(X x) p . q P(X x) ( / ) ( / ) / /

k

! !
/ / / / /

( )! ! !

k k .q /
E(X) / V(X) /

p / p /

− −

= = = =
− −     

= = ⇒ = = × × = × ×     − −     

×= = × × = × × =
− ×

×= = = = = =

2 5 2

5 2 0 6 0 4

1 5 1 4
0 6 0 4 0 36 0 064

1 2 1 1

4 4 3
0 36 0 064 4 0 36 0 064 0 09216

1 4 1 3 1

2 2 0 4
3 33 1 33

0 6 0 6

  

        ::::توزيع هندسيتوزيع هندسيتوزيع هندسيتوزيع هندسي

kاي منفي   جمله2اگر در توزيع  به طور مثال احتمال اينكه پنجمين . گويند  باشد آن را توزيع هندسي مي1=

  : بنابراين فرمول اين توزيع و اميد رياضي و واريانس عبارتنداز» اولين فردي باشد«فردي كه شايعه را شنيده 

x k q
) P(X x) p . q ) E(X) ) V(X)

p p

−= = = =1
2

1 2 3  

شود، احتمال اينكه در دومين آزمون   در آزمون رد مي65/0فردي متقاضي گواهينامه است، با احتمال : مثال 				

  قبول شود، چقدر است؟ 

  : جواب

x

p / , q / k x

P(X x) p . q / ( / ) /− −

= = = =

= = ⇒ × =1 2 1

0 65 0 35 1 2

0 65 0 35 0 2275
  

 تيري باشد كه به زند، احتمال اينكه سومين تير وي اولين  از تيرهاي خود را به هدف مي77/0تيراندازي : مثال

  .خورد چقدر است؟ ضمنا اميد رياضي و واريانس آن را نيز محاسبه كنيد  هدف مي

x

p / , q / k x

P(X x) p . q / ( / ) / / /

k q / /
E(X) / V(X) /

p / /p ( / )

− −

= = = =

= = ⇒ × = × =

= = = = = = =

1 3 1

2 2

0 77 0 33 1 3

0 77 0 33 0 77 0 1089 0 083853

1 0 33 0 33
1 29 0 55

0 77 0 59290 77

  

  

        : : : : اياياياي    توزيع چند جملهتوزيع چند جملهتوزيع چند جملهتوزيع چند جمله

هاي مختلف ثابت و همچنين  پيشامد باشد و احتمال هر پيشامد در آزمايشاگر آزمايشي شامل چندين 

  .گويند اي مي ها مستقل از يكديگر باشند در اين صورت توزيع را توزيع چند جمله آزمايش
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    ����     استاد نصراللهي استاد نصراللهي استاد نصراللهي استاد نصراللهي----آمار استنباطيآمار استنباطيآمار استنباطيآمار استنباطي ����                    

 ����    34343434////ابوالفضل ولديابوالفضل ولديابوالفضل ولديابوالفضل ولدي/ / / / جلسه ششمجلسه ششمجلسه ششمجلسه ششم����

 نفر هم 10دهند،   به سومي را مي4/0 به دوم و 35/0 از افراد شهري به نامزد اول انتخاباتي، 25/0: مثال 				

 نفر به نامزد دوم راي 5 نفر به نامزد دوم و 3 نفر به نامزد اول، 2باشند، احتمال اينكه   صندوق راي مياكنون پاي

  دهند چقدر است؟ 

  :جواب

P(x , x , x )

!
( / ) ( / ) ( / ) / / / /

, , ! ! !

= = =

  × × × × ×× × = × × × =  × × 

1 2 3

2 3 5

2 3 5

10 10 9 8 7 6 5
0 25 0 35 0 4 0 0625 0 042 0 0102 0 067

2 3 5 2 3 5
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    ���� استاد نصراللهي   استاد نصراللهي   استاد نصراللهي   استاد نصراللهي  ----آمار استنباطيآمار استنباطيآمار استنباطيآمار استنباطي ����                    

 ����    36363636////ابوالفضل ولديابوالفضل ولديابوالفضل ولديابوالفضل ولدي/ / / / جلسه هفتمجلسه هفتمجلسه هفتمجلسه هفتم����

        : : : : تابع فوق هندسيتابع فوق هندسيتابع فوق هندسيتابع فوق هندسي

  : توان بيان كرد تابع فوق هندسي را به صورت ساده مي

k N k

x n x
P(X x)

N

n

−  
  −  = =

 
 
 

  

  : شود  رابطه زير استفاده مي2براي به دست آوردن اميد رياضي و واريانس اين توزيع از 

nk nk(N k)(N n)
E(X) , V(X)

N N (N )

− −= =
−2 1

  

 نفر 4مدارند، اگر به طور تصادفي   نفرشان و بقيه وظيفه3اند،   مدير كه به جلسه دعوت شده8از بين : مثال 				

   مدار باشند چقدر است؟  مدي رابطه2انتخاب شوند، احتمال اينكه 

N , n , x , k

k N k ! !
x n x !( )! ( )!

P(X x) /
!N !

!( )!n

= = = =
− −         ×         − − − − ×         = = = = = = =× × × ×     

      × × ×−    

8 4 2 3

3 8 3 3 5

2 4 2 2 3 2 2 5 2 3 10 30
0 42

8 7 6 5 48 708
4 3 2 44 8 44

  

تفاوت داشته باشد بدين معناست كه بين نمونه با جايگزيني و ) n) 5/0 در مقايسه با Nبه طور كلي اگر : نكته

  .اي نيز استفاده كرد  جمله2توان از توزيع  بدون جايگزيني اختلافي وجود ندارد، در اين صورت مي

 نفر به طور تصادفي انتخاب شود 6 نفر واجد شرايط هستند اگر 70 متقاضي شغلي تنها 200از بين : مثال 				

   نفر از آنها واجد شرايط باشند چقدر است؟3احتمال اينكه 

  :جواب

  . اي نيز استفاده كرد  جمله2توان از توزيع   است پس مي35/0 كوچك n بزرگ به Nچون درصد 

  :»اي  جمله2توزيع «حل اول  راه

x n x

n , x , p / , q /

n !
P(X x) p . q ( / ) ( / ) ( / ) ( / )

x !( )!

!
( / ) ( / ) / / /

!

− −

= = = =

   
= = ⇒ × × = × ×    −   

× × ×= × × = × × =
× ×

3 6 3 3 3

3 3

6 3 0 35 0 65

6 6
0 35 0 65 0 35 0 65

3 3 6 3

6 5 4 3
0 35 0 65 20 0 042875 0 274625 2 354

3 2 3

  

  »توزيع فوق هندسي«: حل دوم راه
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N , k , n , x

k N k

x n x / / / / /
P(X x) /

N / / / / / /

n

! !
/

!( )! !

= = = =
− −     

     − − ×     = = = = = =
   
   
   

  × × ×= = =  − × × 

200 70 6 3

70 200 70

3 6 3 54 740 357 760 19 583 782 400
0 23764

200 82 408 626 300 82 408 626 300

6

70 70 70 69 68 67
54

3 3 70 3 3 2 67

! !
/

( )! !

! ! !
/ / /

!( )! !

−    × × ×= = = =   − − × ×   

  × × × × × ×= = =  − × × × × × 

740

200 70 130 130 130 129 128 127
357 760

6 3 3 3 130 3 3 2 127

200 200 200 199 198 197 196 195 194
82 408 626 300

6 6 200 6 6 5 4 3 2 194

  

        : : : : توزيع پواسونتوزيع پواسونتوزيع پواسونتوزيع پواسون

در چنين حالاتي . باشد  خيلي بزرگ باشد محاسبات بسيار مشكل و پيچيده ميnاي وقتي  در توزيع دو جمله

nمعمولا از توزيع پواسون استفاده كرد و اين حالت زماني است كه  → توان رابطه زير را بيان   بطور خلاصه مي∞

  . نمود

x

i

e .
P(X x) e / np

x

−λ λ= = = λ =2 78  

σ. باشند  ميλدر توزيع پواسون ميانگين و واريانس برابرند و همانند : نكته = λ  

 5اند،   معيوب0015/0كالاي موجود شركتي كه هر كدام با احتمال  واحد 2000احتمال اينكه از بين : مثال 				

  عدد آنها معيوب باشد چقدر است؟

/

x

i

e . / /P(X x) /
x

λ = × =

−λ − ×λ ×= = = =

2000 0 015 3

3 5
1

243
2 718 3 20 07 2 42

5 5

  

داند، اگر   مي3/0شود را  مدير فروشگاهي احتمال موفقيت فروش كه به مشتري به تصادف انتخاب مي: مثال 				

   فروش انجام شود چقدر است؟ 3قا  مشتري وارد فروشگاه شوند، احتمال اينكه دقي5

  :جواب

x n x

n , x , p / , q /

n
P(X x) p . q P(X x) ( / ) ( / )

x

! !
/ / / / / / /

!( )! !

− −

= = = =

   
= = ⇒ = = × ×   

   

× ×
⇒ × × = × × = × × =

− ×

3 5 3

5 3 0 3 0 7

5
0 3 0 7

3

5 5 4 3
0 027 0 49 0 027 0 49 10 0 027 0 49 0 1323

3 5 3 2 3

  

 نفر از كاركنان به تصادف انتخاب شوند 4اند، اگر  اي از ساعت كار جديد ناراضي  كاركنان موسسه5/0: مثال 				

   نفر آنها ناراضي باشند چقدر است؟ 2احتمال آنكه 
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x n x

n , x , p / , q /

n
P(X x) p . q P(X x) ( / ) ( / )

x

! !
/ / / / / / /

!( )! !

− −

= = = =

   
= = ⇒ = = × ×   

   

× ×
⇒ × × = × × = × × =

− ×

2 4 2

4 2 0 5 0 5

4
0 5 0 5

2

4 4 3 2
0 25 0 25 0 25 0 25 6 0 25 0 25 0 375

2 4 2 2 2

  

  .  روز چنين است60هاي فروش رفته در يك فروشگاه در  وشتعداد فر: مثال 				

  :محاسبه كنيد

  تابع احتمال و تابع توزيع) الف

 :»الف«جواب قسمت 

  

  

  

  

  :»ب«جواب قسمت 

P(X ) /≤ =3 0 5  

  تابع توزيع توام چنين است؟ : مثال 				

  :محاسبه كنيد

P(X) الف P(x) ب  1=( y)>    ج (z x y= +  

P(X=x) 1  0  y  
x  

2/0  15/0  05/0  0  

52/0  3/0  32/0  1  

28/0  14/0  14/0  2  

1  59/0  41/0  P(Y=y) 

 است، احتمال اينكه سومين فرزند خانواده اولين فرزند 25/0ل اينكه نوازدي پس به دنيا آمده احتما: مثال 				

  پسر باشد، چقدر است؟ 

x

x , k , p / , q /

P(X x) p . q ( / ) ( / ) / / /− −

= = = =

= = ⇒ × = × =1 3 1

3 1 0 25 0 75

0 25 0 75 0 25 0 5625 0 140
  

  

  تعداد فروخته شده    تعداد روزها

10    3  

20    3  

30    5  

60    11  

5  3  3  x 

5/0  34/0  16/0  f(x) 

1  5/0  16/0  P(X=x) 
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        : : : : توابع احتمال پيوستهتوابع احتمال پيوستهتوابع احتمال پيوستهتوابع احتمال پيوسته

        ::::مشتقمشتقمشتقمشتق

  : 1قانون 

  .مشتق عدد ثابت صفر است

  . يك عدد ثابت باشدkاگر 

y k y′= = =0  

  :2قانون 

  . باشد  يك ميxمشتق عدد 

y x y′= ⇒ =1  

  :3قانون 

  : آورده و يك واحد از توان كم كرده و نوشتهxهر عدد توان دار را به پشت 

n n

n n

y x y x

y kx y knx

−

−

′= ⇒ =

′= ⇒ =

1

1
  

  

  :مثال 				

y x y x

y x y x y x
x

y x x x y x
x x

y ( x ) y ( x ) x

−

− − −−

′= ⇒ =

′= ⇒ = ⇒ = =

′= = × = = −

′= + ⇒ = + ×

7 6

1 1

2 2

1 4 7
1 3 3 3

3

2 7 2 6

7

1 1

2 2

1 4

3

2 1 7 2 1 4

  

mمشتق : نكته mx x=
1

  .شود مي 

  .عبارات زير را به صورت مشتق بنويسيد: مثال 				

y (x x x) y (x x x) y (x x x ) ( ( ) x )
x x

−′= − + = − + ⇒ = − + × − − +
11 4 9 1

11 13 3 2 3 2 31 1 4
11 1 1

3
  

  :4قانون 

u uy e y e u′ ′= × = ×  

  

  :مثال 				
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x xy e y e x′= = = ×
2 2

2  

  :5ن قانو

y sin u y cos u u

y cos u y sin u u

y tan u y ( tan u) u

y cot u y ( cot u) u

′ ′= ⇒ = ×
′ ′= ⇒ = − ×

′ ′= ⇒ = + ×

′ ′= ⇒ = − + ×

2

2

1

1

  

  .حاصل عبارات زير را به صورت مشتق بنويسيد: مثال 				

tan tna
x x

y sin x y cos x ( x )

y e y e ( tan )( x )
x

(tan ) (tan x ) ( tan x ) ( x )
x

y sin (x )

y sin (x ) cos x ( x )

−

−

− − −

′= ⇒ = × ×

′= ⇒ = × + −

= = + × −

= ×

′ = × ×

1

2

1 1
2

1 2 1 2

5 4

4 4 4 3

1
2 2

2

1
1

1
1

1

5 4

  

  :6قانون 

u
y ln u y

u

cos x x
y ln(x sin(x )) y

x sin(x )

′′= = =

− ×′= − ⇒ =
−

2
2

2

1 2
  

  :7قانون 

y u.vw y u vw v uw w uv′ ′ ′ ′= ⇒ = + +  

  :مثال 				

x

x x x

y x sin x y x sin x x cos x

y x e tan x

y x e tan x e ( ) x tan x ( tan x) x e

−

− − −

′= ⇒ = × + ×

=

′ = × × + × − × × + + × ×

2 2

2

2 2 2

2

2 1 1
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  :8قانون شماره 

u u v v u
y y

v u

′ ′−′= ⇒ =
2

  

  :مثال 				

x sin x ln( sin x cos x)ln x xy y
x sin x (x sin x)

− × −
′= ⇒ =

2

1
1

  

        ::::انتگرالانتگرالانتگرالانتگرال

كه حد پايين و بالاي انتگرال نداشته باشيم به آن انتگرال باشد در صورتي  همان بدست آوردن تابع اوليه مي

  .گوييم نامعين مي

f (x)dx∫  

fتابع اوليه : مثال 				 (x) x=   . را بيابيد23

x dx x c= +∫
2 33  
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        ::::گيريگيريگيريگيري    دستورهاي انتگرالدستورهاي انتگرالدستورهاي انتگرالدستورهاي انتگرال

n
n

x x

x
) x dx c ) dx ln x c

n x

) sin xdx cos x c ) cos xdx sin x c

) sec xdx tg x c ) csc xdx cot x c

) tg xdx ln cos x c ln sec x c

) cot gxdx ln sin x c

)sec x.tg x dx sec x c

)csc x.cot gdx csc x c

) a dx .a c
ln a

+
= + = +

+
= − + = +

= + = − +

= − + = +

= +

= +

= − +

= +

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

1

2 2

1
1 2

1

3 4

5 6

7

8

9

10

1
11 1 x x) e dx e c

x
) dx sin x c ) dx sin c

ax a x

) dx ln x a x c
a x

) dx ln x x a c
x a

n
) dx tg x c ) dx tg c

a ax a x
a n

) dx ln c
a a na x

− −

− −

= +

= + = +
− −

= + + +
+
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−
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+ +

+= +
−−

1 1

2 2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

1 1
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  .اي نامعين زير را حل كنيده انتگرال: مثال 				

) ( x x )dx

x x
( ) ( ) x c

) (x x dx x xdx dx x x x dx
x x x x

x x
sin ( ) c

x x x x
) dx

x

x x x
x dx xdx dx dx dx x ln x c

x xx

−

−

− + =
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− − − −

⇒ − +
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x
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x
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x
x x

−
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x x x x x

) (cos x cot gx)dx cos dx cot gx dx sin x ln sin x c

) ( tgx sec x)dx tgx sec xdx ln cos x tgx c

) ( csc x e )dx csc x c cot gx x . c
ln

) dx dx
x x x x

ln x x ln x x

+ = + = + +

− = − = − − +

− + = − + ⇒ − = + +

− = −
+ − + −

⇒ + + − + −

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
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        ::::متغير تصادفي پيوستهمتغير تصادفي پيوستهمتغير تصادفي پيوستهمتغير تصادفي پيوسته

در اين فصل درباره متغيرهاي تصادفي . در فصل پيش درباره متغير تصادفي گسسته و توابع احتمال آن بحث شد

  . آن بحث خواهيم كردپيوسته و چند نوع توابع مهم

همچنين فرض .  كيلومتري مشخص كنيم40خواهيم احتمال روي دادن تصادف در يك اتوبان  فرض كنيد مي

در اين صورت فضاي نمونه اين آزمايش پيوست . نماييد احتمال وقوع تصادف در هر نقطه از اين اتوبان برابر باشد

  .  است كيلومتر واقع شده40تا 0از نقاطي است روي . دارد

:  تصادفي رخ دهد برابر است باxاي به اندازه  بنابراين احتمال اينكه در هر فاصله
x

P =
40

  

P:  اتفاق افتاد برابر است با40 و 10مثال احتمال اينكه تصادف در جايي بين كيلومتر 
−= =40 10 30

40 40
  

  :  يك سانتيمتري روي دهد برابر است بامثلا احتمال اينكه تصادف در فاصله كوچكي

P
/

= 1

100 000
  

اين . كند كند احتمال وقوع تصادف در آن فاصله نيز به صفر ميل مي بنابراين وقتي فاصله به صفر گرايش پيدا مي

شود  باشد كه امكان پيشامد تصادف وجود ندارد بلكه چون طول فاصله بي نهايت كوچك مي بدان مفهوم نمي

  . توان چنين فرض كرد كه احتمال وقوع تصادف در يك نقطه مشخص تقريبا صفر است مي
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        ::::تابع احتمال چگاليتابع احتمال چگاليتابع احتمال چگاليتابع احتمال چگالي

گويند كه اين احتمال در اين الت برابر  تابعي كه معرف متغير تصادفي پيوسته باشد را تابع چگالي احتمال مي

  . باشد مي» يك«ع نرمال و برابر با است با مساحت زير منحني تقريبا توزي

  . دهند  نشان ميf(x)تابع احتمال چگالي را با نماد 

  :  را بگيرد برابر است با رابطه زيرb وa نقطه 2مقداري بين » x«احتمال اينكه متغير تصادفي پيوسته 

b

a
P(a x b) f (x)dx≤ ≤ = ∫  

دقيقا » x«اي تصادفي پيوسته احتمال اينكه متغير تصادفي توجه شود همانطور كه قبلا بيان گرديد در متغيره

: يك مقدار مشخص بگيرد برابر با صفر است
a

a
P(a x a) f (x)dx≤ ≤ = =∫ 0  

  :همچنين توجه داشته باشيد كه نكات زير در توابع احتمالي پيوسته رعايت شود

  . احتمالات هميشه غير منفي است-1

. كنيم فرض مي» يك«بر با  سطح زير منحني يا انتگرال را برا-2
b

a
P(X x) f (x)dx= =∫ 1  

شود   را كه در مجموعه اعداد حقيقي تعريف شده باشد تابع احتمال چگالي گفته ميf(x)بنابراين تابعي با مقادير 

  :كنيم و چنين بيان مي

) f (x)

) f (x)dx
+∞
−∞

≥



= ∫

1 0

2 1
  

  :حاسبه كنيد، موارد زير را با تابع چگالي زير مفروض است مx متغير تصادفي :مثال 				

x k , x
f (x)

o.w

 − < <= 


1
0 2

16

0

  

  . چقدر استkمقدار ) الف

)P) ب / x / )≤ ≤0 5 1 5  

)P) ج x )≤ ≤1 3  

  :»الف«جواب قسمت 

[ ]

x ( ) ( )
(x k)dx kx k( ) k( )

k k
k k k

     
− = ⇒ − = − − −     

          

− − = − − = = ⇒ − = − ⇒ − = − ⇒ = =  − 

∫
2

2 2 02

0
0

1 1 2 1 0 1
1 2 0

16 2 16 2 16 2 16

2 32 2 16
2 0 1 2 16 32 2 16 8

16 16 2

  

  

  :»ب«جواب قسمت 
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/
/

/
/

x k x ( ) x x

x ( / ) ( / )
(x )dx x ( / ) ( / ) / ( / ) /

− ⇒ − ⇒ − ⇒ −

     
− = − = − − − = − − =     

          
∫

1 5
2 2 21 5

0 5
0 5

1 1 8 1
8

16 16 16 2

1 1 1 5 1 0 5 1
1 5 0 5 0 375 0 125 0 5

2 2 2 2 2 2 2

  

  : »ج«جواب قسمت 

 را 3 را در نظر گرفته و 2 و 0 تا فاصله بين xباشد كه متغير   در كران بالا به اين خاطر مي2 عدد دليل استفاده

)Pشود، يعني  شامل نمي x ) P( x )≤ ≤ → ≤ ≤1 3 1 2  

x
(x )dx x

 
− ⇒ − = 

  
∫

2
22

1
1

1 1
1

2 2 2
  

  

ع چگالي شود داراي تاب  گرمي ريخته مي330هاي  در يك شركت مواد غذايي ميزان ربعي كه در قوطي: مثال 				

  زير است؟ 

x x
f (x)

o.w

 < <= 


1
324 336

12

0

  

  فرض كنيد يك قوطي به طور تصادفي انتخاب شود

  . گرم ربع داشته باشد325حداقل ) ب    . گرم ربع داشته باشد332حداكثر ) الف

  .  گرم ربع داشته باشد12/330دقيقا ) د  .  گرم ربع داشته باشد5/335 تا 5/330بين ) ج

  »الف«جواب قسمت 

x ( ) ( )
x dx , ,

 
= = − = − = 
  

∫
332

2 2 2332

324
324

1 332 324
4 593 4 374 219

12 24 24 24
  

  :»ب«جواب قسمت 

x ( ) ( )
x dx , ,

 
= = − = − = 
  

∫
336

2 2 2336

325
325

1 336 325
4 704 4 402 302

12 24 24 24
  

  :»ج«جواب قسمت 

/
/

/
/

x ( / ) ( / )
x dx , ,

 
= = − = − = 
  

∫
335 3

2 2 2335 5

330 5
330 5

1 335 5 330 5
4 691 4 552 139

12 24 24 24
  

  :»د «جواب قسمت

  . گرم ربع دارد12/330احتمال برابر با صفر است، زيرا دقيقا 

  :باتابع چگالي زير مفروض است، محاسبه كنيد» x«متغير تصادفي : مثال 				
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    ���� استاد نصراللهي   استاد نصراللهي   استاد نصراللهي   استاد نصراللهي  ----آمار استنباطيآمار استنباطيآمار استنباطيآمار استنباطي ����                    
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xe x
f (x)

o.w

− >= 


22 0

0
  

)Pاحتمال ) 1 x )≤ ≤1 )Pاحتمال ) 2     5 x /− ≤ ≤5 2 75  

  :»الف«جواب قسمت 

x
x x ( ) ( )e e e e /

e dx e e e /
−

− − − 
     = = − = − − − = − + = − = =       −  

∫
5

2 55 2 2 2 5 2 1

1 1
1

2 2 718
2 0 339

2 10 2 8 8
  

  :»ب«جواب قسمت 

/x // x x ( / ) ( ) /e
e dx e e e e

−
− − − − 

     = = − = − − − = +       −  
∫

2 75
2 2 752 75 2 2 2 2 75 2 0 5 5

0 0
0

2
2 1

2
  

        ::::توزيع يكنواختتوزيع يكنواختتوزيع يكنواختتوزيع يكنواخت

حتمال يكنواخت است، چنانچه متغير تصادفي پيوسته هاتوزيع ا ترين و در عين حال مهمترين توزيع يكي از ساده

»x « نقطه 2را در نظر بگيريم كه مقايدر اين توزيع بين α و β انتخاب شود را با شرط اينكه α < β توزيع احتمال 

  : توان به صورت زير بيان كرد طه اين توزيع را ميبه طور كلي راب. گويند يكنواخت مي

x
f (x)

o.w

 α < < ββ − α= 



1

0

  

        : : : : اميد رياضي و واريانس توزيع يكنواختاميد رياضي و واريانس توزيع يكنواختاميد رياضي و واريانس توزيع يكنواختاميد رياضي و واريانس توزيع يكنواخت

هاي خاص نياز  گيري استفاده كرد، در حالت براي به دست آوردن اميدرياضي و واريانس اين توزيع بايد از انتگرال

  . كنيم اينجا صرفا به فرمول آن اشاره ميباشد در  جزء مي هاي جزءبه گيري به انتگرال

E(X) ( ) V(X) ( )= β + α = β − α 21 1

2 12
  

  .  است، موارد زير را محاسبه كنيد5 و -3سود شركتي داراي توزيع يكنواخت بين : مثال 				

  تابع آن را بنويسيد) 1

   باشد5/3 و 0احتمال آنكه سود شركت بين ) 2

  متوسط سود مورد انتظار چقدر است؟) 3

   سود شركت چقدر است؟واريانس) 4
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  »الف«جواب قسمت 

xx
( )f (x) f (x)

o.w o.w

 = − < <α < < β  − −β − α= ⇒ = 
 
 

1 11
3 5

5 3 8

0 0

  

  :»ب «جواب قسمت

/
/ /

dx x /
 = = − =  

∫
3 5

3 5

0
0

1 1 3 5 0
0 43

8 8 8 8
  

  :»ج«جواب قسمت 

E(X) ( ) E(X) ( )= β + α ⇒ = − = =1 1 2
5 3 1

2 2 2
  

  :»د«جواب قسمت 

V(X) ( ) ( )= β − α = + = =2 21 1 64 16
5 3

12 12 12 3
  

  :تابع چگالي زير مفروض است: مثال 				

x x
f (x)

o.w

 < <= 


1
0 5

5

0

  

  :محاسبه كنيد

  گشتاور مرتبه دوم) 2      گشتاور مرتبه اول) 1

  :»الف«جواب قسمت 

x
x dx /

 
= = − = 
  

∫
5

2 2 25

0
0

1 5 0
2 5

5 10 10 10
  

  :»ب«جواب قسمت 

x
x dx /

 
= = − = 
  

∫
5

3 3 35 2

0
0

1 5 0
4 17

10 30 30 30
  

αتوزيع يكنواخت زير مفروض است، اگر : مثال 				 = E(X) و 10− =   .ير را پيدا كنيد باشد، اين مقاد2

  V(X)) ب          ؟βمقدار ) الف

 -5احتمال اينكه متغير تصادفي مقداري بزرگتر از ) د  . باشد-5 و 4احتمال اينكه متغير تصادفي بين ) ج

  باشد؟

  :»الف«جواب قسمت 

E(X) ( ) ( )
β −= β + α ⇒ = β − ⇒ = ⇒ = β − ⇒ β = + =1 1 10

2 10 2 4 10 10 4 14
2 2 2
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  :»ب«جواب قسمت 

V(X) ( ) ( )= β − α = + = =1 1 24
14 10 2

12 12 12
  

  :»ج«جواب قسمت 

xx
( )f (x) f (x)

o.w o.w

dx x /

 = − < <α < < β  − −β − α= ⇒ = 
 
 

 = = − =  
∫

4
4

0
0

1 11
5 4

14 10 24

0 0

1 1 4 0
0 16

24 24 24 24

  

  :»د«جواب قسمت 

dx
∞
∫0

1

24
  

  .باشد، موارد زير را حساب كنيد  مي4 و 2سود شركتي داراي توزيع يكنواخت بين : مثال 				

  .تابع چگالي آن را بنويسيد) الف

  متوسط سود چقدر است؟) ب

  واريانس سود شركت چقدر است؟) ج

  :»الف«اب قسمت جو

x x
f (x) f (x)

o.wo.w

 α < < β = < < β − α= ⇒ = − 
 

1 1 1
2 3

4 2 2

00

  

  :»ب«جواب قسمت 

dx x /
 = = − = =  

∫
3

3

2
2

1 1 3 2 1
0 5

2 2 2 2 2
  

  :»ج«جواب قسمت 

E(X) ( ) ( )= β + α = + = =1 1 6
4 2 3

2 2 2
  

  :»د«جواب قسمت 

V(X) ( ) ( )= β − α = − = =2 21 1 4 1
4 2

12 12 12 3
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  : مفروض باشدxاگر تابع چگالي متغير تصادفي : مثال 				

(x) ( x) x
f (x)

o.w

− < <
= 


6 1 0 1

0
  

P(xاحتمال اينكه ) الف )> 1

3
  . باشد

P(xاحتمال اينكه ) ب )= 1

3
  . باشد

)P) ج x )≤ ≤1 1

3 2
  

  :»الف«جواب قسمت 

( ) ( )x x ( ) ( )
(x)( x)dx x x dx

 
     

− = − = − = − − −     
        

 

∫ ∫

2 31
2 3 2 31 1 2

1 1
13 3
3

1 1
6 6

6 6 6 1 6 1 3 36 1 6 6
2 3 2 3 2 3

  

  :»ب«جواب قسمت 

xاحتمال برابر با صفر است، زيرا  = 1

3
  . باشد  مي

  :»ج«جواب قسمت 

( ) ( ) ( ) ( )x x
(x)( x)dx x x dx

   
     

− = − = − = − − −     
      

   

∫ ∫

1 2 3 2 3
2 3 21 1 2

1 1
13 3
3

1 1 1 1
6 6 6 6

6 6 2 2 3 36 1 6 6
2 3 2 3 2 3

  

        ::::توزيع نماييتوزيع نماييتوزيع نماييتوزيع نمايي

ها متوالي داراي  ها يا ورودي ها داراي توزيع پواسون باشند، زمان بين موفقيت ها يا ورودي اگر تعداد موفقيت

  .گويند توزيع نمايي است كه معمولا در اين بحث به آن توزيع نمايي منفي مي

اي است، به طور خلاصه  دانيم زمان پيوسته است، بنابراين اين توزيع نيز داراي توزيع پيوسته كه ميهمانطور 

  . توان تابع چگالي آن را به صورت زير بيان كرد مي

xe x
f (x)

o.w

−λλ >= 


0

0
  

λ براي محاسبه . ها در واحد زمان است وديتعداد موفقيت يا ور) ميانگين(پارامتر توزيع است و بيانگر متوسط

  : توان استفاده كرد هاي زير مي كردن احتمالات اين توزيع از فرمول

x x xP(X x) e e e
+∞+∞ −λ −λ −λ = = λ = − = −

 ∫0 0
1  

  :طول بكشد، رابطه زير صادق است» x« موفقيت يا ورودي بيش از 2همچنين احتمال اينكه زمان بين 

xP(X x) f (x) e−λ> = − =1  

  :ريانس اين توزيع عبارت است ازميانگين و وا
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 ����    54545454////ابوالفضل ولديابوالفضل ولديابوالفضل ولديابوالفضل ولدي/ / / / جلسه دهمجلسه دهمجلسه دهمجلسه دهم����

E(X) V(X)= =
λ λ2

1 1
  

        ::::توزيع گاماتوزيع گاماتوزيع گاماتوزيع گاما

  :باشد اي است كه چگالي آن با تابع آن به شرح زير مي تابع متغير تصادفي پيوسته

x
a

a
x e xf (x) a

o.w

−
− β


 × × >= β ×



11
0

0

  

aدر اين تابع  β و 0<   : توان نوشت د صحيح باشد آنگاه مي يك عدa و اگر 0<

R(a) (a )!= −1  

  : اميد رياضي و واريانس اين توزيع به شرح زير است

a a
E(X) V(X)= =

β β2
  

,چنانچه : مثال 				 aβ = =2    باشد موارد زير را محاسبه كنيد1

  .توزيع آن را بنويسيد) الف

  انس را آن چقدر است؟ اميد رياضي و واري) ب

  :»الف«جواب قسمت 

x x x x
a

a
x e x x e e x e xf (x) f (x) f (x)a

o.wo.wo.w

−− − −− −β
  
   × × > × × = × > >= ⇒ = ⇒ =  β × ×
  



1 1 1 2 2 2
1

1 1 1 1
0 0 0

2 22 1
000

  :»ب«جواب قسمت 

a
E(X) /

a
V(X)

= = =
β

= = =
β2 2

1
0 5

2

1 1

42

  

        ::::توزيع نرمالتوزيع نرمالتوزيع نرمالتوزيع نرمال

كند كه هر  مهمترين توزيع پيوسته است، توزيع نرمال توزيع زنگوله شكلي است كه به عبارتي اين توزيع بيان مي

ها و بررسي آنها  آوري داده قارن نسبت به خط وسط زنگونه باشد هرگونه جمعهاي واقعي بايد داراي ت يك از پديده

به هر حال . كم اين عقيده زير سوال رفت باشد ولي با گذشت زمان كم مي) نظر فرانسيس(مورد شك و ترديد است 

  :اهميت اين توزيع در موارد زير است

  )عدم دخالت انسان(د باشن هاي طبيعي داراي اين توزيع مي بسياري از پديده) الف

هاي مختلف بسياري از آنها تقريبا داراي اين توزيع يا متمايل به آن  در بسياري از تحقيقات در حوزه) ب

  .باشند مي
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  :شود اين توزيع چنان تعريف مي

از  را توزيع نرمال گويند و با استفاده 1صفر و انحراف معيار ) اميد رياضي( با ميانگين xمتغير تصادفي پيوسته 

  . توان آن را محاسبه كرد رابطه زير مي

x
f (x) e

− − µ = × ×  σ πσ

1 2
2

22

1
  

X ~ N ( , )

/

e /

π =
=

0 1

3 14135

2 71828

  

  :توزيع نرمال خصوصيات

  :كنيم خصوصيات اين توزيع را به طور خلاصه بيان مي

  : است، يعني» 1«ها برابر با Xسطح زير منحني بالاي محور ) 1

f (x) f (x)dx
+∞
−∞

= =∫ 1  

f.  بزرگتر يا مساوي صفر استf(x)هميشه مقدار » x«به ازاي تمام مقادير ) 2 (x) ≥0  

xحداكثر مقدار تابع در ) 3 M=هميشه برابر است با  :f (x) , f (x)′ ′′= =0   . و الي آخر0

  : رن است، در اين حالت خواهيم داشتتابع حول ميانيگن متقا) 4

f (x ) f (x )− µ = + µ  

  .  استσ2 و µبه ترتيب همان » x«اميد رياضي و واريانس ) 5

E(X) x f (x) dx
+∞
−∞

µ = = ×∫  

ولي . شود ها نزديك و نزديكتر مي»x«با دور شدن از ميانگين به سمت چپ يا راست منحني به محور ) 6

  :كند به بيان رياضي خواهيم داشت گاه آن را قطع نمي هيچ

x x
lim f (X) , lim f (x)
→−∞ →+∞

= =0 0  

  .باشد در اين توزيع هميشه ميانگين مساوي با ميانه مساوي مد مي) 7

dm MOµ = =  

 و همچنين به اندازه 683/0 از دو طرف ميانگين برابر اي به اندازه يك انحراف معيار در هر يك احتمال فاصله) 8

  . است9998/0و نهايت با سه انحراف معيار در دو طرف برابر با ) در دو طرف (954/0دو انحراف معيار برابر با 

  . همانطوري كه گفته شد در اين توزيع اميد رياضي صفر و واريانس آن يك است) 9

E(X) , V(X)= =0 1  

، بايد ابتدا آن )در صورتي كه نرمال باشد(وجه به خواص گفته شده با داشتن ميانگين و واريانس هر متغيري با ت

را به توزيع نرمال استاندارد تبديل كرد و سپس به راحتي كار از جداولي كه در اين خصوص براي توزيع نرمال تهيه 
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توان مسائل را   مقياس تغيير كرده و ميz به xصادفي به دين منظور با تبديل متغير ت. كنيم شده است استفاده مي

  .حل كرد

  : بدين منظور به روابط زير توجه شود

x
z

f (x)

− µ = σ


= µ =
σ =



0

1
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» x« در دست است، احتمال اينكه متغير تصادفي 9 و انحراف معيار 30توزيع نرمال با ميانگين : مثال 				

  . بگيرد چقدر است 43 و 24مقداري بين 

x
z P(z x z ) P( x ) P x

P( x ) P( / x / ) / / /

− µ − −   = ⇒ ≤ ≤ = ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤   σ    

−= ≤ ≤ = − ≤ ≤ = − =

1 2
24 30 43 30

24 43
9 9

2 13
0 67 1 44 0 9251 0 2514 0 6737

3 9

  

كند،   گرم را پر مي330هاي آبليمو طوري تنظيم شده است كه فقط  دستگاه خردكننده شيشه: مثال 				

 گرم باشد 5 و انحراف معيار 330چنانچه مقدار آبليموي پر شده در هر شيه داراي توزيع نرمال با ميانگين 

  :داحتمالات زير را محاسبه كني

   گرم آبليمو بگيرد328 تا 322اي بين  شيشه) الف

  . گرم آبليمو داشته باشد335اي بيش از  شيشه) ب

رود چند شيشه  كند انتظار مي  شيشه را به صورت تصادفي وزن مي70دايره كنترل كيفيت ميزان آبليموي ) ج

  .  گرم آبليمو داشته باشد335بيش از 

  »الف«جواب قسمت 

P(z x z ) P( x ) P x ( / x / )

/ / /

− −   ≤ ≤ = ≤ ≤ = ≤ ≤ = − ≤ ≤ −      

= − =

1 2
322 330 328 330

322 328 1 6 0 4
5 5

0 548 0 3446 0 2034

  

  :»ب«جواب قسمت 

x
z P /

− µ −= = = ⇒ = =
σ

335 330
1 1 0 8413

5
  

  :»ج«جواب قسمت 

/ /× =0 8413 58 891  



�� ��
�� ��

�� ��
 

�� ��
 

�� ��
 

�� ��
 

�� ��
 
�� ��

 
�� ��

�� ��
  

��������������������  �� ��
�� ��

 
�� ��

 
�� ��

 
�� ��

  ����������������  
�� ��

�� ��
 

�� ��
 

�� ��
 

�� ��
  

�� ��
�� ��

 
�� ��

 
�� ��

 
�� ��

  

��������������������  

�� ��
�� ��

 
�� ��

 
�� ��

 
�� ��

  ����������������  

�� ��
�� ��

�� ��
 

�� ��
 

�� ��
 

�� ��
 

�� ��
 
�� ��

 
�� ��

�� ��
  

    ���� استاد نصراللهي  استاد نصراللهي  استاد نصراللهي  استاد نصراللهي ----آمار استنابطيآمار استنابطيآمار استنابطيآمار استنابطي ����                    
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P(z) احتمالات الف :مثال 				 / )≤1 P(z) ب  25 / )≤ −0 P(z) ج  4 / )≥1 59  

  :»الف«جواب قسمت 

Pلبا استفاده از جدول توزيع نرما /=0 8944   

  : »ب«جواب قسمت 

Pبا استفاده از جدول توزيع نرمال  /=0 3446  

  :»ج«جواب قسمت 

[ ] [ ]P z / z / / /= ≥ = − ≥ = − =1 59 1 1 59 1 0 9441 0 559  

µيك توزيعي داراي : مثال 				 = σ و 50 =  ريال است، 5,000 بار تعمير كردن باشد، هزينه هر اي مي  دقيقه20

 ريال به بار 1,000 دقيقه طول بكشد به علت توقف خط توليد ضرري برابر با 85اگر تعمير اين ماشين بيش از 

   اين توزيع چقدر است؟ E(X). آيد مي

  :جواب

[ ]P x

x
z / P /

≥
− µ −= = = = ⇒ =
σ

85

85 50 25
1 75 0 9599

20 20

  

 9599/0آن را با استفاده از جدول كه عدد  به جدول مراجعه كرده و احتمال 75/1بعد از به دست آوردن عدد 

 85دانيم در صورت مسئله گفته شده است تامين بيش از  از طرفي همانطور كه مي. كنيم باشد استخراج مي مي

  : دقيقه، يعني

[ ]P z / / /− ≥ = − =1 1 75 1 0 9599 0 0401  

E(X) , / / ( , , ) , / , / ,= − × × + = + =5 000 0 9599 0 0401 5 000 100 000 4 799 5 4 210 5 9 010  

        ::::استفاده معكوس از توزيع نرمالاستفاده معكوس از توزيع نرمالاستفاده معكوس از توزيع نرمالاستفاده معكوس از توزيع نرمال

را مشخص و سپس احتمال آن را از جدول » z« استفاده مستقيم از توزيع نرمال، ابتدا همانطور كه گفته شد در

بر اين اساس  براي ما مشخص نيست ولي احتمال آن معلوم است، » z«پيدا كرده امادر استفاده معكوس مقدار 

  . آيد ست ميكنيم كه از رابطه زير به د متناظر با آن را مشخص مي» z«احتمال را از جدول پيدا كرده و 

 x z= µ + σ  

σچنانچه : مثال 				 =2  باشد، مقدار توزيع نرمال 8 باشد و مقدار متغير تصادفي 2،4،5،5ها به ترتيب   و داده64

  چقدر است؟ 

  : جواب

x
z / /

σ =
+ + +µ = = =

− µ −= = = = = =
σ

2 8

2 4 5 5 16
4

4 4

8 4 4 1
0 5 0 6915

8 8 2
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zσاگر مقدار : مثال 				 = µ = =2 4   اشد مقدار احتمال توزيع نرمال چقدر است؟  ب12

  :جواب

x z x= µ + σ ⇒ = + × =4 2 12 28  

µميزان مصرف مواد اوليه ماهانه در يك شركت توليدي داراي توزيع نرمال با ميانگين : مثال 				 =  و 752

σ = خواهيم ثابت كنيم شركت بايد چند تن  كند، مي ا تهيه مي است، اين شركت مواد اوليه مورد نياز خود ر86

  .  كمبودي نداشته باشد95/0مواد اوليه براي ماه بعدي سفارش دهد تا با سطح اطمينان 

  :جواب

  95/0=645/1با استفاده از جدول 

x z x ( / ) /= µ + σ ⇒ = + =752 86 1 645 893 47  
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        ::::رگرسيونرگرسيونرگرسيونرگرسيون

        ::::رگرسيون خطيرگرسيون خطيرگرسيون خطيرگرسيون خطي

به معني بازگشت است و نشان دهنده آن است كه مقدار يا متغير، از يك متغير به متغير ديگر واژه رگرسيون 

اي رياضي بر متغيرها  در رگرسيون به دنبال برآورد رابطه. كند، اين واژه توسط فرانسيس كالتون مطرح شد تغيير مي

  . و تحليل آن است

  ز متغيرهاي معلوم مشخص كردبه طوري كه بتوان مقدار متغير مجهول را با استفاده ا

 2باشيد كه از آن صرفنظر شده و فقط به  در بررسي رگرسيون نياز به بحث درباره شيب خط و معادله ان مي

  : پردازيم رابطه زير مي

xy nx y
)a y bx b

x n(x)

−
= − =

−
∑
∑ 2 2

1  

                   :و نهايتا رابطه اصلي رگرسيون

y a bx= +   

x =متغير وابسته    b =ضريب شيط خط    a =مقدار ثابت.  

 9 شركتي همراه باشد با تعداد فروش محصولاتش در كه هزينه تبليغات هاي جدول زير براي داده: مثال 				

  . معادله رگرسيون آن را محاسبه كنيد: سال است، نشان داده شده است، مطلوب است

  : جواب

  27  18  21  15  26  24  16  20  11  y 

  8  4  5  6  9  7  4  5  2  x 

1082  216  72  105  90  234  168  64  100  33  xy 

321  64  16  25  36  81  49  16  25  9  x2  

y / , x /

xy nx y ( / / )
b /

x n(x) ( / )

a y bx / ( / / ) /

y a bx y / / x

+ + + + + + + + + + + + + + + += = = =

− − ×= = =
− −

= − = − × =

= + ⇒ = +

∑
∑ 2 2 2

11 20 16 24 26 15 21 18 27 3 5 4 7 9 6 5 4 8
19 78 5 67

9 9

1082 9 19 78 5 67
2 2939

321 9 5 67

19 78 2 2939 5 67 6 7735

6 7735 2 2939

  

,dچنانيچه : مثال 				 mµ = =12    جامعه چقدر است؟ MO، محاسبه كنيد 14

d( MO) ( m ) ( MO) ( ) MO MOµ − = µ − = − = − = − = − ⇒ =3 33 12 3 12 14 12 6 18  

V(X)چنانچه : مثال 				   ، فاصله طبقات باشد محاسبه كنيد مقدار تصحيح شپارد چقدر است؟ 160=
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c
I

/σ = σ − = − =
2 2

2 2 5
160 157 92

12 12
  

xMO: مثال 				 ,= µ =14 σ و انحراف معيار20 =  باشد محاسبه كنيد ضريب چولگي اول پيرسون چقدر 3

  است؟

x

x

MO
S.K

µ − −= = = =
σ1

20 14 6
2

3 3
  

  : توزيع توام زير را در نظر بگيريد، محاسبه كنيد: مثال 				

P(x) الف P) ب    1=( (x y)= >  

P(X=x) 2  0  y  
x  

3/0  1/0  2/0  0  

5/0  4/0  1/0  1  

2/0  0  2/0  2  

1  5/0  5/0  P(Y=y) 

  : »الف«جواب قسمت 

P(X ) P(x , y ) P(x , y ) / / /= = = = + = = = + =1 1 0 1 2 0 1 0 4 0 5  

  :»ب«قسمت جواب 

P(x y) P(x , y ) P(x , y ) / / /> = = = + = = = + =1 0 2 0 0 1 0 2 0 3  

 حسابهايشان تاييد شده است، احتمال اينكه حسابهاي يك 25/0سابرسي شده باشند،  شركت ح4 اگر: مثال 				

  . شركت رد شده باشند

x n x

P / q / x n

n
P(X x) .p q ( / ) ( / ) / / /

x

E(X) np /

V(X) n.pq / ( / ) /

− −

= = = =

   
= = = × × = × × =   

   

= = × =
= = × × =

1 4 1

0 25 0 75 1 4

4
0 25 0 75 4 0 25 0 42 0 42

3

4 0 25 1

4 0 25 0 75 0 75

  

  

  


