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  آناليز تركيبي

  )اصل اساسي شمارش(اصل ضرب ) 1
 m×nنتيجه براي آزمايش دوم وجود داشته باشد آنگاه  mنتيجه و براي هر نتيجه آن  nاگر دو آزمايش داشته باشيم و آزمايش اول داراي 

  .نتيجه براي دو آزمايش وجود خواهد داشت

kmآزمايش به صورت  kتوان براي  اصل ضرب را مي :نكته m ... m× × ×1 kmتعميم داد كه در اين رابطه  2 ,...,m1 نتايج  تعدادk  آزمايش

  .هستند

  )ترتيب(جايگشت ) 2

):                              عدد انتخاب و آنها را مرتب نمود برابر است با kشيء متمايز  nتوان از  تعداد طرقي كه مي )
k
n k

n!
p (n)

n k !
= =

−
  

  تركيب) 3

k:                                              عدد انتخاب نمود برابر است با kشيء متمايز  nتوان از  تعداد طرقي كه مي
n

n n!
C

k k!(n k)!

 
= =  − 

  

  

  و آنتن خراب كنار هم قرار نگيرند؟آنتن خراب را در كنار هم قرار داد به طوري كه د mآنتن سالم و  nتوان  به چند طريق مي: مثال  

هاي سالم انتخاب نمود به  هاي خراب را در ميان آنتن هاي آنتن هاي سالم را چيد و سپس محل براي حل اين مسأله كافي است ابتدا آنتن

گردد، لذا پاسخ  مي هاي خراب معين مكان براي آنتن n+1هاي سالم  با چيدن آنتن. طوري كه هيچ دو آنتن خرابي كنار هم قرار نگيرند

n

m

+ 
 
 

1
  .خواهد شد 

  kn   :راست با رشيء با جايگذاري انتخاب كرد براب kشيء متمايز  nتوان از  تعداد طرقي كه مي )4

kn تاي آن مشابه به هم و 2nتاي آن مشابه هم،  1nشيء متمايز را كه  nتوان  تعداد طرقي كه مي )5 تاي آن مشابه به هم هستند را مرتب  ,...,

k  :نمود برابر است با
kn ,n ,...,n

n i
k k i

n n!
C , n n

n ,...,n n !n !...n ! =

 
= = = 
 

∑1 2

1 1 2 1

  

!  كلمه ساخت؟ a,a,b,b,b,c,cتوان با حروف  به چند طريق مي :مثال            

! ! !

7

7 3 2
  

تا را  nkام kو ظرف ... تا و2nتا، ظرف دوم  1nف طوري مرتب نمود كه ظرف اول ظر kشيء متمايز را در  nتوان  تعداد طرقي كه مي )6

k  :شامل شود برابر است با
kn ,...,n

n i
k k i

n n!
C , n n

n ,...,n n !n !...n ! =

 
= = = 
 

∑1

1 1 2 1

  

  

هاي ديگر  نفر و در اتاق 3نفر و در يك اتاق  4اتاق مرتب نمود به طوري كه در يك اتاق  5نفر را در  10توان  به چند طريق مي :مثال         

!  نفر قرار گيرند؟ 1هر كدام 

! ! ! ! !

     
× × ×     

     

5 4 310

1 1 34 3 111
����� ����� �����

  

  نفره 4نفره   انتخاب اتاق  3انتخاب اتاق تك نفره   انتخاب اتاق                            

 آمار و احتمالات
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  :برابر است با ها نباشد، محدوديتي در قرارگيري اشياء در ظرف هظرف قرار داد به طوري ك kشيء متمايز را در  nتوان  تعداد طرقي كه مي )7

( )k

k

n

kn ,n ,...,n

n n ... n n

n
r

n ,n ,...,n

+ + + =

 
=  

 
∑

1 2

1 2

1 2

 

  :ظرف قرار داد برابر است با rشيء مشابه را در  nتوان  تعداد طرقي كه مي )8
n r

r

+ − 
 − 

1

1
  

  دختر بچه تقسيم كرد؟ 4سيب را بين  11توان  به چند طريق مي :مثال         
+ −   

=   −   

11 4 1 15

4 1 3
  

  اي دوجمله بسط) 9
n

n i n i

i

n
(x y) x y

i
−

=

 
+ =  

 
∑
�

  

k  تعميم

k

k

n n nn
k k

kn ,...,n

n n ... n n

n
(x x ... x ) n x ,..., x

n ,...,n

+ + + =

 
+ + + =  

 
∑ 1 2

1

1 2

1 2 1 2
1

  

kxدستة  kشيء مشابه را به  nتوان  تعداد طرقي كه مي) 10 ,x ,..., x1 ixتقسيم كرد به نحوي كه سهم هر دسته در شرايط  2 m≤ ≤� 

  :صدق كند برابر است با
k

s s k
k n k (m )s

s
N ( ) C C −

+ − + −
=

= −∑ 1

1 1
1

�

   

  

kجملات تا زماني ادامه دارد كه عبارت  محاسبه: تذكر  
n k (m )SC −

+ − + −
1

1 1
  .معني داشته باشد 

  

)در بسط  :مثال   )x x x x+ + + 10

1 2 3 42 3 xضريب جملة  4 x x x3 3 1 3
1 2 3   كدام است؟ 4

!  :اي داريم جمله n بسططبق            حل
:

! ! ! !
 × × × × × × × 

3 3 1 310
1 2 3 4

3 3 1 3
  ضريب جمله مورد نظر

  مقدمات احتمال

  بيني مانند پرتاب تاس فرآيندي است با نتايج محدود و غير قابل پيش :آزمايش ••••

فضاي نمونة } 1و2و...و6{مثلاً مجموعه . مة نتايج ممكن حاصل از انجام يك آزمايش را فضاي نمونه گويندهمجموعة  :فضاي نمونه ••••

  .پرتاب يك تاس است

آن را } )شير، شير({اگر اين زير مجموعه تنها يك عضو داشته باشد مانند . هر زير مجموعه از فضاي نمونه را يك پيشامد گويند :دپيشام ••••

  .نامند آن را پيشامد مركب مي} 1و2و3{پيشامد ساده و اگر بيش از يك عضو داشته باشد مانند 

  ها نكات مهم در جبر مجموعه
  :ه باشيمرا داشت Fو  Eاگر پيشامدهاي 

- E F∩ : مجموعة نتايج ممكن آزمايش كه هم درE  و هم درF هست.  

- E F∪:  مجموعة نتايج ممكن آزمايش كه حداقل در يكي ازE  ياF هست.  

- Ec  متممE  است هرگاه در فضاي نمونةS داشته باشيم:  
cE E∩ = φ cE  و    E S∪ =  

- E F⊂  است هرگاه هر عضوE  درF هم باشد، لذا داريم E F E∩ E    و  = F F∪ =  

S
E Ec
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- E  وF ه  ناسازگارند هرگاE F∩ = φ  

  ها قوانين جبر مجموعه
F   ييخاصيت جابجا - E E F F E E F∩ = ∩ ∪ = ∪  

)  پذيري  خاصيت شركت - ) ( ) ( ) ( )E F G E F G E F G E F G∪ ∪ = ∪ ∪ ∩ ∩ = ∩ ∩  

)  پذيري  خاصيت توزيع - ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )E F G E F E G E F G E F E G∩ ∪ = ∩ ∪ ∩ ∪ ∩ = ∪ ∩ ∪  

  ن دمورگانيانوق -
i

C Cn n n n
C C

i ii
i i i i

E E E E
= = = =

   
   = =
   
   1 1 1 1

∪ ∩ ∩ ∪  

به صورت زير تعريف  Eل وقوع پيشامد شناس باشند آنگاه احتما هم Sاي  اگر همة نقاط يا پيشامدهاي سادة فضاي نمونه :احتمال •

  :شود مي

n(E)
p(E)

n(S)
=  

، بديهي است با چنين تعريفي خواص زير براي تابع Sاي  و فضاي نمونه Eبه ترتيب عبارتند از تعداد نقاط پيشامد  n(S)و  n(E)كه در آن 

  :است متصوراحتمال 

1 (P(S) =1  

2 (P(E)≤ ≤1�  

دو ناسازگار باشند يعني داشته باشيم  ها دوبهEاگر ) 3
n

i i j
i

E S , i jE E
=

= ∀ ≠ ∩ = φ
1

 آنگاه ∪
n

i
i

p(E )
=

=∑
1

1  

  

  نفر هيچكدام در يك ماه مشترك به دنيا نيامده باشند چقدر است؟ 12احتمال اينكه از  :مثال  

!باشد حل  شانس نمي هاي مختلف هم ر ماهدر اين مسأله چون شانس تولد افراد د        حل
12

12

12

باشد و لذا ما مسأله را در فضاي  غلط مي 

)!  :گيريم هاي سال، روزهاي سال را در نظر مي شانس حل خواهيم نمود و به جاي ماه هم ) ( )
p(A)

( )

× ×=
6 5

12

12 31 30 29

365

  

  

  كنار هم نباشند چقدر است؟ zدهيم، احتمال اينكه هيچ دو  رار ميرا به تصادف در يك دريف ق abcdefghizzzzzzzحروف  :مثال  

  حل
!

p(A)

, ,...,

 
×  
 =

 
 
 

10
9

7

16

11 7

  

  

            :نكته  
n

n
n i i i i i ik

i i i
p(E E ... E ) p(E ) p(E E ) ... ( ) p(E E ... E )+

= <
∪ ∪ ∪ = − ∩ + + − ∩ ∩ ∩∑ ∑ ∑

1 2

1
1 2 1 2 1 2

1

1  

  

ارند، د دهند و آنگاه هر يك به تصادف كلاه خود را برمي اي قرار مي نفر كلاه خود را در كيسه nفرض كنيد  )مسألة انطباق: (مثال  

  كس كلاه خود را برندارد چقدر است؟ احتمال اينكه هيچ

 P) هيچكس كلاه خود را بر ندارد= (p-1) حداقل يك نفر كلاه خود را بردارد(      حل

Ai: امين نفر كلاه خود را بر دارد   i پيشامد كه    
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P ) حداقل يك نفر كلاه خود را بردارد(  np(A A ... A )= ∪ ∪ ∪1 2  

( ) ( ) n
n

n n
p A p A A ... ( ) p(A A ... A )

   
= − ∩ + − ∩ ∩ ∩   
   

1 1 2 1 21
1 2

 

n nn n n
... ( ) ... ( )

nn n(n ) n! ! n!
+ +     

= × − + + − = − + + −     −     

1 11 1 1 1 1
1 1 1

1 2 1 2
 

p ) هيچكس كلاه خود را بر ندارد( ( ) ( )n n... ...
! n! ! ! n!

+ = − − + + − = − + + −  

11 1 1 1 1
1 1 1 1

2 2 3
 

  نفر كلاه خود را بردارند چقدر است؟ kاحتمال اينكه  در مثال قبل :مثال  

  :، لذا با توجه به حل مثال قبل داريمنفر كلاه خود را برنخواهند داشت (n-k)نفر كلاه خود را بردارند  kدر اين حالت اگر        حل

p (انطباق k) 
( )

n kn
(n k)! ... ( )

k ! ! n k !

n!

−  
× − − + + − ×   −   =

1 1 1
1

2 3
 

  احتمال شرطي
  دهند كه  نشان مي P(A|B)گويند و آن را به شكل  Bبه شرط  Aرخ داده است را احتمال  Bوقتي بدانيم  Aاحتمال وقوع پيشامد 

( )P A B)
P(A | B)

P(B)

∩
=  

از متهمان اين دادگاه مجرم باشند،  70%درست بگيرد و  مدر مورد يك متهم تصمي 95%دادگاه با احتمال  اگر هيأت منصفة يك :مثال  

  آنگاه احتمال اينكه فردي مجرم باشد و دادگاه نيز رآي به مجرم بودن او بدهد چقدر است؟

/  حل /= ×0 7 0  P)دادگاه راي دهد و مجرم بودن( =P) مجرم( ×P) أي دهددادگاه ر |مجرم بودن ( 95

 
)      :نكته   ) ( ) ( ) ( ) ( )n n nP E E ... E P E P E | E P E | E E ...P E | E ...E −∩ ∩ ∩ = ∩ ∩1 2 1 2 1 3 1 2 1 1  

 

  يزقانون اول ب
nEبه پيشامدهاي  Eفرض كنيد فضاي نمونه  ,E ,...,E1   :عنيافراز شده باشد ي 2

n

i i j
i

E E , i j E E
=

= ∀ ≠ ∩ = φ
1

∪  

  :داريم Aمحاسبة احتمال پيشامد . از اين افزارها داراي اشتراك است) يا برخي(را در نظر بگيريد كه با همه  Aهمچنين پيشامد 

n n n

i i i i
i i i

P(A) P(A ) P(A E ) P(A | E )P(E )
− = =

= = ∩ =∑ ∑ ∑
1 1 1

  

  يزقانون دوم ب
  :را به دست آوريم داريم Eاگر بخواهيم احتمال وقوع هر يك از افرازهاي 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

k k
k n

i i
i

P E A P A | E
P E | A

P(A)
P A | E P E

=

∩
= =

∑
1

  

  مستعد تصادف هستند، اگر احتمال تصادف براي افراد  30%در يك جامعه  :مثال  

   .كنند باشد، چند درصد افراد جامعه تصادف مي 2/0و براي افراد غير مستعد  4/0مستعد 

  

A

E

nE −1
nE E1 E2

E3E4...

���������دف

����	�


�����
	��������
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  حل

 P) تصادف( P=) تصادف |بودن مستعد( P) مستعد بودن( P+) تصادف |غير مستعد بودن ( P) مستعد بودنغير (

/ / / /× + ×0 4 0 3 0 2 0 7=  
  

متهمين اين دادگاه واقعاً  99%بگيرد، اگر  درست در مورد هر متهم تصميم 95%فرض كنيد هيأت منصفة دادگاهي با احتمال  :مثال  

  گناه باشد چقدر است؟ ار باشد مطلوب است احتمال اينكه يك شخص توسط دادگاه كه گناهكار شناخته شده باشد، بيكناهگ

  حل

P ) گناهكاري تشخيص  | گناهكاري(  =  ٩� ٪    P ) گناهي تشخيص بي  | گناهكاري(  =  �٪  

P ) گناهي تشخيص بي  | گناهي بي(  =  ٩�٪    P ) تشخيص گناهكاري  | گناهي بي(  =  �٪  

 
 

( )
�

	 	 ( )

/ /

C C

/ // /

P B | A P(A)

P(B | A)P(A) P(A )P B | A
=

+

0 05 0 01

0 01 0 990 05
0 05


��

���
�����

  P) گناهي بي |تشخيص گناهكاري (

  

)  :نكته   ) ( )CP A | B P A | B+ =1  
  

  استقلال دوپيشامد
  .مستقل است Eاز  Fتأثيري نداشته باشد، آنگاه گوييم  Fدر احتمال وقوع پيشامد  Eشامد اگر دانستن وقوع پي

( ) ( )P F | E) P(F P E | F P(E)= ⇔ = 

).ناسازگار باشند آنگاه آن دو حتماً وابسته هستند Eو  F دو پيشامد ناتهي اگر: نكته   )P E | F P(E)≠  

  

  .مستقل هستند FCو  F ،ECو  E ،ECو  FCمستقل باشند آنگاه  Fو  Eاگر  :نكته  

  فيهاي تصاد متغير

  تعريف
  . شود اي ناتهي از اعداد حقيقي تعريف مي متغير تصادفي تابعي است كه روي فضاي نمونه بر روي زيرمجموعه

  انواع متغير تصادفي

  متغيرهاي تصادفي گسسته) 1
براي محاسبة احتمال فضاي جديد استفاده  تابع احتمالدر اين حالت از . باشد متغيرهايي هستند كه برد آنها مقادير گسسته يا قابل شمارش مي

  . شود مي

  متغيرهاي تصادفي پيوسته) 2

براي محاسبة احتمال فضاي جديد  تابع چگاليدر اين حالت از . باشد متغيرهايي هستند كه برد آنها مقادير پيوسته يا غيرقابل شمارش مي

  .شود استفاده مي

  تصادفي آميختهمتغيرهاي ) 3

  .متغيرهايي هستند كه قسمتي از برد آنها گسسته و قسمتي ديگر پيوسته است

 گناهكار٪۹۹ (A) گناه بي٪ 1

(AC) 

 تشخيص بي گناهي

(B) 
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  تابع توزيع تجمعي
  :شود به صورت زير تعريف مي bدهيم براي همة مقادير حقيقي  نشان مي Fكه آن را با  Xتابع توزيع يك متغير تصادفي 

F (b) P(x b)× = ≤  

  يخصوصيات تابع توزيع تجمع
1 (F نزولي است يعني اگر  غير تابعيa<b  باشد آنگاهF(a) F(b)≤ است.  

2 (
b
lim F(b)
→∞

=1  

3 (
b

lim F(b)
→−∞

= �  

4 (F يعني براي هر . از سمت راست پيوسته استb  و هر دنباله صعوديbn  كه به سمتb  ،همگرا استn
n
lim F(b ) F(b)
→∞

=  

  توزيع يك متغير تصادفي
  .دهد توزيع يك متغير تصادفي پخش شدن احتمال را بين متغيرهاي تصادفي نشان مي

  :گيرد كه اين معيارها عبارتند از تحليل شكل توزيع هر متغير تصادفي توسط معيارهاي عددي و مشخص صورت مي

  

  شكل توزيع ) 1

  

  

  پراكندگي ) 2

  

  

  

  تمركز توزيع) 3

  
  

  رياضي متغيرهاي تصادفي گسسته اميد
به صورت زير  شود، داده مينمايش  E(x)كه با  ه اميد رياضي يا مقدار اميد آنباشد آنگا P(x)يك متغير تصادفي گسسته با تابع احتمال  xاگر 

  .شود تعريف مي

X:P(x)
E(x) XP(x)

>
= ∑

�

  

  اميد رياضي تابعي از متغير تصادفي گسسته
  :روش وجود دارد دو،  g(x)از متغير تصادفي باشد براي محاسبة اميد رياضي يك تابع  g(x)اگر 

  .و سپس محاسبة اميد رياضي آن g(x)محاسبة تابع احتمالي ) 1

  :محاسبة رياضي به طريق مستقيم از طريق رابطة زير) 2

[ ] i i
i

E g(x) g(x ) P(x )= ×∑  

  .است xگسسته ي تابع احتمال متغير تصادف P(xi)كه در آن 

]: نكته   ]E aX b aE(X) b+ = +  

  چولگي 

 كشيدگي

  واريانس

  انحراف معيار

  ييراتضريب تغ

 دامنه

  اميد رياضي

  ميانه

 مد توزيع
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] :نكته   ] [ ] [ ]E h(n) g(x) E g(x) E h(x)+ = +  

  مدتوزيع
  .ترين پيشامد است به عبارت ديگر متحمل. اي است كه بيشترين فراواني را دارد نقطه

  واريانس
  .شود دهيم، به صورت زير تعريف مي نشان مي Var(X)ن را با كه آ xباشد، آنگاه واريانس  µاميد رياضي  يك متغير تصادفي با xاگر 

( ) ( )
x

Var(X) E X x p(x) = − µ = − µ
  

∑
2 2  

] :نكته   ]Var(X) E x E(x) = −  
22  

  

Var(ax :نكته   b) a var(x)+ = 2  

 

  انحراف استاندارد

S.D(x) var(x)=  

S.D(ax :نكته   b) | a | S.D(x)+ = 

  ضريب تغييرات
  .شود تعريف مي ردهيم، به صورت زي نشان مي C.Vيك متغير تصادفي باشد آنگاه ضريب تغييرات كه آن را با  xاگر 

S.D(x)
C.V(x)

E(x)
=  

  انواع متغير هاي تصادفي

  يلمتغير تصادفي برنو
 1، عدد xشود، اگر موفقيت حاصل شود، متغير  شكست منجر مي به p−1به موفقيت و با احتمال  pآزمايشي را در نظر بگيريد كه با احتمال 

  :ي گويند كه تابع احتمال آن به صورت زير استلدر اين صورت به اين متغير تصادفي برنو. گيرد را مي �و اگر شكست حاصل شود عدد 

p i
P(x i)

p i

− =
= =  =

1

1

�
i يا  iP(x i) P ( P) i ,−= = − =1

1 1�  

E(x) P var(x) P( P)= = −1  

nyمتغير تصادفي  باشد آنگاه pي با احتمال موفقيت لداراي توزيع برنو xاگر : نكته   x= ي با احتمال موفقيت لنيز داراي توزيع برنو

pn است.  

  اي متغير تصادفي دوجمله  ••••

n اي گوييم ي را آزمايش دوجملهلبرنو آزمايش مستقل.  

i n in
P(x i) P ( P) i , , ,...,n

i

E(x) nP var(x) np( p)

− 
= = − = 

 

= = −

1 1 2

1

�
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  :چند نكته  

nxاگر  - ,x ,..., x1 nyباشند آنگاه توزيع  pي با پارامتر لمتغيرهاي تصادفي مستقل برنو 2 x x ... x= + + +1  pو  nاي با پارامتر  دوجمله 2

  .است

nxاگر  - ,x ,..., x1 nyباشند آنگاه توزيع  pي با پارامتر لومتغيرهاي تصادفي مستقل برن 2 x x ...x= 1   .است pnي با پارامتر لبرنو 2

nxاگر  - ,x ,..., x1 nyباشند آنگاه توزيع  pي با پارامتر لمتغيرهاي تصادفي مستقل برنو 2 min{x x ...x }= 1   .است pnي با پارامتر لبرنو 2

nxاگر  - ,x ,..., x1 nyباشند آنگاه توزيع  pي با پارامتر لمتغيرهاي تصادفي مستقل برنو 2 max{x ,x ,..., x }= 1   ي با پارامتر لبرنو 2

n( p)− −1   .ستا 1

nxاگر  - ,x ,..., x1 nباشند آنگاه توزيع  pي با پارامتر لمتغيرهاي تصادفي مستقل برنو 2
ny x x ...x= 2

1   .است pnي با پارامتر لبرنو 2

ابتدا افزايش و سپس كاهش  P(n=i)مقدار  iباشد آنگاه با افزايش  pو  nاي و پارمترهاي  يك متغير تصادفي با توزيع دوجمله xiاگر  -

)زوج باشد  nبنابراين مقدار مدتوزيع وقتي . يابد مي )n P +  1 د دو نقطة و وقتي فرد باش(n )p+1  و(n )p+ −1   .است 1

  متغير تصادفي پواسان
λشود، هرگاه براي  ناميده مي λكند، يك متغير تصادفي پواسان با پارامتر  را اختيار مي 0و1و2و...كه يكي از مقادير  xمتغير تصادفي  > تابع  �

  :احتمال به صورت زير باشد
ie

P(i) P(x i) i , ,...
i!

E(x) var(x)

−λλ= = = =

= λ = λ

1�  

يابد، لذا اگر  ابتدا افزايش و سپس كاهش مي P(x=1)معمولاً مقدار  iباشد، با افزايش مقدار  λيك متغير تصادفي پواسان با پارمتر  xاگر  -

λ توزيع پواسان زماني است كه ) ترين پيشامد محتمل(ح باشد، مد يك عدد صحيi  مقدارλ  1يا-λ  را بگيرد و اگرλ  ،عدد صحيح نباشد

[مقدار  iمدتوزيع زماني است كه  λ   .را بگيرد ]

  

پيروي كند، تعداد دفعات رخ دادن آن پيشامد در بازة  λاگر تعداد دفعات رخ دادن پيشامدي در واحد زمان از توزيع پواسان با پارامتر  -

tاز توزيع پواسان با پارامتر  tزماني  λ كند پيروي مي.  

  

پيروي كند، تعداد دفعات رخ دادن آن پيشامد در بازة  λيشامدي در واحد مكان از توزيع پواسان با پارامتر اگر تعداد دفعات رخ دادن پ -

kاز توزيع پواسان با پارامتر  kمكاني  λ كند پيروي مي.  

  

پيروي كند، و هر پيشامدي از اين توزيع پواسان را  λتوزيع پواسان با پارامتر  مكان از/اگر تعداد دفعات رخ داد پيشامدي در واحد زمان -

احد در و Eتفكيك نمود، آنگاه تعداد دفعات رخ دادن پيشامد  p−1 و pهاي  با احتمال ECو  Eبتوان به دو واقعة ناسازگار و متمم 

Pاز توزيع پواسان با پارامتر  مكان/زمان λ كند پيروي مي.  
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  متغيرهاي تصادفي پيوسته
  :اي داشته باشيم كه را بگونه f(x)و تابع  Aفرض كنيد يك بازة يك بعدي 

x) الف A f (x)∀ ∈ ⇒ ≥ �  

  .متناهي باشد f(x)، تعداد نقاط ناپيوستگي Aدر هر زير مجموعة متناهي از ) ب

) ج
A

f (x)dx =∫ 1  

  .است f(x)ي پيوسته با تابع چگالي احتمال پيوسته يك متغير تصادف xدر اين صورت 

x  :براي يك متغير تصادفي پيوسته داريم
Xf (t)dt F(x)−∞ =∫ 

بديهي است كه مانند آنچه دربارة تابع توزيع يك متغيـر تصـادفي گسسـته    . تابع توزيع آن است F(x)و  Xتابع چگالي احتمال  f(x)كه در آن 

)F   :وزيع متغير تصادفي پيوسته نيز داريمگفته شد براي يك تابع ت ) , F( )−∞ = +∞ =1�  

dF(x)  :  هم چنين داريم. نيز در تمام نقاط پيوسته است F(x)پيوسته باشد،  f(x)علاوه بر آن اگر 
f (x)

dx
=  

  

         باشد برابر است با  [a, b)در بازه  Xاحتمال اين كه متغير تصادفي : نكته  
b

a

p(a x b) f (x)dx F(b) F(a)< ≤ = = −∫ 

  باشد صفر است αداراي يك مقدار مشخص مانند  Xلذا احتمال اين كه متغير تصادفي 

[ ]x
p(X ) lim f (x)dx lim F( ) F( )

α+ε
−εε→ ε→

= α = = α + ε − α − ε =∫
� �

�  

  .حاسبه استاميد رياضي تابعي از يك متغير تصادفي پيوسته و نيز واريانس آن همانند متغير تصادفي گسسته قابل م: نكته  

[ ]
x

E g(X) g(x)f (x)dx= ∫  

  نامساوي چبيشف

]  :باشد، داريم Xيك تابع حقيقي غيرمنفي از  g(X)يك متغير تصادفي و  Xاگر  ] [ ]p g(X) k E g(X) , k
k

≥ ≤ >1
� 

kو  g(X)= (X-2)2در حالت خاص با انتخاب  k= σ2 ]  :داريم 2 ]p | x | k
k

− µ ≥ σ ≤
2

1
 

  تصادفي يكنواخت متغير
 :داراي تابع چگالي احتمال ثابت و به شكل زير باشد [a, b]ناميم هر گاه در فاصلة  را يكنواخت مي Xمتغير تصادفي پيوستة 

f (x) a x b
b a

= ≤ ≤
−
1

 

 

a   :اميد رياضي و واريانس اين متغير تصادفي عبارتند از b (b a)
E(X) var(X)

+ −= =
2

2 12
 

f

b a−
1

a b
x

 آمار و احتمالات
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)      :ه بخواهيم احتمال يك بازه را بيابيم داريمدر صورتي ك: نكته   )p X dx
b a b a

β

α

β − αα ≤ ≤ β = =
− −∫
1

 

)همان طور كه از رابطه مشخص است، احتمال قرار گرفتن متغير تصادفي يكنواخت در يك بازه به طول  )β − α تنها به طول آن بازه بستگي

β,دارد نه به مقادير  α.  

  ير تصادفي نماييمتغ
   :داراي توزيع نمايي است اگر تابع چگالي احتمال آن به صورت زير باشد Xمتغير تصادفي 

xf (x) e x−λ= λ ≥ �  
  :اميد رياضي و واريانس اين متغير تصادفي عبارتند از

E(X) var(X)= =
λ λ2
1 1

 

  p(x>s+t|x>t)= p(x>s)  :اريمحافظه است، يعني د توزيع نمايي بي: نكته               

 
ساعت باشد و بدانيم ايـن دسـتگاه در يـك     5اگر مدت زمان كاركرد يك دستگاه تا زمان خرابي داراي توزيع نمايي با ميانگين : مثال  

)  ساعت سوم هم خراب نشود چقدر است؟ ساعت اول خراب نشده است، احتمال اين كه تا )p x | x p(x ) e
− ×

> > = > =
1

2
53 1 2 

باشد، فاصلة زماني ميان هر دو پيشامد متوالي داراي توزيع نمـايي بـا    λر تعداد دفعات وقوع پيشامدي داراي توزيع پواسان با پارامتر اگ: نكته

  .است λپارامتر 

  متغير تصادفي گاما

)  :احتمال به فرم زير باشد داراي توزيع گاما است اگر داراي تابع چگالي Xمتغير تصادفي  )n xx e
f (x) x

(n)

− −λλ λ
= ≥

Γ

1

� 

)كه در آن  n )Γ تابع گاما بوده و داريم:  r(n ) nr(n) n N : (n) (n )! , (n ) n (n)+ = ⇒ ∈ Γ = − Γ + = Γ1 1 1 

n  :اميد رياضي و واريانس متغير تصادفي گاما عبارتند از n
E(X) var(X)= =

λ λ2
 

  متغير تصادفي نرمال
   :داراي توزيع نرمال است هرگاه تابع چگالي احتمال آن به فرم زير باشد Xمتغير تصادفي 

(x )

f (x) e x

−µ−
σ= − ∞ < < +∞

σ π

2

2
2

1

2

 

E(X)  :اميد رياضي و واريانس متغير تصادفي نرمال عبارتند از var(X)= µ = σ2  

  برابر است با   [a, b)در بازة  Xهم چنين احتمال متغير تصادفي 
(x )

b
a

p(a x b) e

−µ−
σ< ≤ =

σ π∫

3

2
2

1

2

  

 
  شود به شكل زير تعريف مي Zبه جهت سهولت در انجام محاسبات براي اين توزيع متغير تصادفي نرمال : نكته  

f

x

f

xµ
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z

t
z

X
Z var(Z) E(Z)

f (z) e z

F(z) e dt (z)

−

−

−∞

− µ= = =
σ

= − ∞ < < +∞
π

= = φ
π∫

2

2

2

2

1

1

2

1

2

�

 

دهـيم كـه داراي    ايش مـي نم ـ φ(z)بـا  را ) �و ميـانگين  1متغير تصادفي نرمال با واريانس (معمولاً تابع توزيع متغير تصادفي نرمال استاندارد 

)  :است خواص روبرو ) ( ) ( ) ( a) (a)φ −∞ = φ +∞ = φ = φ − = − φ1
1 1

2
� �  

 
  :است و بدين ترتيب درايم Zبرحسب مقادير مختلف  φ(z)جدول توزيع نرمال در واقع جدول محاسبة مقادير تابع : نكته  

a b b a b a
p(a x b) p z p z p z

− µ − µ − µ − µ − µ − µ         < < = < < = < − < = φ − φ         σ σ σ σ σ σ         
 

  اي بوسيلة توزيع نرمال تقريب توزيع دوجمله

nاي  اگر در توزيع دو جمله → pو  ∞ ≈ 1

2
كه بـراي ايـن توزيـع نرمـال      ن بوسيلة توزيع نرمال تقريب زدتوا اي را مي آنگاه توزيع دو جمله 

np  : داريم np( p)µ = σ = −2
1  

p(Xبراي محاسبة  در اين حالت x ) =
�

)  :اي داريم با استفاده از توزيع دو جمله  )x n xx
np(X x ) C p p −= = −1� ��

�
  

 بينيـد  براي محاسبة اين احتمال با اسـتفاده از توزيـع نرمـال، همانگونـه كـه در شـكل مـي       . كه برابر طول ميلة فراواني اين نقطه در شكل است

xاطراف نقطةدر  مساحت تقريبي مستطيل
�

حاصلضرب ارتفاع در ميانگين  مساحت ذوزنقه نشان داده شده است و برابر است با برابر است با 

xدو قاعده، كه ارتفاع اين ذوزنقه برابر  x + − − = 
 

1 1
1

2 2
� �

xو ميانگين دو قاعده تقريباً همـان احتمـال    
�

 ـ  اي  ر مبنـاي توزيـع دو جملـه   ب

(بـــدين ترتيـــب مســـاحت ايـــن ذوزنقـــه تقريبـــاً برابـــر همـــان       . اســـت x
�

F(  اي اســـت، يعنـــي   در توزيـــع دو جملـــه: 

( )

x np x np
p(X x )

np( p) np p

   + − − −   
= = φ − φ   

− −   
   

1 1

2 2

1 1

� �

�
  

  

 
 

xبه اين ترتيب مساحت ناحية ذوزنقه حول نقطة 
�

xهاي كوچكتر يـا مسـاوي   xاي به ازاي  هاي دو جمله جموع چگاليو قبل از آن برابر م
�

 

  :يعني با استفاده از تقريب نرمال خواهيم داشت. است

( )
( )

( )
( ) ( )

x np b np a np
p X x , p a x b

np p np p np p

     + − + − + −     
≤ = φ < ≤ = φ − φ     

− − −     
     

1 1 1

2 2 2

1 1 1

�

�
 

  تقريب توزيع پواسان بوسيلة توزيع نرمال

µتوان به يك توزيع نرمال با ميانگين و واريـانس   را مي) 5تر يا مساوي  رگتقريباً بز(بزرگ λيك توزيع پواسان با  = λ  وσ = λ2   تقريـب

p(Xزد، بدين ترتيب روابط  x ),p(X x )≤ =
� �

p(aو   X b)< اي نرمال است بـا ايـن    مشابه روابط ذكر شده در تقريب توزيع دو جمله ≥

  .گيرد قرار مي λمقدار  np(1-p)و  npتفاوت كه به جاي مقادير 

f

x

x − 1
2�

x + 1
2�

x
�
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  )و چند بعدي(متغيرهاي تصادفي دو بعدي 
  .شود گسسته و پيوسته به صورت زير تعريف مي تابع چگالي احتمال توأم متغيرهاي تصادفي در حالت دو بعدي براي متغيرهاي تصادفي

y x

f (x, y) x, y

f (x, y)

≤ ≤ ∀

 =

∑∑

1

1

�

)براي متغيرهاي گسسته(     

y x

f (x, y) x, y

f (x, y)dxdy

≥ ∀


=


∫ ∫ 1

�

)براي متغيرهاي پيوسته(      

  :شود به صورت زير تعريف مي Y, Xهمچنين اميد رياضي تابعي از متغيرهاي تصادفي 

[ ]
y x

E g(X,Y) g(x, y)f (x, y)dx dy=∑∑ )راي متغيرهاي گسستهب(       

[ ]
y x

E g(X,Y) g(x, y)f (x, y)dx dy= ∫ ∫ )براي متغير پيوسته(    

  :نيز عبارتند از Y, Xاي  توابع چگالي احتمال حاشيه

y

f (x) f (x, y)dy= ∫ )براي متغيرهاي پيوسته(    
y

f (x) f (x, y)=∑ )براي متغيرهاي گسسته(    

x

f (y) f (x, y)dx= ∫ )تغيرهاي پيوستهبراي م(    
x

f (y) f (x, y)=∑ )براي متغيرهاي گسسته(    

)  :عبارتست از Y, Xتابع توزيع توام  )
y x

X,Y X,YF x, y p(X x,Y y) f (t , t )dt dt
−∞ −∞

= ≤ ≤ = ∫ ∫ 1 2 1 2 

ا قرار گيرند، برابر انتگرال دو گانه تابع چگالي احتمـال تـوأم آنه ـ   Aدر ناحية دو بعدي  Y, Xبه اين ترتيب احتمال اين كه متغيرهاي تصادفي 

}  .خواهد بود Aروي بازة  }
A

p (x, y) A f (x, y)dxdy∈ = ∫ ∫ 

  ناهمبستگي، استقلال
cov(X, Y)= E(X Y)- E(X) E(Y) 

Y, X  ضريب همبستگي x,y
x y

cov(x, y)
p =

σ σ
 

بـراي  ناهمبسته هستند، بـدين ترتيـب شـرط لازم و كـافي      Y, Xصفر باشد،  cov(X, Y)و در نتيجه  Y, Xدر صورتي كه ضريب همبستگي 

 E[X Y]= E[X] E[Y]  :عبارتست از Y, Xناهمبستگي متغيرهاي تصادفي 

X: باشد يعني Y, Xبرابر تابع چگالي توأم  Y, Xاي  هم چنين اگر حاصلضرب توأم چگالي احتمال حاشيه Y X,Yf (x) f (y) f (x, y)× = 

x  هم چنين در چنين حالتي  . مستقل هستند Y, Xدر اين صورت متغيرهاي تصادفي  y x,yF (x)F (y) F (x, y)=  

  مستقل باشند، ناهمبسته نيز هستند،  Y, Xدر صورتي كه دو متغير تصادفي : نكته  

  .يعني استقلال دو متغير تصادفي متضمن ناهمبستگي آنها است ولي عكس اين مطلب همواره صحيح نيست

  تابع چگالي احتمال شرطي

[ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]

X,Y X,Y
Y|X X|Y

X Y

y x

y

f (x, y) f (x, y)
f (y | x) f (x | y)

f (x) f (y)

E g(X,Y) | x g(x, y)f (y | x)dy E g(X,Y) | y g(x, y)f (x | y)dx

E Y | x yf (y | x)dy var Y | x E Y | x E Y | x

= =

= =

   = = −    

∫ ∫

∫
22

 

 نا همبستگي

ــتقلال  اس
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  ال تابعي از متغيرهاي تصادفيتابع چگالي احتم
هـدف بدسـت آوردن   . موجود باشد Y= g(X)هم چنين فرض كنيد كه تابع . در نظر بگيريد fX(x)را با تابع چگالي احتمال  Xمتغير تصادفي 

  :را يافت و سپس از آن مشتق گرفت FY(y)بايست ابتدا  براي اين كار مي. است FY(y)تابع چگالي احتمال 

g (y)

Y XF (y) p(Y y) p(g(x) y) p(x y (y)) f (x)dx

−

−

−∞
= ≤ = ≤ = ≤ = ∫

1

1  

و گرنه (صعودي بودن تابع تا جهت نامساوي حفظ شود ) 2و  Y= g(X)يك به يك بودن تابع ) 1: تحقق تساوي فوق منوط به شرايطي است

)  )جهت آن عكس خواهد شد )Y X
dg (y)

f (y) f g (y)
dy

−
−=

1
1  

 
در هـر   FY (y)هاي يك به يك و محاسبة  عريف آن به زير بازهبا تقسيم بازة ت. يك به يك نباشد Y= g(X)در صورتي كه تابع : نكته           

Y  :كنيم ها، از رابطة زير استفاده مي يك از اين بازه X
i

dg (y)
f (y) f (g (y))

dy

−
−=∑

1
1  

 
  به شكل زير باشند  Yو  Xتوابعي از  W, Zاگر . در حالت دو و چند بعدي نيز روند محاسبات مشابه حالت يك بعدي است: نكته          

W= g(X, Y)       ,          Z= h(X, Y) 
   :عبارتند از W, Zدر اين صورت توابع وارون 

- -
Z,W X, YX g (Z, W) , Y h (Z,W) , F (z,w) | j | F (g (z,w) , h (z,w))               

− −= = =1 1 1 1
1 1

 

  :است W, Zنسبت به  Y, X، قدر مطلق زاكوبين |j|كه در آن 

x y
(x, y) z zj

x y(z,w)

w w

∂ ∂
∂ ∂ ∂= =

∂ ∂∂
∂ ∂

 

  تابع چگالي احتمال ماكزيمم و مينيمم متغيرهاي تصادفي
. W=min (X, Y)و  Z= max(X, Y)برابـر باشـند بـا     W, Zباشـند و توابـع    F(x, y)داراي تابع چگالي توأم  Y, Xادفي اگر متغيرهاي تص

  .كنيم توابع چگالي آنها پيدا مي W, Zگيري نسبت به  ابتدا توابع توزيع آنها را يافته و سپس با مشتق W, Zبراي يافتن چگالي احتمال 

( )

( )

z z

Z

W
w w

F (z) p(Z z) p max(X,Y) z f (x, y)dxdy

F (w) p(W w) p min(X,Y) w p(min(X,Y) w) f (x, y)dxdy

−∞ −∞
∞ ∞

= ≤ = ≤ =

= ≤ = ≤ = − ≥ = −

∫ ∫

∫ ∫1 1

 

µ,داراي توزيع نمايي با پارامتر  Y, Xاگر : مثال   λ  باشند، توزيعW=min (X, Y) چگونه است؟  

x y

x y ( )w ( )w
W

w w

f (x, y) e x, y W min(X,Y)

F (w) p(W w) e dxdy e f (w) ( )e w

−λ −µ

∞ ∞
−λ −µ − λ+µ − λ+µ

= λµ > =

= ≤ = − λµ = − ⇒ = λ + µ ≥∫ ∫1 1

�

�

 

  تابع مولد گشتاور

i  .نامند مي Xرا طبق تعريف تابع مولد گشتاور متغير تصادفي  etxاميد رياضي تابع 
n

txtx
X i

i
m (t) E e e f (x )

=

 = =   ∑
1

 

  .كند را توليد مي حول مبدأ، Xبع مولد گشتاور در واقع گشتاورهاي متغير تصادفي تا
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  يعني. حول نقطة صفر است Xام متغير تصادفي  k، برابر گشتاور مرتبة t= 0و در نقطة  tام تابع مولد گشتاور نسبت به  kمشتق مرتبة : قضيه

k
k

X tk
m (t) E X

t
=

∂  =   ∂
�

 

ضريب : قضيه
kt

k!
  :حول نقطة صفر است، يعني Xام  kحول نقطة صفر، برابر گشتاور مرتبة  Xدر بسط تيلور تابع مولد گشتاور  

k
k

X
k

t
m (t) E X

k!

∞

=

 =   ∑
�

 

)با تابع چگالي  Xتابع مولد گشتاور متغير تصادفي : مثال   x )− ≤ ≤1 1 F(x) | x |=   :را محاسبه كنيد 1−

( )tx tx tx tx
X

(cosh t )
m (t) E e e | x | dx e ( x)dx e ( x)dx

t− −

− = = − = + + − =   ∫ ∫ ∫
1 1

2
1 1

2 1
1 1 1

�

�

 

  :تابع مولد گشتاور برخي از توزيعهاي خاص در جدول زيرآورده شده است

  

 
  تابع مولد گشتاور  توزيعاي گسسته

p:  t(peبرنولي با پارامتر  p)+ −1  

n,p:(  t(دوجمله اي با پارامتر  n(pe p)+ −1  

  :pهندسي با پارامتر 
t

t
pe

( p)e− −1 1

  

  ):r,p(دوجمله اي منفي با پارامتر 
rt

t
pe

( p)e

 
 
 − − 1 1

  

λ:  t(eپواسون با پارامتر  )eλ −1  
  

  

  

  تابع مولد گشتاور  توزيعهاي پيوسته

  ):a,b(يكنواخت در بازه 
tb tae e

t(b a)

−
−  

  :λپارامتر  نمايي با
t

λ
λ −

  

λ(گاما با پارامترهاي  , α:(  
t

αλ 
 λ − 

  

µ,(نرمال با پارامتر هاي  σ:(  t
t

e

σµ +
2 2

2  
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  آمار توصيفي
  آوري شده درباره اعضاي جامعه به صورت منظم  در آمار توصيفي اطلاعات جمع. دهد آمار توصيفي اولين بخش علم آمار را تشكيل مي

  .تا بتوان درك شهودي از صفت يا صفات مورد نظر افراد جامعه به دست آورد شود گردآوري مي

  .اري كه در آمار توصيفي كاربرد دارد توضيح داده خواهد شددر ادامه برخي از مشخصات اوليه جامعه آم

  ميانگين حسابي) 1

n

i i
i

A n

i
i

f x

X X

f

=

=

= =
∑

∑

1

1

  

  .هستندixهاي  ها فراواني هر يك از دسته ifكه در آن 

i  ميانگين هندسي) 2

n
n n

f
G i i

ii

X x n f
==

 
 

= = 
 
 

∑∏

1

11

 

H  همنوا يا هارمونيكميانگين ) 3 n
i

ii

n
X

f

x=

=

∑
1

  

Hهمواره : نكته G Ax x x≤ ≤  

Xاز ميان : مد) 4 iاي كه داراي بيشترين فراواني  ها دسته(f i) شود باشد مد ناميده مي.  

Nكه فراواني تجمعي آن بيشتر يا مساوي  xن مقدار يكوچكتر: ميانه) 5

2
  .باشد ميانه است 

محاسبه ميزان چولگي هر منحني با استفاده از فرمول . شود ميزان تمايل يك منحني به سمت راست يا چپ چولگي ناميده مي: چولگي) 6

  .گيرد زير صورت مي

( )ix x

nkewness
S

−

=

∑
3

3
  

  .است ميزان كشيدگي منحني هر منحني با استفاده از فرمول زير قابل محاسبه :كشيدگي) 7

( )ix x

nCartusis
S

−

=

∑
3

4
  

ها نيز  شود كه يك ميزان براي سنجش ميزان پراكندگي داده واريانس ناميده مي ،ها از ميانگين ميانگين مربع انحرافات داده: واريانس) 8

i  .گيرد محاسبه واريانس از طريق رابطه زير صورت مي. هست i i iS f (x x) f x nx
n n

= − = −∑ ∑
-1 -1

2 2 2 21 1 

  آمار استنتاجي
برخي از تعاريف كه در آمار استنتاجي . توان با كمك متغيرها در مورد كل جامعه تصميم گرفت آمار استنتاجي برخلاف آمار توصيفي ميدر 

  :كاربرد دارند عبارتند از

 آمار و احتمالات
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)، واريانس جامعه )µ(كند، به عنوان مثال ميانگين جامعه  اي است كه خصوصيت خاصي را در جامعه بيان مي پارامتر اندازه :پارامتر )σ2  و

  .غيره

. گيري از جامعه نامحدود نمونه) 2گيري از جامعه محدود و  نمونه) 1: گيري مواجه هستيم در علم آمار همواره با دو نوع نمونه: نمونه تصادفي

گيري تصادفي نخواهد بود اما در صورتي كه  انجام شود، نمونه) يگذاريگيري بدون جا نمونه(گيري از جامعه محدود  در صورتي كه نمونه

  .گيري به صورت تصادفي خواهد بود صورت گيرد، نمونه) گيري با جايگذاري نمونه(گيري ازجامعه نامحدود  نمونه

  .باشند) لمتغيرهاي هم توزيع و مستق(اي است كه عناصر آن متغيرهاي تصادفي  بر اين اساس نمونه تصادفي، نمونه

تك توابع چگالي آنها  ب تكضر مي توان نشان داد از آنجا كه اعضاي نمونه تصادفي مستقل و هم توزيع هستند، تابع چگالي توأم آنها حاصل

)  .است ) ( )
n

n i
i

f x , x , , x f x
=

= ∏⋯
1 2

1

  

ريف شود، به اين تابع آماره گويند، به جهت بدست آوردن تخميني از پارامترهاي جامعه لازم است تا تابعي بر روي نمونه تصادفي تع :آماره

Xعنوان مثال  , S2 دو آماره اصلي هستند كه بر روي نمونه تصادفي تعريف مي شوند.  

( )
n n

i i
i i

X X X
X ,S

n n
= =

−
= =

−

∑ ∑
2

21 1

1
 

  اي هاي نمونه توزيع
باشند، به توزيع  ز متغير تصادفي هستند و داراي توزيع ميشوند، خود ني ها به صورت تابعي روي متغيرهاي تصادفي تعريف مي از آنجا كه آماره

  .شود اي گفته مي هاي نمونه ها، توزيع آماره

  :اي معروف عبارتند از هاي نمونه انواع توزيع

)توزيع كامي اسكور - )X 2  

 tتوزيع  -

  Fتوزيع  -

  

Xدر صورتي كه : نكته   iاي با ميانگين  ها يك نمونه تصادفي از جامعهµ واريانسσ2 باشند آنگاه داريم:  

( ) ( ) ( ) ( ) n
E x , var x , E s , var s

n n n

σ − = µ = = σ = µ − σ − 

2

2 2 2 4

4

1 3

1
 

µكه 
4

  .، گشتاور مركزي مرتبه چهارم جامعه است

  

صورت گيرد براي محاسبه واريانس ميانگين ) بدون جايگذاري گيري يا نمونه(گيري از يك جامعه محدود  در صورتي كه نمونه: نكته  

)                         :كنيم نمونه از رابطه زير استفاده مي ) N n
var x

n N

σ −= ×
−

2

1
  

 .حجم نمونه است nحجم جامعه و  Nكه 

  : قضيه حد مركزي
باشند، آنگاه اگر تعداد اعضاي نمونه بالا باشد متغير  σ2و واريانس  µاي تصادفي از يك حامعه نامحدود با ميانگين  نمونه  X1,...,Xnاگر 

xتصادفي 

n

− µ
σ
Xبه عبارت ديگر براساس قضيه حد مركزي صرف نظر از توزيع . داراي توزيع نرمال استاندارد است  iهاي  ها، ميانگين نمونه
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بيشتر به سمت ميانگين جامعه گرايش دارند و هر چه در هر يك از دو طرف از ميانگين جامعه دور شويم، احتمال اينكه ميانگين  مختلف

  .يابد گيريم فاصله زيادي تا ميانگين داشته باشد، كاهش مي اي كه از جامعه مي نمونه

  

Xكه اين مقدار بستگي به نوع توزيع . است n>30كزي منظور از اندازه نمونه بالا براي استفاده از قضيه حد مر: نكته   i ،ها نيز دارد

Xمثلا اگر  i  داراي توزيع نرمال باشند هيچ قيدي برايn وجود ندارد. 

)توزيع كاي اسكور  )X 2  

)  : درجه آزادي برابر است با kبا X2تابع چگالي متغير تصادفي  ) ( )

k k
x

x

x e
f x

k

 − − 
  

 
 =

Γ

1
1

2 2 2
1

2

2

  

k، توزيع گاما دارد با پارامترهاي X2بنابراين توزيع 
,

 λ = α = 
 

1

2 2
  

nyمتغيرهاي تصادفي مستقل نرمال استاندارد باشند، در اين صورت متغير تصادفي  Xn,...,X2,X1اگر : قضيه x x x= + + +2 2 2

1 2
داراي  ⋯

  .درجه آزادي است nبا X2يع توز

  

)    :، اميد رياضي واريانس آن برابر است بادرجه آزادي nبا  X2با توجه به توزيع : نكته   ) ( )E x n var x n= = 2  

  

 
)، Y=x2ي يك متغير تصادفي نرمال استاندارد باشد توزيع متغير تصادف xاگر : نكته   )X 2

1
  .است) درجه آزادي 1كاي اسكور با ( 

درجه آزادي باشند توزيع باشند  nn,...,n2,n1متغيرهاي تصادفي مستقل داراي توزيع كاي اسكور، هر كدام با  Xn,...,X2,X1اگر : قضيه

توزيع 
n

i
i

Y X
=

=∑
1

، كاي اسكور است با 
n

i
i

k n
=

=∑
1

  .درجه آزادي 

  

)توزيع  xمتغير تصادفي  طبق قضيه حد مركزي وقتي: نكته   )nX2 درجه آزادي ،n>30  داشته باشد، توزيع آن به نرمال با

( )n , nµ = σ =   .كند ميل مي 2

  

)در صورتي كه در توزيع : نكته   )nX2 ،n  ،زوج باشدX2داراي توزيع ارلنگ خواهد بود.  

  

)در توزيع متغير تصادفي : نكته   )nX2 اگر ،n=2  باشد، توزيع نمايي با پارامترλ = 1

2
  .خواهد شد 

  

Xاگر متغير تصادفي : نكته  
1

nاسكور با  داراي توزيع كاي
1

داراي توزيع كاي اسكور  Y=X1+X2درجه آزادي باشد، متغير تصادفي 

  .درجه آزادي بوده است n2حتما كاي اسكور با  X2درجه آزادي باشد، توزيع   n1+n2با 

  tتوزيع 
  :تابع چگالي احتمال آن برابر است با درجه آزادي باشد آنگاه nو  tيك متغير تصادفي با توزيع  xاگر 
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( ) ( )
( ) ( )

n

x

n
x

f x x
n nn

n
E x , var x n

n

+−
+ Γ     = × + − ∞ < < ∞  π Γ  

= = >
−

�

1

2 2

1

1 2
1

2

2
2

 

با  tدرجه آزادي باشند آنگاه توزيع متغير تصادفي  nنرمال استاندارد و كاي اسكور با  هاي با توزيع متغيرهاي تصادفي مستقل Z,Yاگر : قضيه

n درجه آزادي به صورت زير تعريف خواهد شد:  ( )n
Y

t
Z
n

=  

)طبق قضيه حد مركزي توزيع : نكته   )nt برايn >   .كند به توزيع نرمال استاندارد ميل مي30

  

|نرمال استاندارد باشند آنگاه متغيرهاي تصادفي  مستقل با توزيع متغيرهاي تصادفي Z2, Z1: نكته   z | z
X , W

z | z |
= =1 1

2 2

  

  .هستند t(1)راي توزيع دا

  

)يك توزيع متقارن است لذا داريم  tتوزيع : نكته   ) ,n,nt tα−α = −
1

 ),ntα نقطه از توزيع ،t(n)  است كه احتمال سمت راست آنα 

  )باشد

)  .آيد ابطه زير به دست مياز ر  t1با توزيع  Xتابع چگالي متغير تصادفي : نكته   )xf x
x

= ×
π + 2

1 1

1
 

  Fتوزيع 
  : باشد آنگاه تابع چگالي احتمال آن برابر است با) درجه آزادي nو  mبا  Fm,n ،)Fيك متغير تصادفي با توزيع  xاگر 

( ) ( ) ( )

m

m nm

x

m n m
m n

f x x x x x , E x n var x
m n n n n m

+   − −    

+  Γ  
     = × + > = > = +   −       Γ Γ   

   

�

2

1
2

2 1 12 2
1 2 2

2

2 2

 

X2متغيرهاي تصادفي مستقل توزيع  V,Uاگر : قضيه به صورت  Yدرجه آزادي باشند آنگاه متغير تصادفي  n,mبه ترتيب با  
U

mY
V

n

= 

  .است Fm,nداراي توزيع 

  

  :چند نكته  

  F1,n: عبارتست از Y=X2باشد آنگاه توزيع  t(n)يك متغير تصادفي با توزيع  Xاگر  -

n,m,  :بناميم داريم m,nFα,باشد را  α كه احتمال راست آن Fm,nاي در توزيع  اگر نقطه -
,m,n

F
F−α

α
=

1

1 

mod: چوله به راست است لذا داريم Fتوزيع  - x x< <ɶ   

  .است 1برابر با  Fn,nميانه توزيع  -

  

  مقادير كوچكتر از يك را بگيرد چقدر است؟ xباشد احتمال اينكه  F10,10متغير تصادفي داراي توزيع  xاگر : مثال  

)است، داريم  Fn,n ،1با توجه به اينكه ميانه توزيع    حل )P x < = 1
1

2
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  :چند نكته  

   :باشد آنگاه داريم σ2و واريانس  µتايي از يك جامعه با توزيع نرمال با ميانگين nواريانس يك نمونه تصادفي  S2اگر  -

( )
( )n

n s
X −

−
σ

2

2

12

1
∼  

nتوزيع گاما با پارامترهاي  S2همچنين متغير تصادفي  n
,

− − α = λ = σ 2

1 1

2 2
  .خواهد داشت 

)تحت شرايط بالا  - ) ( )E s , var s
n

σ= = σ =
−

4

2 2 2 2

1
)زيع جامعه همواره از نوع تو نظر لازم به ذكر است صرف(  )E s = σ2   )است 2

)اعضاي نمونه تصادفي باشند متغير تصادفي x1,x2,...,xnهمچنين اگر  - )n
i

i

x x

=

−
σ∑

2

2

1

 )x داراي توزيع ) ميانگين نمونه( )nX −
2

1
و . است 

)متغير تصادفي  )n
i

i

x

=

− µ
σ∑

2

2

1

)داراي توزيع  )nX2 است.  

متغير تصادفي  -
S

n

x − µ  داراي توزيعt(n-1) است.  

Sاگر  - ,S2 2

2 1
Sباشند آنگاه متغير تصادفي  n2و  n1هاي دو نمونه تصادفي به حجم  واريانس 

F
S

σ
=

σ

2 2

1 2

2 2

2 1

nبا  Fداراي توزيع   −
1

nو 1 −
2

1 

  .درجه آزادي خواهد بود

******  

  برآورد
صفت خاصي از جامعه تحقيق كنيم، بديهي است دستيابي به  داشته باشيم و بخواهيم در مورداي متشكل از عناصر متعدد در اختيار  اگر جامعه

يا به عبارت ديگر توزيع (بنابراين جهت اين كار بايد توزيع نمونه تصادفي . ندازه و صفت مورد نظر آنها غير ممكن استتمام عناصر جامعه، ا

  .گيري كرد يا پارامترهاي جامعه را برآورد نمود را به دست آورد و از روي آن در مورد پارامترهاي جامعه تصميم) تعدادي از افراد جامعه

  .برآورد پارامترهاي جامعه به كار برد براي به دو صورت زير توان مي را) X,S2ند مان(پارامترهاي نمونه 

يعني از پارامتر معلوم نمونه را برابر . مقدار به دست آمده براي يك پارامتر نمونه را مساوي مقدار پارامتر جامعه قرار دهيم: اي برآورد نقطه )1

  .قرار دهيم پارامتر نامعلوم جامعه

كنيم كه با احتمالي مشخص پارامتر جامعه در  كنيم و ادعا مي در اين روش حول پارامتر معلوم نمونه يك فاصله تعيين مي :اي برآورد فاصله )2

  .اين فاصله قرار دارد

  

  .هر دو برآورد داراي ميزان خطايي خواهند بود: نكته  

  خواص برآورد كننده
تواند  مي θرا كه با استفاده از نمونه تصادفي به دست امده، به كار بريم، برآورد كننده  θ̂اي، برآورد كننده  از جامعه θاگر براي برآورد پارامتر 

  :داراي خصوصيات زير باشد

هاي  هاي مختلف از روي نمونهθ̂اي باشد كه با محاسبه  گونه بايد به θ̂برابر نيست، محاسبه  θدقيقا با  θ̂با توجه به اينكه مقدار : نااريبي) 1

اين خاصيت نااريبي . برابر باشد θبا  θ̂به دست آيد به بيان ديگر بايد اميد رياضي متغير تصادفي  θمختلف و ميانگين گرفتن از آنها مقدار 

)شود  گفته مي )( )ˆE θ = θ  

S يبنابراين براي پارامترها ,X2 شوند همواره داريم تعريف مي كه روي نمونه تصادفي:  ( ) ( )E x , E s= µ = σ2 2 
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)  :گوييم هرگاه داشته باشيم θرا يك برآورد كننده سازگار  θ̂: سازگاري) 2 ) ( )ˆ ˆE , ) Lim varθ = θ θ = �2 

)براي مثال چون  ) ( )
x x
lim var x lim , E xn→∞ →∞

σ= = = µ�
  .است µيك برآورد كننده سازگار  Xپس  2

  .ها را بتوان به صورت زير تجزيه نمود ناميم، اگر و فقط اگر تابع چگالي احتمال توأم نمونه مي θرا يك برآورد كننده كافي  θ̂: كفايت) 3

( ) ( ) ( )n n
ˆf x , x , , x , g , h x , x , , xθ = θ θ ×

1 2 1 2
⋯ ⋯  

  .ها داشته باشد ناميم هرگاه واريانس كوچكتري نسبت به ساير برآورد كننده مي θرا يك برآورد كننده كارا  θ̂: كارايي) 4

ˆبراي دو برآورد كننده : تعريف ˆ,θ θ
2 1

θ̂رايي نسبي برآورد كننده معيار كا 
2

θ̂نسبت به  
1

به صورت  
( )
( )
ˆMSE

ˆMSE

θ

θ

1

2

كه در آن .شود تعريف مي 

MSE ميانگين مربع خطا براي تخمين زننده است و به صوزت زير تعريف مي شود: ( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆMSE( ) E var E   θ = θ − θ = θ + θ − θ
    

22

  

  

، ميانگين 30و ديگري به حجم  2و انحراف استاندارد  12و ميانگين  10اي، دو نمونه تصادفي يكي به حجم  ك از جامعهاگر ي: مثال  

  دهد؟ گرفته باشيم كدام نمونه تصادفي برآورد كاراتري از ميانگين جامعه به ما مي 3و انحراف استاندارد  10

x
1
x به 

2
) كارايي  )

( )
var x n

var x

n

σ

= = = =
σ

2

1

1 1

2
2 2

2

4

410

9 3

3

 

  .بنابراين نمونه دوم از نمونه اول كاراتر است

  

آنگاه ) كارايي بيشتري داشته(يك برآورد كننده نا اريب باشدو از ميان كليه برآورد كننده داراي واريانس كمتري باشد  θ̂اگر : نكته  

θ̂  بهترين برآورد كنندهθ خواهد بود.  

  اي برآورد نقطه
  :اي از پارامترهاي دلخواه جامعه دو روش اصلي وجود دارد براي به دست آوردن يك برآورد نقطه

اي اين مشاهدات ميانگين  امين گشتاور نمونه kاي تصادفي از يك جامعه باشند آنگاه  نمونه x1,x2,...,xnاگر : برآورد به روش گشتاورها) 1

  :ام آنها است يعني داريمkتوان 

(m'k) امين گشتاور نمونه 
n

k
i

i

k x
n =

= ∑
1

1  

,pدر جامعه داراي پارامترهاي محصول  xاگر تابع چگالي احتمال متغير  , ,θ θ θ
2 1

)و به شكل  ⋯ )pf x, , ,θ θ
1
  .باشد ⋯

)  :ام جامعه عبارتند ازkگشتاورهاي مرتبه  ) ( ) ( )k k
k p k p

x
E x x f , , , dx g , ,′µ = = θ θ θ = θ θ∫ 1 2 1

⋯ ⋯ 

,pرا به عنوان برآورد نقطه  iθ̂توان مقدار  بدين ترتيب با حل دستگاه معادلات زير مي ,θ θ
1

  .به دست آورد ⋯

( )k k k pm g , , k ,...P′ ′= µ = θ θ =⋯
1

1  

)را از توزيع  8/0، 4/0 3/0، 5/0ي نمونه تصادف: مثال   ) mx , f x mx −< < = 1
را به  mايم، برآورد گشتاوري  مشاهده كرده �1

  .دست آوريد

( ) m m
xi / / / / m

E x xmx dx x m
m

− ++ + += µ = = ⇒ = ⇒ =
+

∑
∫ �
�

1
1 1 10 8 0 4 0 3 0 5

1
4 4 1
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بع اي استخراج شده باشند، براي به دست آوردن تا از يك جامعه x1,...,xnاگر نمونه تصادفي : برآورد به روش درستنمايي ماكزيمم) 2

)چگالي احتمال توأم  )pf x, , ,θ θ
1
در . ها ماكزيمم شودxiها را انتخاب نمود كه به ازاي آنها مقدار تابع چگالي توأم iθتوان مقاديري از  مي ⋯

  .نمونه دانست nترين پيشامد استخراج  هاي به دست آمده را محتمل توان نمونه واقع مي

)  :ها عبارتست از ن حالت تابع درستنمايي اين نمونهدر اي ) ( )p n pL , f x , x , , x , , ,θ θ = θ θ
1 1 2 1
⋯ ⋯ ⋯ 

توان به  مي(نماييم  را محاسبه مي iθ̂ها مساوي صفر قرار دادن آنها و حل معادلات به دست آمده iθبرحسب  Lگيري از تابع  حال با مشتق

  )نيز مشتق گرفت ln(L)، از Lگيري از تابع  جاي مشتق

)اگر  :قضيه )g θ  تابعي يك به يك ازθ درستنمايي ماكزيمم براي  وردباشد، برآ( )g θ  برابر( )ˆg θ خواهد بود.  

  

)با توزيع احتمال  xمتغير تصادفي : مثال   ) ( )x
f x , x , , ,= θ − θ = � �� �1 )مفروض است  12 )< θ  nاگر يك نمونه تصادفي . �1>

  .را به دست آوريد E(X)و  θبراي  (MLE)تايي از اين جامعه انتخاب كنيم در اين صورت برآورد كننده ماكزيمم درستنمايي 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

xin
n i

i i

L f x , x , , x , x , ln[L ] n ln x ln

x xln n n

X

X

θ = θ = θ − θ θ = × θ + × − θ

σ θ
= − = ⇒ = ⇒ θ =

σθ θ − θ θ − θ +
− θ=
θ

∑ ∑
∑ ∑
⋯

�

1 2
1 1

1

1 1 1

1

 

  اي برآورد فاصله
  .است θكه به احتمالي معين شامل  θ̂اي حول پارامتر  از جامعه عبارتست از فاصله θاي پارمتري مانند  برآورد فاصله

( )ˆ ˆP A Aθ − < θ < θ + = − α1  

فاصله اطمينان همواره به صورت . بزرگتر خواهد بود Aكوچكتر باشد،  αاست و هر چه  αتابعي از  Aمقدار بديهي است كه 
ˆ ˆ[ A, A]θ − θ   .بستگي دارد θ̂ساختن فاصله اطمينان به توزيع احتمالي . نيست +

  فاصله اطمينان براي ميانگين جامعه نرمال با واريانس معلوم

)داراي توزيع  xاگر متغير تصادفي  )N ,µ σ xمعلوم باشد، متغير تصادفي  σ2نامعلوم و  µبا  2

n

− µ
σ
و  است N(0,1)ل داراي توزيع نرما 

  :داريم

x
p Z Z P x Z x Z

n n
n

α α α α

 
 − µ σ σ − ≤ ≤ = − α ⇒ − × ≤ µ ≤ + × = − α   σ   
  

2 2 2 2

1 1  

به . توان رابطه فوق را استفاده كرد بالا باشد، نيز مي (n)لازم به ذكر است در صورتي كه جامعه داراي توزيع نرمال نباشد ولي اندازه نمونه 

توان  برقرار باشد آنگاه مي) بزرگ بودن اندازه نمونه(، )نرمال بودن جامعه(، )معلوم بودن واريانس جامعه(طور كلي اگر دو شرط از سه شرط، 

  .از رابطه فوق استفاده كرد

  

  فاصله اطمينان براي ميانگين جامعه نرمال با واريانس مجهول با تعداد نمونه كم

( ) ( )n , n

S S
P x t , x t

n n
α α− −

 − × ≤ µ ≤ + × = − α 
 

1 1
2 2

1  

 
  

Zα
2

Zα−
2

α
2

α
2

,n
tα

2
,n

tα−
2

α
2

α
2
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  ومهاي معل هاي دو جامعه نرمال با واريانس فاصله اطمينان براي تفاضل ميانگين

( ) ( )P x x Z x x Z
n n n nα α

 
   σ σ σ σ − − + ≤ µ − µ ≤ − + + = − α    
       

 

1 1

2 2 2 22 2
1 2 1 2

2 2 1 2 1 2
2 21 2 1 2

1  

xكه در آن  , x
2 1

σ,اندازه نمونه دو جامعه و  n2,n1هاي دو جامعه،  ميانگين نمونه  σ2 2

2 1
  .هاي دو جامعه هستند واريانس 

)برابر  هاي مجهول و هاي دو جامعه نرمال با واريانس فاصله اطمينان براي تفاضل ميانگين )σ = σ2 2

1 2
   

( ) ( )P P,n m ,n m
P x x t S x x t S

n m n mα α+ − + −

 
    − − × + ≤ µ − µ ≤ − + × + = − α       

  

1 1

2 2

1 2 1 2 1 22 2
2 2

1 1 1 1
1  

)  :هاي مشترك دو جامعه به صورت زير است واريانس pS2هاي دو جامعه و  اندازه نمونه m,nكه در آن  ) ( )
P

n S m S
S

n m

− + −
=

+ −

2 2

1 22
1 1

2
 

  زياد  با تعداد نمونه Pفاصله اطمينان براي نسبت 
تاي آن داراي چنين خصوصيتي  xتايي بگيريم كه  nاگر از جامعه نمونه . بخواهيم نسبت افراد به خصوصي را در كل جامعه محاسبه كنيماگر 

xباشند نسبت نمونه مورد نظر برابر 
P̂

n
  .خواهد شد =

( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆP P P P
ˆ ˆP P z P P z

n n

− −

α α

 
    − −
    − ≤ ≤ + = − α
    
     

1 1

2 2

2 2

1 1

1 

  هاي زياد امعه با تعداد نمونههاي دو ج فاصله اطمينان براي تفاضل نسبت

( ) ( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆP P P P P P P P
ˆ ˆ ˆ ˆP P P Z P P P P Z

n n n nα α

 
    − − − −
    − − + ≤ − ≤ − + + = − α
    
     

1 1

2 2
1 2 2 1 2 2

1 2 1 2 1 2
2 2

1 2 1 2

1 1 1 1

1  

  فاصله اطمينان براي واريانس جامعه نرمال

)  :در صورتي كه ميانگين جامعه نامعلوم باشد) 1 )
( )

( )
( ), n , n

n S n S
P

X Xα α− − −

 − − ≤ σ ≤ = − α
 
  

2 2

2

2 2

1 1 1
2 2

1 1
1  

  :در صورتي كه ميانگين جامعه معلوم باشد)2
,n ,n

nS nS
P

X Xα α−

 
 ≤ σ ≤ = − α
 
  

2 2

2

2 2

1
2 2

1  

  هاي دو جامعه نرمال بت واريانسفاصله اطمينان براي نس

n ,m , n ,m ,

S S
P F F

S S
α α− − − − −

 σ
× ≤ ≤ × = − α 

σ  

2 2 2

1 1 1

2 2 21 11 1 1
2 2

2 2 2

1  

Sكه در آن ,S2 2

2 1
  .از دو جامعه نرمال هستند  n, mواريانسهاي نمونه هاي تصادفي مستقل به اندازه 

,n
X α

2

2

α
2

α
2

f

,n
X α− 2

2

α
2

α
2

f

m,n,
F α−

2
m,n,

F α
2  
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  آزمون فرض
شود كه بر  ، يك گروه از جوامع، مطرح ميامتر نامعلوم از يك جامعه و يافرضيه آماري عبارتست از فرض يا حكمي كه درباره يك يا چند پار

  .هايي در مورد پارامتر مورد نظر صورت داد توان مقايسه اساس آن مي

اي كه در  معمولا فرضيه. گيرند در آزمون فرض همواره مقابل هم قرار ميفرضيه آماري ممكن است درست يا غلط باشد لذا دو فرض  ره

دهند و در مقابل فرضيه ديگري نيز وجود دارد كه در  آنرا نمايش مي �Hنام دارد كه با » فرض خنثي«يا » فرض صفر«انتظار رد آن هستيم 

  .دهيم نمايش مي H1آنرا با  شود و گفته مي» فرض مقابل«ه به آن پذيريم، ك ميآن را  �Hصورت رد 

هيچ الزامي وجود ندارد كه رد فرض صفر به معناي نادرستي آن باشد لذا هنگامي كه دلايل كافي و لازم براي پذيرش فرض صفر وجود ندارد 

  .كنيم و بر عكس ما آن را رد مي

  هاي آماري واع فرضيهنا

Hاي به طور كامل توزيع يك جامعه را مشخص كند به آن فرض ساده گوييم، مانند  اگر فرضيه :فرض ساده : p /=0 در مثال قبل پارامتر  �5

  .توزيع برنولي به طور كامل معين است لذا، توزيع متغير تصادفي انتخاب شده از جامعه كاملا مشخص است

Hل توزيع يك جامعه را مشخص نكند به آن فرض مركب گوييم، مانند اي به طور كام اگر فرضيه: فرض مركب : p /≠0 5�  

  انواع خطا در آزمون فرض
) يا به طور كلي در مورد توزيع جامعه(جامعه  آنيك جامعه در مورد پارامتري از  اي از به جهت اينكه در آزمون فرض ما براساس نمونه

  .مواره مقدار خطايي در انجام آزمون وجود خواهد داشتكنيم، لذا ه گيري مي تصميم

  :شود كه در جدول زير مشخص شده است گيري در مورد جامعه بر مبناي نمونه تصادفي به چهار نتيجه منتهي مي تصميم

H1 واقعا صحيح است  H� واقعا صحيح است  

  وضعيت پارامتردر حالت 

  واقعي              

  نتيجه آزمون

− β1  α  H� رد   

β  − α1  H� پذيرش   

  :براساس جدول فوق همواره با دو نوع خطا مواجه هستيم

  .حالتي كه فرض صفر صحيح باشد ولي ما آنرا بپذيريم: ولخطاي نوع ا

Iα = �P(H= احتمال خطاي نوع  �H استدرست   رد   ) 

  .پذيريمنو ما آنرا ) اشديح بفرض مقابل صح(حالتي كه فرض صفر صحيح نباشد : خطاي نوع دوم

IIβ = �P (H= احتمال خطاي نوع  پذيرش   �H صحيح نيست  )  

  .نيز گويند» ندهريسك مصرف كن«و به خطاي نوع دوم » ريسك توليد كننده«به خطاي نوع اول اصطلاحا : نكته  

  مراحل انجام آزمون فرض
  ها مشخص نمودن فرضيه) 1

 آمار و احتمالات
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نومزآهرامآ =
θرتماراپهدننكهدروآرب-رفصضرفساساربرتماراپرادقم

θرايعمياطخ

  .شده  مشاهده تعريف يك آماره روي نمونه) 2

آماره هر آزمون فرض معمولا به صورت زير . تصميم در مورد رد يا پذيرش يك فرضيه بستگي به آماره تعريف شده براساس آن فرضيه دارد

  .شود تعريف مي
 
 

  .گيرد اره آزمون فرض براساس فرض صفر شكل ميانتخاب آم: نكته  

  αبراساس احتمال مورد نظر ) رد يا(مشخص نمودن ناحيه پذيرش ) 3

  .بايد قبول شود �Hمقادير آماره است كه به ازاي آن  از اي ناحيه پذيرش مجموعه

  محاسبه مقدار آماره آزمون) 4

  گيري نتيجه )5

  .كنيم رد مي H1را به نفع فرض  �Hاگر مقدار محاسبه شده آماره آزمون در ناحيه رد قرار گيرد فرض 

  هاي ميانگين آزمون
  :معلوم باشد σحالتي كه ) 1

  

      آماره  ناحيه رد  ناحيه پذيرش

− α1

Zα  
Z Zα>  

x
z

n

− µ=
σ
�  H :

H :

µ = µ
µ > µ1

� �

�
  

  

  آزمون يكطرفه
− α1

Zα−  
Z Zα< −  

x
z

n

− µ=
σ
�  H :

H :

µ = µ
µ < µ1

� �

�
  

zα
2

zα−
2

α
2

α
2

  

Z Zα< −
2

  

  و

Z Zα>
2

  

x
z

n

− µ=
σ
�  H :

H :

µ = µ
µ ≠ µ1

� �

�
  آزمون دو طرفه  

  

  :نامعلوم باشدσحالتي كه ) 2

  

      آماره  ناحيه رد  ناحيه پذيرش

− α1

,ntα −1  

t tα>  ( )n
x

t
s

n

−
− µ=

1
�  H :

H :

µ = µ
µ > µ1

� �

�
  

  

  آزمون يكطرفه
− α1

tα−  

t tα< −  ( )n
x

t
s

n

−
− µ=

1
�  H :

H :

µ = µ
µ < µ1

� �

�
  

tα
2

tα−
2

α
2

α
2

  

t tα< −
2

  

  و

t tα>
2

  

( )n
x

t
s

n

−
− µ=

1
�  H :

H :

µ = µ
µ ≠ µ1

� �

�
  آزمون دو طرفه  
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  دو جامعه زمون مربوط به اختلاف ميانگينآ
  :حالتي كه واريانس جوامع معلوم است) 1

      آماره  ناحيه رد

Z Zα>  
x y

z

n n

−=
σ +

1 2

1 1

  H :

H :

µ = µ
µ > µ
1 2

1 1 2

�  
  

  آزمون يكطرفه
Z Zα< −  

x y
z

n n

−=
σ +

1 2

1 1

 H :

H :

µ = µ

µ < µ
2

2

1

1 1

�
  

Z Zα>
2

  

  و

Z Zα< −
2

  

x y
z

n n

−=
σ +

1 2

1 1

  H :

H :

µ = µ
µ ≠ µ
1 2

1 1 2

  آزمون دو طرفه  �

  

  :التي كه واريانس جوامع نامعلوم استح) 2

  .حالتي كه واريانس جوامع نامعلوم ولي مساوي باشد) الف

( ) ( )
P

n s n s
S

n n

− + −
=

+ −

2 2
1 1 2 22

1 2

1 1

2
  

      آماره  ناحيه رد

( )n nt tα+ − >
1 2 2

  
x Y

t
sp n n

−=
+

1 2

1 1

  H :

H :

µ = µ
µ > µ
1 2

1 1 2

�  
  

  آزمون يكطرفه
t tα< −  

x Y
t

sp n n

−=
+

1 2

1 1

  H :

H :

µ = µ

µ < µ
2

2

1

1 1

�
  

t tα>
2

  

  و

t tα< −
2

  

x Y
t

sp n n

−=
+

1 2

1 1

  H :

H :

µ = µ
µ ≠ µ
1 2

1 1 2

  آزمون دو طرفه  �

  .م برابر نباشندها با ه حالتي كه واريانس جوامع نامعلوم باشد و لزوما هم واريانس) ب

      آماره  ناحيه رد

( )vt ' tα>  
x Y

t '
s s

n n

−=

+
2 2
1 2

2 2

  H :

H :

µ = µ
µ > µ
1 2

1 1 2

�  
  

  آزمون يكطرفه

( )vt ' tα< −  
x Y

t '
s s

n n

−=

+
2 2
1 2

2 2

  H :

H :

µ = µ

µ < µ
2

2

1

1 1

�
  

( )vt ' tα>  

  و

( )vt ' tα< −  

x Y
t '

s s

n n

−=

+
2 2
1 2

2 2

  H :

H :

µ = µ
µ ≠ µ
1 2

1 1 2

  آزمون دو طرفه  �
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  هاي دو جامعه آزمون اختلاف واريانس
هاي دو جامعه  جهت آزمون برابري ميانگين 'tيا فرمول  tرود و در انتخاب فرمول  اين آزمون جهت تست برابري واريانس دو جامعه به كار مي

  .شود واقع مي مفيد

 
      آماره  ناحيه رد

n ,n ,F F − − α>
1 21 1  n ,n

S
F

S
− − =

1 2

2
1

1 1
2
2

  
H :

H :

σ = σ
σ > σ
1 2

1 1 2

�  
  

  آزمون يكطرفه
n ,n ,F F − − α<
2 11 1  n ,n

S
F

S
− − =

2 1

2
2

1 1
2
1

  
H :

H :

σ = σ
σ < σ
1 2

1 1 2

�  

  

M mn ,n ,
F F α− −

<
1 1

2

  
M m

M
n ,n

m

mM

S
F

S

S S

− − =

>

2

1 1
2

2 2

  
H :

H :

σ = σ
σ ≠ σ
1 2

1 1 2

  آزمون دو طرفه  �

  

  آزمون واريانس
      آماره  ناحيه رد  

X α
2

α

  
( )n ,− αχ > χ2 2

1
  ( )

( )
n

n s
−

−
χ =

σ

2
2

1 2

1

�

  
H :

H :

σ = σ

σ > σ

2 2

2 2
1

� �

�

  
  

α  آزمون يكطرفه

X −α
2

1  
n ,− −αχ < χ2 2

11  ( )
( )

n

n s
−

−
χ =

σ

2
2

1 2

1

�

  
H :

H :

σ = σ

σ < σ

2 2

2 2
1

� �

�

  

X α
2

2

α
2

α
2

X α−
2

1
2  

n ,

n ,

α−

α− −

χ > χ

χ < χ

2 2

1
2

2 2

11
2

  ( )
( )

n

n s
−

−
χ =

σ

2
2

1 2

1

�

  
H :

H :

σ = σ

σ ≠ σ

2 2

2 2
1

� �

�

  آزمون دو طرفه  

  )آزمون زوجي(هاي دو جامعه وابسته  آزمون اختلاف ميانگين
و پس از اعمال تغييرات يا اعمال فرآيندي بر روي جامعه مجددا همان نمونه استخراج  )xi(استخراج شده شده  از يك جامعه دهمشاه nاگر 

i   :د داردگيري شده زير وجو ثبت شود جهت آزمون تأثير فرآيند روي صفت اندازه yiو مشاهدات  ودش i id x y= −  

  

      آماره  ناحيه رد

t tα>  n
d

d
t

s
n

− =1  d

d

H :

H :

µ =
µ >1

� �

�
  

  

  آزمون يكطرفه
t tα< −  n

d

d
t

s
n

− =1  d

d

H :

H :

µ =
µ <1

� �

�
  

t t

t t

α

α

>

< −
2

2

  n
d

d
t

s
n

− =1  d

d

H :

H :

µ =
µ ≠1

� �

�
  آزمون دو طرفه  
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  آزمون برآورد نسبت يك جامعه
   Zآماره فوق توزيع  n>50يا اندازه نمونه است، معمولا براي  nجهت آزمون فرض منوط به شرط بزرگي  Zاستفاده از آماره : نكته  

  .دارد  

x
P̂

n
=  

      آماره  ناحيه رد

Z Zα>  ( )
P̂ P

Z
P P

n

−=
−1
�

� �

  H : P P

H : P P

=
>1

� �

�
  

  

  آزمون يكطرفه
Z Zα< −  ( )

P̂ P
Z

P P

n

−=
−1
�

� �

  H : P P

H : P P

=
<1

� �

�
  

Z Z

Z Z

α

α

>

< −
2

2

  ( )
P̂ P

Z
P P

n

−=
−1
�

� �

  H : P P

H : P P

=
≠1

� �

�
  آزمون دو طرفه  

  آزمون برآورد اختلاف نسبت دو جامعه
X Xˆ ˆP , P
n n

= =1 2
1 2

1 2

 

      آماره  

Z Zα>  ( ) ( )
ˆ ˆP P

Z
P P P P

n n

−
=

− −
+

1 2

1 1 2 1

1 2

1 1

  H : P P

H : P P

=
>

1 2

1 1 2

�  
  

  آزمون يكطرفه

Z Zα< −  ( ) ( )
ˆ ˆP P

Z
P P P P

n n

−
=

− −
+

1 2

1 1 2 1

1 2

1 1

  H : P P

H : P P

=
<

1 2

1 1 2

�  

Z Z

Z Z

α

α

>

< −
2

2

  ( ) ( )
ˆ ˆP P

Z
P P P P

n n

−
=

− −
+

1 2

1 1 2 1

1 2

1 1

  H : P P

H : P P

=
≠

1 2

1 1 2

  آزمون دو طرفه  �

  

از  Zه ربه آمادر محاس P2و  P1مشخص نباشد كه معمولا چنين است به جاي  (P1,P2)در حالتي كه نسبت مشترك دو جامعه : نكته  

P' آيد كنيم كه طبق رابطه زير به دست مي استفاده مي.  

ˆ ˆX X n p n p
P'

n n n n

+ +
= =

+ +
1 2 1 1 2 2

1 2 1 2

 

  كاي هاي مربع آزمون
خواهيم آزمون  مي. گيري از جامعه به دست آمده باشد يك نمونه در ها  اي از فراواني فرض كنيد مجموعه :براي نيكويي برازش X2آزمون ) 1

  .توانند از يك توزيع نظري خاص استخراج شده باشند يا خير ها مي نهكنيم كه آيا اين نمو

آماره  .ده و مقادير نظري وجود نداردهيچ تفاوت معناداري ميان مقادير مشاهده ش«: شود لذا فرض صفر آزمون به اين صورت تعريف مي
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) :شود آزمون به صورت زير تعريف مي )
( )n n

i i i
n i ii i

OO E
N

E E−
= =

+
χ = = −∑ ∑

22

2

1
1 1

 

ع كـل  ومجم Nمقادير نظري متناظر با آنها و  Eiمقادير مشاهده شده و  Oiدرجه آزادي است كه در آن  n-1ي توزيع كاي دو با آماره فوق دارا

  .ها است فراواني

  

براي برآورد هر يك از . نمود ها برآورد نمونه با توجه بهستي آنها را در صورتي كه پارامترهاي توزيع نظري معلوم نباشند، باي: نكته  

كمتر باشد بايستي با دسته قبل در هم ادغام  5اي از  همچنين اگر فراواني دسته. شود ارامترهاي توزيع نظري، يك درجه از آزادي كاسته ميپ

  .شود آزادي كم مي ن صورت هم با هر ادغام يك درجهشوند كه در اي

  

  .انشين كرد، بلكه اطلاعات اصلي بايد به كار برده شودهاي اصلي را نبايد با فراواني نسبي يا متناسب با آن ج توزيع داده: نكته  

بـه دسـت آمـده     yو  xتايي در بررسي توأم دو صفت  Nجدول فراواني دوبعدي زير را كه براساس يك نمونه : براي نابستگي X2آزمون ) 2

  :است را در نظر بگيريد

fx ym ⋯  yi ⋯  y2 y1 Y        X 

f10 f1n   
⋯    f12 f11 x1 

f20 f2n   
⋯    f22 f21 x2 

⋮  ⋮       
⋮  ⋮  ⋮ 

f i0 f in   f ij  ⋯  f i2  f i1 xi 

⋮  ⋮    
⋮    

⋮  ⋮  ⋮  

mf �  fmn ⋯  fmi ⋯  fm2 fm1 xm 

N fon   
⋯    f 2�  f 1�  fy 

   yiو  xiباشند، براي مقدار فراواني مورد انتظار توأم  مستقل yو  xاگر 

( ) ( ) ( ) j i ji
ij i j i j

f f ff
E NP X x ,Y y N P x x P Y y N

N N N

×
= = = = × = = = × × =� � ��  

  .گردد به صورت زير تعريف مي yو  xماره مورد استفاده براي آزمون استقلال دو پارامتر آدر اين حالت 

( )( )
( )ij ij

n m iji j

f E

E− −

−
χ =∑∑

2

2

1 1
 

)در بازه ) استقلال دو پارامتر(محدوده پذيرش فرض صفر  ), αχ2� است.  

يك توزيع نرمال با ميانگين مجهول آيا داراي واريانس خاصي است  اگر بخواهيم آزمون كنيم كه: براي واريانس جامعه نرمال X2آزمون ) 3

( )H : σ = σ2 2
� واريانس نمونه مورد نظر باشد،  S2تايي از جامعه نرمال مورد نظر باشد و nيك نمونه تصادفي  x1,...,xn، در صورتي كه �

  :كنيم ريف ميجهت آزمون فرض صفر آماره زير را تع

( )
( )

n

n S
−

−
χ =

σ

2
2

1 2

1

�

 

  .ناحيه پذيرش فرض صفر براي اين آماره همانند قسمت آزمون واريانس جامعه خواهد بود

  

  .خواهد رسيد nيك واحد اضافه خواهد شد، يعني به  X2در صورتي كه ميانگين جامعه معلوم باشد درجه آزادي توزيع : نكته  
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( )
( )i

n

xns
, s

n

− µ
χ = =

σ
∑

22
2 2

2
�

 

  آناليز واريانس
هاي مختلفي از  ها بين گونه آناليز واريانس يا تجزيه و تحليل تغييرات نسبت به ميانگين، در واقع تقسيم تغييرات موجود در كل داده

ها در  مونهتعداد ن. گيري شده باشد جامعه مختلف اندازه kهاي  به عنوان مثال، فرض كنيد صفت به خصوصي براي افراد يا نمونه. هاست نمونه

بوده و  njام، برابر jجامعه 
k

j
j

n N
=

=∑
1

Xرا با  امjدر جامعه يا گونه  امiگيري شده براي نمونه  باشد، مقدار صفت اندازه مي  ij ميانگين كل ،

هاي مختلف  هدف مقايسه ميانگين صفت مورد نظر در جامعه يا گونه. دهيم نشان مي jXام را با jهاي گونه  و ميانگين نمونه xها را با  نمونه

)  :داريم است، ) ( ) ( )ij j ij jX X X X X X− = − + − 

  :يا به بيان ديگر

  انحراف مشاهدات از ميانگين كل =ها از ميانگين كل  انحراف ميانگين گونه+ هاي هر گونه از ميانگين خود گونه  انحراف نمونه

  :توان نشان داد مي

( ) ( ) ( )
j j

tt

n nk k k

ij j j ij
j i j j i

SST SS SS SSA SS SSE SS SS

X X n X X X X
= = = = =

− = − + −∑∑ ∑ ∑∑
2 2 2

1 1 1 1 1
������� ������� �������

 

  هاي چند جامعه آزمون برابري ميانگين

kH :µ = µ = = µ1 2� ⋯  

H1  : با سايرين متفاوت باشد iµ حداقل يكي از    

از آزمون واريانس استفاده  iµبه جاي مقايسه زوجي هاي چند جامعه را با هم آزمون كنيم بهتر است  در صورتي كه بخواهيم برابري ميانگين

در اين حالت آماره آزمون جهت فرض صفر به صورت زير تعريف . آزمون را بسيار بالا خواهد برد Iكنيم زيرا مقايسه زوجي خطاي نوع 

  .شود مي

k ,N k

SSA
SSA kF

SSESSE
N k

− −
−= =

−

1
1  

در اين حالت ناحيه پذيرش به صورت . درجه آزادي است N-kو  k-1با  Fآماره فوق داراي توزيع طور كه اشاره گرديده است  همان

( )k ,N k,,F − − α1� شود تعريف مي.  

 ميانگين
 ميانگين

يا مانده  يا كل يا گونه ياخطا يا  
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