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  :ريزي خطي برنامه

  :ريزي خطي مفاهيم كلي برنامه
  :ريزي خطي عبارتند از اجزاي هر مدل برنامهمراحل 

  .گيري كه بايد مشخص شوند متغيرهاي تصميم) 1

  .شوند هاي مسأله كه در قالب معادله يا نامعادله بيان مي محدوديت) 2

  .شود تعريف مي minيا  maxباشد و به صورت  سازي آن مي بهينه ،دلخطي است كه در واقع هدف هر م از تابع هدف كه عبارت) 3

  :شود ريزي خطي به صورت زير تعريف مي ألة برنامهدر حالت كلي مس

  

(max يا    min)    n nZ C x C x ... C x= + + +1 1 2 2  

 n nS.t. a x a x ... a x (+ + + ≤11 1 12 2 1 ≤يا   b1( =يا 

      ⋮  
      m m mn na x a x ... a x+ + +1 1 2 2  (≤ ≤ يا   =m)b يا    

              nx ,x ,..., x (≥1 2 � يا    ≤ � نامقيد يا    )  

 

  :LPماتريسي فرم 

(Max يا   Min)  Z CX=  

               S.t. AX(≤ ≤ يا  يا   )b=  

     X(≥ � يا    ≤ � نامقيد يا   )  

( )
n

n

m m mn m

a a a b

C C ,C ,...,C A b

a a a b

   
   = = =   

  
  

11 12 1 1

1 2

1 2

⋯

⋮ ⋮  

  :ريزي خطي مفروضات برنامه
ها نيز دو برابر  دو برابر شود، سهم آن در هزينه و نيز در هر يك از محدوديت) امjمقدار فعاليت ( xjاين به اين معنا است كه اگر  :تناسب) 1

  .نيز هزينه راه اندازي براي شروع فعاليت نيز وجود ندارد مرتبط نيست و xjاندازي با  جويي، درآمد يا پس شود، يعني هيچگونه صرفه

هاي انفرادي است و تأثيرات جانبي و  هاي فعاليت كند كه هزينة كل برابر با مجموع هر يك از هزينه اين فرض تضمين مي: پذيري جمع) 2

  .ها وجود ندارد متقابل بين فعاليت

توانند تقسيم شوند و بنابراين مقدار ناصحيح را نيز  گيري هر اندازه مي اي تصميماين فرض بيانگر اين است كه متغيره :پذيري بخش) 3

  .توانند بگيرند مي

ها و  همگي معين هستند و تمامي عناصر احتمالي يا تصادفي در تقاضا، هزينه، قيمت bi, aij, cjطبق اين فرض تمامي ضرايب : قطعيت) 4

  .اند زده شده  بشان تقري منابع موجود و غيره با معادل قطعي

 تحقيق در عمليات يكتحقيق در عمليات يكتحقيق در عمليات يكتحقيق در عمليات يك
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  :LPچند نكته در دستكاري مسألة 

  تبديل نامساوي به تساوي) 1
n n n n

ij j i ij j n i ij j i ij j n i
j j j j

n n

a x b a x x b , a x b a x x b

x x

+ +
= = = =

+ +

≥ → − = ≤ → + =

≥ ≥

∑ ∑ ∑ ∑1 1

1 1 1 1

1 1� �

 

  تبديل تساوي به نامساوي) 2
n

ij j i
jn

ij j i
j n

ij j i
j

a x b

a x b و

a x b

=

=

=


≥




= → 

 ≤



∑

∑

∑

1

1

1

 

  تغيير جهت نامساوي) 3
n n

ij j i ij j i
j j

a x b a x b
= =

≥ → − ≤ −∑ ∑
1 1

 

 

  ها تبديلات قدر مطلق در محدوديت) 4
px qx b

| px qx | b و

px qx b

+ ≤
+ ≤ → 
 + ≥ −

1 2

1 2

1 2

     

px qx b

| px qx | b �������������������

px qx b

+ ≤ −
+ ≥ → 
 + ≥

1 2

1 2

1 2

 

 
)وقتي محدوديت به صورت اخير باشد : نكته   )| px qx | b+ ≥1 مطرح است، چون بايد  ريزي خطي صحيح فرم برنامهمسأله به  2

 .نخواهد بود LP از نوع فقط يكي از دو نامساوي برقرار باشد و لذا مسأله ديگر

  

  )آزاد(متغيرهاي نامقيد ) 5
  توان به صورت تفاضل دو متغير مثبت بيان كرد  هر متغير آزاد را مي

j j j j jx x x x ,x′ ′′ ′′ ′= − > �  

kxدر صورتي كه  ,x ,..., x1 x)متغيرهاي آزاد مسأله باشد، در آن صورت با افزودن فقط يك متغير  kعضوي از  kيك مجموعة 2 توان  مي ′′(

  :ايگزيني را انجام دادعمل ج
' " ' "

' " ' "

' " ' "
k k k k k

x x x x x x

x x x x x x

x x x x x x

= − → = −

= − → = −

= − → = −

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

⋮
    { }"

j jx max x ,x′′ ′′= ≥ �  

  xj|= x'j+ x"j|  به صورت قدرمطلق در مسأله ظاهر شده باشد به صورت زير جايگزين خواهد شد  xjهم چنين اگر 

  و بالعكس به مينيمم سازي سازي تبديل مسألة ماكزيمم) 6
  .به مينيمم و بالعكس كافي است كه هم ضرايب تابع هدف و هم خود تابع هدف را در يك منفي ضرب كرد براي تبديل مسألة ماكزيمم
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n n

j j j j
j j

max C x min C x
= =

= − −∑ ∑
1 1

 

  :LPاشكال متعارفي و استاندارد مسألة 
    سازي  minمساله   سازي maxمساله 

n

j i
j

max C x
=
∑
1

  
n

j j
j

min C x
=
∑
1

  

  دشكل استاندار
n

ij j i
j

j

S.t. a x b

i ,...,m

j ,...,n x

=
=

=
= ≥

∑
1

1

1 �

  

n

ij j i
j

j

S.t. a x b

i ,...,m

j ,...,n x

=
=

=
= ≥

∑
1

1

1 �

  

n

j i
j

max C x
=
∑
1

  
n

j j
j

min C x
=
∑
1

    

n

ij j i
j

j

S.t. a x b

i ,...,m

j ,...,n x

=
≤

=
= ≥

∑
1

1

1 �

  

n

ij i
j

j

S.t. a b

i ,...,m

j ,...,n x

=
≥

=
= ≥

∑
1

1

1 �

  
  شكل متعارفي

  

  .كند به فرم استاندارد را حل مي LPتنها مسائل  simplexروش : نكته  

  :ريزي خطي هاي حل برنامه شرو
  simplexروش ) 2     ترسيمي هاي روش) 1

  

  ترسيمي هاي روش
n) >يا  <يا (=  bهر دستگاه نامعادلة خطي به صورت  na x a x ... a x+ + +1 1 2 براي رسم منطقة . باشد يك نيم فضا در فضاي دو بعدي مي2

سپس منطقة مورد نظر را با توجه به جهت نامعادله . كنيم نظر را رسم ميموجه ابتدا نامعادله را به صورت تساوي تبديل كرده و خط مورد 

كه همان بردار گراديان ) ضرايب تابع هدف( cسپس از بردار . دهد ها منطقة موجه مسأله را تشكيل مي اشتراك تمام محدوديت. زنيم هاشور مي

  .كنيم فاده ميتابع هدف است و بر آن عمود است براي يافتن نقطة بهينه تابع هدف است
  

Cخلاف بردار  در جهت سازي تابع هدف را minدر مسألة  -
�

  .دهيم حركت مي 

Cسازي تابع هدف را در جهت برادر  maxدر مسألة  -
�

  .دهيم حركت مي 
  

  .دهد ينه تابع هدف را به ما ميگذرد مقدار به اي كه تابع هدف از آن مي در فضاي شدني آخرين نقطه

  

  .اي هم هست به فرم استاندارد يا متعارفي جواب بهينه متناهي داشته باشد، آنگاه داراي جواب بهينه گوشه LPاگر مسألة  :نكته  

  .توان براي يافتن نقطة بهينه استفاده كرد با توجه به نكته ذكر شده از روش ديگري نيز مي
  

  هاي گذرنده از نقاط رأسي ديترسم بردار گراديان محدو
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به سمت خارج ( هاي گذرنده از نقاط رأسي را را به شكل استاندارد مبدل ساخته و سپس بردارگراديان محدوديت LPدر اين روش مسألة 

Cسپس بردار . زنيم رسم كرده و مخروط حاصل را هاشور مي )فضاي شدني
�

C(سازي و  maxدر مسألة  
→

را از ) سازي minرا در مسألة  −

  .در صورتي كه اين بردار داخل مخروط حاصله بيافتد، نقطة رأسي متناظرش جواب بهينه مسأله خواهد بود. كنيم نقطة رأسي رسم مي

 Oاده از روش رسم بردارگراديان نقطة هايي مطابق شكل زير در نظر بگيريد، با استف سازي با فضاي شدني و محدوديت maxيك مسألة : مثال

  .نقطة بهينه مسأله خواهد بود

  

  

  

  

  

  LPهاي ممكن در مسألة  حالت

  .جواب بهينه منحصر به فرد متناهي) 1
  .تواند محدود و نامحدود باشد در اين حالت منطقة موجه مي. در اين حالت يك نقطه بهينه آن هم فقط رأسي براي مسأله وجود دارد

  

  

  

  

  

  

  

  

  جواب بهينه نامتناهي) 2
  .در اين حالت جواب بهينه نامحدود است

  

  .شرط لازم براي وجود جواب بهينه نامتناهي، نامحدود بودن فضاي جواب است: نكته  

  

   .در اين حالت مجموعة جواب بهينه، تهي است :نكته  

  

  جواب بهينة چندگانه متناهي) 3
  .آيد نقطه به دست مي) نهايت بي(زاي بيش از يك تابع هدف به ا در اين حالت مقدار بهينه

  

  .نهايت جواب بهينه خواهيم داشت اگر بيش از يك جواب داشته باشيم حتماً بي LPدر مسألة  :نكته  

  

  

 به فرد جواب بهينه منحصر

 )منطقه موجه محدود(

c

 به فرد جواب بهينه منحصر

c )منطقه موجه نامحدود(

 جهت بهينه

c

x∗

x2

x1
C

B

O

C
�

C
�

C
�

C
�

c

  سازي Minمساله 
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  )ناموجه(نشدني ) 4
  .هاي مسأله وجود ندارد و فضاي شدني مسأله تهي است در اين حالت هيچ اشتراكي بين كل محدوديت

  

  

  )فضاي احتياج( فضاي ايجاد
naمجموعه بردارهاي . نيز حل و تفسير كرد) احتياج(توان در فضاي ايجاد  را مي LPمسألة  ,a ,...,a1   .دهند تشكيل يك مخروط مي 2

  .داخل مخروط حاصله قرار گيرد، مسأله شدني است bبه فرم استاندارد باشد اگر و فقط اگر بردار  LPدر حالتي كه مسألة ) 1

  

  

  

 
  

ها به فرم  در حالتي كه محدوديت) 2
n

j j
j

a x b x j , ,...,n
=

≤ ≥ =∑
1

1 حاصل از بردارهاي  باشند اگر و فقط اگر مخروط �2

na ,...,a ,a2   .را قطع كند مسأله شدني است bبردارهاي كوچكتر يا مساوي بردار  1

  

  

  

  

  

ها به فرم  در حالتي كه محدوديت) 3
n

j j
j

a x b ، x ، j ,...,n
=

≥ ≥ =∑
1

حاصل از بردارهاي  باشند اگر و فقط اگر مخروط �1

na ,...,a ,a2   .را قطع كند مسأله شدني است bبردارهاي بزرگتر يا مساوي بردار  1

  

 
 
 
 
 

  بهينگي
  م كه با توجه به عبارت در حالتي كه فضاي ما دو بعدي باشد براي يافتن مقدار بهينه كافي است مقدار متغيرها را طوري پيدا كني

n

n

c c c
x x ... (

a a a

     
+ + + ≤     

    

1 2
1 2

1 2

= يا  يا  
Z

)
b

 
≥  
 

 

  .بهينه شود zمقدار 

nبراي اين كار كافي است مخروط حاصله از بردارهاي 

n

cc c
, ,

aa a

    
    

     

12

1

را پيدا كرده و با حركت بردار  ⋯
Z

b

 
 
 
را طوري كنيم كه  zمقدار  

  .در ضمن تأمين احتياجات مقدار آن بهينه شود

x 1

x 2

تهي است ناحيه شدني نيست ناحيه شدني تهي  

فضاي شدني تهي نيست   فضاي شدني تهي است 

فضاي شدني تهي نيست   ba1

a2

a3

فضاي شدني تهي است   

a1

a2

a3

a4 b a3

a1

b

a2

a4

a1

b

a2
a3

a1

a2
a3

b

a1

a1

a2

a 3

b
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  :چند نكته  

m)از رابطة  LPاي هر مسألة  تعداد نقاط گوشه) 1 n)!

m!n!

  .تعداد متغيرها است nها و  تعداد محدوديت mآيد كه در آن  بدست مي +

  .شود شود و تابع هدف نيز بدتر نمي دوديت ناحية شدني كوچكتر نميبا افزودن يك متغير و يا حذف يك مح) 2

  .شود شود و تابع هدف نيز بهتر نمي با حذف يك متغير و يا افزودن يك محدوديت ناحية شدني بزرگتر نمي) 3

  جبر خطي

  تركيب خطي
kaتركيب خطي بردارهاي  bبردار  ,a ,...,a1 kاست اگر  2 kb a a ... a= λ + λ + + λ1 1 2 2  

,k :اعداد حقيقي ,...,λ λ λ1 2  

  .دهد در فضاي دو بعدي تركيب خطي دو بردار كل فضا را به ما مي :نكته  

  

  تركيب آفين
kaتركيب آفين بردارهاي bبردار  ,a ,...,a1 kاست اگر  2 kb a a ... a= λ + λ + + λ1 1 2 2  

              :به طوريكه
k

i
i=

λ =∑
1

1  

  

  .دهد بين انتهاي دو بردار را مي واصل راستاي خط ،فضاي دو بعدي تركيب آفين دو بردار در :نكته  

  

  تركيب محدب
kaتركيب محدب بردارهاي  bبردار  ,a ,...,a1 kاست اگر 2 kb a a ... a= λ + λ + + λ1 1 2 2  

k

i i
i

,
=

λ = λ ≥∑
1

1 �  

  

  .دهد پاره خط واصله بين انتهاي دو بردار را مي ،در فضاي دو بعدي تركيب محدب دو بردار :نكته  

  

  استقلال خطي

مستقل خطي هستند، اگر  a1,....,akبردارهاي 
k

i i
i

a
=

λ =∑
1

iλداشته باشيم  =k 1 i,....,باشد آنگاه به ازاي هر � = �.  

  مجموعة مولد
kaبعدي مولد هستند اگر هر بردار را در اين فضا بتوان با تركيب خطي بردارهاي  nدر يك فضاي  a1,....,akعة بردارهاي مجمو ,a ,...,a1 2 

  .نوشت

  

  .نمايش هر بردار با بردارهاي مولد به صورت منحصر به فرد نيست :نكته  

a 2

a 1

a 2

a 1

a 2

a 1
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  پايه
kaعضوي بردارهاي  nمجموعه  ,a ,...,a1   بعدي پايه هستند اگر  nدر فضاي  2

1 (ka ,a ,...,a1   مستقل خطي باشند  2

  يك مجموعة مولد باشند Enدر فضاي ) 2

  

  .منحصر به فرد نيست Enولي بردار پايه در فضاي . نمايش هر بردار با بردارهاي پايه منحصر به فرد است :نكته  

  تعويض يك بردار پايه با بردار پاية ديگر
بايست در هر مرحله بردار پايه با يك بردار پاية ديگر جايگزين شود و نكتة حائز اهميت اين است كه بعد از  مي simplexروش حل  در

  .جايگزيني يك بردار با يك بردار ديگر مجموعة بردارها هم چنان مستقل خطي باشند

  

اين  bبا  ايه ماندن بردارها، در صورت جايگزيني يكي از آنها،اگر يك مجموعه بردار پايه داشته باشيم شرط لازم و كافي پ :نكته  

n      .ضريبي مخالف صفر داشته باشد در رابطه زير است كه بردار جايگزين شده nb a a ... a= λ + λ + + λ1 1 2 2  

  ها ماتريس

  نكات اصلي
- AB BA≠ 

A=Aاگر  - t )A t  ترانهادةA ( باشدA ستيك ماتريس متقارن ا.  

A= -Aاگر  - t )A t  ترانهادةA ( باشدA يك ماتريس كج متقارن است.  

- A= (A t)t  

  t=At+Bt(A+B)هم بعد باشند  B,Aاگر  -

- (AB) t=BtA t  

≠در صورتي كه  - � |A| )|A| : دترمينال ماتريسA ( آنگاه معكوس ماتريسA اشدب وجود خواهد داشت و محاسبة آن به طريق زير مي:  

را به ماتريس واحد تبديل كرده در اين صورت ماتريس واحد  Aالحاق كرده و با عمليات سطري ماتريس  Aاگر ماتريس واحد را به ماتريس 

  .تبديل خواهد شد A-1به 

  

  :چند نكته  

Aمعكوس داشته باشد  Aاگر  - t  هم معكوس دارد و داريم(A-1)t=(At)-1  

  1=B-1 A-1-(AB)هم معكوس دارد  ABمعكوس داشته باشند  B,Aاگر  -

  حاصلضرب عناصر قطري |A|=يك ماتريس مثلثي باشد آنگاه  Aاگر  -

  |AB|= |A|×|B|مربعي باشند، آنگاه  B, Aاگر  -

  رتبة ماتريس
  .حداكثر تعداد سطرهاي مستقل از هم در ماتريس را رتبة سطري ماتريس گويند :رتبة سطري

  .اي مستقل از هم در ماتريس را رتبة ستوني ماتريس گوينده حداكثر تعداد ستون :رتبة ستوني

  

  .رتبة سطري در يك ماتريس همواره برابر رتبة ستوني است :نكته  
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rankباشد  m×nيك ماتريس  Aاگر  :نكته   A min(m,n)≤  اگرrank A min(m.n)=  باشدA رتبة كامل دارد.  

  ندستگاه معادلات خطي هم زما
  .را در نظر بگيريد Ax) ≥يا  ≤يا (=  bدستگاه 

  .ها را به حالت مساوي تبديل كرد و سپس حالات مختلف را بررسي كرد هاي اين دستگاه كافي است كلية محدوديت براي تعيين تعداد جواب

≠ Rank (A|b) اگر) 1  Rank (A) توان  چون نمي. باشد دستگاه جواب نداردb  را به صورت تركيب خطيka ,a ,...,a1   .نوشت 2

  .نهايت جواب دارد باشد، دستگاه بي Rank (A)= R (A|b)= k< n< mاگر ) 2

 .رد داردباشد، دستگاه جواب منحصر به ف R (A)= R (A|b)= k= nاگر ) 3

  چند تعريف

  مجموعة محدب -1
xاگر به ازاي هر  ,x x∈1 ,و مخالف هم داشته باشيم  2 x ( )x X≤ λ ≤ λ + − λ ∈1 21 1�  

  .تركيب محدب هر دو عضو دلخواه در مجموعه باشد اي محدب است كه، مجموعه به بيان ديگر. محدب خواهد بود Xآنگاه مجموعة 

  

  .يك مجموعة محدب است LPني مسألة ناحية شد: نكته  

  

  :هاي زير همگي محدب هستند مجموعه :مثال  

1 ({ }(x , x ) : x x+ ≤2 2
1 2 1 2 1  

2 ({x : Ax b,x }= ≥   .بردار است mيك  bو  m×nيك ماتريس  Aكه  �

  نقطة رأسي -2
x X∈ ≠ φ  عضو  صورت تركيب محدب اكيد دو نقطة متمايزرا نقطة رأسي گوييم هر گاه نتوان آن را بهx منظور از واژة اكيد در . (نوشت

>اين جا اين است كه تنها  λ   .)باشد �1>

  ابر صفحه -3
  .يك اسكالر است kو  Enيك بردار ناصفر در  pاست كه در آن  {x| Px= k}يك مجموعه به صورت  Hابرصفحه 

  

  .عدي ابرصفحه يك خط و در فضاي سه بعدي يك صفحه استدر فضاي دو ب :نكته  

  

  .يك بردار معلوم و گراديان ابرصفحه است pدر تعريف ابرصفحه  :نكته  

  

  .ابرصفحه يك مجموعة محدب است :نكته  

  نيم فضا -4
  :كند كه براي آن داريم هر ابرصفحه فضاي خود را به دو نيم فضا تقسيم مي

{ } { }
n

H x | px k H x | px k

H H E H H H

+ −

− + − +

= ≤ = ≥

∪ = ∩ =
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  چند وجهي -5
  .فضا را چندوجهي گويند اشتراك تعداد متناهي ابرصفحه يا نيم

  مخروط -6
C ا مخروط گوييم هر گاهر x c,∀ ∈ ∀λ ≥ xداشته باشيم  � cλ ∈  

  

  :چند نكته  

  .آيد كنند، حاصل مي حه كه از مبدأ عبور ميفضا يا ابرصف خروط در واقع چندوجهي است كه از اشتراك تعداد متناهي نيمم -

- x X∈ ≠ φ  را نقطة رأسي يك مجموعة محدب گويند هر گاهX {x}− هم چنان محدب باشد.  

- x X∈ ≠ φ  يك دستة  حداقلرا نقطة رأسي يك چندوجهي گويند هر گاه محل برخوردn فحه مستقل تعريف كنندة چند وجهيي ابرصتاي 

  .باشد

  dim) نقطة رأسي= (0 -

- x  را نقطة رأسي تباهيده يا تبهگن گويند هر گاه محل برخورد بيش از يك دستةn تايي ابرصفحه مستقل تعريف كنندة ناحية شدني باشد.  

  .شود دوجهي تباهيده ناميده ميچندوجهي با حداقل يك نقطة رأسي تباهيده، چن -

  يال -7
F X⊆ ≠ φ  را يال گوييم هر گاه محل برخورد حداقلn اي در آن وجود داشته  ابرصفحة مستقل تعريف كنندة ناحية شدني باشد و نقطه 1−

dim(F)  .ابرصفحة مستقل گذشته باشد n-1باشد كه دقيقاً از آن  n (n )= − − =1 1  

 
  .شوند هر گاه قطعة خط واصل آنها يك يال باشد دو نقطة رأسي مجاور گفته مي: نكته  

  وجه -8
F X⊆ ≠ φ را وجه گوييم هر گاه محل برخورد تعدادي ابرصفحة مستقل تعريف كنندة ناحية شدني باشد.  

  

dimF n≤ ≤ −1�  
  

  

  

  

  دهجهت دور شون -9
d ≠ xيك جهت دور شونده براي نقطة  � X∈ ≠ φ گاه شود هر تعريف ميx d X∀λ ≥ + λ ∈�  

  .دار داراي جهت دور شونده نيست طبق اين تعريف مجموعة كران

  

  :چند نكته  

1 (d ≠ Axستگاه يك جهت دور شونده براي د � b,x= ≥ Adاست اگر و فقط اگر  � ,d ,d= ≥ ≠� �   .جواب داشته باشد �

2 (d ≠ Axيك جهت دور شونده براي دستگاه  � b,x≥ ≥ Adاست اگر و فقط اگر  � ,d ,d≥ ≥ ≠� �   .جواب داشته باشد �

3 (d ≠ Axيك جهت دور شونده براي دستگاه  � b,x≤ ≥ Adاست اگر و فقط اگر  � ,d ,d≤ ≥ ≠� �   .جواب داشته باشد �

 يال

 نقطه رأسي تبهگن

 وجه دوبعدي

 

  تبهگن غير رأسي نقطه
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 جهت رأسي - 10

d ≠   .در ناحية شدني نوشت را جهت رأسي گوييم هر گاه نتوان آن را تركيب خطي نامنفي اكيد دو جهت متمايز �

 شعاع -11

x}مجموعة  d, }+ λ λ ≥ dو  )نقطه رأسي( رأس شعاع xرا شعاع گوييم كه در آن  � ≠   .باشد مي )جهت رأسي( جهت شعاع �

 قضية نمايش 
Xاگر  {x | Ax b,x }= = ≥ Xو  � ≠ φ آنگاه  

  .نقاط رأسي مسأله هستند x1,....,xkنقاط ) 1

  .هاي دور شوندة رأسي مسأله هستند جهت) Xكران بودن  بي(در صورت وجود  d1,....,dLهاي  جهت) 2

3 (x X∈ است اگر و فقط اگر  

k L

j j j j
j j

x x d
= =

= λ + µ∑ ∑
1 1

  

  كه در آن 
k

j
j

j

j

; j ,...,k

: j ,...,L

=
λ =

λ ≥ =

µ ≥ =

∑
1

1

1

1

�

�

  

Page 10 of 37



 

 صيرهاي آمادگي آزمون كارشناسي ارشد ن ه دور  بسيج دانشجويي دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي

  تحقيق در عمليات يك/ صنايع

 

1 

۸۸۴۶۵۰۹۵ - ۸۸۴۶۵۵۵۸  )۰۲۱(TEL:  

www.nasir.ir 

 
 
 
 
 
  

 

  نقاط راسي و بهينگي
  :در نظر بگيريد dL1d,...,و جهات رأسي  xk2,x1x...,زير را با نقاط رأسي  LPمسأله 

min cx

Ax b

x

=
≥ �

 

  :دلخواه داريم xبراساس قضيه نمايش براي هر 

k L

j j j j
j j

k

j
j

j j

x x d

j , ,k , j , ,L

= =

=

= λ + µ

λ =

= λ ≥ = µ ≥

∑ ∑

∑

1 1

1

1

1 1⋯ � ⋯ �

 

  :توان به فرم زير تبديل نمود بنابراين مساله را مي

k L

j j j j
j j

k

j
j

j j

min (cx ) (cd )

j , ,k , j , ,L

= =

=

λ + µ

λ =

= λ ≥ = µ ≥

∑ ∑

∑

1 1

1

1

1 1⋯ � ⋯ �

 

jcdكه به ازاي مقاديري از  در صورتي , j ,...k , j< هر قدر كوچك نمود، لذا جواب  ،jµتوان با انتخاب مقدار مناسب  باشد تابع را مي �1=

  .كران خواهد شد مسئله بي

jcdكه به ازاي تمام مقادير  ولي در صورتي , j ,...k , j≥ متنـاظر   jµچون با صفر قرار دادن . باشد تابع داراي مقدار متناهي خواهد شد �1=

  .گردد ها به سادگي مقدار بهينه مسأله مشخص ميjλهر جهت رأسي و يافتن 

  توان گفت در مسأله به فرم پس مي

min cx

Ax b

x

=
≥ �

 

  :شرط لازم و كافي براي اينكه

jcdها، jكران داشته باشد اين است كه به ازاي برخي از  مسأله جواب بي � , j ,...k<   .باشد �1=

jcdها، jمتناهي داشته باشد اين است كه به ازاي تمام  بهينه مسأله جواب � , j ,...k≥   .باشد �1=

  :و اگر داشته باشيم

max cx

Ax b

x

=
≥ �

 

 تحقيق در عمليات يكتحقيق در عمليات يكتحقيق در عمليات يكتحقيق در عمليات يك
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  :شرط لازم و كافي براي اينكه

jcdها، jكران داشته باشد اين است كه به ازاي برخي از مقادير  مسأله جواب بي � , j ,...k>   .باشد �1=

jcdها، jمتناهي داشته باشد اين است كه به ازاي تمام  بهينه مسأله جواب � , j ,...k≤  .باشد �1=

  

jcdكه در آنهـا  ( jd ريزي خطي عبارتست از، تركيب خطي نامنفي جهات رأسي جموعه نقاط بهينه در هر مسأله برنامهم: نكته   = � 

  .و تركيب محدب نقاط رأسي بهين) باشد

  

  :فرم زير، به صورت تركيب خطي نقاط رأسي مسأله، نشان داده باشيميك نقطه بهين باشد و آن را به  ∗xاگر : نكته  

نقاط رأسي مسأله    
k

j j k
j

x , , x
=

λ = λ ≥∑ 1

1

1 � ⋯    k kx x x x∗ = λ + λ + + λ1 1 2 2 ⋯  

)نقاط رأسي كه ضريب آنها  )P k; p≤ ≤ λ1 اظهار نظـر   صفر نقاط رأسي با ضريب مخالف صفر باشد، نقاط رأسي بهينه هستند ولي در مورد

  .توان كرد نمي

xسازي به فرم  minمسأله : مثال   x−1 ,با نقاط رأسي  24 , , ,
         
         
         

2 1 2

1 4 2

� �

� �
,و جهات رأسي  

   
   
   

2 1

1 �
را در نظر بگيريـد،   

 مجموعه جواب بهينه كدام است؟

  حل
( ) ( )

( ) ( )

cx , cx ,

cx , cx ,

   
= − = = − = −   

   

   
= − = = − =   

   

1 2

3 4

4 1 4 1 2
2

1 2
4 1 4 4 1 7

1

� �
�

�

�

 

  :است با مسأله معادل

min

s.t.

, , , ,

λ − λ + λ + µ + µ
λ + λ + λ =
λ λ λ µ µ ≥

1 2 3 1 2

1 2 3

1 2 3 1 2

2 4 4 7

1

�

�

 

µ,از آنجا كه ضرايب جهات رأسي  µ2 ,سـازي ضـرايب    و مثبت هستند، آنها را مسـاوي صـفر قـرار داده و بـراي بهينـه      1 ,λ λ λ3 2 را پيـدا   1

  .كنيم مي

min

, ,

λ − λ + λ λ =
λ + λ + λ = λ =
 λ =λ λ λ ≥ 

1 2 3 1

1 2 3 2

31 2 3

2 4

1 1

� �

��

 

  .باشد نقطه بهينه مسأله مي 2xمخالف صفر است لذا تنها  2xب با توجه به اينكه تنها ضري

  جواب شدني پايه
Axدر سيستم  b,x= ≥ mاگر  � nA m=(در صورتي كه. بردار باشد mيك  bها و  ماتريس محدوديت × A b  Rank ( باشد اگر ماتريسA 

mيك ماتريس  Bكه  A=(B,N)به فرم  m× پذير  معكوس( )B ≠ )ماتريس  Nو  � )m n m× است مبدل شود، آنگاه جواب معـادلات   −

Ax=b  ماتريسB

N

x
x

x

 
=  
 

  خواهد بود كه در آن  

B Nx B b , x−= =1
�  

Bxرت اگر در اين صو ≥   .جواب شدني پايه براي سيستم است xآنگاه  �

  

Page 12 of 37



 

 صيرهاي آمادگي آزمون كارشناسي ارشد ن ه دور  بسيج دانشجويي دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي

  تحقيق در عمليات يك/ صنايع

 

3 

۸۸۴۶۵۰۹۵ - ۸۸۴۶۵۵۵۸  )۰۲۱(TEL:  

www.nasir.ir 

  

  :چند نكته  

  .هستند) مستقل(اي  متغيرهاي غير پايه xNهاي  و مؤلفه) وابسته(اي  متغيرهاي پايه xدر ماتريس  xBهاي  مؤلفه -

Bxهاي  مؤلفه جواب شدني پايه ناتباهيده و اگر حداقل يكي از xB>0 ،xدر صوتي كه  - =   .جواب شدني پايه تباهيده است xباشد آنگاه  �

هاي شدني پايه همواره كوچكتر يا مساوي  در هر سيستم تعداد جواب -
n

m

 
 
 
  .خواهد بود 

  .يك نقطه جواب شدني پايه است اگر و فقط اگر يك نقطه رأسي باشد -

فرد نيست و  يك ماتريس پايه وجود دارد كه اين پايه منحصربه) جواب شدني پايه(ريزي خطي به ازاي هر نقطه رأسي  برنامه در هر مسأله -

  .فرد وجود دارد برعكس به ازاي هر ماتريس پايه يك نقطه رأسي منحصربه

بـه   Ax=bيك پايه دارد اگـر و فقـط اگـر دسـتگاه     برعكس نقطه تباهيده بيش از . نقطه رأسي كه بيش از يك پايه داشته باشد تباهيده است -

  .خود نتيجه ندهد كه متغيري در همه جاي مسأله صفر بوده است صورت خودبه

  

  :دستگاه زير را در نظر بگيريد: مثال  

x x x

x x x

x ,x ,x

+ + =
− + + =

≥

1 2 3

1 2 3

1 2 4

1

1

�

 

)دراين دستگاه نقطه  )x , ,1� اين نقطه يك نقطه تباهيده براي مسأله است ولي تنها . است 2xو  1xي يك جواب شدني پايه متناظر با متغيرها �

بـه عنـوان    Aدر مـاتريس   1xهاي متناظر  پس ستون 1x=�خود به خود نتيجه خواهد داد كه  Ax=bيك پايه براي آن وجود دارد زيرا دستگاه 

  .پايه محسوب نخواهد شد

  روش سيمپلكس
  

وش سيمپلكس حل مسأله را از يك نقطه رأسي شروع كرده و با اين هدف كه در هر تكرار تابع هدف بدتر نشود روي نقـاط  ر: نكته  

  .كند تا به مقدار بهينه برسد حركت مي) جواب شدني پايه(رأسي 

  

هـا يـك متغيـر كمكـي      حدوديتبراي حل مسأله از روش سيمپلكس ابتدا بايد مسأله را به فرم استاندارد مبدل ساخت، لذا به م: نكته  

  .كنيم تا به فرم استاندارد تبديل شوند اضافه يا كم مي

  هاي حل يك مسأله به روش سيمپلكس گام∗
� (كنيم تا طرف دوم به حالت تساوي تبديل شود كليه متغيرهاي تابع هدف را به سمت چپ تساوي منتقل مي) 1  (z-cx= 

سازي باشد، هر متغيري كه ضريب سطر تابع  maxدر هر مرحله تكرار روش سيمپلكس، در صورتي كه مسأله : انتخاب متغير وارد شونده) 2

سـازي   minو در (سـازي منفـي تـرين     maxدر  بـه پايـه را دارد ولـي سـيمپلكس    باشد شرط ورود ) سازي مثبت minو در (هدف آن منفي 

در اين حالت ستون . تابع هدف است نها يك فرض احتمالي براي ايجاد بيشترين مقدار بهبود دررا انتخاب مي كند و اين ت يبضر )ترين مثبت

  .شود مربوط به متغير وارد شونده ستون محوري ناميده مي

ا بـر اعـداد مثبـت سـتون     در روش سيمپلكس براي انتخاب متغير خارج شونده اعداد سمت راست جـدول ر : انتخاب متغير خارج شونده) 3

سطر مربوط به كوچكترين عدد، سطر محوري و متغير مربـوط بـه آن متغيـر    . كنيم محوري تقسيم و از ميان آنها كوچكترين عدد را انتخاب مي

  .شود خارج شونده ناميده مي
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  .دهستن پايه نشدني در انتخاب متغير خارج شونده، اعداد منفي در ستون محوري معرف نقاط: نكته  

نقطه تقاطع سطر و (سطر محوري را بر عنصر محوري يا عنصر پاشنه گردي ) مشخص شدني نقطه رأسي بهتر(براي محاسبه جدول جديد ) 4

  .كنيم صفر مي ستفاده از عمليات سطري،تقسيم كرده و مابقي اعداد ستون محوري را با ا) ستون محوري

 
   :مثال  

max z x x max z x x

x x s

x x s

x x x x s

x ,x x ,x ,s ,s ,s

= + − − =
≤ + =

≤ + =
+ ≤ ⇒ + + =

≥ ≥

1 2 1 2

1 1 1

2 2 2

1 2 1 2 3

1 2 1 2 1 2 3

3 5 3 5

4 4

2 12 2 12

3 2 18 3 2 18

�

� �

 

 
  

 
  

  

 
  

  

  اي هستند كه داراي  متغيرهاي پايه 1s،2s،3sدر اين جدول 

   x1x=02=مقادير سمت راست مخالف صفر هستند و 

   Oاين جدول معرف نقطه . متغيرهاي غير پايه هستند

  .است كه هيچ توليدي نداريم

  

است به بيان ديگـر مـاتريس مربـوط بـه      �و در سطرهاي ديگر  1 اي در سطر خودش در جدول سيمپلكس ضريب متغير پايه: نكته  

  .اي يكه است متغيرهاي پايه

 .گيرد جدول سيمپلكس مرحله بعد با هدف بهتر شدن تابع هدف شكل مي

 2S وارد شـده و  2x در ايـن جـدول  . اسـت  Aجدول دوم معرف نقطه رأسـي  

صورت گرفته  براساس تست < 
 

12 18

2 2
 .شود از جدول خارج مي 

  

  

  

ضريب مصرف (شود  اساس اين تست بر اين است كه منبعي كه زودتر تمام مي

  :در جدول دوم عبارتند از Aمتغيرهاي نظير نقطه رأسي . ه از پايه انتخاب شودبه عنوان متغير خارج شوند) بيشتري در مقابل مقدار منبع دارد

s ,s ,s

x ,x

z

= = =
= =

=

1 2 3

1 2

4 6

6

30

�  

 
 
 
 
 
 

R.H.S 3s 2s 1s 2x 1x  

4  �  �  1  �  1  1s  

12  �  1  �  2  �  2s  

18  1  �  �  2  3  3s  

�  �  �  �  5-  3-  z 

R.H.S 3s 2s 1s 2x 1x  

4  �  �  1  �  1  1s  

6  �  1

2
  �  1  �  2x  

6  1  1-  �  �  3  3s  

30  �  5

2
  �  �  3-  zj-

cj 

O متغير وارد شونده

A B

C

D

s =1 �

s =2 �

s =3 �

x1

x2

4 6

9

6

 سطر محوري

 متغير خارج شونده

 عنصر محوري
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تـابع هـدف    تـر كـردن   هنوز امكان بهينه) سازي است maxزماني كه تابع هدف (عنصر منفي باشد  zj-cjتا زماني كه در سطر : نكته   

  .وجود دارد لذا حل سيمپلكس ادامه دارد

  

  .متغير خارج شونده است 3sمتغير وارد شونده و  1xدر جدول بعدي 

   .است Bجدول سوم معرف نقطه رأسي 

 
 
  

  :در اين حالت عبارتند از Bنظير نقطه رأسي متغيرهاي 

s ,s ,s

x x

z

= = =
= =

=

1 2 3

1 2

2

2 6

36

� �

  

مقـدار بهينـه    Bهيچ عنصر منفي وجود ندارد لذا جدول سيمپلكس به مقدار بهينه رسيده است يعنـي نقطـه    zj-cjدر اين حالت چون در سطر 

  .تابع هدف است

  

  :چند نكته  
بدتر شدن تابع هدف به معنـاي انتخـاب   .) شود ماند و يا بهتر مي يا ثابت مي. (شود اه بدتر نميگ مقدار تابع هدف در جداول سيمپلكس هيچ) 1

  .است متغير وارد شوندهناصحيح 

متغير خارج منفي شدن مقادير سمت راست به معناي انتخاب ناصـحيح  . شوند گاه منفي نمي در جداول سيمپلكس مقادير سمت راست هيچ) 2

  .است شونده

  .ها است اي برابر تعداد محدوديت همواره تعداد متغيرهاي پايه) 3

∆Z )نتيجه تست متغير وارد شونده( × )ضريب سطر هدف متغير وارد شونده( :در هر مرحله ميزان تغيير تابع هدف عبارتست از) 4 = −  

هاي موجه مجاور حركـت   روش سيمپلكس تنها روي گوشه. ي غيرمشترك باشندا دو گوشه هنگامي مجاور هستند كه تنها در يك متغير پايه) 5

  .كند مي

  .در هر مرحله مقدار متغير وارد شونده به پايه برابر است با مقدار نتيجه تست) 6

Axهاي به فرم  روش سيمپلكس تنها مسائل با محدوديت) 7 b≤ هاي كمكي با ضرايب مثبـت  قتي متغيرحل خواهد كرد، يعني و به آساني را

  .اندازي روش سيمپلكس استفاده كرد هاي خاصي براي راه باشند و براي ساير مسائل بايد از روش

  جبر روش سيمپلكس
 .ريزي خطي زير را در نظر بگيريد مسأله برنامه

min z cx

s.t. Ax b

x

=
=
≥ �

 

بـه صـورت    xو همچنـين متغيرهـاي    m×(n-m)مـاتريس   Nپـذير و   معكوس m×mماتريس  Bكه در آن  A=(B,N)به فرم  Aاگر ماتريس 

xN,xB  تجزيه شده باشند كهxB  متغيرهاي پايه اي وxN شوند اي ناميده مي متغيرهاي غيرپايه.  

( ) B
B N B N

N

x
Ax b B, N b , Bx Nx b x B b B x N

x
− − 

= = = + = → = − 
 

1 1  

R.H.S 3s 2s 1s 2x 1x  

2  − 1

3
  

1

3
  1  �  �  1s  

6  �  1

2
  �  1  �  2x  

2  1

3
  − 1

3
  �  �  1  1x  

36  1  3

2
  �  �  �  zj-

cj 
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)  :از طرفي براي تابع هدف هم داريم ) B
B N B B N N

N

x
Z c ,c c x c x

x

 
= = + 

 
 

  :ريماز روابط فوق نتيجتا دا

( ) ( )B B N N B B j j j B j j
j R j R

z c B b c B N c x z c B b c B a c x x B b B a x− − − − − −

∈ ∈
= − − = − − = −∑ ∑1 1 1 1 1 1  

)R اي هاي متغيرهاي غير پايه مجموعه انديس(  

  .شود ريزي خطي نتيجتا به فرم زير بازنويسي مي مسأله برنامه

( )B N N B

B N

N B

min z c B N c x c B b

s.t. x B x B b

x ,x

− −

− −

+ − =

+ =
≥

1 1

1 1

�

 

  تعبير اجزاي جدول سيمپلكس
R.H.S 

⋯  jx ⋯  mBx ⋯  rBx ⋯  Bx
1

     R.H.S XN XB   

b1  jy1  

I 
Bx

1
    

B b−1  B N−1  I XB  
⋮  ⋮  ⋮    

rb  ijy  
rBx    

⋮  ⋮  ⋮    

mb  mjy  
mBx    

cBBb aj-cj
1-cBB  O Z   

Bc B b−1  B Nc B N c− −1  O Z 

  

  :جدول زير را در نظر بگيريد: مثال  

R.H.S 5x 4x 3x 2x 1x  

4  �  �  1  �  1  3x  

6  �  1

2
  �  1  �  2x  

6  1  1-  �  �  3  5x  

30  �  5

2
  �  �  3-  z 

  اي جدول بعدي كدام است؟ سازي مقدار تابع هدف و عناصر پايه maxيزي خطي ر در اين مسأله برنامه

B  حل j j
j R

x B b B a x B b B a x B a x− − − − −

∈
= − = − −∑1 1 1 1 1

1 1 4 4  

خواهد بـود   �در جدول بعد همچنان) اي عنصر غيرپايه( 4xاست لذا مقدار  1xدر اين جدول با توجه به مقادير سطر هدف، متغير وارد شونده 

6=عبارتست از نتيجه تست مينيمم يعني  1xر و مقدا
2

3
B  :، پس داريم 

x

x x

x

  ←      
      = − × − × = ←           ←      − 

3

2

5

1 24

1
6 2 6

2
4 3

1

�

� �

�

 

  .باشد متغير خارج شونده مي 5xدر نتيجه 

 و يا
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x2,x1x   B,3: اي عبارتند از لذا در جدول بعد عناصر پايه

x

x x

x

   
   = =   

  
  

3

2

1

2

6

2

  

)  :يمو براي تعيين ميزان تابع هدف دار ) ( )new B B j j j
j R

Z c B b c B a c x− −

∈

 = − − = − − × − × = 
 

∑1 1 5
30 3 2 36

2
� 

  هاي خاص حل روش سيمپلكس حالت

  فرد متناهي جواب بهنه منحصربه) 1
jاي، در جدول بهينه  اگر به ازاي تمام متغيرهاي غير پايه jz c− ≠   .فرد براي مسأله وجود دارد باشند آنگاه جواب بهينه منحصربه �

  گانه جواب بهينه چند) 2
jاي، در جدول بهينه  گاه به ازاي يك متغير غير پايههر jz c− = آنگاه اين متغير براي رسيدن به جـواب بهينـه وارد پايـه خواهـد شـد و در       �

  .اي مخالف صفر باشد، آنگاه مسأله حتما جواب بهينه چندگانه خواهد داشت صورتي كه نتيجه تست براي خروج متغير پايه

( )new k kZ Z z c= − −� kx z= �  

  جواب بهينه نامتناهي) 3
صـر  ريزي خطي به روش سيمپلكس متغيري شرط ورود به پايه را داشته باشد ولي به علت منفـي يـا صـفر بـودن عنا     اگر در حل مسأله برنامه

مقدار مثبت اختيار  تواند وارد شونده ميزيرا متغير . از پايه خارج نمود، مسأله داراي جواب بهينه نامتناهي است ستون محوري متغيري را نتوان

اي وجود ندارد كه جلوي رشد آن را بگيرد، لذا متغير وارد شـونده   و تابع هدف را بهود دهد ولي متغير خارج شونده يا متغير مسدود كننده كند

  .نهايت بزرگ شود و تابع را بهبود دهد بي تا تواند مي

( )new k k kz z z c x= − −�  kx ≥ �  
kxبا توجه به اينكه  ≥ توان مقداري براي تابع هدف پيدا كرد لذا جواب بهينه نامتناهي براي مسأله وجـود   است با دادن هر عددي به آن مي �

  .دارد

Bشدني پايه جاري  بدر اين حالت جواب بهينه معادل است با يك شعاع به رأس جوا b− 
  
 

1

�
  كه  dو جهت دور شونده  

ky

d

− 
 
 
 

=  
 
 
  
 

1

�

⋮

⋮

�

 

)    :داريم dبا توجه به تعريف ارائه شده براي جهت دور شونده : نكته   )B N B k k k kcd c ,c d c y c z c= = − + = − + 

kبا توجه به اينكه  kc z− < بوده كه اين خـود شـرط لازم و كـافي     cd>0قدار است، م  xkسازي شرط ورود به پايه متغير  maxدر مسأله  �

  .نامتناهي بودن جواب است

  .سازي با جدول سيمپلكس زير را در نظر بگيريد minريزي خطي  مسأله برنامه: مثال  

R.H.S 4x 3x 2x 1x  

10  2  1  �  1-  3x  

3  1  
�  1  1-  2x  

9-  3-  �  �  4    

 

�  

  . ظاهر خواهد شد 1متناظر با عنصر وارد شونده باشد، در سطر مربوط به آن عدد  xkاگر 
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نه نامتنـاهي و در  شرط ورود به پايه را دارد ولي چون تمام عناصر ستون محوري مربوط به آن منفي هستند، مسأله جواب بهي 1xدر اين جدول 

)  .دارد امتداد شعاع روبرو ) ( ){ }, , , x , , , : x+ ≥1 13 10 111� � � �  

 

rbدر ناتباهيدگي : نكته   > rو بنابراين در صورت انجام تست  �
k

rk

b
x

y
= > در (است يعني مقدار تـابع هـدف در مرحلـه بعـد      �

)به اندازه ) سازي minمسأله  )k k kx z c− > پايـه   يابد و جـواب شـدني   يابد، لذا تابع هدف در هر تكرار به طور اكيد كاهش مي بهبود مي �

روش سـيمپلكس در تعـداد متنـاهي    ) و با قبـول شـدني بـودن   (توان اطمينان داشت در ناتباهيدگي  بنابراين مي. در هر تكرار متمايز خواهد بود

  .كند تكرار با جواب شدني پايه بهينه متناهي يا جواب بهينه نامتناهي توقف مي

  

روش سيمپلكس حتما همگراست، اگر تباهيدگي داشته باشيم ممكن  ،ده نباشدتباهي ريزي خطي اگر مسأله برنامه طبق نكته قبل: نكته  

  .است سيمپلكس در يك حلقه نامتناهي گرفتار شود

  تعبير اجزاي جدول

R.H.S xN xB   

B b−1  B N−1  I xB 

Bc B b−1  B Nc B N c− −1  O Z 

)  :براي محاسبه ميزان تابع هدف داريم )B j j j
j R

z c B b c z x−

∈
= + −∑1 

  :در نتيجه داريم

j j B ic z , (C B )−= − = 1  

  

  :اي بيان كرد غيرپايه هايتوان برحسب متغير اي را مي همچنين متغيرهاي پايه

B j j
j R

x B b y x−

∈
= − ∑1  

  :در نتيجه داريم

ijy , B−= − = 1  

  

-1اگر ضرايب هزينه متغيرهاي كمكي صفر باشد آنگاه عناصر زير متغيرهاي كمكي در سطر هدف جـدول سـيمپلكس مقـدار    : نكته  

cBB دهد را به ما مي.  

  

جدول در هر مرحله، ماتريس سـطرهاي زيـر متغيرهـاي پايـه جـدول       B-1باشد، آنگاه  B=Iاگر در جدول آغازين سيمپلكس  :نكته  

  .باشد آغازين مي

  

  

  

  

  ميزان تغيير تابع هدف

يك واحد متغير ) افزايش(ميزان تغيير 

 (xj)اي  غير پايه

  ميزان تغيير تابع هدف

يك واحد سمت ) افزايش(ميزات تغيير 

  ام iراست محدوديت 

اي  متغير پايهميزان تغيير 
iBx  

يك واحد متغير ) افزايش(ميزان تغيير 

 (xj)اي  غير پايه

اي  متغير پايهميزان تغيير 
iBx  

سمت يك واحد ) افزايش(ميزان تغيير 

  ام jمحدوديت  راست

)i،j (امين عنصر  
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  .سازي با جدول زير را در نظر بگيريد minمسأله : مثال  

min x x x

s.t. x x x

x x x

x x x

x , x , x

+ −
+ + ≤
+ − ≤

− + + ≤
≥

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

4

2 9

2

4

�

 

  

  :بر اين اساس داريم

B

z z z

x x x

x x x

x x x

x
B

x

z z z

b b b

x x

b b

−

δ δ δ= − = =
δ δ δ
δ δ δ

= − = = −
δ δ δ

−   
δ    = − =   δ   −   

δ δ δ= = = −
δ δ δ
δ δ

= = −
δ δ

1 2 6

4 5 3

1 1 6

1

2

1 2 3

5 4

2 3

3 5 4

3 1

1 1 2

2 1 1

11

4

1 2

�

�

�

� �

� �

  

R.H.S 6x 5x 4x 3x 2x 1x  

1  2-  �  1  �  1-  3  4x  

6  1  1  �  �  2  �  5x  

4  1  �  �  1  1  1-  3x  

16-  4-  �  �  �  5-  3   
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  متغيرهاي مصنوعي
باشد شروع كرد،  B=Iريزي خطي بعد از تعريف متغيرهاي كمكي، روش سيمپلكس را نتوان با يك جواب پاية شدني كه  اگر در مسأله برنامه

ساله اين متغيرهاي مصنوعي، تنها جهت حصول جواب شدني اوليه م. كنيم به مساله متيغرهاي مصنوعي نسبت داده و سيمپلكس را شروع مي

  .اصلي هستند و لذا در نهايت بايد صفر شوند

  اي روش دو مرحله) 1
ناميم،  جمع متغيرهاي مصنوعي مي minكه آن را  Wدر مرحله اول مساله با يك تابع هدف . در اين حالت مساله در دو مرحله حل خواهد شد

در . شوند برابر صفر مي wها و مقدار تابع هدف Riمقادير  )در صورت وجود جواب شدني براي مسأله اصلي( شود و بعد از اتمام آن حل مي

در مرحلة دوم مسالة اصلي با يك جواب شدني پايه كه در مرحلة قبل پيدا شده .شود اين حالت يك جواب شدني پايه براي مسأله تعريف مي

  .شود است، آغاز مي

  

  .هاي مصنوعي صفر نشود مسأله اصلي جواب شدني ندارد، مقادير متغيرwاگر در انتهاي مرحلة اول، در حالت بهينگي : نكته  

  

  : مثال  

min x x

x x

x x

x

x , x

−
+ ≥

− + ≥
≤

≥

1 2

1 2

1 2

2

1 2

2

2

1

3

�

 

براي مساله وجود ندارد، لذا متغيرهاي  B= Iدر اين مساله چون بعد از افزودن متغيرهاي كمكي، جواب شدني پايه آغازين با  حل     

minلذا مرحلة اول با مسأله . افزاييم را نيز به مسأله مي x7و  x6مصنوعي  x xω = +6   .شود آغاز مي 7

R.H.S x7  x6  x5  x4  x3  x2  x1    

2  �  1  �  �  1-  1  1  x6 

1  1  �  �  1-  
�  1  1-  x7  

3  �  �  1  �  �  1  �  x5  

�  �  1-  1-  �  �  �  �    

Zكنيم تا مقادير  ابتدا سطرهاي اول و دوم را با سطر هدف جمع مي C−6 Zو  6 C−7 سپس مسأله را به فرم عادي . هر دو صفر شوند 7

  .كنيم سيمپلكس حل مي

R.H.S x7  x6  x5  x4  x3  x2  x1    

2  �  1  �  �  1-  1  1  x6 

1  1  �  �  1-  �  1  1-  x7  
3  �  �  1  �  �  1  �  x5  
3  �  �  �  1-  1-  2  �    

 تحقيق در عمليات يكتحقيق در عمليات يكتحقيق در عمليات يكتحقيق در عمليات يك
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R.H.S x7  x6  x5  x4  x3  x2  x1    

1

2
  

1

2
-  1

2
  

�  
1

2
  1

2
-  �  1  x1 

3

2
  

1

2
  1

2
  

�  
1

2
-  - 1

2
 1  �  x2  

3

2
  1

2
-  - 1

2
 1  1

2
  1

2
  �  �  x5  

�  1-  1-  �  �  �  �  �    

)شود در انتهاي مرحلة اول، يك جواب شدني پايه به صورت  همانطور كه مشاهده مي )x ,x , =  
 

1 2

1 3

2 2
. براي مسأله اصلي پيدا شده است 

  .كنيم حل مي لذا در مرحلة دوم مسأله اصلي را با شروع از اين نقطة رأسي

Zمقادير (براي حل ابتدا جدول را يكه كرده . اين جدول، جدول آغازين مرحلة دوم است C−1 Zو  1 C−2 و سپس ) كنيم را صفر مي 2

  .كنيم مساله را حل مي

R.H.S x5  x4  x3  x2  x1    

1

2
  �  1

2
  1

2
-  �  1  x1 

3

2
  �  1

2
-  - 1

2
 1  �  

x2  

3

2
  1  1

2
  1

2
  �  �  

x5  

�  �  �  �  2  1-    

  .شويمهاي زير مواجه  اي ممكن است با يكي از حالت در حل مساله به روش دو مرحله

كنيم  شويم و مساله اصلي را حل مي در انتهاي مرحله اول تمام متغيرهاي مصنوعي خارج پايه باشند، در اين حالت وارد مرحله دوم مي) 1

  )مانند مثال فوق(

  .استدر انتهاي مرحله اول برخي از متغيرهاي مصنوعي با مقدار غير صفر داخل پايه باشند، در اين حالت مساله اصلي نشدني ) 2

جدول . افتد در انتهاي مرحله اول برخي از متغيرهاي مصنوعي با مقدار صفر داخل پايه باشند، در اين حالت تباهيدگي براي مساله اتفاق مي) 3

  .سيمپلكس انتهاي مرحله اول در اين حالت در زير نشان داده شده است

  

R.H.S  n k n mL x+ + +1⋯  n n kx x+ +1⋯  k nx x+1⋯  kx x1⋯    

b  O 3R 1R I 
k

x

x

1

⋮  

O  I 4R 2R O 
n k

n m

x

x

+ +

+

1

⋮  

)jشند، در صورتي كه ، بزرگتر يا مساوي صفر با R2هاي  در صورتي كه تمامي مؤلفه: 1-3 j k ,...,n) x= شرط ورود به پايه را داشته  1+

nباشد، با انجام آزمون مينيمم نسبت، متغير مصنوعي  i(i k ,...,m)x += از پايه خارج شده و اين عمل تا خروج كامل تمام متغيرهاي  1+

  .شويم و وارد مرحلة دوم مي شود مي متغيرهاي مصنوعي از جدول حذفدر اين حالت ستون مربوط به . يابد مصنوعي از پايه ادامه مي

پايهغيرمتغيرهاي مجاز  متغيرهاي مجاز پايه پايهغير متغيرهاي مصنوعي  پايه متغيرهاي مصنوعي   
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n، متغير مصنوعي jx، كوچكتر از صفر باشند با افزايش R2هاي  اگر حداقل يكي از مؤلفه: 2-3 rx استعداد مثبت شدن دارد لذا شرط  +

ijyدر اين حالت به جاي استفاده از آزمون مينيمم نسبت، محورگيري را در . خورد بودن جدول به هم مي شدني < دهيم و عنصر  انجام مي �

nمربوط به آن  ix شرط شدني بودن جدول به هم  ijyلازم به ذكر است در اين حالت با وجود منفي بودن . (كنيم را از جدول حذف مي +

  )خورد چون سمت راست مربوط به آن صفر است نمي

در اين حالت قيود مربوط به اين . توان از پايه خارج كرد ، صفر باشند، هيچ يك از متغيرهاي مصنوعي را نميR2هاي  اگر تمام مؤلفه: 3-3

  .شويم اند، لذا آنها را كنار گذاشته و مستقيماً وارد مرحلة دوم مي ائد بودهمتغيرهاي مصنوعي ز

  بزرگ Mروش ) 2
اي كه حضور آنها در پايه از  دهيم بگونه در اين روش براي حذف متغيرهاي مصنوعي، در تابع هدف مسأله اصلي ضرايبي به آنها اختصاص مي

  .لكس به طور عادي سعي در حذف متغيرهاي مصنوعي داردنظر تابع هدف منطقي نباشد، در اين حالت روش سيمپ

  

  :مثال  

min z x x min w x x Mx Mx

x x x x x x

x x x x x x

x x x

x ,x x , x ,x ,x ,x ,x , x

= − = − + +
+ ≥ + − + =

− + ≥ − + − + =→
≤ + =

≥ ≥

1 2 1 2 6 7

1 2 1 2 3 6

1 2 1 2 4 7

2 2 5

1 2 1 2 3 4 5 6 7

2 2

2 2

1 1

3 3

� �

 

حال . يك عدد بسيار بزرگ مثبت است Mيابد كه در آن  بزرگ تابع هدف به صورت فوق تغيير مي Mشود در روش  همانطور كه مشاهده مي

  .كنيم از روش سيمپلكس براي حل استفاده مي

R.H.S x7  x6  x5  x4  x3  x2  x1    

2  �  1  �  �  1-  1  1  x5 

1  1  �  �  1-  �  1  1-  x6  
3  �  �  1  �  �  1  �  x7  

�  -M -M �  �  �  2  1-    

  :جدول يكه شده مساله

R.H.S x7  x6  x5  x4  x3  x2  x1    

2  
�  1  

�  �  1-  1  1  x5 

1  1  
�  �  1-  

�  1  1-  x6  
3  

�  �  1  
�  �  1  �  x7  

M3  � � �  �  -M -M M2+2  1-    

  .ه حل بهينه ادامه مي يابدادامه حل به روش سيمپلكس تا رسيدن ب

  بزرگ  Mآناليز روش 
  Pمساله :        P(M)مساله : 

a

a

a

min Cx Mx

s.t. Ax x b

x,x

+
+ =

≥ �
        

min cx

s.t. Ax b

x

=
≥ �

      

a(xحتماً شدني است  P(M)مساله : نكته   , x b)=   :و در حل آن همواره با دو حالت مواجه هستيم �=
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1 (P(M) جواب بهينه متناهي دارد .* *
a(x ,x )  

*تمامي متغيرهاي مصنوعي صفر هستند ) الف
a(x )=   .جواب بهينه مسأله اصلي است *xدر اين حالت  �

*تمام متغيرهاي مصنوعي صفر نيستند ) ب
a(x )≠  Pبسيار بزرگ است لذا جواب شدني براي مسأله  يك عدد Mدر اين حالت چون  �

  .وجود ندارد

2 (P(M) كران دارد، يعني  جواب بيk k j jz c max(z c )− = − > kyو  � ≤   .است �

  .كران دارد در اين حالت مسأله اصلي هم جواب بي. تمامي متغيرهاي مصنوعي صفر هستند) الف

  .در اين حالت مسأله اصلي نشدني است. ي صفر نيستندتمامي متغيرهاي مصنوع) ب

jدر صورتي كه در جدول برخي از : نكته jz c< jyو  �− ≤ توان در مورد مسأله اصلي اظهار نظر كرد نكات ارائه شده  باشند ديگر نمي �

  .ه استبزرگ در شكل زير خلاصه شد Mدر فوق جهت آناليز روش 

  
  

  Mانتخاب مقدار 
با تمام  P(M)تواند آنقدر بزرگ اختيار شود كه مقدار تابع هدف به ازاي جواب شدني پايه  مي Mدر صورتي كه مسأله اصلي شدني باشد، 

ه تمام باشد وقتي ك P(M)متغيرهاي مصنوعي مساوي صفر به طور اكيد بهتر از مقدار تابع هدف آن به ازاي بهترين جواب شدني پايه 

  .متغيرهاي مصنوعي صفر نيست

amin cx Mx+  

x)*: جواب بهينه) 1 , .cx  as.t*: ، مقدار تابع هدف�( Ax x b+ =  

*جواب بهينه ) 2 *
a(x ,x )≠ *، مقدار تابه هدف � *

acx Mx′ +  ax,x ≥ �  
* *

* * *
a *

a

cx cx
cx cx Mx M

x

′
′ −< + ⇒ <  

  روش تك متغير مصنوعي
گيريم، سپس متغير  نه لزوماً شدني در نظر مي Bمصنوعي، ابتدا براي مساله يك ماتريس پايه  استفاده از يك متغير اندازي مساله تنها با براي راه

i(bبه هر محدوديت با  -1مصنوعي را با ضريب  B b)b−= <1
ibبه هر محدوديت با  �و با ضريب  � ≥ پس ـس. كنيم اضافه مي �

i(bها  ibام مربوط به حداقل  rيري را با سطر ـمحورگ )<  Mحالت براي به كارگيري روش دو مرحله يا جدول در اين . دهيم انجام مي �

  .كنيم ها مسأله را حل مي بزرگ آماده است و با انتخاب يكي از اين روش

*****  

  دور افتادگي
رسيم اما در صورت وجود تباهيدگي ممكن است در يك دور گرفتار شده و  اگر مساله تباهيده نباشد در تعداد متناهي تكرار به حل بهينه مي

  .توان براي ممانعت از دور افتادگي استفاده كنيم در اين حالت از دو قاعده مي. رفع نشودتباهيدگي 
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  (Lexicography)قاعده الفبايي ) 1

  

رود كه  قاعده الفبايي وقتي به كار مي. نسبت در بيش از يك مكان اتفاق بيفتد جدول بعدي حتماً تبهگن است minاگر تست : نكته  

  .دنسبت يكتا نباش minتست 

تعويض و  B-1نسبت آنها يكي است را با اولين ستون  minنسبت يكتا نباشد، عناصر سمت راست كه نتيجه تست  minدر حالتي كه تست 

نهايتاً . دهيم انجام مي... و  B-1در صورتي كه باز هم نتيجة تست يكتا نشده، اين كار را براي دومين ستون . دهيم را انجام مي minدوباره تست 

  زيرا در غير اين صورت حتماً دو سطر ماتريس. يكتا خواهيم رسيد minبه تست  B-1ستون ماتريس  mدر تعويض سمت راست با 

 B-1 اند به هم وابسته بوده.  

نظير با متغيرهاي كمكي و يا ( B= Iشايان ذكر است در استفاده از اين روش فرض شده است كه سيمپلكس با يك ماتريس پايه اوليه : تذكر

  .دهند را به ما مي B= Iهاي زير متغيرهايي است كه ماتريس پاية اوليه  جدول همواره ستون B-1آغاز شده است لذا ) مصنوعي

  (Beland)قاعده بلاند ) 2
nxكنيم  براي استفاده از اين روش ابتدا كليه متغيرهاي مساله را مرتب مي ,..., x1 سپس از ميان متغيرهايي كه شرط ورود به پايه را دارند ،

سپس در ستون مربوطه به متغير ورودي متغيري را كه شرط خروج . كنيم تا وارد پايه شود متغيري كه كوچكترين انديس را دارد را انتخاب مي

كند پس از محورگيري به اين روش جدول  اين قاعده تضمين مي. كنيم از پايه را دارد و كوچكترين انديس را نيز دارا است را از پايه خارج مي

  .تكرار متناهي به جواب بهينه خواهيم رسيد بعدي حتماً ناتباهيده است و در تعداد

  

  :سازي با جدول آغازين زير را در نظر بگيريد minمساله : مثال  

R.H.S x7  x6  x5  x4  x3  x2  x1    

�  9  1-  8-  1
4

  �  �  1  x5 

�  3  1
2

-  12-  1
2

  �  1  �  x6  

1  
�  �  �  �  1  �  �  x7  

�  6- 1
2

 20-  3
4

  �  �  �    

  .است x2و متغير خارج شونده x4طبق قاعدة الفبايي متغير وارد شونده  �

  .است x2شونده و متغير خارج x4طبق قاعدة بلاند متغير وارد شونده  �

*******  

        دوگاندوگاندوگاندوگان
بندي مساله دوگان به  فرمول. ريزي خطي مساله ديگري به نام دوگان وجود دارد كه اين مساله منحصر به فرد است براي هر مسأله برنامه

  .شود صورت زير  انجام مي
P : min cx D : max wb

s.t. Ax b s.t. wA C

x w

≥ ≤
≥ ≥� �

 

  .متغير دوگان براي هر محدوديت اوليه و دقيقاً يك محدوديت دوگان براي هر متغير اوليه وجود دارد دقيقاً يك بندي دوگان در فرمول
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  :مثال  

P : min x x D : max w vw

s.t. x x s.t. w w

x x w w

x ,x w , w

+ +
+ ≥ + ≤
+ ≥ + ≤

≥ ≥

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

6 8 4

3 4 3 5 6

5 2 7 2 8

� �

 

  .شود روابط بين مسأله اصلي و دوگان به صورت زير تعريف مي

  )يا اصلي(مساله دوگان       )يا دوگان(مساله اصلي 

  Minتابع هدف به صورت        Maxتابع هدف به صورت       

  سمت راست               ضرايب تابع هدف            

  ضرايب تابع هدف             سمت راست                

  تعداد متغيرها               تعداد محدوديتها             

  تعداد محدوديتها             تعداد متغيرها               
  

≤ام به صورتiمتغير          ≥ام به صورت iمحدوديت        �  

  ام به صورت آزادiمتغير          =ام به صورتiمحدوديت       

≥ام به صورت iمتغير          ≤ام به صورتiمحدوديت        �  
  

≤ام به صورتiمتغير              ≥ام به صورت iمحدوديت       �

   =ام به صورتiمحدوديت       ام به صورت آزادiمتغير          

≥ام به صورت iمتغير              ≤ام به صورتiمحدوديت       �

  :مثال  
P : min z x x x D : max z w w

s.t. x x s.t. w w

x x x w w

x x w w

= + + = +
− ≤ + ≥
+ − ≥ − + ≤
− = − − =

1 2 3 1 3

1 2 1 2

1 2 3 1 2

2 3 3 3

5 7 9 2 3

2 2 2 4 5

4 3 2 3 7

5 3 2 9

�
 

 x ,x ,x≤ ≥1 2 3� � x   آزاد  ,x ,x≤ ≥1 2 3� �  آزاد 

  . دهد دوگان هر مساله دوگان خود مساله اصلي را به ما مي: نكته  

  

 كند و به جواب بهينه اي شدني شروع مي مساله اصلي از يك جواب پايه :ارتباط مقادير تابع هدف مساله اصلي و دوگان :نكته  

رسد، در حاليكه مساله دوگان از يك جواب پايه اي نشدني شروع مي كند و به جواب بهينه مي رسد، لذا بين توابع هدف اين دو مساله  مي

  :رابطه زير برقرار است

    )سازي باشد minوقتي تابع هدف مساله اصلي (
n n

j j i i
i i

c x b w
= =

≥∑ ∑
1 1

  

  .نگي اين دو مقدار با هم برابرندكه در بهي

  

  

  

 محدوديت ها

 هامتغير محدوديت ها

 هامتغير
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  دوگان همگن
P : min cx HD : max wb

Ax b wA

x w

≥ ≤
≥ ≥

�

� �

 

  .دهد هاي دور شونده مساله دوگان را مي ، جهتدوگان همگنهاي غير صفر مساله  جواب: نكته  

  

آن  دوگان همگن لي نشدني است اگر و فقط اگرپس مساله اص. است Pناحيه شدني مساله ) دوگان همگن( HDدوگان مساله : نكته  

  .ه باشدكران داشت جواب بي

  هاي خاص در مساله اصلي و دوگان ارتباط حالت

  .مساله دوگان              مساله اصلي      

  جواب بهينه متناهي        جواب بهينه متناهي         

  نشدني                 جواب بهينه نامتناهي             

  نشدني                   نشدني                         

  جواب بهينه نامتناهي                              

  جواب بهينه تباهيده          جواب بهينه چندگانه        

  جواب بهينه چندگانه           جواب بهينه تباهيده        

  

  .طبق جدول بالا اگر مساله اصلي و دوگان هر دو شدني باشند حتماً هر دو جواب بهينه متناهي با مقدار يكسان دارند: نكته  

  k.k.Tشرايط بهينگي 

Axيك نقطه بهينه براي مساله  *xبر اساس اين شرايط  b, x≥ ≥   :است اگر و فقط اگر شرايط زير برقرار باشد min cxو  �

1 (x*  براي مساله شدني باشد يعنيAx b, x≥ ≥ �  

*. شدني وجود داشته باشد *wبراي مساله دوگان ) 2 *w b c , w≤ ≥ �  

*داشته باشيم ) 3 *w (Ax b)− = *و  � *x (c w A)− = *يا به عبارت ديگر  � *w b cx=  

  شرايط مكمل زائد

  هاي شدني دلخواه مسائل اوليه و دوگان در شكل متعارفي باشند، بهينه هستند اگر و فقط اگر  جواب *wو  *xاگر 
* *

j j(c w a )x j ,...,n− = *يا  �1= *u x = � )u ماتريس متغيرهاي كمكي مساله دوگان(  
* i *

iw (a x b ) i ,...,m− = *يا  �1= *v w = � )v ماتريس متغيرهاي كمكي مساله اوليه(  

  

  :مثال  

j

i

P : min x x x x x D : max w w

s.t. x x x x x s.t. w w

x x x x x w w

x w w

w w

w w

w

+ + + + +
+ + + + ≥ + ≤
− + + + ≥ − ≤
≥ + ≤

+ ≤
+ ≤

≥

1 2 3 4 5 1 2

1 2 3 4 5 1 2

1 2 3 4 5 1 2

1 2

1 2

1 2

2 3 5 2 3 4 3

2 3 4 2 2

2 2 3 3 2 3

2 3 5

2

3 3

�

�

 

?
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*: بهينه را پيدا كرد توان جواب از طريق حل ترسيمي مساله دوگان مي * *
DZ ,w , w= = =2 1

3 4
5

5 5
با قرار دادن مقدار بهينه مساله دوگان در . 

  .فعال هستند 5و  1شود كه تنها محدوديت  ها، مشخص مي محدوديت

  

  .محدوديت فعال محدوديتي است كه نقطه بهينه روي آن قرار دارد: نكته  

*اي با مقدار صفر هستند  اي و بقيه متغيرها غير پايه متغيرهاي پايه x5*و  x1*بنابراين در مساله اصلي  * *(x x x )= = =2 3 4 و چون مقادير  �
*w1  و*w5 توان مقادير  عال هستند و ميهاي مساله اصلي هر دو ف هر دو مخالف صفر هستند لذا محدوديت*x1  و*x5  را از روي آنها

*محاسبه كرد  *x x+ =1 53 *و  4 *x x+ =1 52 x*نتيجتاً . 3 =1 x*و  1 =5 1.  

  شدني بودن دوگان←بهينگي اوليه 
jها، jسازي در شكل متعارفي باشد، در بهينگي وقتي به ازاي تمام  minاگر مسأله اصلي به فرم مساله  jz c≥ شد آنگاه متغير دوگان  �−

*متناظر با آن 
B(w c B )−= *ف مسالة اصلي و دوگان از رابطة در اين حالت مقدار تابع هد. شود شدني مي 1

BC B b w b− قابل محاسبه  1=

  .است

  روش سيمپلكس دوگان
  .ريزي خطي به فرم زير باشد، يافتن جواب بدون استفاده از متغيرهاي مصنوعي بسيار مشكل است در صورتي كه مساله برنامه

min cx

s.t. Ax b

x

≥
≥ �

 

كند و با  اي نا موجه در حالت بهينگي شروع مي اين روش از يك جواب پايه. سيمپلكس دوگان استفاده كرد توان از روش در اين حال مي

  .رسد حفظ بهينگي جدول در صورت وجود به يك پايه موجه مي

rرا از رابطة  ها سطر محوريbاز ميان . كنيم در اين روش از ستون سمت راست براي خروج متغير استفاده مي i ib min{b , b }= < � 

j  :آوريم همچنين ستون محوري را نيز از رابطة زير به دست مي. كنيم انتخاب مي j
rj

rj

z c
min : y

y

 − < 
  

� 

  .شود ماند و ضمن حفظ بهينگي مقدار تابع هدف بهتر نمي با انتخاب ستون محوري، دوگان موجه باقي مي

i(iاگر در جريان كار  - ,...,m) b= ≥1   .در اين صورت جواب فعلي بهينه است �

r rjاگر براي سطري مانند  - r( j ,..,n) y , b= ≥ <1 �   .در اين صورت مساله اوليه ناموجد و دوگان داراي جواب نامتناهي است �

  

j  .شود يسازي باشد براي يافتن ستون محوري از رابطة زير استفاده م maxاگر مساله به فرم : نكته   j
rj

rj

z c
min : y

y

 − < 
  

�  
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  تحليل حساسيت

  تغيير در بردار هزينه
) اي ضريب تابع هدف يك متغير غير پايه تغيير: حالت اول) 1 )k kC C'→  

در ايـن حالـت كـافي اسـت مقـدار جديـد       . گـذارد  خـودش تـأثير مـي    zj-cjاي تغيير كند تنهـا روي   اگر ضريب تابع هدف يك متغير غير پايه

( )j jz c'− گذارد، ولي اگر جـدول جديـد شـرط بهينگـي را      اگر جدول در شرايط جديد بهينه باشد روي مسأله ثأثيري نمي. را محاسبه كنيم

  .مدهي نداشته باشد و متغير مذكور در شرايط جديد بتواند وارد پايه شود، مراحل سيمپلكس را تا رسيدن به جواب بهينه انجام مي

)اي  ير پايهيتغضريب تابع هدف يك ير يتغ: حالت دوم) 2 )B BC C'→  

'در اين حالت ميزان تابع هدف به 
BZ' c B b−= مانـد ولـي در مـورد     اي همچنان صفر بـاقي مـي   متغيرهاي پايه zj-cjكند همچنين  متغير مي 1

jاي عبارت به  متغيرهاي غير پايه j B j jZ C C B a c−′ ′− =   .كند يير ميتغ 1−

  .گيرد شود و تست بهينگي همانند حالت اول انجام مي در اين حالت باز عبارت جديد محاسبه مي

  

  :مثال  

min x x x

s.t x x x

x x

x ,x ,x

− + −
+ + ≤

− + ≤
≥

1 2 3

1 2 3

1 2

1 2 3

2

6

2 4

�

    

x x x x x R.H.S

x

x

− − − −

1 2 3 4 5

1

5

1 1 1 1 6

3 1 1 1 10

3 1 2 12

�

�

� �

 

1 (C →−2 3  

) :كند ير ميتغي x2اي است تنها سطر هزينه مربوط به متغير  غير پايه x2چون  ) ( )z c z c c c′ ′− = − + − = − + =2 2 2 2 2 2 3 4 1  

  .يابد شرط ورود به پايه را دارد، وارد پايه شده و روش سيمپلكس تا رسيدن به جواب بهينه ادامه مي x2چون 

2 (C →1 �  

اي  ست، سطر هزينه كليه متغيرهاي غير پايـه تغيير يافته ا CBماند ولي چون ماتريس  همان صفر باقي مي x1در اين حالت سطر هزينه مربوط به 

  :كند تغيير مي

( ) ( )
( ) ( )
( )

( )

B

B

B

B

z c C B a c , B a

z c C B a c , B a

z c C B a c , B a

z C B b , B b

− −

− −

− −

− −

′− = − = − = −

′− = − = − − =

′− = − = − =

′ ′= = =

1 1
2 2 2 2 2

1 1
3 3 3 3 3

1 1
4 4 4 4 4

1 1

1 1

1 1

� �

� �

� � � �

� � �

 

  .يابد وارد پايه شده و جدول سيمپلكس تا رسيدن به جواب بهينه ادامه مي x3در جدول بعد 

)تغيير در سمت راست  )b b′→  

Bدر اين حالت عبارت سمت راست از  b−1  بهB b− كند لذا ممكن است شدني بودن مسأله تحت اشـعاع قـرار گيـرد بـه همـين       تغيير مي ′1

Bجهت  b− Bكنيم در صورتي كه  جديد را محاسبه مي ′1 b− ′ ≥1
مسـأله را حـل   باشد جدول بهينه است و گرنه از روش سيمپلكس دوگان  �

 تحقيق در عمليات يكتحقيق در عمليات يكتحقيق در عمليات يكتحقيق در عمليات يك
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  .كنيم تا به جواب بهينه برسيم مي

  ها تغيير در ماتريس محدوديت
)اي  هاي متغيرهاي غير پايه تغييرات در ستون: حالت اول )k ka a′→  

)كه بايد آنـرا  . شود   اي عوض مي در اين حالت تنها سطر هدف مربوط به متغير غير پايه )i j B i kz c c B a c−′ ′− = محاسـبه كـرد و شـرط     1−

شود، اما اگر جدول بهينه نباشد، بـا ورود متغيـر    اگر جدول بهينه باشد كار تمام است و تغييري روي آن داده نمي. بهينگي جدول را تست نمود

xk شود روش سيمپلكس تا رسيدن به جواب بهينه دنبال مي.  

)اي  هاي متغيرهاي پايه تغييرات در ستون: حالت دوم )k ka a′→  

كند و ممكـن اسـت مـاتريس جديـد      تغيير مي (B)خورد چون ماتريس پايه  در اين حالت هم شرط بهينگي و هم شرط شدني بودن به هم مي

به مسأله اضافه شده است كـه ايـن سـتون     cjو ضرايب تابع هدف  a'jبا ستون  x'jكنيم فعاليت جديد  در اين حالت فرض مي. ديگر پايه نباشد

كنــيم  محاســبه مــي a'jجديــد و  Bرا بــا اســتفاده از مــاتريس  xjدر ايــن حالــت ســتون مربــوط بــه متغيــر . كنــيم جديــد را وارد جــدول مــي

( )j j j j B j jy B a ,z c c B a c− −′ ′ ′ ′= − = −1 را بـه   x'jرا از جدول حذف و  xjصفر نباشد،  xjو سطر  x'jمتناظر با ستون  ′jjyدر صورتي كه  1

تـوان عمـل    صـفر باشـد ديگـر نمـي     ′jjyامـا اگـر   . كنـيم  را نيز از جدول حذف مي xjدهيم و نيز ستون مربوط به  ن در جدول قرار ميجاي آ

ا، اگـر  كنيم و ضـريب تـابع هـدف آنـر     به عنوان يك متغير مصنوعي كه نبايد در پايه باشد عمل مي xjجايگزيني را انجام داد، در اين حالت با 

  .كنيم و مسأله را حل مي )يك عدد بسيار بزرگ M( قرار داده M-سازي باشد  maxو اگر  M+سازي باشد  minمسأله 

  (xn+1)افزون يك متغير جديد 

ر و توليـد متغي ـ  جواب قبلي اسـت  بهينه باشد، كنيم، در صورتي كه جدول در شرايط جديد، شرط بهينگي را داشته در اين حالت را محاسبه مي

وارد پايه شده و روش سيمپلكس تا رسيدن به جواب بهينـه   xn+1باشد، اما اگر، جدول شرط بهينگي را نداشته باشد، متغير  جديد به صرفه نمي

  .يابد ادامه مي

  حذف يك متغير

  .ستندارد چون مقدارش صفر ا روي مسأله اي تأثيري حذف يك متغير غيرپايه: اي باشد متغير حذف شده غير پايه) الف

كنيم و سپس به عنوان يك متغير غير  اي حذف شود آنرا ابتدا از پايه خارج مي در صورتي كه يك متغير پايه: اي باشد متغير حذف شده پايه) ب

  .)اي صفر است حذف آن تأثيري روي مسأله ندارد چون مقدار متغير غير پايه(كنيم  اي آنرا حذف مي پايه

  افزودن يك محدوديت جديد
تأثير است و اگر صدق نكـرد بـا اسـتفاده از     دهيم اگر صدق كرد محدوديت جديد بي حالت نقطه بهينه را در محدوديت جديد قرار مي در اين

  .كنيم روش سيمپلكس دوگان مسأله را حل مي

  

xدر صورتي كه محدوديت جديد . جدول سيمپلكس بهينه زير را در نظر بگيريد: مثال   x− + ≥
1 2

3 به مسأله اضافه شود جـواب   2

  .كند بهينه چه تغييري مي

R.H.S x6 x5 x4 x3 x2 x1   

6  �  �  1  1  1  1  x1 

10  �  1  1  1  3  �  x5 

2-  1  �  �  3-  �  1  x6 

12-  �  �  2-  1-  3-  �    

)چون جواب بهينه    حل ) ( )x ,x ,x , ,=1 2 3 6 � مسـاوي اسـت بـا     كند و چون محدوديت به صورت بزرگتـر  در محدوديت صدق نمي �
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كنيم و چون طرف راست همچنان منفـي   سپس جدول را يكه مي نمائيم و اضافه مي ضرب يك منفي در طرفين محدوديت آن را به جدول بالا

  .كنيم است از روش سيمپلكس دوگان براي رسيدن به جواب بهينه استفاده مي

  حذف محدوديت
يا به عبارت ديگر متغير كمكي نظيـر آن صـفر نباشـد اگـر حـذف شـود       ) آن صدق نكند نقطه بهينه در(در صورتي كه محدوديتي فعال نباشد 

اما اگر متغير كمكي نظير آن در پايه نباشد يا به عبارت ديگر محدوديت فعال باشد اگر حـذف شـود در   . تأثيري در جواب بهينه نخواهد داشت

و بعد از حـذف آن محـدوديت روش    كي نظير آن محدوديت را وارد پايه كرددر اين حالت بايد متغير كم. كند بهينگي مسأله ايجاد اختلال مي

در اين حالت چون متغير كمكي در پايه است و مقدار آن مخالف صفر است محدوديت نظيـر  . و به جواب بهينه رسيد سيمپلكس را ادامه داده

  .تواند حذف شود مي آن

****  

  ريزي عدد صحيح برنامه
مقدار  نيم، اگر پس از حلك ن براي متغيرها وجود داشته باشد، ابتدا مسأله را بدون در نظر گرفتن اين قيد حل ميدر صورتي كه قيد صحيح بود

ريزي فعلي غير صحيح  كنيم كه اين محدوديت جواب برنامه متغيرها صحيح بود جواب، بهينه است و گرنه از يك محدوديت جديد استفاده مي

كند كه هيچ نقطه بهينه صحيحي را از  محدوديت جديدتضمين مي. يك جواب جديد صحيح در مسأله برسيمدهد تا به  بهينه جاري را برش مي

  .يابد تا در صورت شدني بودن مسأله اصلي به جواب بهينه صحيح برسيم اين كار آنقدر ادامه مي. مسأله حذف نكند

  تحليل پارامتري
  :يب تابع هدف مدل كلي به صورت زير استريزي پارامتري ضرا در برنامه :آشفتگي در بردار هزينه

( ) ( )'max or min z c c x

s.t Ax b

x

λ = + λ

≤
≥ �

 

cبا  cآشفته شود يعني  'cدر طول جهت هزينه  cاگر بردار هزينه  c′+ λ  عوض شود كه در آنλ ≥ هـاي   است آنگاه الگوريتم يافتن جواب �

  )سازي maxبراي مسأله (به صورت زيرخواهد بود  λصورت تابعي از  بهينه و مقادير تابع هدف به

λمسأله را ابتدا با ) 1 =   .آوريم كنيم و جواب بهينه را به دست مي حل مي �

  .نويسم  دول ميو در ج كنيم مي با استفاده از تحليل حساسيت تغييرات ضرايب تابع هدف را محاسبه) 2

تا حداكثر مقدار مجاز تعيين شـده   λ(اي در سطر هزينه منفي شود  يب يكي از متغيرهاي غير پايهدهيم تا ضر را آنقدر افزايش مي λمقدار ) 3

  .ايم رسيده اگر چنين متغيري وجود نداشته باشد به جواب بهينه) دهيم افزايش مي

  .رويم مي 3كنيم و به قدم  متغيري را كه ضريب آن منفي شده به عنوان متغير وارد شونده انتخاب و جواب جديد را محاسبه مي) 4

  

 :مثال  

( )

min z x x

s.t x x
C ,

x x

x

= − −
+ ≤

= − + λ − + λ
− + ≤

≥

1 2

1 2

1 2

3

6
1 2 3

6

�
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( )

( )

( ) ( )

j j B j jz c c B a c

z c ,

z c ,

z c , z c ,

−− = −

− 
   −− = − − − =  
  
 
 

− 
   −− = − − − =  
  
 
 

− −   
       −′ ′ ′ ′− = − = − = − =      
      
   
   

1

3 3

4 4

3 3 4 4

2 1

1 53 3
1 3

1 1 3

3 3

2 1

1 23 3
1 3

1 1 3

3 3

2 1 2 1

1 15 13 3 3 3
2 1 2 1

1 1 1 13 3

3 3 3 3

�
�

�
�

� �
� �

  

min سازي مسأله     [ ]
I

I & II ,

II

− + λ × ≤ ⇒ λ ≤→ ⇒ λ ∈ λ− − ≤ ⇒ λ ≥ −


5 5
1

3 3
1

2 2

3 3 3

�

�

�

 

λبه ازاي    :آيد شود و جدول جديد به صورت مقابل در مي شرط ورود به پايه را دارد لذا وارد مي S1متغير  1=
R.H.S s2 s1 x2 x1   

3  − 1
2

  1  �  3
2

  S1 

3  1
2

  �  1  − 1
2

  x2 

6-  1-  �  �  �    

]حال در بازه  , ]λ1دهيم و  ، مجددا جدول بهينه را تشكيل ميλ كنيم كه حداكثر مقدار مجاز باشد تا جـدول همچنـان بهينـه     وري پيدا ميرا ط

  .بماند

[ ]

I

II

I , II ,

− λ ≤ ⇒ λ ≥

− λ+ ≤ ⇒ λ ≤

⇒ λ ∈

5 5
1

2 2

3
3

2 2

1 3

�

�  

  :x2و خروج  S2جدول بهينه بعد از ورود 

  

z c

z c

′ ′− = −
′ ′− = −
1 1

2 2

2

1
  

  

  

λچون هر دو عبارت منفي هستند لذا به ازاي تمام  ≥   .شد جدول بهينه خواهد 3

  :در شكل زير نشان داده شده است λنمودار تابع هدف بر حسب مقادير 

R.H.S s2 s1 x2 x1   

2  − 1
3

  2
3

  �  1  x1 

4  1
3

  1
3

  1  �  x2 

− + λ14 8  λ− −2

3 3
  − + λ ×5 5

3 3
  �  �    

  

R.H.S s2 s1 x2 x1   

3  − 1
2

  1  �  3
2

  
s1 

3  1
2

  �  1  − 1
2

  
x2 

− + λ9 3  λ+ +3
2 2

  �  �  − λ5 5

2 3
    

  
R.H.S s2 s1 x2 x1   

6  �  1  1  1  s1 

6  1  �  2  1-  s2 

�  �  �  �  5-    
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−6

−14

λ
1 3

tanβ = 3

tanα = 8α

β

  
ر ي خطـي و مقع ـ ه اتك ـ λآشفته شوند، تابع هدف برحسـب   'Cسازي اگر ضرايب تابع هدف در جهت بردار  minدر مسأله : نكته  

  .خواهد بود

  

ي خطي و محـدب  ه اتك λآشفته شوند، تابع هدف برحسب  'Cسازي اگر ضرايب تابع هدف در جهت بردار  mixدر مسأله : نكته  

  .خواهد بود

  

  .مسأله جواب بهينه چندگانه دارد) λنقاط شكست تابع هدف برحسب ( λبه ازاي حدهاي بالا و پايين : نكته  

  :ريزي پارامتري سمت راست، مدل كلي به صورت زير است در برنامه :آشفتگي سمت راست

min   يا   max           z=cx 

        s.t.          Ax b b′≤ + λ  
  x ≥ �  

bت اگر سمت راست به صور b′+ λ كه در آن  تغيير كندλ ≥ آنگاه از الگوريتم زير براي يـافتن جـواب بهينـه و مقـادير تـابع هـدف بـه         �

  .كنيم استفاده مي λصورت تابعي برحسب 

λمسأله را ابتدا با ) 1 =   .آوريم كنيم و جواب بهينه را به دست مي ميحل  �

  .كنيم ها را محاسبه مي با استفاده از تحليل حساسيت اثر تغييرات در سمت راست محدوديت) 2

، چنانچـه چنـين   )λ حداكثر مقدار مجـاز بـراي افـزايش   (دهيم تا مقدار يكي از متغيرهاي اساسي منفي شود  را آنقدر افزايش مي λمقدار ) 3

  .ايم متغيري يافت نشود به جواب بهينه رسيده

  .گرديم آوريم و به قدم سوم باز مي متغير منفي به عنوان متغير خروجي انتخاب و به روش سيمپلكس دوگان جواب جديد را به دست مي) 4

  

  .آشفته شوند، آنگاه تابع هدف به صورت محدب خواهد بود 'bدر جهت  ها سازي اگر سمت راست محدوديت minدر مسأله : نكته  

  

  .آشفته شوند، آنگاه تابع هدف به صورت مقعر خواهد بود 'bها در جهت  سازي اگر سمت راست محدوديت maxدر مسأله : نكته  

****  

  مدل حمل و نقل
ريزي خطي است كه هدف از آن حـداقل سـاختن هزينـه حمـل و نقـل ميـان مبـدأها و مقاصـد          مدل حمل و نقل حالت خاصي از مدل برنامه

  .باشد، به طوري كه تمام تقاضاي مقاصد تأمين شود مي

  :ريزي خطي حمل و نقل به صورت زير است مدل كلي مسأله برنامه
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. .

. .

. .

1

2

m

n

1

2

n m

n n mn mn ij ij
j i

n

n

m mn m

m

m

n n mn n

ij

min z c x c x c x c x

s.t. x x x s

x x s

x x s

x x d

x x d

x x x d

j , ,n i , ,m x

= =
= + + + + =

+ + + ≤
+ + ≤

+ + ≤

+ + ≥
+ + ≥

+ + + ≥
= = ≥

∑∑

12

11 11 1 1

1 1

11 12 1 1

21 2 2

1

11 1 1

2 2

1 2

1 1

⋯ ⋯

⋯

⋯

⋮ ⋮

⋯

⋯

⋯

⋮ ⋮

⋯

⋯ ⋯ �

  

  :قدر مدل فو

- m  مبدأ عرضه وn  وجود دارد) مركز تقاضا(مقصد.  

- cij  : از مبدأ ) توليد و نگهداري(هزينه حمل يك واحد كالاi  به مقصدj   

- xij  : ميزان كالاي حمل شده از مبدأi   به مقصدj   

- si  : ميزان عرضه در مبدأi  

- dj  : ميزان تقاضا در مقصدj  

 :و نقل اين است كه ميزان عرضه با ميزان تقاضا برابر است، يعني داريماوليه هر مدل حمل  فرض: نكته  
m n

i j
i j

s d
= =

=∑ ∑
1 1

  

 

و در صورتي كه اين تساوي برقرار نباشد، با قرار دادن يك مقصد مصنوعي يا مبدأ مصنوعي با ظرفيت 
m n

i j
i j

s d
= =

−∑ ∑
1 1

و ضريب هزينه صفر  

  .كنيم شكل را حل ميماين 

  :اين صورت مدل به صورت زير در خواهد آمد در
m n

ij ij
i j

n

ij i
j

m

ij j
i

ij

min z c x

s.t. x s i , ,m

x d j , ,n

x

= =

=

=

=

= =

= =

≥

∑∑

∑

∑

1 1

1

1

1⋯

⋯

�

  

  حل مسأله حمل و نقل
  :مسأله حمل و نقل به دو روش قابل حل است

  روش حمل و نقل) 2      روش سيمپلكس) 1

اسـتفاده از روش سـيمپلكس   ها و متغيرها  علت تعداد زياد محدوديت متغير است، لذا به mnمحدوديت و  m+nهر مسأله حمل و نقل داراي 

  .باشد و بهتر آن است كه از روش حمل و نقل استفاده شود مناسب نمي
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  الگوريتم حل

iدر مدل حمـل و نقـل بـا توجـه بـه فـرض       . جهت آغاز حل مسأله حمل و نقل نياز به تعريف يك جواب شدني پايه است) 1
i j

s dj=∑ ∑ 

جهـت  . محدوديت مستقل يا به عبارت ديگـر جـواب شـدني پايـه اسـت      m+n-1ست بنابراين مدل داراي ها زائد ا همواره يكي از محدوديت

  :كنيم هاي زير استفاده مي تعيين جواب شدني پايه آغازين از يكي از روش

  روش كمترين هزينه -    روش گوشه شمال غربي -

  روش وگل -    روش حداقل سطر -

  روش تخمين راسل -    روش حداقل ستون -

  :كنيم مي) بهينگي(هاي زير تست  سپس جواب محاسبه شده را با يكي از روش) 2

  سنگي روش پله -

  روش مضارب -

چنانچه جواب بهينه نباشد متغير وارد شونده و خارج شونده را انتخاب كرده و جواب شـدني پايـه جديـد را محاسـبه و بـه قـدم دوم بـاز        ) 3

  .گرديم مي

  :دهيم مثال تشريح ميالگوريتم بيان شده را با ذكر يك 

  .ربگيريدپجدول حمل و نقل زير را در ن: مثال  

  انبار       1  2  3  عرضه
  

  كارخانه

20  5  3  8  A 

30  7  8  5  B 

30  8  9  6  C 

  تقاضا  25  25  30  80

  :هاي مسأله عبارتست از تابع هدف و محدوديت) الف

A A A B B B C C Cmin z x x x x x x x x x= + + + + + + + +1 2 3 1 2 3 1 2 38 3 5 5 8 7 6 9  

A A A

B B B

C C C

s.t x x x

x x x

x x x

+ + = 
+ + = 
+ + = 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

20

30

30

ههاي عرض محدوديت          
A B C

A B C

A B C

x x x

x x x

x x x

+ + = 


+ + = 
+ + =


11 1

2 2 2

3 3 3

25

25

30

هاي تقاضا محدوديت     

 
  :تعيين جواب شدني پايه آغازين) ب

توانـد بـه خانـه گوشـه      هاي حمل كالا، حداكثر مقداري را كـه مـي   روش گوشه شمال غربي بدون توجه به هزينه: روش گوشه شمال غربي) 1

  .دهد آن خانه صفر شود و اين كار را تا آخر ادامه ميدهد تا ميزان عرضه يا تقاضاي مربوط به  شمال غربي اختصاص مي

          عرضه

20 �  5  3  20 8  A 

30 25 �  7�  25 8  5 5  B 

30 �  30 30  9  6  C 

80  30
�

  25
�

  25
5
�

  
  تقاضا
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  :ه و تابع هدف در اين حالت عبارتند ازجواب شدني پاي

A B B B Cx x x x x

Z

= = = = =
= × + × + × + × =
1 1 2 3 320 5 25 30

8 0 5 5 25 8 30 8 625

�  

كننـد لـذا بـر روش گوشـه      روش حداقل سطر، حداقل ستون و كمترين هزينه با توجه به هزينه حمل كالا جواب شدني پايه را مشخص مي) 2

  .شمال غربي ارجهيت دارند

  :الگوريتم اين روش به صورت زير است: روش تخمين وگل) 3

 .كنيم ابتدا اختلاف بين دو كمترين هزينه را در هر سطر و ستون محاسبه مي: قدم اول

ا ي كه كمترين هزينه را دارد بيشـترين مقـدار    ها را در نظر گرفته و در آن سطر يا ستون به خانه بزرگترين اختلاف ميان سطر و ستون: قدم دوم

  .دهيم ممكن را تخصيص مي

  .گرديم اي باشد، به قدم اول باز مي را تعديل نموده و چنانچه هنوز تقاضاي تأمين نشدهعرضه و تقاضا : قدم سوم

  :مثال قبل از روش و گل   حل

A

1 2 3

8 20 3 5 20 *

B

−� 2

25 5 8 5 7 30 * *

C

�5 2 2 1

6 5 9 25 8 30 �

�

2 2 1

25 25 �5 25 � 30
*

*

−

80

1 5 2

1 1 1
1 1

  

A B B Cx x x x

Z

= = = =
= × + × + × + × + × =
2 1 3 320 25 5 25

3 20 5 25 7 5 9 8 5 465

  

  .غربي بهتر است روش گوشه شمالميزان هزينه در روش وگل نسبت به روش گوشه شمال غربي بهتر شده يعني روش وگل نسبت به 

ijبراي انجام تست بهينگي مقادير : تست بهينگي) ج ijz c− كنيم، اگر اين مقادير مثبت باشند، جدول بهينـه   اي را محاسبه مي متغيرهاي غيرپايه

ijترين مقدار  توان متغير نظير مثبت نيست و مي ijz c− وان متغير وارد شونده به پايه انتخاب كردرا به عن.  

ijجهت تخمين  :روش مضارب) 1 ijz c− از آنجا كه بهينگي اوليه شدني بودن دوگان را بـه  . گيريم از دوگان مسأله حمل و نقل كمك مي

ijهمراه دارد، پس  ijz c− هاي دوگان يعني  وديتدر مسأله اوليه متناظر با يكي از محدi j iju v c+   .است −

    :  دوگان مسأله حمل و نقل
m n

i i j j
i j

max z s u d v
= =

= +∑ ∑
1 1

 

    
i j ij

i i

s.t. u v c

u ,v

+ ≤
 

)ui  وvj به ترتيب متغيرهاي دوگان متناظر با قيود مبدأ و مقصود هستند(  

          :در مثال قبل داريم

v v v

u

u

u

= = =
=

= −

= −

1 2 3

1

2

3

8 11 10
20 8 3 5

5 5 25 8 7 3

6 9 30 8 2

�

�
  

A A A A

C C C C

Z C Z C

Z C Z C

− = + − = > − = + − = >
− = − − = − = − − =

2 2 3 3

1 1 2 2

11 3 8 10 5 5

8 2 6 11 2 9

� � � �

� �
  

ijترين  مثبت zA2از آنجا كه  ijz c− شود را دارد به عنوان متغير وارد شونده انتخاب مي.  

  .كنيم سنگي استفاده مي براي انتخاب متغير خارج شونده از روش پله

 عرضه

دينا مق  
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− θ20

+ θ5 − θ25

θ

  .كنيم ايجاد مي اي يك دور در اين روش با متغير وارد شونده و متغيرهاي پايه

min
− θ = → θ =

⇒ θ =
− θ = → θ =

20 20
20

25 25

�

�
  

  

  

  

  :در مرحله بعد جواب شدني پايه عبارتست از. كنيم را به عنوان متغير خارج شونده انتخاب مي XA1در نتيجه براساس تست مينيمم 

A B B B Cx x x x x

Z

= = = = =
= × + × + × + × + × =
2 1 2 3 320 25 5 30

20 3 25 5 5 5 8 30 8 465

�  

A A C C

A A C C

Z C Z C

Z C Z C

− = − < − =
− = − < − =

1 1 1 1

3 3 2 2

8

3

� �

� �
    

u

u

u

v v v

=

=

=

= = =

1

2

3

1 2 3

8 20 3 5

25 5 5 8 7 5

6 9 30 8 6

3 2

�

�

�

  

ijبه اينكه تمام  با توجه ijz c−    ها كوچكتر مساوي صفر هستند جواب فوق بهينه است و با توجه بـه اينكـه مقـاديرc cz c−1 cو  1 cz c−2 2 

  .صفر هستند مسأله جواب بهينه چندگانه دارد

  سنگي روش پله) 2
ها براي  Cijدر اين روش بعد از ايجاد دور از . سنگي براي تست بهينگي استفاده كرد توان از روش پله مي به جاي استفاده از روش مضارب

ijمحاسبه  ijz c− گيريم، به عنوان مثال اگر بخواهيم  كمك ميA Az c−2   :را از اين روش محاسبه كنيم، داريم 2

( ) ( ) ( ) ( )A Az c− = − + − + = >2 2 3 8 5 8 8 �  
  

  

****  

  مدل تخصيص
ها  ه افراد و وظايف به ماشينريزي خطي است و براي تخصيص مشاغل ب مدل تخصيص حالت خاصي از مدل حمل و نقل و مدل برنامه

  .وري است سازي بهره شود كه هدف از آن حداقل ساختن هزينه يا حداكثر ده ميافاست

  :شود هر متغير در اين مدل به اين صورت تعريف مي. استدر مدل تخصيص تعداد مبدأها و مقاصد با هم برابر 

ijx


= 


1

�
  

  : مدل كلي تخصيص به صورت زير است

m m

ij ij
i j

m

ij
i
m

ij
i

ij

min z C x

s.t. x

x

x or

= =

=

=

=

=

=

=

∑∑

∑

∑

1 1

1

1

1

1

1�

  

اي است كه از ميان متغيرهاي  تاي آن پايه 2m-1از ميان متغيرها، . محدوديت است 2mمتغير و  m2مدل تخصيص داراي : نكته  

  رديرا بپذj شكل  i فرد 
  رديپذرا نj شكل  i فرد 

+8 −3

−5 +8

Ax
1

Ax
2

Bx
1 Bx

2
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  .است بنابراين مدل تخصيص شديدا تباهيده است �تاي آن  m-1و  1تاي آن همواره  mاي  پايه

  روش مجارستاني
  :الگوريتم روش مجارستاني به صورت زير است. بهترين روش براي حل مدل تخصيص روش مجارستاني است

سپس در هر ستون نيز كوچكترين عـدد را در  . كنيم ه اعداد موجود در آن سطر كم ميدر هر سطر كوچكترين عدد را در نظر گرفته و از بقي) 1

  .ماتريس حاصل ماتريس هزينه تقليل يافته يا ماتريس هزينه فرصت نام دارد. كنيم نظر گرفته و از ساير اعداد موجود آن ستون كم مي

يا ستون را پوشانده كه اگر اين تعداد برابر تعداد افـراد يـا مشـاغل     با حداقل تعداد خطوط افقي يا عمودي تمامي صفرهاي موجود در سطر) 2

(m) رويم باشد مسأله بهينه است و گرنه به قدم سوم مي.  

هاي  كرده و به محل كه روي آنها خط كشيده نشده كم كوچكترين عددي را كه روي آن خط كشيده نشده مشخص و آن را از ساير اعدادي) 3

  .رويم سپس به قدم دوم مي. كنيم تقاطع خطوط اضافه مي

  

  :مثال  

  شغل      1  2  3  4    كمترين عدد در سطر

  فرد   

P =1 1    3  6  4  1  1  

P =2 7    9  10  7  9  2  

P =3 4    7  11  5  4  3  

P =4 5    5  8  7  7  4  

  

4  3  2  1    

2  5  3  �  1  

2  3  �  2  2  

3  7  1  �  3  

�  3  2  3  4  

q =4 �  q =3 3  q =2 �  q =1   كمترين عدد در ستون  �

  

4  3  2  1    

2  2  3  �  1  

2  �  �  2  2  

3  4  1  �  3  

�  �  2  3  4  

  

  :جواب بهينه

x

x

x Z

x Z P P P q

=
=
= = + + + =
= = + + + +

= + + + + + =

11

44

23

32 1 2 3 3

1

1

1 1 5 10 5 21

1 1

1 7 4 5 3 1 21

  

4  3  2  1    

1  1  2  �  1  

2  �  �  3  2  

2  3  �  �  3  

�  �  2  4  4  
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