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 )توصيفهاي فضايي )موقعيت، جهتگيري و دستگاه مختصات 

 .پردازيم مي است آنها دوي هر شامل که چهارچوب نام به مفهومي و جهتگيري مکان، توصيف به قسمت اين در

 

 توصيف مکان 

داده نشان  3×1مکان  بردار يک توسط موقعيت هر نقطه نسبت به آن دستگاهپس از انتخاب دستگاه مختصات، 

 لذا هستيم، متعددي مختصات دستگاههاي معرفي نيازمند رباتيک به مربوط بحث از آنجا که در مي شود.

 بردارها بايد با نمادهايي که معرف دستگاه مربوط به آنهاست، مشخص شوند.

دستگاه مختصات  (1) شکل A مي دهد که نقطه  را نشانP  آن با بردارمرکز نسبت به PA


نشان داده شده  

 است.

 

در فضا نسبت به دستگاه مختصات  P نقطه دلخواه موقعيت(: بردار 1شکل ) A 

 

 هاي اين بردار موقعيت عبارتند از:  مؤلفه
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 دهد. نشان مي AZو  AX ،AYرا در امتدادهاي  Pبه ترتيب موقعيت نقطه  zpو  xp ،ypکه در آن 

 

 توصيف جهتگيري 

مثال در شکل  بطور نيازمنديم. فضا در جسم يک جهتگيرياغلب علاوه بر نمايش يک نقطه در فضا، به تعريف 

خود بگيرد. براي توصيف  متفاوتي به شکلهاي تواند چه موقعيت پنجه ثابت است، اما جهتگيري آن مي(، اگر 2)

 مرجع دستگاه به نسبت دستگاه را اين سپس کنيم. مي متصل آن به جهتگيري هر جسم، دستگاه مختصاتي

گردد، دستگاه  ميمشاهده  (2) شکل در همانگونه که کنيم. مي تعريف B متصل جسم به معلوم طريقي به 

 دستگاه تعيين جهتگيري جسم، کافي است براي است. شده B به  نسبت را A .توصيف نماييم 

 

 

جهتگيري دستگاه (: 2شکل ) B  نسبت به دستگاه A 

 A

PA


 B

BX

BY

BZ

AY

AZ

AX



 

Department of Mechanical Engineering, Shahid Bahonar University of Kerman (A. M. Shafei) 

 توصيف جهتگيري يک دستگاه مختصات نسبت به دستگاهي ديگر 

مختصات  دستگاه توصيف هاي روش از يکي B  محور سهه متصل به جسم(، نوشتن بردارهاي يک)دستگاه 

BXآن ) اصلي


،BY
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BZو  


مختصات  دستگاه به( نسبت  A .که در دستگاه  وقتي يکه بردارهاي اين است A 

Bبيان شوند با بردارهاي 

AX
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، B
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صورت  اگر اين سه بردار را به است تر ساده شد. خواهند دادهنمايش  

چون اين ماتريس از طرفي ناميم.  دوران مي دهيم. اين ماتريس را ماتريسنشان  3×3ماتريس هاي يک  ستون

دستگاه  B  را نسبت به A کند، آن را با نماد توصيف مي B

AR.نشان خواهيم داد 
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 هستند، لذا دستگاه مختصاتيکه  دار، تصوير آن بردار در امتداد بردارهايهاي هر بر با توجه به اينکه مؤلفه

 گردند. ارائه مي ترتيب زير اي يک زوج از بردارهاي يکه به صورت حاصلضرب نقطه هاي ماتريس دوران به درايه
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( نتيجه مي شود که سطرهاي ماتريس، بردارهاي يکه دستگاه 3با دقت در معادله ) A  در دستگاه مختصات

 B :هستند. يعني 
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لذا توصيف دستگاه  A  نسبت به B ( ارائه مي گردد.3صورت ترانهاده معادله ) به 
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 کامل يک چهارچوب توصيف 

توصيف يک چهارچوب هم موقعيت آن و هم جهتگيري آن بايستي مشخص گردد. پيشتر ديديم که براي براي 

و براي بيان جهتگيري يک دستگاه  3×1بردار بيان موقعيت يک نقطه نسبت به يک دستگاه مختصات از يک 

صورت يک  توان به استفاده مي شود. لذا توصيف هر چهارچوب را مي 3×1بردار  3نسبت به دستگاه مرجع از 

بردار مکان و يک ماتريس دوران در نظر گرفت. مثلاً چهارچوب  B  به وسيلهB

AR  وBORG
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

شود  توصيف مي 

BORGکه در آن 

AP


بردار موقعيت مبدأ دستگاه   B  نسبت به دستگاه A .مي باشد 
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 متعدد آورده شده است.( نمونه اي از چهارچوبهاي 3شکل )در 

 

 

 اي از چهارچوبهاي متفاوت نمونه(: 3شکل )

 

  چهارچوب ديگرنگاشتها: تغيير توصيف کميتهاي برداري از چهارچوبي به 
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در اين قسمت به بحث پيرامون رياضيات نگاشت براي توصيف کميتهاي برداري از يک چهارچوب به چهارچوب 

 ديگر خواهيم پرداخت. 

(، چهارچوب 4شکل )در  A  و چهارچوب B  داراي جهتگيري کاملاً يکساني هستند و تنها تفاوت اين دو

BORGدستگاه در يک انتقال است که با بردار  

AP


 نشان داده شده است. 

 

 

 در دو دستگاه مختصات با جهتگيري کاملاً يکسان Pموقعيت نقطه (: 4شکل )

 

 توان رابطه برداري زير را نوشت.( مي 4شکل )با توجه به 
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توان بردارها در دستگاههاي مختلف را با يکديگر  در اينجا بايستي به اين نکته اشاره گردد که تنها در حالتي مي

جمع برداري نمود که اين دستگاهها نسبت به يکديگر داراي جهتگيري يکسان باشند. همانگونه که مشاهده 
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PAارائه شده است ) Pگردد اگر چه در اينجا دو توصيف مختلف از موقعيت نقطه  مي


PBو  


(؛ ولي موقعيت اين 

 نقطه در فضا ثابت است.

 

 متفاوت هايبيان يک بردار در دو دستگاه با جهتگيري 

B 3×3پيشتر با ماتريس دوران 

AR  که دستگاه B  را نسبت به دستگاه A کند، آشنا شديم. اين  توصيف مي

 گردد. ماتريس مجدداً در اينجا ارائه مي
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بردارهاي يکه دستگاه   B دهند که در دستگاه  را نشان مي

 A اي بين توصيف يک  اند. اکنون به دنبال آن هستيم تا با استفاده از اين ماتريس دوران رابطه توصيف شده

بردار در دو دستگاه  A  و B  .نظر بگيريد.( را در 5شکل )بيابيم 

 

 

 توصيف يک بردار در دو دستگاه با جهتگيريهاي متفاوت(: 5شکل )
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در دستگاه  Pکنيم توصيف نقطه  در اينجا فرض مي B  يعنيPB


دانيم و به دنبال توصيف اين نقطه در  را مي 

دستگاه  A  يعنيPA


هاي هر بردار، تصوير آن بردار بر روي  لفهؤهستيم. همانگونه که پيشتر نيز بيان شد م 

امتدادهاي يکه دستگاهيست که آن بردار در آن بيان شده است. بيان رياضي اين جمله به صورت حاصلضرب 

 گردد.  گاه مختصات ارائه مياي آن بردار و بردارهاي يکه دست نقطه

PZp

PYp

PXp

BT

A

B

z

A

BT

A

B

y

A

BT

A

B

x

A













 (9)  

 ( به فرم ماترسي خواهيم داشت:9با نوشتن معادله )
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Tشود که  ( نتيجه مي4با توجه به معادله )

A

B X
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A
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A

BZ


Bتشکيل دهنده سطرهاي ماتريس دوران  

AR 

 گردد. ( به فرم زير ساده مي10هستند. لذا معادله )

(11) PRP B

B
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
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Bتوان به کمک ماتريس دوران  ( نشان مي دهد که چگونه مي11معادله )

AR  بردارPB


که توصيف آن در  

دستگاه  B  در دستگاهمعلوم است را  A .بيان نمود 

 

 مثال 

( دستگاه 6شکل ) B  را که نسبت به دستگاه A  به اندازه30  درجه حول محورAZ  ،دوران يافته است

دهد. با نوشتن بردارهاي يکه دستگاه  نشان مي B  نسبت به A  ماتريس دورانB

AR  را يافته و به کمک اين

PBماتريس توصيف بردار 


را در دستگاه   A يين نماييد.تع 
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دستگاه (: 6شکل ) B  درجه نسبت به دستگاه  30به اندازه A  حولAZ چرخيده است 

 

با نوشتن بردارهاي يکه  B  نسبت به Aصورت ستونهاي يک ماتريس دوران خواهيم داشت: ، و نمايش آن به 
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 )ماتريسهاي تبديل )ترکيب انتقال و دوران 
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اغلب توصيف موقعيت يک ذره را نسبت به چهارچوبي مانند  B خواهيم توصيف آن را  در اختيار داريم و مي

نسبت به چهارچوب ديگري چون  A گيريم. يعني  دست آوريم. در اينجا کلي ترين حالت را در نظر مي به

 حالتي که مبدأ اين دو دستگاه بر هم منطبق نباشند و جهتگيري دو دستگاه نسبت به هم متفاوت باشند. 

 

 

 موقعيت يک نقطه در دو دستگاه با مبدأ و جهتگيري متفاوت(: 7شکل )

  

....( همانگونه که پيشتر نيز تأکيد گرديد، عمليات بر روي بردارها )شامل جمع، ضرب داخلي، ضرب خارجي و 

توان  تنها زماني امکانپذير است که همه بردارها در يک دستگاه مختصات تعريف شده باشند. لذا همانند قبل نمي

 رابطه برداري زير را نوشت.
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در دستگاه   B  تعريف شده است. با توصيف اين بردار در دستگاه A ( به شکل زير 12رابطه )

 اصلاح مي گردد.
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(13) 
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 ( به فرم ماتريسي داريم:13با نوشتن رابطه )
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 طور خلاصه و يا به

(15) PTP B
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Bکه در آن 

AT ( تبديل همگن خوانده مي شود که هم دوران و هم انتقال را توأمان در بر دارد.15در معادله )  در

 دهد. واقع اين معادله عمل نگاشت از يک چهارچوب به چهارچوبي ديگر را به شکل يک عملگر ماتريسي ارائه مي

 

 مثال 

( چهارچوب 8شکل ) B  را که نسبت به چهارچوب A  درجه حول محور  30به اندازهAZ  دوران کرده، و به

طلوبست محاسبه دهد. م انتقال يافته است، نشان مي AYواحد در راستاي  5و  AXواحد در راستاي  10اندازه 

PA
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، در صورتي که  TBP 073


. 

Bدوران  3×3ماتريس  1مثال پيشتر در 

AR  تبديل  4×4را محاسبه نموديم. اکنون ماتريسB

AT  را با توجه به

 نماييم. ( ارائه مي14معادله )

(a) 
















 



1000

0100

50866.05.0

1005.0866.0

B

AT 
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چهارچوب انتقال و دوران يافته (: 8شکل ) B 

 

PBبا پيش ضرب کردن اين ماتريس در بردار 


در دستگاه  P، توصيف نقطه  A گردد. حاصل مي 

(b) 























































 



1

0

562.12

098.9

1

0

7

3

1000

0100

50866.05.0

1005.0866.0

PTP B

B

AA


 

 

 تبديلهاي مرکب 

در دستگاه  P(، موقعيت نقطه مادي 9در شکل ) C  معلوم است و هدف تعيين موقعيت اين نقطه نسبت به

دستگاه  A  .است 

چهارچوب  C  نسبت به B و چهارچوب ، B  نسبت به A  معلوم است. لذا موقعيت نقطهP  نسبت به

دستگاه  B :عبارتست از 

(16) PTP C

C

BB


 

AX

AY
PA


PB


BX

BY

P

BORG

AP

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 چهارچوب مرکب(: 9شکل )

 

نسبت به دستگاه  Pعيت نقطه به طور مشابه موق A :عبارتست از 

(17) PTP B

B

AA


 

 دست خواهيم آورد: ( به17( و )16با ترکيب معادلات )

(18) PTTP C

C

B

B

AA


 

 تعريف نمود.صورت زير  توان ماتريس تبديل مرکب را به ( مي18با توجه به معادله )

(19) 
C

B

B

A

C

A TTT  

Cتوانيم عبارت  مي

ATهاي معلوم از چهارچوبهاي  را بر حسب توصيف B  و C صورت زير نمايش دهيم. به 

(20) 
























1000






BORG

A

CORG

B

B

A
C

B

B

A

C

A PPRRR
T 

 

AX

AY

AZ

BY

BX

BZ CZ

CY

CX

PC


PA


P
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 هاي دوران و تبديل معکوس ماتريس 

پيشتر نشان داديم ماتريس دوراني که دستگاه  B  را نسبت به دستگاه A صورت زير ارائه  کند، به توصيف مي

 گردد. مي

(21)  

















T

A

B

T

A

B

T

A

B

B

A

B

A

B

A

B

A

Z

Y

X

ZYXR







 

به طور مشابه توصيف دستگاه  A  نسبت به دستگاه B :عبارت است از 

(22)   T

B

A

T

B

A

T

B

A

T

B

A

A

B

A

B

A

B

A

B R

Z

Y

X

ZYXR 

























 

 به راحتي مي توان نشان داد که معکوس هر ماتريس دوران با ترانهاده آن برابر است. زيرا

(23)   33
















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

















 I

XZXZXZ

YYYYXY

ZXYXXX

ZYX

Z

Y

X
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B
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B

A

B
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B

A

B

AT

B

A

B

AT

B

A

B

AT

B

A

B

AT

B

A

B

AT

B

A

B

AT

B

A

B

AT

B

A

B

A

B

A

B

A

T

B

A

T

B

A

T

B

A

B

AT

B

A















 

 از طرفي

(24) 
33

1



  IRR B

A

B

A 

 شود: ( نتيجه مي24( و )23از مقايسه روابط )

(25) T

B

A

B

A RR 1 

 دهد که معکوس هر ماتريس دوران با ترانهاده آن برابر است. ( نشان مي25رابطه )

Bاي براي معکوس ماتريس تبديل  اکنون به دنبال رابطه

AT  هستيم. معکوس اين ماتريس توصيف دستگاه A 

نسبت به  B دهد. لذا مي توان نوشت: را نشان مي 
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(26) 




















 

1

P

00

R

0

AORG

B

A

B

1






B

A

A

B TT 

Aبراي محاسبه 

BT بايد مقادير ،A

BR  وAORG

BP


Bرا به ترتيب از  

AR  وBORG

AP


پيشتر ديديم در دست آوريم.  به 

 ماتريسهاي دوران رابطه زير برقرار است:

(27) T

B

A

A

B RR  

AORGاز طرفي 

B P


BORGهمان بردار  

A P


 .((10)شکل ) است که جهت آن عکس شده است 

 

 

BORGنمايش (: 10شکل )

AP


AORGو  

BP


 

 

اين بردار بايستي در دستگاه  ولي از آنجا که B  تعريف گردد، لذا آن را در ماتريس دورانA

BR  پيش ضرب

 کنيم. بنابراين: مي

(28) 
BORG

A

BORG

A

AORG

B PPP


T

B

A

A

B RR  

 صورت زير بازنويسي کرد. ( را به26( مي توان معادله )28( و )27اکنون به کمک روابط )

AX

AY

AZ

BZ

BY

BX
BORG

AP


AORG

BP

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(29) 






















1

P

00

R

0

BORG

AT

B

T

B

A







R

T

A

A

B 

 مثال 

( چهارچوب 11شکل ) B دهد که نسبت به چهارچوب  را نشان مي A درجه حول محور  30اندازه  بهAZ 

Bواحد انتقال يافته است. لذا  3و  4به ترتيب  AYو  AXدوران کرده و در راستاهاي 

AT  مشخص است. معکوس

Aاين ماتريس تبديل يعني 

BT .را بيابيد 

 

 

چهارچوب (: 11شکل ) B  نسبت به A 

 

Bماتريس تبديل 

AT گردد. چنين ارائه مي 

(a) 



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 ( داريم:29با استفاده از رابطه )

(b) 





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 همچنين
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RA 

Aماتريس تبديل  (c)و  (b)با توجه به روابط 

BT گردد. به شکل زير ارائه مي 

(d) 





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 هاي تبديل معادله 

در اين شکل، چهارچوب  ( را در نظر بگيريد.12شکل ) D توان به دو صورت متفاوت نسبت به چهارچوب  را مي

مرجع  U .بيان کرد 

 الف(-30)
D

A

A

U

D

U TTT  

 ب(-30)
D

C

C

B

B

U

D

U TTTT  
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 دهند. اي از تبديلها که يک حلقه تشکيل مي مجموعه(: 12شکل )

 

 دست خواهد آمد. با مساوي قرار دادن اين دو معادله رابطه زير به

(31) 
D

C

C

B

B

U

D

A

A

U TTTTT  

( فرض 31تواند براي حل يک تبديل مجهول استفاده گردد. به طور مثال در معادله ) هر معادله تبديل مي

Cکنيم که تبديل  مي

BT ( در 31مجهول است. لذا با پيش ضرب کردن دو طرف معادله )1

B

UT  و با پس ضرب

1کردن اين معادله در 

D

CT .تبديل مورد نظر به شکل زير حاصل خواهد گشت 

 U

 A

 D

 C

 B
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(32) 
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4444
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D

A

A

U
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TTTTT

TTTTTTTTT


 

 .ده استگذاريم تا جهت پيکان تعيين کند که کدام چهارچوب نسبت به ديگري تعريف ش در اين درس قرار مي

 ( را در نظر بگيريد.13طور مثال شکل ) به

 

   

 تعريف يک چهارچوب نسبت به چهارچوبي ديگر توسط جهت پيکان(: 13شکل )

 U

 A

 D

 C

 B
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در اين شکل چهارچوب  A  نسبت به چهارچوب D ( اين 12تعريف شده است. در حاليکه در شکل ،)

چهارچوب  D  بود که نسبت به چهارچوب A ( دو توصيف از دستگاه 13تعريف شده بود. در شکل ) C 

دستگاه مرجع  نسبت به U گردد. صورت زير ارائه مي به 

(33) 
C

B

B

U

C

U TTT  

(34) 
C

D

A

D

A

U

C

U TTTT 1 

 

 مثال 

T(، تبديل 14در شکل )

BT ( که مکان و جهتگيري دستگاه متصل به پنجه ربات T( نسبت به پايه آن ) B )

Sدهد، معلوم است. همچنين تبديل  را نشان مي

BT ( که مکان و جهتگيري چهارچوب متصل به ميز S نسبت )

به پايه ربات ) Bدارد نسبت به  دهد نيز مشخص است. مکان و جهتگيري پيچي که روي ميز قرار ( را نشان مي

Gخود ميز با 

ST گردد. مطلوب است توصيف و جهتگيري پيچ نسبت به دست ربات ) توصيف ميG

TT.) 

 

 

 بازوي مکانيکي ماهر در حال نزديک شدن به يک پيچ در روي ميز کار(: 14شکل )

 B

 T

 S

 G
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 مي توان چهارچوب پيچ را نسبت به چهارچوب دست به صورت زير محاسبه کرد.

(a) G

S

S

B

T

B

G

T TTTT 1 

 

 دوراني ماتريس دوران در نقش يک عملگر 

پيشتر از نقش ماتريس دوران به عنوان ابزاري که توصيف يک دستگاه مختصات را نسبت به ديگري ممکن 

1PAاي که بردار  گونه صورت عملگر دوراني است. به ساخت، صحبت کرديم. نقش ديگر اين ماتريس به مي


را از  

2PAطريق دوران به بردار جديد 


 دهد. يعني يير ميتغ 

(35) 
12 PRP AA


 

شوند، لذا ماتريس دوران به عنوان يک عملگر فاقد  در اين حالت چون هر دو بردار در يک دستگاه بيان مي

توان نماد ديگري را براي اين عملگر دوراني در نظر گرفت که در  هرگونه زير نويس يا زبر نويسي است. البته مي

 به روشني نشان داده شده است. آن محور دوران

(36)   12 PRP A

K

A


 

 "در اين نماد گذاري  KR" عملگر دورانيست که دوراني را حول راستاي K


دهد.  درجه انجام مي به اندازه  

1PAدلخواه  براي دوران هر بردار ( نشان داده شده است،15همانگونه که در شکل ) به طور مثال


Zحول محور  


 

2PAو ايجاد  درجه اندازه  به


 کنيم. از عملگر دوراني زير استفاده مي 

 














 



100

0cossin

0sincos





ZR  (37)  

شود، همان ماتريس دورانيست که  بنابراين ماتريس دوراني که به عنوان يک عملگر موجب دوران يک بردار مي

 کند. را نسبت به چهارچوب مرجع توصيف مي Rچهارچوب چرخانده شده توسط 
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1PAبردار (: 15شکل )


تحت عملگر   ZR  2بهPA


 شود. نگاشته مي 

 

 وسيله تنها سه پارامتر توصيف جهتگيري دو دستگاه به 

درايه  9ايم. اما  نشان داده 3×3يکديگر را تنها توسط يک ماتريس دوران  تاکنون جهتگيري دو دستگاه نسبت به

را به  Rتوان ماتريس  قل نيستند. همانگونه که پيشتر نيز اشاره شد، مياين ماتريس دوران از يکديگر مست

 صورت سطري با سه ستون نمايش داد.

(38)  ZYXR


 

اند. چون اين  اين سه بردار در واقع محورهاي يکه چهارچوبي هستند که بر حسب چهارچوب مرجع نوشته شده

 يکه هستند و ثانياً دو به دو بر هم عمودند، شش معادله قيدي زير برقرار است.بردارها اولاً 

(39) 
1Z


 1Y


 1X


 

0ZY


 0ZX


 0YX


 

AX

AY

1PA


2PA



1P

2P
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وسيله سه پارامتر ارائه نمود. در ادامه چند نمونه از طرز نمايشي  تنها بهبنابراين طبيعيست که بتوان جهتگيري را 

 که تنها به سه عدد نياز دارد، معرفي خواهد شد.

 

  زوايايX-Y-Z ثابت 

يکي از روشهاي توصيف جهتگيري چهارچوب  B :چنين است 

از چهارچوبي که بر چهارچوب مرجع و معلوم  A  منطبق است، شروع کنيد. دستگاه B  را ابتدا حولAX  به

درجه دوران دهيد تا دستگاه  اندازه  B ( (.-16حاصل گردد )شکل)الف 

 

 

 درجه اندازه  به AXدوران حول (: الف-16شکل )

 

BYصورت عملگر فرض کنيم، آنگاه برداري مانند  اگر اين دوران را به


BYطبق رابطه زير به بردار   


تبديل  

 گردد. مي

AB الف(-40) Y

CS

SCY
























0

0

001

 

سپس دستگاه  B  را حولAY  به اندازه  درجه دوران دهيد تا دستگاه B   ب(.-16بدست آيد )شکل 

BA XX ,

BA YY ,

BA ZZ ,

BX 

BY 

BZ


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 درجه اندازه  به AYدوران حول (: ب-16شکل )

 

BYطي اين دوران برداري مانند  


BYطبق رابطه زير به بردار   


 گردد. تبديل مي 

BB ب(-40) Y

CS

SC

Y 


























0

010

0

 

سرانجام دستگاه  B   را حولAZ  به اندازه  درجه دوران داده تا دستگاه B   ج(.-16حاصل گردد )شکل 

 

 

 درجه اندازه  به AZدوران حول (: ج-16شکل )

AX

AY

AZ

BB XX 

BB YY 

BB ZZ 



AX

AY

AZ

BX 

BY 

BZ 


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BYدر نتيجه اين دوران برداري مانند  


BYمطابق رابطه زير به بردار   


 گردد. تبديل مي 

BB ج(-40) YCS

SC

Y 















 




100

0

0





 

 ج( داريم:-40الف( تا )-40با ترکيب روابط )

(41) BB Y

CS

SC

CS

SC

CS

SC

Y


















































 















0

0

001

0

010

0

100

0

0

 

با ضرب اين سه ماتريس، ماتريس دوراني که دستگاه  B  را نسبت به دستگاه A کند عبارت  توصيف مي

 شود از: مي

(42)  




































    

    

333231

232221

131211

,,

rrr

rrr

rrr

B

A

CCSCS

SCCSSCCSSSCS

SSCSCCSSSCCC

R







 

ZYXبه اين روش تعيين جهتگيري زواياي   زواياي  "گاهي از اين قرارداد، با نام قرارداد  گويند. ثابت مي

  شود. ياد مي "رول، پيچ و ياو

ZYXگاهي ماتريس دوران تحت زواياي    ثابت داده شده است و هدف تعيين زواياي دوران است. اگر در

بدست خواهد آمد. سپس  cosرا محاسبه نماييم،  21rو  11rهاي  ( جمع مجموع مربعات درايه42معادله )

0cosشود. تا زمانيکه  ، محاسبه ميcosبه  31rنسبت  با گرفتن آرک تانژانت از زاويه    باشد، زاويه

  با گرفتن آرک تانژانت از نسبت
c

r21  به
c

r11 و ،  را با گرفتن آرک تانژانت از نسبت
c

r32  به
c

r33 

 طور خلاصه دست آورد. به به
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(43) 

 2

21

2

1131,2tan rrrA  














C

r

C

r
A 1121 ,2tan 














C

r

C

r
A 3332 ,2tan 

 

  زواياي اويلرZ-Y-X 

يکي ديگر از روشهاي توصيف چهارچوب  B صورت زير است. با استفاده از تنها سه پارامتر به 

از چهارچوبي که بر چهارچوب معلوم  A  .منطبق است، شروع کنيد B  را ابتدا حولBZ  به اندازه  درجه

دهيم تا دستگاه  دوران مي B الف((.-17دست آيد )شکل ) به 

 

 

 درجه اندازه  به BZدوران حول (: الف-17شکل )

 

راحتي نشان داد که توصيف دستگاه  توان به مي B دستگاه  نسبت به A :عبارت است از 

BA YY ,

BA ZZ ,

BA XX ,
BX 

BY BZ


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 الف(-44)














 



100

0

0





CS

SC

RB

A 

سپس دستگاه  B  را حولBY  اندازه  به  درجه دوران داده تا دستگاه B  ( (.-17حاصل گردد )شکل)ب 

 

 

BYدوران حول (: ب-17شکل )  اندازه  به درجه 

 

توان نشان داد که توصيف دستگاه  راحتي مي در اينجا نيز به B  دستگاه  نسبت به B :عبارتست از 

 ب(-44)

























CS

SC

RB

B

0

010

0

 

و سرانجام با دوران دستگاه  B   حولBX   به اندازه  درجه، دستگاه B  ج((.-17گردد )شکل ) حاصل مي 

توصيف دستگاه  B  دستگاه  نسبت به B  پذير است. با استفاده از ماتريس دوران زير امکان 

 ج(-44)























CS

SCRB

B

0

0

001

 

 

BX 

BY 

BZ

BX 

BY 

BZ 


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BXدوران حول (: ج-17شکل )  اندازه  به درجه 

 

XYZنامند و اين نحوه نمايش جهتگيري را زواياي اويلر  مجموع اين سه دوران را زواياي اويلر مي  

توان جهتگيري نهايي  ج( مي-44الف( تا )-44ناميم. از طرفي با ترکيب روابط ) مي B  نسبت به A  را

 طريق زير ارائه نمود. به

(45)  







































CCSCS

SCCSSCCSSSCS

SSCSCCSSSCCC

RRRR B

B

B

B

B

A

B

A ,, 

که براي همين سه دوران حول محورهاي ثابت با ترتيب اي است  توجه کنيد که نتيجه فوق، دقيقاً برابر نتيجه

 معکوس نتيجه شد. لذا نتيجه زير در حالت کلي برقرار است:

دست آمده پس از انجام سه دوران حول محورهاي ثابت، منطبق است بر جهتگيري نهايي  جهتگيري نهايي به"

 "محورهاي چهارچوب متحرکعکوس حول دست آمده پس از انجام همان سه دوران به ترتيب م به

 

 تمرين 

BY 

BZ 

BX 

BB XX 

BB YY BB ZZ 


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توصيف دستگاه متحرک  B  را نسبت به دستگاه ثابت A  تحت زواياي اويلرZYZ   بيابيد. سپس با

Bداشتن ماتريس دوران 

AR  زواياي اويلرZYZ  دست آوريد. را به 

راهنمايي: از چهاچوبي که بر چهارچوب معلوم  A  .منطبق است، شروع کنيد B  را ابتدا حولBZ  به اندازه

  درجه دوران دهيد تا دستگاه B دست آيد. سپس دستگاه  به B  را حولBY  اندازه  به  درجه دوران

داده تا دستگاه  B   حاصل گردد. سرانجام با دوران دستگاه B   حولBZ   به اندازه  درجه، دستگاه B  

گردد. نهايتاً توصيف دستگاه  حاصل مي   BB   نسبت به دستگاه A گردد. تعيين مي 

 

 قرارداد محور و زاويه معادل 

دست آورد. توصيف زير از چهارچوب  وسيله محور و زاويه مناسب، به توان به هر جهتگيري را مي B  را در نظر

از چهارچوبي که بر چهارچوب معلوم  بگيريد. A  منطبق است، شروع کنيد. سپس B  را حول بردارKA


 

 ((.18درجه طبق قانون دست راست دوران دهيد )شکل ) اندازه زاويه  به

 

 

 نمايش محور و زاويه معادل(: 18شکل )

AX

AY

AZ

BX

BY

BZ









KA

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در اين حالت جهتگيري کلي  B  نسبت به A توان با نماد  را مي ,KRB

A


و يا   KR  نشان داد و آن را

 نمايش محور و زاويه معادل خواند.

 

 اختياري تمرين 

 نشان دهيد ماتريس دوران معادل در اين حالت برابر است با:

(46)  
































CvkkSkvkkSkvkk

SkvkkCvkkSkvkk

SkvkkSkvkkCvkk

R

zzxzyyzx

xzyyyzyx

yzxzyxxx

K 

که در آن  cos1v  و zyx

A kkkK 


 است.  

هاي ماتريس دوران  حال فرض کنيم که درايه KR :را به صورت زير داشته باشيم 

(47)  


















333231

232221

131211

rrr

rrr

rrr

RK  

Kتوان بردار  در اين صورت مي


 صورت زير ارائه نمود. را به و زاويه  

(48) 






 


2

1
cos 332211 rrr

A 

(49) 
























1221

3113

2332

sin2

1

rr

rr

rr

K



 

 

 مثال 

چهارچوب  B شود:  چنين توصيف مي B  ابتدا بر A  منطبق است، و سپس حول بردار

 TAK 0707.0707.0


که از نقطه   321P اندازه  گذرد، به مي شود.  درجه دوران داده مي

ماتريس تبديلي را که چهارچوب  B ((.19دست آوريد )شکل ) کند، به را توصيف مي 
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دوران حول محوري که از مبدأ دستگاه (: 19شکل ) A گذرد نمي 

 

پيش از دوران، چهارچوبهاي  A  و B شوند. چهارچوبهاي  کاملاً برهم منطبق فرض مي A  و B  را در

با جهتگيري کاملاً يکسان با  Pنقطه  A  و B حول محور دوران کنيم. در اثر  تعريف ميK


چهارچوبهاي  

 B  و B ( نشان داده شده است، ماتريس 19شوند. همانگونه که در شکل ) به موقعيت جديد خود منتقل مي

تبديلي که دستگاه  B  را نسبت به دستگاه A بديل زير است.کند، داراي معادله ت توصيف مي 

(a) 
B

B

B

A

A

A

B

A TTTT






 

 ( اين سه ماتريس تبديل عبارتند از:46با توجه به شکل و با استفاده از رابطه )

(b) 





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







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3100
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A

AT 

 A
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

 A

 B

K


 B
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(c) 





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




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B
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(d) 







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













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 خواهيم داشت: (a)در معادله  (d)و  (c)، (b)با جايگذاري روابط 

(e) 


























1000

05.0866.0354.0354.0
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13.1354.0067.0933.0

B
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 انواع بردارها 

شويم. دو بردار زماني با يکديگر برابرند که ديمانسيون،  ارزي بردارها تفاوت قائل مي در مکانيک بين برابري و هم

( داراي ديمانسيون برابر، 20طور مثال سه بردار نشان داده شده در شکل ) اندازه و جهت آنها يکسان باشند. به

ارز گويند  ين سه بردار با يکديگر برابرند. ولي دو بردار را هماندازه برابر و جهت يکسان هستند. پس بنابر تعريف، ا

ارز نيستند. زيرا  ( اگرچه سه بردار با هم برابرند، ولي هم20طور مثال در شکل ) که اثر يکساني بر جاي گذارند. به

نوع اساسي از کميتهاي برداري هستند. در ادامه به تعريف دو  xyهاي متفاوتي نسبت به صفحه  داراي ارتفاع

 خواهيم پرداخت.
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 ارز بردارهاي برابر ولي ناهم(: 20شکل )

 

 برداري که علاوه بر اندازه و جهت، نقطه اثر بردار نيز در آن مهم است. مانند بردار نيرو: بردار مقيد 

  :تواند با حفظ اندازه و جهت، در هر مکاني از فضا قرار گيرد، بدون آنکه در  برداري که ميبردار آزاد

گشتاور. در بردارهاي آزاد تنها اندازه و جهت مفهوم آن تغييري پديد آيد. مانند بردار سرعت و يا بردار 

رود  وران به کار مياهميت دارد. لذا در توصيف اينگونه از بردارها در دستگاههاي مختلف تنها ماتريس د

 شود. و مکان نسبي مبدأ چهارچوبها در محاسبات وارد نمي

 

 

 

 

x

y

z
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2V 3V
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 سينماتيک بازوهاي مکانيکي ماهر 

کند. در  سينماتيک علمي است که حرکت را بدون در نظر گرفتن نيروهاي ايجاد کننده آن مطالعه مي

شوند. لذا سينماتيک بازوهاي  ميسينماتيک، موقعيت، سرعت، شتاب و حتي مشتقهاي بالاتر از مکان بررسي 

تر کردن مطالعه بازوهاي  مکانيکي ماهر ويژگيهاي هندسي و وابسته به زمان را در بر دارد. به منظور ساده

اي دارند، به ازاء هر درجه آزادي چهارچوبهايي را به قسمتهاي مناسب ربات  مکانيکي ماهر که هندسه پيچيده

آوريم. لذا هدف اصلي از اين فصل محاسبه مکان و  دست مي چوبها را بهمتصل نموده و رابطه بين اين چهار

 اي از متغيرهاي مفصل است. صورت پايه جهتگيري مجري نهايي نسبت به پايه آن به

 

 توصيف رابط 

شود. اتصال اين  شوند، تشکيل مي اي از چند جسم صلب که رابط ناميده مي هر بازوي مکانيکي ماهر از مجموعه

 ( چند نمونه اتصال نشان داده شده است.1پذيرد. در شکل )  ه يکديگر توسط مفصل انجام ميها ب رابط

 

 

لولاييمفصل  مفصل کشويي  

ايصفحهمفصل  اياستوانهمفصل    
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 يکديگر ها به نمايش چند مفصل جهت اتصال رابط(: 1شکل )

 

ناميم. نخستين عضو  کنيم و آن را اتصال شماره صفر مي ها را از پايه ساکن بازو آغاز مي گذاري رابط شماره

يابد تا به انتهاي آزاد بازو، رابط شماره  گذاري به همين ترتيب ادامه مي متحرک، رابط شماره يک و عمل شماره

n شوند. لذا براي تعيين  ز مفصلهايي با تنها يک درجه آزادي تشکيل ميبرسيم. بازوهاي مکانيکي معمولاً ا

وضعيت کلي مجري نهايي در فضاي سه بعدي به حداقل شش مفصل نياز است. زيرا براي توصيف هر جسم در 

 فضا به سه پارامتر براي مکان و سه پارامتر براي جهتگيري نياز داريم. 

صورت جسمي صلب که رابطه  هاي سينماتيکي مکانيزم ربات، هر رابط تنها به دست آوردن معادله در هنگام به

حول آن  iام برداريست که رابط iشود. محور مفصل  کند، در نظر گرفته مي بين دو محور مفصلي را توصيف مي

کند. فاصله بين دو محور در راستاي خطي که بر هر دو محور عمود است )عمود  دوران مي 1iنسبت به رابط 

، در راستاي آن 1iaو خط عمود مشترک که طول رابط،  1i( رابط 2شود. در شکل ) گيري مي مشترک( اندازه

ه است. دومين پارامتر براي تعريف موقعيت دو محور مفصلي، زاويه پيچش شود، نشان داده شد گيري مي اندازه

را بر روي اين  iو  1iاي را بر عمود مشترک دو محور عمود کنيم، و دو محور  که صفحه رابط است. در صورتي

را زاويه پيچش رابط  1ia، حول  iبه طرف محور  1iصفحه تصوير کنيم، آنگاه زاويه دو محور از محور 

خواهيم خواند. در حالتي که دو محور مفصلي يکديگر را قطع کنند، زاويه  1iرا  1iناميم. زاويه پيچش  مي

کرويمفصل  پيچيمفصل    
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نامعين است. در اين مورد خاص،  1iشود، اما جهت  پيچش در صفحه گذرنده از دو محور اندازه گيري مي

 توان به اختيار مثبت يا منفي اختيار کرد. را مي 1iعلامت 

 

 

 هستند. 1iتوصيف کننده ارتباط ميان محورهاي مفصلي لينک  1iو  1iaپارامترهاي (: 2شکل )

 

 توصيف اتصال رابط 

کنند، سروکار  در بحث سينماتيک تنها با دو پارامتر که به طور کامل چگونگي ارتباط دو رابط را مشخص مي

 خواهيم داشت. 

 

 هاي مياني در زنجيره سينماتيکي رابط 

 i-1رابط 
 i محور i-1 محور

1ia

1i
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 ( نشان داده شده است.3محور مفصلي مشترکي دارند. اين موضوع در شکل )هاي مجاور  رابط

 

 

 هستند. iو  1iتوصيف کننده ارتباط ميان دو رابط مجاور  iو  idپارامترهاي (: 3شکل )

 

کند، فاصله بين اين دو رابط در  يکديگر را توصيف مي نسبت به 1iو  iيکي از پارامترهايي که ارتباط دو رابط 

 iبا محور  1iaشود. اين انحراف که از نقطه برخورد  است که انحراف رابط ناميده مي iراستاي محور مشترک 

نشان داده شده است. لازم به ذکر  id( با 3يابد، در شکل ) ادامه مي iaآغاز شده و تا نقطه برخورد اين محور با 

حول اين محور  iaو  1iaزاويه بين امتداد  است براي مفاصل کشويي اين پارامتر متغير است. پارامتر دوم،

نشان داده شده است. اين پارامتر را زاويه مفصلي ناميده و براي  i( با زاويه 3( است که در شکل )iمشترک )

 گردد. مفاصل دوراني پارامتري متغير محسوب مي

 

 i-1رابط 

 i محور i-1 محور

 iرابط 

1ia

1i

ia

i

id
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 ها قرارداد براي اتصال چهارچوبها به رابط 

در سينماتيک رباتها به هر رابط يک دستگاه مختصات متصل خواهيم کرد. چهارچوب هر رابط همانند خود آنها 

 متصل خواهد شد.  iطور صلب به رابط  به iشوند. بدين معنا که چهارچوب  نامگذاري مي

 

 هاي مياني نحوه اختصاص دستگاه مختصات به رابط 

با عمود  iدر نقطه تقاطع محور مفصلي  iشود. مبدأ دستگاه  انتخاب مي iمنطبق بر محور مفصلي  izمحور 

است.  1iبه سوي رابط  iگيرد و جهت آن از رابط  قرار مي iaدر راستاي  ixگيرد. سپس  قرار مي iaمشترک 

مطابق با قاعده دست  iشود.  در نظر گرفته مي 1izو  izعمود بر صفحه گذرنده از  ixباشد، آنگاه  0iaاگر 

ن ترتيب چهارچوب شود و بدي نيز با قاعده دست راست تعريف مي iYشود. محور  گيري مي اندازه ixراست، حول 

iهاي  اختصاص دستگاه مختصات به لينک (4سازد. شکل ) ام را کامل ميi  1وi دهد. را نشان مي 

 

 

 نحوه اختصاص دستگاه مختصات به هر لينک(: 4شکل )

 i محور i-1 محور i-1رابط 

 iرابط 

1ia

1i

ia

i

id

1ix

1iy

1iz

ix

iziy
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 نحوه اختصاص دستگاه مختصات به اولين و آخرين رابط در زنجيره سينماتيکي 

در سينماتيک بازوي مکانيکي، چهارچوب متصل به پايه ربات )رابط صفر( را که ثابت است؛ چهارچوب  0 

شود. توصيف همه چهارچوبهاي ديگر بايستي نسبت به اين  ناميده و به عنوان چهارچوب مرجع در نظر گرفته مي

دستگاه بيان گردد. هر چند که نحوه اختصاص دستگاه مختصات به پايه ربات دلخواه است، ولي با برخي 

در نظر بگيريم و چهارچوب  1را در امتداد محور  0zتوان محاسبات را ساده نمود. بهتر است محور  ملاحظات مي

 0  را نيز طوري اختيار نماييم که وقتي متغير مفصلي صفر است، بر چهارچوب 1  منطبق گردد. براي

 گيريم. نظر مي نيز ملاحظات زير را در nاختصاص دستگاه مختصات براي رابط 

  براي مفصل لولاييn جهت ،nx 0کنيم که اگر  را طوري انتخاب ميn  1گردد، باnx  همراستا

شود. علاوه بر اين مبدأ چهارچوب  n 0گيريم که  را نيز طوري در نظر ميnd .شود 

  براي مفصل کشوييn جهت ،nx 0شود که  طوري انتخاب ميn  و مبدأ چهارچوب n  نيز به ازاء

0nd 1طع بر نقطه تقاnx  و محور مفصليn .منطبق شود 

 

 پارامترهاي ربات پس از اختصاص دستگاه مختصات به هر رابط 

ها متصل شوند، تعريفهاي زير براي پارامترهاي رابط معتبر  در صورتي که چهارچوبها مطابق قرارداد فوق به رابط

 خواهد بود:

ia فاصله بينiz  1وiz گيري شده در راستاي  اندازهix 

i زاويه بينiz  1وiz گيري شده حول  اندازهix 

id 1فاصله بينix  وix گيري شده در راستاي  اندازهiz 

i 1زاويه بينix  وix گيري شده حول  اندازهiz 
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  روش اتصال چهارچوب به رابطخلاصه 

هارتنبرگ معروف است، -اي از دستورالعمل اتصال چهارچوب به رابط که به نمادگذاري دناويت در ادامه خلاصه

 گردد. ارائه مي

تا  2دهيم. براي مراحل  محورهاي مفصلي را تعيين نموده و آنها را بصورت خطوطي نامتناهي امتداد مي .1

 ( را در نظر بگيريد.1iو  i)واقع بر محورهاي دو تا از اين خطوط مجاور  5

ام iعمود مشترک، يا نقطه تقاطع دو محور فوق را تعيين کنيد. مبداً دستگاه مختصات متصل به رابط  .2

 ام قرار دهيد.iرا در نقطه تقاطع دو محور و يا در نقطه تقاطع عمود مشترک و محور 

 ام قرار دهيد.iرا در راستاي محور مفصلي  izمحور  .3

کنند،  اگر محورهاي مفصلي يکديگر را قطع ميرا در راستاي عمود مشترک در نظر بگيريد.  ixمحور  .4

ix .را عمود بر صفحه گذرنده از دو محور فرض کنيد 

 را طوري اختيار کنيد که دستگاه مختصات راستگردي تشکيل شود. iyمحور  .5

چهارچوب  .6 0  را طوري اختيار کنيد که به ازاء صفر شدن اولين متغير مفصلي، بر چهارچوب 1 

منطبق شودمبدأ دستگاه  n  و جهتnx اي در نظر بگيريد تا تعداد بيشتري از پارامترهاي  گونه را به

 مربوط به اين رابط صفر شود.

 

 مثال 

ب( نيز نمايش شماتيک -5اي با سه رابط نشان داده شده است. شکل ) الف( يک بازوي صفحه-5در شکل )

هارتنبرگ را -را تعيين نموده و پارامترهاي دناويت RRRهاي لازم براي اين ربات  هاست. چهارچوب همين بازو

  دست آوريد. به
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 RRRاي  شکل شماتيک ربات صفحه(: ب-5شکل ) اي با سه درجه آزادي دوراني بازوي مکانيکي صفحه(: الف-5شکل )

 

گيريم. محور  ابتدا محور دوران هر سه مفصل را به صورت خطوطي نامتناهي عمود بر صفحه کاغذ در نظر مي

 3,2,1izi دهيم. محور  را در امتداد اين خطوط قرار ميix  را در امتداد عمود مشترک محورهايiz  1وiz 

بايستي تکميل کننده يک دستگاه راستگرد باشد. دستگاه  iyگيريم. محور  در نظر مي 0 اي در نظر  را به گونه

گيريم تا با صفر شدن اولين متغير مفصلي  مي 1  بر چهارچوب 1  منطبق گردد. همچنين دستگاه 3  را به

ط کنيم تا با صفر شدن متغير مفصلي اين راب طريقي به ابتداي لينک سوم متصل مي 3 دو دستگاه ، 3  و

 2 ( دستگاههاي مختصات بر روي اين رابط نشان داده شده است.6داراي يک جهتگيري گردند. در شکل ،) 

هارتنبرگ براي -ارائه نموديم، پارامترهاي دناويت iو  1i ،1ia ،idهمچنين با کمک تعاريفي که پيشتر براي 

 گردد. اين ربات به طريق زير ارائه مي

 

 

1

1L

2L
2

3L

3
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 RRRاي  اختصاص چهارچوبهاي مناسب به بازوي مکانيکي صفحه(: 6شکل )

 

 اي با سه مفصل دوراني مکانيکي صفحههارتنبرگ مربوط به بازوي -(: پارامترهاي دناويت1جدول )

i id 1ia 1i i 

1 0 0 0 1 

2 0 1L 0 2 
3 0 2L 0 3 

 

 مثال 

الف( يک ربات سه درجه آزادي که يکي از مفاصل آن داراي حرکت کشويي است، نشان داده شده -7در شکل )

ب( نشان داده شده است. -7موسوم است، در شکل ) RPRاست. همچنين شکل شماتيک اين ربات که به 

 دست آوريد. را به هارتنبرگ-را تعيين نموده و پارامترهاي دناويتهاي لازم براي اين ربات  چهارچوب

 

0X

0Y

1X
1Y

2X

2Y

3X

3Y
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اي با دو درجه آزادي  بازوي مکانيکي صفحه(: الف-7شکل )

 دوراني و يک درجه آزادي کشويي
 RPRشکل شماتيک ربات (: ب-7شکل )

 

نشان الف( اين بازوي مکانيکي را در حالتي که مفصل کشويي آن به طول مينيمم خود رسيده است، -8شکل )

 باز شده است. 2dبه اندازه  2دهد که رابط شماره  ب( ربات را در حالتي نشان مي-8همچنين شکل ) دهد. مي

 

  

در حالي که رابط کشويي  RPRبازوي مکانيکي (: الف-8شکل )

 کمترين طول خود را داراست. 2
 2در حالي که رابط کشويي  RPRبازوي مکانيکي (: ب-8شکل )

 باز شده است. d2به اندازه 
 

براي اتصال دستگاه مختصات به هر رابط همانند گذشته از محور دوران هر مفصل خطوطي نامتناهي در نظر 

گردد،  ( مشاهده مي9دهيم. همانگونه که در شکل ) را بر روي اين خطوط قرار مي izگرفته و محورهاي 

گردد. محورهاي  عمود بر صفحه شامل اين دو محور لحاظ مي 1xمتقاطع هستند. لذا محور  2zو  1zمحورهاي 

2z  3وz  2در يک امتداد هستند. لذا طول عمود مشترکa  صفر است. براي آنکه تعداد بيشتري از پارامترهاي
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است. لذا جهتگيري  1گيريم. اولين متغير مفصلي  در نظر مي 1xرا هم جهت با  2xبندي صفر گردد، محور  ميله

گيريم تا به ازاء صفر شدن اين متغير مفصلي، اين  اي در نظر مي گونه دستگاه مختصات متصل به پايه ربات را به

دو دستگاه ) 0  و 1 3( بر هم منطبق گردند. همچنين آخرين متغير مفصلي  است. لذا دستگاه مختصات

گيريم تا با صفر شدن اين متغير مفصلي دستگاههاي ) اي در نظر مي متصل به اين رابط را به گونه 2  و 3 بر )

 هم منطبق گردند.

 

 

 RPRاي  اختصاص چهارچوبهاي مناسب به بازوي مکانيکي صفحه(: 9شکل )

 

 گردد. ارائه ميهارتنبرگ براي اين ربات نيز به طريق زير -پارامترهاي دناويت

 

 RPRهارتنبرگ مربوط به بازوي مکانيکي -(: پارامترهاي دناويت2جدول )

i id 1ia 1i i 

1 0 0 0 1 
0 2d 0 90 2 

3 
2L 0 0 3 

 

 مثال 

1y

1z 1x 2x

2z

3y
3x

3z

2L



 

Department of Mechanical Engineering, Shahid Bahonar University of Kerman (A. M. Shafei) 

با شکل شماتيک آن آورده شده است. دستگاه مختصات مربوط به هر رابط را  RRR(، يک ربات 10در شکل )

 تعيين نموده و نشان دهيد که اين دستگاهها لزوماً منحصر به فرد نيستند.

 

 

 اي با سه مفصل دوراني بازوي مکانيکي غير صفحه(: 10شکل )
 

متقاطع هستند.  2zو  1zدهيم. بديهيست که محورهاي  را بر روي محور مفصلي هر رابط قرار مي izابتدا محور 

تواند هم عمود بر صفحه به سمت بيرون و يا عمود بر صفحه به سمت داخل اختيار گردد. شکل  مي 1xلذا محور 

 دهد. ( اين دو حالت مختلف را نشان مي11)

 

 

 دو روش تخصيص چهارچوبهاي رابط(: 11شکل )
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( نشان داده شده است، قائل شويم؛ آنگاه نمايش 11راستايي خلاف آنچه که در شکل ) 2zاز طرفي اگر براي 

 دستگاهها به صورت زير خواهد شد.

 

 

 دو روش ديگر براي تخصيص چهارچوبهاي رابط(: 12شکل )

 

 تمرين 

 هارتنبرگ را تعيين نماييد.-در هر يک از چهار مورد بالا پارامترهاي دناويت

 

 سينماتيک بازوهاي مکانيکي ماهر 

سازد، ارائه خواهيم  هاي مجاور را به يکديگر مربوط مي در ادامه، تبديل همگني که چهارچوبهاي متصل به رابط

توان مکان و جهتگيري رابط  نمود. با ترکيب اين تبديلهاي کلي مي n  را نسبت به رابط 0 .بدست آورد 

 

 محاسبه تبديل هر رابط 

را نسبت به چهارچوب  iخواهيم تبديلي را که چهارچوب  در اينجا مي 1i کند، تعيين کنيم  تعريف مي

 ((. 13)شکل )
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 Rو  P ،Qمحل قرار گيري چهارچوبهاي مياني (: 13شکل )

 

هارتنبرگ خواهد بود. لذا براي بدست -ماتريس تبديل همگن اين دو چهارچوب تابعي از چهار پارامتر دناويت

آوردن 
i

i T1 تر تابعي از تنها يک  کنيم. هر يک از اين چهار تبديل جزئي تر استفاده مي از چهار تبديل جزئي

( چهارچوبهاي مياني 13پارامتر رابط خواهد بود. در شکل ) P ، Q  و R  براي دو مفصل همسايه نشان داده

 شده است.

وت چهارچوب تفا R  با چهارچوب 1i  1تنها در يک دوران به اندازهi  است. لذا ماتريس تبديل بين اين

 شود از: دو چهارچوب عبارت مي
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تفاوت دستگاه  Q  و R  1در يک انتقال به مقدارia :است. لذا داريم 
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تفاوت چهارچوب  P  و Q  نيز در يک دوران به اندازهi شود. لذا ماتريس تبديل اين دو دستگاه  خلاصه مي

 گردد. صورت زير ارائه مي به
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با  iو سرانجام تفاوت  P  در يک انتقال به اندازهid  است. ماتريس تبديل در اين حالت به صورت زير ارائه

 گردد. مي
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و  i( تبديل بين دستگاه 4( الي )1با توجه به روابط ) 1i گردد. صورت زير ارائه مي به 
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  560پوما مثال: سينماتيک ربات 

نشان داده شده است. همه مفصلهاي اين ربات لولايي و تعداد درجات آزادي آن  560( ربات پوما 14در شکل )

را در امتداد اين محورهاي  izشش است. در اينجا نيز ابتدا محور مفصلي هر لينک را مشخص نموده و محور 
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دهيم. همانگونه که در بسياري از رباتهاي صنعتي مرسوم است، در اين ربات نيز محورهاي  مفصلي قرار مي

کنند. اين سه محور که مکانيزم مچ دست ربات را تشکيل  در يک نقطه يکديگر را قطع مي 6و  5، 4مفصلي 

اي که قبلاً ذکر آن رفت،  نيز دقيقاً به همان شيوه iyو  ixاند. محورهاي  ( نشان داده شده15دهند، در شکل ) مي

 به هر رابط تخصيص خواهد يافت.

 

 

 560چهارچوبهاي رابط و برخي پارامترهاي سينماتيکي ربات پوما (: 14شکل )
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 560پارمترهاي سينماتيکي و چهارچوبهاي اختصاص يافته به ساعد ربات پوما (: 15شکل )

 

 گردد. هارتنبرگ نيز براي اين ربات به طريق زير ارائه مي-دناويتپارامترهاي 

 

 560هارتنبرگ براي ربات پوما -(: پارامترهاي دناويت3جدول )

i id 1ia 1i i 

1 0 0 0 1 

2 0 0 90 2 
3 3d 

2a 0 3 
4 4d 3a 90 4 

5 0 0 90 5 

6 0 0 90 6 

 

 شود. ( هر يک از تبديلهاي کلي رابطها چنين نوشته مي5با توجه به رابطه )
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توان با ضرب ماتريسي اين تبديلهاي همگن، تبديل کلي  حال مي
6

0T  ،را محاسبه نمود. با داشتن اين ماتريس

 موقعيت و جهتگيري مچ ربات نسبت به دستگاه پايه معلوم خواهد بود.
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  :تمرين 

 هارتنبرگ را تعيين نماييد.-در شکلهاي زير به هر ربات دستگاه مناسب اختصاص داده و پارامترهاي دناويت
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 سينماتيک معکوس 

پيشتر با داشتن زواياي مفصلي بازوي مکانيکي و جايگذاري آن در ماتريس تبديل مکان و جهتگيري مچ ربات 

مفصلي سينماتيک مستقيم گرديد. به مسئله تعيين موقعيت و جهتگيري مچ ربات با داشتن زواياي تعيين مي

توان با داشتن مکان گويند. اکنون به دنبال حل مسئله سينماتيک معکوس هستيم. بدين معنا که چگونه ميمي

و جهتگيري مطلوب مچ ربات، زواياي مفصلي ربات را تعيين نماييم. بدين منظور ابتدا ماتريسهاي تبديل مورد 

کنيم و به مچ ربات نسبت به چهارچوب پايه را محاسبه مي نياز براي بدست آوردن توصيف چهارچوب متصل

سپس براي يافتن زواي مفصلي از سينماتيک معکوس استفاده خواهيم کرد. در حل دستگاههاي جبري غير 

 خطي بايد وجود جواب، جوابهاي چند گانه و روشهاي حل معادله ها بررسي شود.

 

 وجود جواب 

اي کاري بازوي مکانيکي ماهر بستگي دارد. فضاي کاري حجمي از وجود جواب يا عدم وجود جواب، به فض

فضاست که مجري نهايي بازو قادر است آن را تحت پوشش قرار دهد. شرط وجود جواب آن است که نقطه 

 ( را در نظر بگيريد.1بازوي مکانيکي شکل ) تعيين شده به عنوان هدف، در محدوده فضاي کاري باشد.

 

 

 

 2lو  1lبازوي مکانيکي ماهر با دو رابط به طولهاي (: 1شکل )

1L 2L
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21اگر   ll  21اي به شعاع خارجي باشد، آنگاه فضاي کاري اين بازوي مکانيکي حلقه ll   و شعاع داخلي آن

21 ll   خواهد بود. البته به شرط آنکه مفصلهاي بازوي مکانيکي ماهر360  دوران کنند. در رباتهاي واقعي اين

ري نيز محدود کمتر باشد، فضاي کا 360افتد. لذا هنگامي که زاويه دوران مفصلها از امر به ندرت اتفاق مي

 خواهد شد.

توان مکان و جهتگيري دانيم، اگر بازوي مکانيکي کمتر از شش درجه آزادي داشته باشد، نميهمانگونه که مي

اي از يک زير فضا دلخواهي را براي مجري نهايي قائل شد. در حالت کلي فضاي کاري چنين رباتي زير مجموعه

 است.

گردد. در واقع سؤالي که بايستي پاسخ داده شود اين است که ي تعريف ميفضاي کاري معمولاً براي مجري نهاي

آيا مکان و جهتگيري مجري نهايي در فضاي کاري قرار دارد؟ اگر جواب مثبت باشد آنگاه حداقل يک جواب 

 وجود خواهد داشت.

 

 جوابهاي چندگانه 

نهايي در مکان و جهتگيري معيني قرار دهد که مجري اي با سه رابط را نشان مي( يک بازوي صفحه2شکل )

 دارد.

 

 

 بازوي مکانيکي ماهر با سه رابط. خط چينها پيکر بندي دوم را مشخص مي کند.(: 2شکل )
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دهد. لذا در خط چينها، پيکر بندي دومي را براي رسيدن مجري نهايي به همان مکان و جهتگيري نشان مي

اينجا با دو پيکربندي متفاوت، مچ ربات داراي يک موقعيت و يک جهتگيري مشخص است. معمولاً وقتي يک 

(، اگر 3سيستم رباتيکي داراي چند جواب است، نزديکترين جواب يک انتخاب معقول است. مثلاً در شکل )

انتقال دهيم، جوابي که به ازاء آن ميزان حرکت  Bآن را به نقطه باشد و بخواهيم  Aبازوي مکانيکي در نقطه 

هر مفصل مينيمم شود، انتخابي مناسب خواهد بود. البته در صورتيکه در راه حرکت بازو مانعي وجود نداشته 

(، بايد براي رسيدن 3)باشد. در اين صورت به ناچار بايد جواب دورتر انتخاب گردد. در اين حالت مطابق شکل 

 از پيکربندي خط چين پاييني استفاده شود. Bبه نقطه 

 

 

 شود. ، باعث برخورد بازو به مانع ميBيکي از دو راه حل ممکن براي رسيدن به نقطه (: 3شکل )

 

( 4مختلف به برخي از هدفها دسترسي پيدا کند. در شکل )طريق  8تواند به  مي 560به طور مثال ربات پوما 

 دهند، نشان داده شده است. چهار راه حل که همگي دست ربات را در مکان و جهتگيري نهايي يکساني قرار مي

 

 مانع
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 560چهار راه حل براي پوما (: 4شکل )

 

 روش حل 

گردد. در اينجا روشهاي  سينماتيک معکوس بازوهاي مکانيکي منجر به حل يک دستگاه معادلات غير خطي مي

کنيم. از  هاي بازوهاي مکانيکي ماهر را به دو دسته روشهاي حل بسته و روشهاي عددي تقسيم مي حل معادله

ها بسيار کندتر از روشهاي بسته شوند، در حالت کلي اين روش آنجا که در روشهاي حل عددي عمليات تکرار مي
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کنيم. منظور از روشهاي بسته، روش حلي است که بر  هستند. لذا خود را به روشهاي حل بسته محدود مي

 عبارتهاي تحليلي مبتني است. روشهاي حل بسته را مي توان به دو گروه جبري و هندسي تقسيم کرد.

جمعاً شش درجه آزادي را در يک زنجيره سري  همه سيستمهايي که مفصلهاي کشويي و لولايي دارند و

شوند، قابل حل هستند. نظر به اينکه روشهاي عددي بسيار وقت گيرتر از روشهاي تحليلي  سينماتيکي شامل مي

 هاي سينماتيکي آن راه حل تحليلي داشته باشند. هستند، بايد ربات را طوري طراحي کرد که معادله

شش مفصل لولايي، جواب تحليلي داشته باشد، آن است که سه محور مفصلي شرط کافي براي آنکه بازويي با 

آن يکديگر را در يک نقطه قطع کنند. تقريباً همه بازوهاي مکانيکي ماهر با شش درجه آزادي که امروزه طراحي 

 متقاطع اند. 6و  5و  4محورهاي  560شوند، سه محور مفصلي متقاطع دارند. مثلاً در پوما  مي

 

 مثال 

( را 5با استفاده از راه حل جبري، معادله هاي سينماتيک معکوس ربات دست سه درجه آزادي صفحه اي شکل )

 تعيين نماييد.

 

 

 اي با سه رابط بازوي مکانيکي ماهر صفحه(: 5شکل )

0
X

0
Y

1
X

1
Y

2
X

2
Y

3
Y

3
X
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 هارتنبرگ ربات فوق عبارتند از:-پارامترهاي دناويت

 

 ايربات دست سه درجه آزادي صفحههارتنبرگ مربوط به -(: پارامترهاي دناويت1جدول )

i id 1ia 1i i 

1 0 0 0 1 

2 0 1L 0 2 

3 0 2L 0 3 

 

هارتنبرگ و تشکيل ماتريسهاي تبديل، چهارچوب متصل به مچ نسبت به -با داشتن پارامترهاي دناويت

 گردد. چهارچوب پايه به صورت زير ارائه مي

(a) 

       
       

























1000

0100

sinsin0cossin

coscos0sincos

21211321321

21211321321

3

0




ll

ll

T 

جهتگيري  پذيرد. ) انجام مي و  yو  xاي است تعيين نقاط هدف به سادگي با سه پارامتر  چون بازو صفحه

 است(. لذا موقعيت مچ نسبت به دستگاه پايه عبارت است از: 0Xدر صفحه نسبت به محور  3رابط 

(b) 

















 



1000

0100

0cossin

0sincos

3

0
y

x

T




 

 گردد.دستگاه زير حاصل مي (b)و  (a)با مساوي قرار دادن معادلات 

(c)  321coscos   

(d)  321sinsin   

(e)  21211 coscos   llx 

(f)  21211 sinsin   lly 
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را به توان دو  (f)و  (e)را تعيين نمود. اگر روابط  3و  1 ،2توان مجهولات مي (f)تا  (c)با کمک معادلات 

 گردد.رسانده و با هم جمع کنيم، نتيجه زير حاصل مي

(g) 221

2

2

2

1

22 cos2 llllyx  

 گردد.به طريق زير حاصل مي 2cos، (g)با حل معادله 

(h) 
21

2

2

2

1

22

2
2

cos
ll

llyx 
 

اين معادله در صورتي جواب دارد که سمت راست آن بين يک و منهاي يک باشد. در غير اينصورت نقطه هدف 

 را به طريق زير محاسبه نمود. 2sinتوان  مي 2cosخارج از دسترسي ربات قرار دارد. با داشتن 

(i) 2

22 cos1sin   

 گردد.به صورت زير محاسبه مي 2tanAبا استفاده از تابع  2و سرانجام 

(j)  222 cos,sin2tan  A 

بخواهيم بازوي دوم در آيد. بسته به آنکه دو جواب بدست مي 2شود که براي ، نتيجه مي(i)با توجه به معادله 

نوبت  2کنيم. پس از پيدا کردن عبارتي سيمبوليک براي بالا و يا پايين باشد، يکي از اين دو زاويه را انتخاب مي

 کنيم.را بسط داده و به صورت زير بازنويسي مي (f)و  (e)رسد. معادلات مي 1به يافتن عبارتي نمادين براي 

(k) 1211 sincos  kkx  

(l) 1211 cossin  kky  

 که در آن

(m) 2211 cosllk  

(n) 222 sinlk  

 اند.  ( اين مقادير بر روي ربات نشان داده شده6کميتهايي معلوم هستند. در شکل ) 2kو  1kلازم به ذکر است که 
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 بر روي ربات صفحه اي 2kو  1kپارامترهاي (: 6شکل )

 

 ارائه نمود. 2kو  1kتوان عبارات معادلي را براي  با توجه به اين شکل مي

(o) cos1 rk  

(p) sin2 rk  

 و ساده کردن عبارات حاصله داريم:( l)و  (k)در روابط  (p)و  (o)با جايگذاري معادلات  

(q)  
r

x
 1cos  

2

22 cosL

2211 cosLLk 

222 sinLk 

1L

2L
2
2

2
1 kkr 

 12,2tan kkA
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(r)  
r

y
 1sin  

 داريم: 2tanAبا استفاده از تابع 

(s)  xyA
r

x

r

y
A ,2tan,2tan1 








 

 گردد.به صورت زير ارائه مي 1در نتيجه 

(t)    121 ,2tan,2tan kkAxyA  

 گردد.به طريق زير ارائه مي (d)و يا  (c)با کمک معادله  1در پايان 

(u) 213   

 

 راه حل هندسي 

شود هندسه بازو به چند  هاي سينماتيکي بازوي مکانيکي ماهر به کمک راه حل هندسي، سعي مي در حل معادله

 آيند. تر تجزيه شود. پس از اين مرحله، زواياي مفصلي با استفاده از اصول هندسي بدست مي هندسه ساده

 

 مثال 

دهند که  گردد، خط چينها مثلث ديگري را نشان مي مشاهده مي (7براي ربات با سه درجه آزادي شکل )

تواند براي رسيدن به وضعيت يکساني از چهارچوب  مي 3 .به کار رود 

 توان نوشت: با استفاده از قانون کسينوسها مي

(a)  221

2

2

2

1

22 180cos2  LLLLyx 

 آوريم: بدست مي (a)با ساده کردن معادله 

(b) 
21

2

2

2

1

22

2
2

cos
LL

LLyx 
 
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 اي با سه رابط هاي سينماتيک معکوس ربات صفحه راه حل هندسي براي حل معادله(: 7شکل )

 

با استفاده از تابع  ( به دست آوريم. زاويه 7را در شکل ) و  کافيست زواياي  1براي پيدا کردن کردن 

2tanA گردد. به صورت زير ارائه مي 

(c)  xyA ,2tan 

 کنيم. مجدداً از قانون کسينوسها استفاده مي براي بدست آوردن 

(d) 22

1

222

1

2

22

2

22

1

222

1

2
coscos2

yxL

yxLL
LyxLyxL




  

 گردد. به طريق زير ارائه مي 1زاويه  و  با داشتن 

(e)  1 

02که در آن علامت مثبت براي    02و علامت منفي براي حالت  3رود. نهايتاً  به کار مي  با داشتن  و

 گردد. به طريق زير ارائه مي 2و  1محاسبه 





1L

2L
y

x 0X

0Y
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(f) 213   

 

 روش حل پايپر براي سه محور متقاطع در يک نقطه 

پايپر بازوهاي مکانيکي ماهر با شش درجه آزادي را که در آنها سه محور پياپي يکديگر را در يک نقطه قطع 

کنند، مطالعه کرد. در اينجا مسئله سينماتيک معکوس را براي يک ربات شش درجه آزادي که سه محور آخر  مي

کنند، مبدأ  ک نقطه قطع ميکنيم. از آنجا که سه محور آخر يکديگر را در ي متقارب هستند، حل مي

چهارچوبهاي  4 ، 5  و 6 شوند. مختصات اين نقطه در چهارچوب پايه عبارت  در اين نقطه تقاطع واقع مي

 است از:

(1) 
ORGORG PTTTP 4

3

3

2

2

1

1

0

4

0  

ORGP4که در آن 

موقعيت مبدأ دستگاه مختصات شماره  3 4  را نسبت به دستگاه شماره 3 دهد. نشان مي 

و  iپيشتر ماتريس تبديل بين دو دستگاه  1i .را به صورت زير ارائه نموديم 

(2) 































1000

0

1111

1111

1

1

iiiiiii

iiiiiii

iii

i

i

dCCSCSS

dSSCCCS

aSC

T






 

را نسبت به دستگاه  iکه ستون آخر، موقعيت مبدأ مختصات دستگاه  1i دهد. لذا با استفاده از  نشان مي

ORGP4اين ماتريس، 

 گردد. صورت زير ارائه مي  ( ظاهر شده است، به1که در رابطه ) 3

(3) 





















1

43

43

3

4

3

dC

dS

a

P ORG



 

(، موقعيت مبدأ مختصات دستگاه 1( در معادله )3با جايگذاري رابطه ) 4  نسبت به دستگاه مختصات پايه 0 

 شود از: عبارت مي
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(4) 





















1

43

43

3

3

2

2

1

1

0

4

0

dC

dS

a

TTTP ORG



 

3

2T  3فقط تابعي از  در بردار موقعيت است. لذا ضرب آنORGP4

 نتيجه زير را در پي دارد. 3

(5) 

 
 
 





















1

33

32

31

2

1

1

0

4

0







f

f

f

TTP ORG 

که در آن  31 f ، 32 f  و 33 f :عبارتند از 

(6) 

 
 
 










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
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
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












2323423342333

2323423342332

2334331

43

43

3

3222323

3222323

233

33

32

31

11000

0

1























CdCCdSCSdSSaf

SdSCdCCSdCSaf

aSSdCaf

dC

dS

a

dCCSCSS

dSSCCCS

aSC

f

f

f

 

1(، مقادير 2با استفاده از رابطه )

0T  2و

1T ( جايگذاري مي5را محاسبه نموده و در رابطه ) .کنيم 

(7) 
 
 
 
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
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
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
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4

0

g

gCgS

gSgC

f

f

f

dCCSCSS

dSSCCCS

aSC

CS

SC

P ORG












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 که در آن

(8) 
   

     
     














12133123212313

12133123212312

12322311







CdCfSCfSSfg

SdSfCCfCSfg

aSfCfg

 

ORGP4(، مربع بردار 7اکنون در رابطه )

 نماييم. را به شکل زير ارائه مي 0

(9) 2

3

2

2

2

14

0

4

0 gggPPr ORG

T

ORG  
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 ( داريم:9در معادله ) ig( و جايگذاري مقادير 8با استفاده از معادله )

(10)           322312132

2

2

2

13

2

33

2

23

2

1 22  fSfCafddafffr  
(( که آن نيز تنها تابعي از 8)معادله ) 3gاست. اکنون اين معادله را به همراه  3و  2( تنها تابعي از 10معادله )

2  3و نويسيم. است، به صورت يک دستگاه معادلات به شکل زير مي 

(11) 
 
 








4122213

312221 2

kSCkSkg

kaSkCkr




 

 که در آن

(12) 

 
 

       
 




















121334

332

2

2

2

13

2

33

2

23

2

13

322

311

2









CdCfk

fddafffk

fk

fk

 

 گردد. ( رابطه زير حاصل مي11از معادله ) 2Cو  2Sبا حذف 

(13)     
    

    2

2

2

1

1

2

2

43

2

1

2

3

2

12221

2

43

2

12221

2

3

4

2
kk

S

kg

a

kr

SCkSkkg

aSkCkkr














 



 

را  3توان  ( و حل معادله حاصله، مي13هستند( در معادله ) 3)که همگي تابعي از  ikبا جايگذاري پارامترهاي 

( را براي پيدا 7و معادله ) 2( را براي بدست آوردن 11توان معادله ) ، مي3به دست آورد. پس از بدست آوردن 

 ، حل کرد.1کردن 

 

 مثال 

 حل نماييد. 560مسئله سينماتيک معکوس را براي ربات پوما 

 تبديل را براي هر لينک به صورت زير بدست آورديم:پيشتر ماتريس 

(a-b) 
























1000

00

0100

00

22

22

2

1

CS

SC

T 
















 



1000

0100

00

00

11

11

1

0
CS

SC

T 
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(c-d) 
























1000

00

100

0

44

4

344

4

3

CS

d

aSC

T 
















 



1000

100

00

00

3

33

33

3

2

d

CS

SC

T 

(e-f) 
























1000

00

0100

00

66

66

6

5

CS

SC

T 
























1000

00

0100

00

55

55

5

4

CS

SC

T 

 پايه معلوم و عبارت است از:از طرفي موقعيت و جهتگيري پنجه ربات نسبت به دستگاه 

(g) 




















1000

333231

232221

131211

6

0

z

y

x

Prrr

Prrr

Prrr

T 

 zPو  xP ،yPو همچنين  33rتا  11rبر حسب  6تا  1تحليلي براي زواياي مفصلي  ياکنون هدف تعيين عبارات

 ( بر حسب ماتريسهاي تبديل عبارت است از:gباشد. رابطه ) مي

(h) 6

5

5

4

4

3

3

2

2

1

1

0

6

0 TTTTTTT  

مجهول  (6تا  1سمت راست آن بر حسب زواياي مفصلي ) معلوم و (hمعادله ) چپ بديهي است که سمت

( در hاست. با پيش ضرب کردن معادله )  1

1

0

0

1 
 TT :داريم 

(i)    
 

6

5

5

4

4

3

3

2

2

1

1

01

1

0

6

01

1

0

44

TTTTTTTTT

I





 

 ( داريم:iراست معادله ) سمت با بسط سمت چپ و

(j) 
































































100010001000

0100

00

00

23422233

3

23423322

333231

232221

131211

11

11

CdSaSa

d

SdCaCa

Prrr

Prrr

Prrr

CS

SC

z

y

x

 

 ( داريم:j( معادله )2،4هاي ) با مساوي قرار دادن درايه
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(k) 311 dPCPS yx  

 اي با شکل فوق، از جايگزينيهاي مثلثاتي زير استفاده مي کنيم: حل معادلهبراي 

(l) 












sin

cos

y

x

P

P
 

 ( داريم:k( در معادله )lبا جايگذاري معادله )

(m)  
 

 


















2

2

3
1

3
1

311

1cos

sin







 
d

d

dSCCS 

 ( داريم:mلذا با توجه به معادله )

(n) 














2

2

33
1 1,2tan




dd
A 

 توان نشان داد: به راحتي مي( lبا استفاده از معادله )

(o) 
 








222

,2tan

yx

xy

PP

PPA




 

 گردد: ( به فرم زير ساده ميn(، رابطه )oبا کمک معادله )

(p)    xyyx PPAdPPdA ,2tan,2tan 2

3

22

31  

 داريم:( jدر معادله )( 4،3( و )2،4(، )4،1هاي ) با مساوي قرار دادن درايهدر ادامه 

(q) 














23422233

311

2342332211

CdSaSaP

dPCPS

SdCaCaPSPC

z

yx

yx

 

 هاي حاصل را با هم جمع کنيم، داريم: ( را به توان دو برسانيم و معادلهqهاي دستگاه ) معادلهاگر 

(r) 
KSdCa

a

ddaaPPP
SdCa

K

zyx



 3433

2

2

4

2

3

2

3

2

2

222

3433
2

  
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 کنيم: ( از جايگزينيهاي زير استفاده ميrهمانند قبل، براي حل معادله مثلثاتي )

(s) 












sin

cos

3

4

a

d
 

 داريم:( r( در معادله )sبا جايگذاري معادله )

(t)  
 

 


















 

2

2

3

3

33

1cos

sin







 
K

K

KSCCS 

 ( داريم:tلذا با توجه به معادله )

(u) 



















2

2

3 1,2tan



KK

A 

 توان نشان داد: ( به راحتي ميsبا استفاده از معادله )

(v) 
 








2

3

2

4

2

43 ,2tan

ad

daA




 

 گردد: ( به فرم زير ساده ميu(، رابطه )vبا کمک معادله )

(w)    43

22

4

2

33 ,2tan,2tan daAKdaKA  

( در hدر ادامه با پيش ضرب کردن معادله )  1

3

0

0

3 
 TT :داريم 

(x)    
 

6

5

5

4

4

3

3

2

2

1

1

01

3

0

6

01

3

0

44

TTTTTTTTT

I

  



 

 ( داريم:xبا بسط سمت چپ و سمت راست معادله )

(y) 




































































1000

0

10001000

0 54

4

354

333231

232221

131211

311

3223231231

3223231231

SS

d

aSC

Prrr

Prrr

Prrr

dCS

SaCSSSC

CaSCSCC

z

y

x

 

 ( داريم:2،4( و )4،1هاي ) ( با مساوي قرار دادن درايهyدر معادله )
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(z) 








43223231231

33223231231

dSaPCPSSPSC

aCaPSPCSPCC

zyx

zyx 

 مجهول هستند. لذا با حل اين دستگاه معادلات داريم: 23Cو  23S( تنها z) دستگاه معادلاتدر 

(a1) 
    

 
    

 
























































2

11

2

11323432

23

2

11

2

43211323

23

324

323

23

23

11

11

yxz

yxz

yxz

yxz

yxz

zyx

PSPCP

PSPCCaaPdSa
C

PSPCP

dSaPSPCPCaa
S

Sad

Caa

S

C

PSPCP

PPSPC

 

 گردد: به طريق زير حاصل مي 23(، زاويه a1با استفاده از معادله )

(b1) 
    
    yxz

yxz

PSPCCaaPdSa

SadPSPCPCaaA

11323432

3241132323 ,2tan




 

توان زاويه  ، به راحتي مي((w)معادله ) 3(( و b1)معادله ) 23 اياياکنون با در اختيار داشتن زاو
2  را به

 طريق زير بدست آورد:

(c1) 32323223   

 ( داريم:3،3( و )3،1هاي ) ( و مساوي قرار دادن درايهy) مجدداً با دقت در معادله

(d1) 








54123113

5423332312323113

SSCrSr

SCSrCSrCCr
 

( زاويه d1در معادله )
4 گردد: طريق زير حاصل مي به 

(e1)  233323123231131231134 ,2tan SrCSrCCrCrSrA  

( در hدر ادامه با پيش ضرب کردن معادله )  1

4

0

0

4 
 TT :داريم 

(f1)    
 

6

5

5

4

4

3

3

2

2

1

1

01

4

0

6

01

4

0

44

TTTTTTTTT

I

  



 

 ( داريم:f1با بسط سمت چپ و سمت راست معادله )
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(g1) 









































































5

66

5

333231

232221

131211

43223231231

4343432423414231414231

4343432423414231414231

1000

1000

C

CS

S

Prrr

Prrr

Prrr

dSaCSSSC

SaCdSCaSSCCSCSCSSCC

CaSdCCaCSSCCCSSSCCC

z

y

x

 

 ( داريم:3،3( و )3،1هاي ) ( با مساوي قرار دادن درايهyدر معادله )

(h1) 
     

     







533232323113231

5334232341423113414231

CrCrSSrSC

SrCSrSCCCSrSSCCC
 

 گردد: طريق زير حاصل مي به 5( زاويه h1در معادله )

(i1) 
     
      33232323113231

3342323414231134142314 ,2tan

rCrSSrSC

rCSrSCCCSrSSCCCA




 

 ( داريم:2،2( و )1،2هاي ) با مساوي قرار دادن درايه 6در پايان براي محاسبه 

(j1) 
     
     







6324232241423112414231

6314232141423111414231

CrSSrCCSCSrCSSCC

SrSSrCCSCSrCSSCC
 

 گردد: طريق زير حاصل مي به 6( زاويه j1در معادله )

(k1) 
     

      324232241423112414231

3142321414231114142314 ,2tan

rSSrCCSCSrCSSCC

rSSrCCSCSrCSSCCA




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 نمادگذاري براي مکان و جهتگيري متغير با زمان 

اي و نمادگذاريهاي مرتبط  در ابتداي اين فصل برخي از مفاهيم پايه همچون مشتقگيري از بردارها، سرعت زاويه

 کنيم. با اين مفاهيم را بررسي مي

 

 از بردارهاي مکان مشتقگيري 

QBفرض کنيد بردار 


 مختصات نسبت به مبدأ دستگاه Q، موقعيت نقطه  B  ((.1دهد )شکل ) را نشان 

 

 

نسبت به دستگاه  Qموقعيت نقطه (: 1شکل ) B  با بردارQB


 شود. نشان داده مي 

 

 گردد. مي ارائهبه صورت زير  زماننرخ تغييرات اين بردار نسبت به 

(1)    
t

tQttQ
Q

dt

d
V

BB

t

B

Q

B











lim
0

 

AX

AY
BX

BY

Q

QB

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QB(، نرخ تغييرات بردار 1لازم به ذکر است که در رابطه )


نسبت به دستگاه   B لذا اگر شود.  گيري مي اندازه

QBبردار 


نسبت به دستگاه   B  ثابت باشد، آنگاه
Q

BV


QBبرابر صفر خواهد شد؛ حتي اگر  


نسبت به چهارچوب  

ديگري مثل  A .داراي تغييرات باشد 

اين چهارچوب با يک پيش توان در هر دستگاه دلخواهي بيان نمود.  بردار سرعت را نيز مانند هر بردار ديگري مي

نشان داده خواهد شد. به طور مثال بيان بردار خارجي زبرنويس 
Q

BV


نسبت به دستگاه   A :عبارت است از 

(2)   














dt

Qd
V

B
A

Q

BA




 

لذا در بحث مشتقگيري از يک بردار با دو دستگاه مواجه هستيم. چهارچوبي که مشتقگيري نسبت به آن انجام 

در صورتي که هم مشتقگيري و  .گردد مي دستگاه توصيفآن  نسبت بهگيرد؛ و چهارچوبي که بردار سرعت  مي

زبرنويس خارجي وجود ندارد و  نوشتنهم بيان بردار در يک دستگاه صورت گيرد، براي سادگي نيازي به 

 توان نوشت: مي

(3)   Q

B

Q

BB

VV


 

Bبا استفاده از ماتريس دوران 

AR توان بردار سرعت  ميQ

BV


را در دستگاه   A .توصيف نمود 

(4)   Q

B

B

A

Q

BA

VRV


 

عبارتها به ( )نوشتن پيش زبر نويس خارجي( چندان مرسوم نيست. در اين حالت 4نماد سمت چپ معادله )

گيري شود، از  اگر تغييرات بردار سرعت نسبت به دستگاه مرجع اندازه گردند. همان صورت سمت راست ارائه مي

 کنيم. زير استفاده مي شده  نماد گذاري خلاصه

(5) 
Q

U

Q Vv


 

 

 اي بردار سرعت زاويه 
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اي ناميده و آن را با  نرخ تغييرات جهتگيري يک جسم نسبت به زمان را سرعت زاويه


دهيم. از آنجا  نشان مي 

توانيم سرعت  کنيم، مي که در بحث مربوط به رباتيک، همواره به اجسام مورد مطالعه چهارچوبي متصل مي

 اي را به صورت حرکت دوراني يک چهارچوب نيز در نظر بگيريم. زاويه

 

 

QBبردار (: 2شکل )


که در چهارچوب   B اي  ثابت است، با سرعت زاويهB

A


نسبت به چهارچوب   A کند دوران مي 

 

B(، 2در شکل )

A


دوران چهارچوب   B  را نسبت به A اي نيز همانند  کند. بردار سرعت زاويه توصيف مي

تواند در يک دستگاه دلخواه معين توصيف گردد. در اين حالت نيز با اضافه کردن يک پيش  هر بردار ديگري مي

گردد. به طور مثال  زبر نويس اين هدف محقق مي B

AC




اي چهارچوب  نمايانگر سرعت زاويه  B  نسبت به

 A  است که در دستگاه C اي يک دستگاه نسبت به دستگاه  توصيف شده است. معمولاً اگر سرعت زاويه

 شود. مرجع مد نظر باشد، از نماد گذاري زير استفاده مي

 A BB

A


QB


Q
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(6) 
C

U

C 


 

Cکه در آن 
 اي چهارچوب  سرعت زاويه C  نسبت به دستگاه مرجع U  است. از طرفيC

A
  نمايانگر

اي دستگاه  سرعت زاويه C  نسبت به دستگاه مرجع U  است که در دستگاه A .توصيف شده است 

 

  پذير يک جسم انعطافسرعت خطي 

فرض کنيد چهارچوب  B  دلخواه نقطه ( متصل است و هدف تعيين سرعت3شکل ) پذير انعطافبه جسم Q 

نسبت به چهارچوب  پذير انعطافاز اين جسم  A  شود که جهتگيري دستگاه  فرض مياست. در ضمن B 

نسبت به  A بردار  اتکند. بنابراين سرعت اين نقطه از تغيير با گذشت زمان تغيير نميBORG

AP


QBو  


نسبت  

 شود. به زمان ناشي مي

 

 

دستگاه (: 3شکل ) B پذير نشان داده شده وصل شده و هدف تعيين سرعت نقطه  به جسم انعطافQ .از اين جسم است 

 A

 B

QB


BORG
AP


Q
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نسبت به دستگاه  Qبدست آوردن سرعت خطي نقطه براي لذا  A کافيست هر دو مولفه سرعت را بر حسب 

 دستگاه A بيان نماييم و آنها را با يکديگر جمع نماييم. 

(7) 
Q

B

B

A

BORG

A

Q

A VRVV


 

( تنها براي حالتي که در آن جهتگيري نسبي 7معادله ) A  و B .ثابت باقي بماند، صادق است 

 

 يک جسم صلب سرعت دوراني 

پردازيم؛ به طوريکه مبدأ آنها در کليه  حال به بررسي دو چهارچوب با مبدأ مشترک و سرعت خطي صفر مي

( نشان داده شده است، چهارچوب متحرک 4لحظات بر يکديگر منطبق است. همانگونه که در شکل ) B  به

از اين جسم صلب نسبت به چهارچوب  Qم صلب متصل است و هدف تعيين سرعت نقطه دلخواه جس A 

 است.

 

 

دستگاه (: 4شکل ) B  به جسم صلب نشان داده شده وصل شده و هدف تعيين سرعت نقطهQ .از اين جسم است 

 A B
B

A


QB


Q
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( نشان داده شده است، سرعت دوراني چهارچوب 4همانگونه که در شکل ) B  نسبت به A  با بردارB

A


 

BQشود. همچنين بردار  مي نشان داده


نسبت به دستگاه   B .ريم:لذا دا ثابت است 

(8) 0


Q

BV 

چهارچوب به اکنون هدف محاسبه تغييرات اين بردار نسبت  A .براي محاسبه سرعت نقطه  استQ  از

Q(، دو لحظه از گردش بردار 5گيريم. در شکل ) رهيافت شهودي کمک مي


Bحول بردار  

A


نشان داده شده  

است. در واقع اين تغييرات توسط ناظر متصل به دستگاه  A گردد. مشاهده مي 

 

 

 اي سرعت يک نقطه، ناشي از وجود سرعت زاويه(: 5شکل )

 

B
A 


t

sinQ


 tQ


 ttQ 


Q





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Q( بديهيست که بردار 5با توجه به شکل )


  هم بر tQ


Bو هم بر  

A


عمود است. همچنين اندازه اين بردار  

 با توجه به شکل عبارت است از:

(9)   tQQ B

A 


sin 

 داريم: tبا تقسيم طرفين بر 

(10)   B

AQ
t

Q




 


sin 

Qشرايط حاکم بر مقدار و جهت بردار 


توان نوشت: کند. لذا مي ، بلافاصله ضرب برداري را تداعي مي 

(11) Q
t

Q
V A

B

A

Q

A









 

 

 پذير يک جسم انعطاف سرعت دوراني 

BQتاکنون فرض بر اين بود که بردار 


نسبت به دستگاه   B  نسبت به اين و هيچگونه تغييري  استثابت

BQ. ولي در حالت کلي، بردار دستگاه ندارد


ممکن است نسبت به چهارچوب   B در  نيز تغيير کند. بطور مثال

که دستگاه  ، فرض شده(6) شکل B  متصل است. لذا در اين صورت، سرعت نقطه  پذير انعطافبه يک جسم

Q  نسبت به دستگاه B .با در نظر گرفتن اين عامل داريم: غير صفر خواهد شد 

(12)   QVV A

B

A

Q

BA

Q

A


 

QAکار بردن ماتريس دوران به منظور حذف زبرنويس خارجي و با توجه به اينکه توصيف ه با ب


 در هر لحظه 

QRQ برابر است با B

B

AA


( به صورت زير بازنويسي مي12؛ رابطه ) .شود 

(13) QRVRV B

B

A

B

A

Q

B

B

A

Q

A


 
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دستگاه (: 6شکل ) B پذير نشان داده شده وصل شده و هدف تعيين سرعت نقطه  به جسم انعطافQ .از اين جسم است 

 

 پذير تحليل سرعت خطي و دوراني يک جسم انعطاف 

نسبت به  Qدر حالتي که دو دستگاه مختصات نسبت به هم علاوه بر دوران، حرکت نيز داشته باشند و نقطه 

دستگاه متحرک  B ( (، آنگاه سرعت نقطه 7داراي حرکت باشد )شکل)Q  از ديد ناظر واقع در A  چنين

 آيد. بدست مي

(14) QRVRVV B

B

A

B

A

Q

B

B

A

BORG

A

Q

A


 

 

 A BB

A


QB


Q
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دستگاه (: 7شکل ) B پذير نشان داده شده وصل شده و هدف تعيين سرعت نقطه  به جسم انعطافQ .از اين جسم است 

 

 اي از منظري ديگر سرعت زاويه 

اي نسبت به  داراي سرعت زاويهدر قسمت قبل از رهيافت هندسي براي تعيين سرعت يک نقطه از جسمي که 

اين مسئله را از ديدگاه رياضيات ماتريسي مورد  ((. اکنون11چهارچوبي ديگر بود، استفاده نموديم )معادله )

)ماتريسي با ستونهايي عمود بر هم که  دهيم. پيش از آن، ويژگي مشتق يک ماتريس يکامتعامد بررسي قرار مي

 نماييم. را ارائه مي باشد؛ مانند ماتريسهاي دوران( اي واحد مي هر ستون داراي اندازه

 پيشتر نشان داديم که معکوس يک ماتريس يکامتعامد با ترانهاده آن برابر است. يعني:

(15) IRRRR T 1 

 شود: ( نتيجه مي15با مشتق گرفتن از معادله )

 A

 B

QB


BORG
AP


QB

A

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(16) 0 TT RRRR  

 گردد. ( به صورت زير بازنويسي مي16ترانهاده، معادله )ويژگي  از با استفاده

(17)   0
TTT RRRR  

TRRSبا تعريف  ( به صورت زير ساده مي16، معادله ) .گردد 

(18) 0 TSS 

 .برابر صفر شود ترانهاده آنمع خود ماتريس با هستند که حاصل ج اين ويژگيتنها ماتريسهاي پاد متقارن داراي 

SSTنامند هرگاه  را پاد متقارن مي Sبنابراين ماتريس مربعي  . 

(19) 




















0

0

0

cb

ca

ba

S 

 

 يک جسم صلب از منظري ديگر سرعت دوراني 

يک نقطه از يک جسم در حال دوران از رهيافت هندسي استفاده شد. اکنون همين  سرعتبراي تعيين پيشتر 

بردار ثابت  گردد. ( مجدداً در اينجا ارائه مي4شکل شماره ) دهيم. مسئله را از ديدگاه رياضي مورد بررسي قرار مي

QB


را که نسبت به چهارچوب   B ند، در نظر بگيريد. اين بردار در چهارچوب ک تغيير نمي A  چنين تعريف

 شود. مي

(20) QRQ B

B

AA


 

اگر چهارچوب  B  نسبت به A  در حال دوران باشد، آنگاهQA


QB، حتي هنگامي که 


ثابت است، تغيير  

 خواهد کرد. يعني:

(21) QRQ B

B

AA



 
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دستگاه (: 8شکل ) B  به جسم صلب نشان داده شده وصل شده و هدف تعيين سرعت نقطهQ .از اين جسم است 

 

QRQبا جايگذاري  A

A

BB


 ( خواهيم داشت:21در معادله ) 

(22) QRRQ A

A

B

B

AA



 

 و يا

(23) QRRQ AT

B

A

B

AA



 

Tپيشتر نشان داديم که 

B

A

B

A

B

A RRS  :يک ماتريس پادمتقارن است. لذا داريم 

(24) QSQ A

B

AA


 

Bدر ادامه خواهيم ديد که 

AS نامند. مي اي را ماتريس سرعت زاويه 

 

 ماتريسهاي پاد متقارن و ضرب برداري 

اي  فرض کنيد بردار سرعت زاويه


 از عناصر زير تشکيل شده باشد. 

 A B
B

A


QB


Q
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(25) 
























z

y

x
 

 دهيم. مورد استفاده قرار ميهاي اين بردار را براي تشکيل يک ماتريس پاد متقارن به صورت زير  اکنون درايه

(26) 
























0

0

0

xy

xz

yz

S 

 توان نشان داد که: به راحتي مي

(27) QQS


 

Qکه در آن 


اي  در واقع بردار سرعت زاويه نشان دهنده ضرب برداري است. برداري دلخواه و علامت  


با  

 توان نوشت: متناظر است. لذا مي Sاي  ماتريس سرعت زاويه

(28) QSQV A

B

AA

B

A

Q

A


 

 

 اي مفهوم فيزيکي بردار سرعت زاويه 

اي  مفهوم فيزيکي بردار سرعت زاويه


با مشتقگيري مستقيم از ماتريس دوران قابل توصيف است. طبق  

 تعريف، مشتقگيري از ماتريس دوران نتيجه زير را در بر دارد.

(29)    
t

tRttR
R
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فرض کنيد که  ( را در نظر بگيريد.9)براي محاسبه اين مشتق شکل  tR  ماتريس دوراني باشد که جهتگيري

دستگاه  A  را نسبت به دستگاه B  در لحظهt  توصيف کند. اگر دستگاه B  در فاصله زمانيt  حول

Kمحور 


دوران کند، چهارچوب  به اندازه   B (، ماتريس دوراني که 9گردد. طبق شکل ) حاصل مي

دستگاه  A  را نسبت به چهارچوب B کند، عبارت است از: توصيف مي 
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دوران دستگاه (: 9شکل ) B  حول محورK


 به اندازه  

 

فرض کنيد که  tR  ماتريس دوراني باشد که جهتگيري دستگاه A  را نسبت به دستگاه B  در لحظهt 

توصيف کند. اگر دستگاه  B  در فاصله زمانيt  حول محورK


دوران کند، چهارچوب  به اندازه   B 

، ماتريس دوراني که دستگاه (9گردد. طبق شکل ) حاصل مي A  را نسبت به چهارچوب B کند،  توصيف مي

 عبارت است از:
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 ( داريم:29( در رابطه )30با جايگذاري رابطه )
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پيشتر  kR .را به صورت زير ارائه نموديم 
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 گردد. اين ماتريس دوران براي زواياي کوچک به صورت زير ساده مي
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 ( خواهيم داشت:31( در رابطه )33با جايگذاري رابطه )
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 و گرفتن حد داريم: tهاي ماتريس فوق بر  سرانجام با تقسيم همه درايه

(35)  tR

kk

kk

kk

R

xy

xz

yz

























0

0

0













 

( در 35با پس ضرب کردن طرفين معادله ) tR 1 گردد. نتيجه زير حاصل مي 
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1همانگونه که پيشتر نيز نشان داديم  RRS  اي  . لذا بردار سرعت زاويهاي است ت زاويههمان ماتريس سرع

 شود از: عبارت مي
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اي،  مفهوم فيزيکي بردار سرعت زاويه


، آن است که در هر لحظه تغيير جهتگيري هر چهارچوب در حال دوران 

Kتوان به صورت دوراني حول محوري چون  را مي


اي را  در نظر گرفت. اين محور آني دوران، بردار سرعت زاويه 

 بدست خواهد داد.

 

 اي بازوهاي ربات ت خطي و سرعت زاويهسرع 

شود.  گيري مي اي ربات همواره نسبت به چهارچوب مرجع اندازه در اين درس سرعت خطي و سرعت زاويه

ivبنابراين مقاديري مطلق هستند. لذا 
  سرعت خطي مبدأ چهارچوبi  وi

 اي اين چهارچوب  سرعت زاويه

 iتوانند در هر دستگاهي همچون  اين بردارها مي. اند گيري شده که هر دو نسبت به دستگاه مرجع اندازه است

iبيان گردند. در اين صورت منظور از 

iv
  وi

i
 اي چهارچوب  مطلق زاويه ترتيب سرعت مطلق خطي و سرعت به

i  است که در همان دستگاهi ((10)شکل ) نيز توصيف شده است. 

 

 

 اند نيز توصيف شده iکه در همان دستگاه  iاي رابط  سرعت خطي و زاويه(: 10شکل )

 

i

i


i

iv
  iرابطه 

 i محور

ix

iyiz
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 چگونگي اشاعه سرعت از رابطي به رابط ديگر 

اي از اجسام است که هر يک از  هر بازوي مکانيکي ماهر، زنجيره( نشان داده شده است، 11چنانچه در شکل )

ها را به صورت  توان سرعت هر يک از اين لينک ند. لذا مينک نسبت به اجسام مجاور خود حرکت ميآنها 

همان سرعت  1iاي رابط  دست آورد. براي اين منظور، بايد از پايه ربات شروع کرد. سرعت زاويه بازگشتي به

 شود. وارد مسئله مي 1i رابطاني علاوه هر مؤلفه جديدي که در نتيجه سرعت دور است، به iاي رابط  زاويه

 

 

 زماني که هر دو مفصل دوراني هستند 1iو  iهاي  بردارهاي سرعت رابط(: 11شکل )

 

 چنين نوشت. iتوان نسبت به چهارچوب  رابطه سرعتها را مي
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(39) 
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همچنين سرعت خطي مبدأ چهارچوب  1i  برابر است با سرعت خطي مبدأ چهارچوبiعلاوه مؤلفه  ، به

 توان نوشت: شود. لذا مي حاصل مي iجديدي که بر اثر سرعت دوراني رابط 
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iP


موقعيت مبدأ دستگاه برداريست که   1i  دستگاه مبدأ را نسبت بهi دهد. نشان مي  

ام دوراني و مفصل iدهد که در آن مفصل  از يک زنجيره رباتيکي را نشان مي 1iو  iهاي  رابط (12)شکل 

1i 1اي رابط  در اين حالت سرعت زاويه .هستندام رفت و برگشتيi  و سرعت خطي مبدأ مختصات رابط

1i :به ترتيب عبارتند از 
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 کشويي است 1iدوراني و مفصل  iزماني که مفصل  1iو  iهاي  بردارهاي سرعت رابط(: 12شکل )
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 مثال 

صورت تابعي از  سرعت انتهاي بازو را به ( را در نظر بگيريد.13بازوي مکانيکي ماهر نشان داده شده در شکل )

ورديد. پاسخ بدست آمده را در دو چهارچوب زواياي مفصلي بدست آ 0  و 3 .توصيف نماييد 

 

 

 بازوي مکانيکي ماهر با دو رابط(: 13شکل )

 

هر چند طبق (.  14)شکل  دهيم اختصاص ميبراي حل مسئله ابتدا دستگاههاي مختصات مناسب را به هر بازو 

ايم نيازي به نصب چهارچوب  آنچه که تاکنون آموخته 3  ولي از آنجايي که نيست،  2به انتهاي لينک شماره

هدف تعيين سرعت اين نقطه است، لذا دستگاه شماره  3 دهيم. با نصب  را به انتهاي اين بازو اختصاص مي

هاي تبديل مربوط به هر رابط به  هارتنبرگ ماتريس-دستگاه مختصات به هر بازو و تعيين پارامترهاي دناويت

 گردد. طريق زير ارائه مي
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 نحوه تخصيص چهارچوبها در بازوي مکانيکي ماهر با دو رابط(: 14شکل )
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( و با شروع از پايه 40( و )38هاي ) با استفاده از معادله 0 اي هر رابط علاوه سرعت زاويه به سرعت مبدأ هر بازو 

 گردد. نتيجه به صورت زير ارائه مي نماييم. را محاسبه مي
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سرعت مبدأ مختصات دستگاه  اي و زاويهبه ترتيب سرعت  (i)و  (h)معادله  3 براي توصيف دهند.  را نشان مي

3اين بردارها در دستگاه پايه کافيست که آنها را در ماتريس دوران 

0R .پيش ضرب کنيم 
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 ژاکوبين 
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چند بعدي از مشتق است. مثلاً توابع  يژاکوبين، صورت
1y  6تاy  را که هر کدام تابعي از شش متغير مستقل

1x 

 هستند را در نظر بگيريد. 6xتا 

(43) 
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 گردد. صورت زير ارائه مي ( به فرم برداري به43معادله )

(44)  XFY
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 گردد. به صورت زير ارائه مي iyز قاعده زنجيري ديفرانسيل با استفاده ا
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 گردد. صورت زير ارائه مي ( به فرم برداري به45معادله )

(46) X
X

F
Y
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






 

دهيم. لذا معادله  نمايش مي J( را ژاکوبين ناميده و آن را با 46شامل مشتقهاي جزئي در رابطه ) 6×6ماتريس 

 گردد. ( به صورت زير بازنويسي مي46)

(47)   XXJY


  

سرعتها در  که نگاشتيت توان ژاکوبين را به صور ( بر جزء ديفرانسيلي زمان مي47با تقسيم دو طرف معادله )

Xفضاي 
  فضاي سرعت در به راY

 کند، تفسير نمود تبديل مي. 

(48)  XXJY

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به عنوان نگاشتي که سرعتها در فضاي مفصلي را به سرعت انتهاي بازو در فضاي  از ژاکوبيناغلب  در رباتيک

 شود. مثلاً سازد، استفاده مي دکارتي مرتبط مي

(49)  


Jv 

براي يک ربات با شش مفصل،  


J  6×6ماتريسي ،
  و  6×1برداريv

  است.  6×1نيز برداري 
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و  x ،yهستند. همچنين  Zو  X ،Yسرعت مچ در راستاهاي ترتيب  به Zو  X ،Y(، 50در معادله )
z 

 باشند. مي Zو  X ،Yاي مچ در راستاهاي  ترتيب سرعت زاويه به

 

 مثال 

 ماتريس ژاکوبين را بدست آورديد. (15شکل )سه درجه آزادي  رباتبراي  

 گردد. هاي سينماتيکي موقعيت و جهتگيري مچ ربات به صورت زير ارائه مي با نوشتن معادله
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 به زمان داريم:گيري از اين معادلات سينماتيکي نسبت  با مشتق
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 اي سه درجه آزادي ربات صفحه(: 15شکل )
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 با نوشتن اين معادلات به فرم ماتريسي داريم:
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هاي  گيري مستقيم از معادله توان با ديفرانسيل همانگونه که در اين مثال مشاهده گرديد، ژاکوبين را مي

شود، اما در مورد  هاي خطي به راحتي انجام مي دست آورد. اين عمل براي سرعت سينماتيکي مکانيزم به

يافت که مشتق آن  3×1توان يک بردار جهتگيري  نميهمواره اي،  هاي زاويه سرعت
 در چنين حالتي . شود

 دست آورد. اي مچ را به ( سرعت زاويه38بايستي با استفاده متوالي از معادله )
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 حالتهاي تکين 

همانگونه که مشاهده گرديد ژاکوبين نگاشتي است که سرعتها در فضاي مفصلي را به سرعتها در فضاي دکارتي 

ها در فضاي دکارتي را به سرعت  توان سرعت شود اين است که آيا مي اکنون سؤالي که مطرح مي کند. تبديل مي

 در فضاي مفصلي تبديل نمود. لازمه اين امر آن است که ماتريس ژاکوبين معکوس پذير باشد. يعني

(53)  vJ


 1 

مقادير در بيشتر بازوهاي مکانيکي ماهر، به ازاء برخي از 


det)(0) شود ين تکين مي، ژاکوب 


J) . در واقع

همه بازوهاي مکانيکي در مرز فضاي کاري خود و بيشتر بازوهاي مکانيکي در داخل فضاي کاري خود، نقاط 

دگي کامل و دهد که بازو در کشي تکين دارند. به لحاظ هندسي حالتهاي تکين در مرز فضاي کاري زماني رخ مي

ر اي که مجري نهايي در مرز فضاي کاري قرار گيرد. از طرفي حالتهاي تکين د گونه يا خم شدن کامل باشد، به

داخل فضاي کاري حالتهايي هستند که اگر چه مجري نهايي دور از مرز فضاي کاري قرار دارد، ولي دو يا چند 

ي ربات يک يا چند درجه آزادي خود را در فضاي گيرند. در چنين حالت محور مفصلي در يک راستا قرار مي

دهد. اين بدان معناست که در فضاي دکارتي، راستايي وجود دارد که در آن، صرفنظر از آنکه  دکارتي از دست مي

 توان دست ربات را حرکت داد. چه سرعت مفصلي انتخاب شود، نمي

 

 مثال 

 حالتهاي تکين را تعيين نموده و آنها را تفسير نماييد.( را در نظر بگيريد. 16ربات دو درجه آزادي شکل )

براي تعيين نقاط تکين هر بازوي مکانيکي، بايستي دترمينان ژاکوبين را بررسي نماييم. در صورتي که اين 

شود. همانند مثال قبل با  دترمينان صفر باشد، ماتريس ژاکوبين رتبه کامل خود را از دست داده، تکين مي

 گردد. ت سينماتيکي و با مشتقگيري از اين معادلات، ماتريس ژاکوبين به طريق زير ارائه مينوشتن معادلا
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 اي دو درجه آزادي ربات صفحه(: 16شکل )
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 ماتريس ژاکوبين داريم:دترمينان با مساوي صفر قرار دادن  

(b)    00 221  SLLJDET


 

02، زماني که (b)لذا با توجه به معادله    يا1802  شويم. با توجه به  باشد، با وضعيت تکيني مواجه مي

02(، در 16شکل )   دو لينک در يک امتداد قرار دارند )کشيدگي کامل(. در اين وضعيت، حرکت مجري

نهايي تنها در يک امتداد دکارتي )امتداد عمود بر بازو( ممکن خواهد بود. در نتيجه ربات يک درجه آزادي خود 

1802(، در 16را از دست داده است. با توجه به شکل )   شود. در اين  لينک اول خم ميلينک دوم بر روي

 حالت نيز حرکت مجري نهايي تنها در يک امتداد )به جاي دو امتداد( ممکن است.  
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 مثال 

sm( را در نظر بگيريد. فرض کنيد که مجري نهايي بايستي با سرعت 17ربات شکل ) در راستاي محور  0/1/

0X کنند. به بينهايت ميل مي د که سرعتهاي مفصلي با نزديک شدن به نقاط تکينحرکت کند. نشان دهي 

 

 

 کند. بازوي مکانيکي با دو رابط که در آن مجري نهايي با سرعت خطي ثابت حرکت مي(: 17شکل )

 

 مثال قبل داريم: (a)با توجه به معادله 
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 که در آن معکوس ماتريس ژاکوبين عبارت است از:
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از آنجا که سرعت مجري نهايي عبارت است از 
s

m
X 1  و
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Y 0دو اي مفاصل يک و  ؛ لذا سرعت زاويه
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02و نزديک شدن آن به وضعيت شود با کشيده شدن بازو  همانگونه که مشاهده مي  سرعتهاي مفصلي به ،

 کنند. بينهايت ميل مي

 

 نيروهاي استاتيکي در بازوهاي مکانيکي ماهر 

خواهيم گشتاورهايي را که  کند. در اينجا مي اي ديگر حمل مي معمولاً مجري نهايي باري را از يک نقطه به نقطه

براي برقرار کردن تعادل استاتيکي، بايد به مفصلهاي ربات وارد شوند، به دست آوريم. به منظور تحليل 

نيرو و گشتاور را نسبت به چهارچوبهاي رابط، نمودار جسم آزاد هر رابط را رسم کرده و روابط تعادل استاتيکي، 

، گشتاور استاتيکي را که بايد حول محور مفصلي وارد شود تا در بازوي مکانيکي ماهر تعادل در پاياننويسيم.  مي

براي بيان نيرو و گشتاور اعمال شده به وسيله رابط مجاور،  استاتيکي ايجاد کند، محاسبه خواهيم کرد.

 بريم. به کار مينمادگذاري زير را 

if


  نيروي وارد به رابطi  1از طرف رابطi 

iM


  گشتاور وارد به رابطi  1از طرف رابطi 

با نوشتن معادلات تعادل  اند. نشان داده شده i(، نيروها و گشتاورهاي استاتيکي اعمالي به رابط 18در شکل )

 ام داريم:iنيرويي و تعادل گشتاوري براي بازوي 
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 براي يک رابطگشتاور -تعادل استاتيکي نيرو(: 18شکل )

 

ها بر حسب نيروها و گشتاورهاي تعريف شده در چهارچوب خودشان، از ماتريس دوران  براي نوشتن اين معادله

توصيف کننده چهارچوبهاي  1i  وi کنيم. لذا داريم: استفاده مي 

(56) 
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1

1 


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i
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i fRf
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i

i fPMRM
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

 11

1

1 

دهد که اگر بار حمل شده توسط ربات را با نيرو و گشتاور مناسب به دست ربات اعمال  رابطه اخير نشان مي

توانيم نيرو و گشتاور اعمالي به هر رابط را به صورت پسرو محاسبه نماييم. سازه ربات تمامي اين  کنيم، مي

شود. براي پيدا کردن  حمل ميمفصلي به وسيله سازه خود ربات تنيروها و گشتاورها بجز گشتاور حول محور 

گشتاور مفصلي لازم براي تعادل استاتيکي، بايد ضرب داخلي بردار محور مفصلي در بردار گشتاور وارد بر رابط را 

 محاسبه کرد. يعني:

(58) 
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کشويي باشد، سازه ربات تمامي نيروها و گشتاورها بجز نيرو در امتداد محور مفصلي را تحمل  iاگر مفصل 

کند. براي پيدا کردن نيروي کارانداز براي تعادل استاتيکي، بايد ضرب داخلي بردار محور کشويي در بردار  مي

 نيروي وارد بر رابط را محاسبه کرد. يعني: 

(59) 
i

iT

i

i

i ZfF


 

 سازد. (، محاسبه گشتاور و نيروي مورد نياز براي تعادل استاتيکي را امکان پذير مي59( و )58معادله )

 

 مثال 

Fنيروي  دهد. ط را نشان مي( بازوي مکانيکي با دو راب19شکل )  


در جهت نشان داده شده به مجري نهايي  3

 براي حفظ تعادل استاتيکي اين سيستم رباتيکي را محاسبه نماييد. شود. گشتاور مفصلي لازم اين بازو وارد مي

 

 

 اي  نيروي اعمالي به ربات صفحه(: 19شکل )

 

 گردد. ( مجدداً در اينجا ارائه مي57( و )56معادله )

1
2

3x3y

3

3 f


2x
2y

1x

1y
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(a) 1
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i fRf
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i fPMRM
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 



 11

1

1 

Fتوصيف نيروي 


در دستگاه  3 3 :عبارت است از 
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 گردد. به طريق زير محاسبه مي 2نيرو و گشتاور در مفصل  (b)و  (a)با استفاده از معادلات 
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 عبارتند از: 1به طريق مشابه نيرو و گشتاور در مفصل 
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 (، گشتاوري که توسط موتور در مفاصل يک و دو بايستي تحمل شود عبارت است از:56لذا با توجه به معادله )
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 ژاکوبينها در حوزه نيرو 

شود، کار انجام شده در مختصات دکارتي با کار انجام شده در  يک سيستم رباتيکي نيرو وارد مي هنگامي که به

 توان نوشت: فضاي مفصلي برابر است. لذا مي

(60) 


 TT XF 

Fکه در آن 


Xشود. همچنين  بر مجري نهايي وارد مي در مختصات دکارتي کهگشتاوريست -بردار نيرو 


  بردار

 باشد. در فضاي دکارتي مي مجري نهايي کوچک جابجاييهاي بسيار
  و اصلمفاعمالي به بردار گشتاورهاي ،

سرانجام 


  از طرفي ارتباط بين تغييرات بسيار باشند مفاصل مي کوچکبينهايت نيز بردار جابجاييهاي .

کوچک مجري نهايي در فضاي دکارتي و تغييرات بسيار کوچک مفاصل در فضاي مفصلي با ماتريس ژاکوبين به 

 کنند. لذا داريم: هم ارتباط پيدا مي

(61)   


 JX 

 ( داريم:60( در معادله )61با جايگذاري معادله )

(62)      


 TTTT JFJF 

رابطه فوق بايد براي کل مقادير 


 شود که:  برقرار باشد. لذا نتيجه مي 

(63)  FJ T


 

توان به کمک ترانهاده ماتريس ژاکوبين، نيروهاي دکارتي وارد بر مجري  دهد که چگونه مي رابطه فوق نشان مي

در برخي از پيکربنديهاي خاص  گشتاورهاي مفصلي معادل تبديل نماييم. در اينجا نيز ممکن استنهايي را به 

Fدر اين حالت با افزايش يا کاهش نيروي  .ربات با حالت تکين مواجه شويم


، تغييري در مقدار در جهتي خاص 

محاسبه شده براي 
 دهد  ( از يک منظر ديگر نيز حائز اهميت است. زيرا به ما اجازه مي63رابطه ) دهد. رخ نمي

اين  بدون محاسبه توابعي سينماتيکي وارون، يک کميت دکارتي را به کميتي در فضاي مفصلي تبديل کنيم.

 گيرد. موضوع در بحث کنترل ربات مورد استفاده قرار مي
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 ديناميک بازوهاي مکانيکي ماهر 

ها، چگونگي ايجاد حرکت در  کنيم. اين معادله هاي يک بازوي مکانيکي ماهر را بررسي مي در اين فصل، معادله

دهد. در بحث مربوط به ديناميک با دو  ربات را به وسيله گشتاورهاي اعمال شده توسط کاراندازها را نشان مي

مسئله مواجه هستيم. ديناميک معکوس که در آن با داشتن 


 ،
  و

  در طول مسير حرکت، بردار

گشتاورهاي مفصلي 


آوريم؛ و ديناميک مستقيم که در آن با داشتن بردار گشتاور مفصلي  دست مي را به 


 ،

مقادير 


، 
  و

 شوند. محاسبه مي 

 

 شتاب جسم صلب 

اي  ترتيب بردارهاي شتاب خطي و شتاب زاويه اي، به با مشتقگيري از بردارهاي سرعت خطي و سرعت زاويه

 گردد. توسط روابط زير حاصل مي

(1)    
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 گيري شود، نمادگذاري زير را به کار خواهيم برد. در اينجا نيز اگر تغييرات نسبت به دستگاه مرجع اندازه

(3) 
A

U

A Vv
  

(4) 
A

U

A 
 

 

 شتاب خطي 

((، رابطه زير استنتاج 1)شکل )پذير  ( از يک جسم انعطافQيک نقطه دلخواه )حليل سرعت ت ، دردر فصل قبل

 گرديد.
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دستگاه (: 1شکل ) B پذير نشان داده شده وصل شده و هدف تعيين شتاب نقطه  به جسم انعطافQ .از اين جسم است 

 

(5) QRVRV B
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Q

A
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 

 آوريم: دست مي ( به5با مشتقگيري از معادله )

(6) QRQRQRVRVRV B
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فصل قبل رابطه مربوط به مشتق يک ماتريس دوران را پردازيم. پيشتر در  ( مي6اکنون به ساده کردن معادله )

 صورت زير استنتاج نموديم. به
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که در آن   tS اي  زاويهسرعت متناظر با بردار اي  ماتريس سرعت زاويه


( در 7است. با جايگذاري معادله ) 

 ( داريم:6رابطه )
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(8) QRQRSQRVRVRSV B
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AAS( با استفاده از خاصيت ماتريسهاي پاد متقارن )8معادله )


گردد. ( به صورت زير ساده مي 
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QBاز طرفي    همان
Q

BV


 گردد. ( به صورت زير ارائه مي9ست. لذا فرم نهايي معادله )ا 
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اي را که نشان دهنده شتاب خطي  ((، جمله2حال اگر مبدأ اين دو دستگاه نيز بر هم منطبق نباشند )شکل )

مبدأ چهارچوب  B ( اضافه گردد. بنابراين 10است، بايستي به معادله ) گردد. معادله به فرم زير اصلاح مياين 
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دستگاه (: 2شکل ) B پذير نشان داده شده وصل شده و هدف تعيين شتاب نقطه  به جسم انعطافQ .از اين جسم است 
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 B

QB
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Q
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0((، آنگاه 3اگر جسم مذکور صلب باشد )شکل ) Q

B

Q

B VV


( به فرم زير ساده 11خواهد شد. لذا معادله ) 

 گردد. مي
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دستگاه (: 3شکل ) B  نشان داده شده وصل شده و هدف تعيين شتاب نقطه  صلببه جسمQ .از اين جسم است 

 

 اي شتاب زاويه 

اند. فرض کنيم دستگاه  ( سه جسم توسط اتصالات لولايي، به يکديگر متصل شده4در شکل ) B  نسبت به

 A  با سرعتB

A


و چهارچوب   C  نسبت به B  با سرعتC

B


دنبال آن  کند. اکنون به دوران مي 

 A

 B

QB


BORG
AP


QB

A

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اي دستگاه  هستيم تا سرعت زاويه C  نسبت به A  .با جمع برداري اين دو بردار در را محاسبه نماييم

چهارچوب  A :داريم 

(13) 
C

B

B

A

B

A

C

A R 


 

 

 

سه دستگاه (: 4شکل ) A ، B  و C .که نسبت به هم داراي حرکت دوراني هستند 

 

اي دستگاه  اکنون براي محاسبه شتاب زاويه C  نسبت به A ( مشتق گرفت. نتيجه 13بايستي از رابطه )

 گردد: صورت زير ارائه مي به

(14) 
C

B

B

A

C

B

B

A

B

A

C

A RR 


 

با جايگذاري      tRtStR B

A

B

A

B

A  ( خواهيم داشت:14در رابطه ) 

(15) 
C

B

B

A

C

B

B

A

B

A

B

A

C

A RRS 
 

AASو نهايتاً با استفاده از خاصيت ماتريسهاي پاد متقارن )


( معادله ،)گردد. ( به فرم زير ساده مي15 

 A

 B

 CB

A


C

B

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(16) 
C

B

B

A

C

B

B

A

B

A

B

A

C

A RR 
 

 مکانيکي ماهر استفاده خواهيم کرد.اي رابطهاي بازوي  (، براي محاسبه شتاب زاويه16از معادله )

 

 توزيع جرم 

در مورد دوران حول محوري دلخواه، بايد چگونگي توزيع جرم حول آن محور را کاملاً مشخص کنيم. لذا در 

دهد که به آن چهارچوبي  نشان مي ( جسم صلبي را5کنيم. شکل ) اينجا ماتريس ممان اينرسي را معرفي مي

 متصل است.

 

 

 دهد. ماتريس اينرسي هر جسم، چگونگي توزيع جرم نسبت به آن دستگاه را نشان مي(: 5شکل )

 

نسبت به هر چهارچوب دلخواهي تعريف کرد، ولي معمولا اين کميت  ممان اينرسي را ماتريستوان  مياگرچه  

اي مثال ماتريس ممان اينرسي نسبت به دستگاه گردد. بر تعريف ميچهارچوب متصل به همان عضو نسبت به 

 A ( متصل است، به صورت زير تعريف مي5که به جسم صلب نشان داده شده در شکل ) .گردد 

AX

AY

AZ

dv

PA

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(17) 
























zzyzxz

yzyyxy

xzxyxx

A

III

III

III

I 

 عبارتند از: آنهاي  که درايه

   
v

yy dvzxI 22   
v

xx dvzyI 22 

(18) 
v

xy dvxyI    
v

zz dvyxI 22 

 
v

yz dvyzI  
v

xz dvxzI  

PAهاي بردار  درايه zو  x ،yجرم واحد حجم و  حجم المان ديفرانسيلي،  dvکه در آن 


هستند.  

هاي ماتريس اينرسي به مکان و جهتگيري چهارچوبي که جسم نسبت به آن تعريف شده است، بستگي  درايه

ها صفر  اي به جسم متصل کنيم که بجز عناصر واقع بر روي قطر اصلي، بقيه درايه گونه دارد. اگر اين دستگاه را به

 گردند، آنگاه دستگاه مختصات در امتداد محورهاي اصلي جسم قرار گرفته است.

 

 مثال 

( نسبت به دستگاه 6سي را براي مکعب مستطيل شکل )ماتريس اينر A .محاسبه نماييد 

 

 
 مکعب مستطيل با چگالي يکنواخت(: 6شکل )

Cx

Cy

Cz

l

w

h
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 گردد. به طريق زير محاسبه مي xxI(، 18با توجه به معادله )

(a)    22

0 0 0

22

3
hl

m
dxdydzzyI

h l w

xx      

 آيند. چنين بدست مي zzIو  yyIجرم کل جسم است. به طريق مشابه  mکه در آن 

(b)  22

3
hw

m
I yy  

(c)  22

3
wl

m
I xx  

 کنيم. را محاسبه مي yyIاکنون 

(d)    wl
m

dxdydzxyI
h l w

xy
40 0 0     

 آيند. چنين بدست مي yzIو  xzIبه طريق مشابه 

(e)  hw
m

I xz
4

 

(f)  hl
m

I yz
4

 

 گردد. لذا ماتريس اينرسي به طريق زير ارائه مي

(g) 

 

 

 






























22

22

22

344

434

443

wl
m

hl
m

hw
m

hl
m

hw
m

wl
m

hw
m

wl
m

hl
m

IA 

 

 معادله نيوتن 

Gv(، جسم صلبي که مرکز جرم آن داراي شتاب 7در شکل )
  ،است، نشان داده شده است. در چنين حالتي

 گردد. صورت زير ارائه مي نيروي مورد نياز براي ايجاد اين شتاب با استفاده از قانون دوم نيوتن به
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Fنيروي (: 7شکل )


Gvوارد شده به مرکز جرم يک جسم، به آن شتاب  


 دهد. مي 

 

(19) 
GvmF 


 

 جرم کل جسم است. mکه در آن 

 

 معادله اويلر 

 را در نظر بگيريد. (8داده شده در شکل ) جسم صلب نشان

 

 
T گشتاور(: 8شکل )


اي  سرعت زاويهجسم، به آن يک  وارد شده به 


 اي زاويه شتابو  


 دهد. مي 






T


G

F


Gv


G
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اي به صورت  دانيم، بردار اندازه حرکت زاويه همانگونه که از ديناميک مي


IH  شود. بر طبق  تعريف مي

اي  معادله اويلر، گشتاور مورد نياز براي آنکه جسم داراي سرعت زاويه


اي  و شتاب زاويه 
  باشد، به صورت

 گردد. محاسبه مي زير

(20) 
dt

Hd
T



 

Hبردار تغييرات 


تغييرات جهت اين بردار. لذا  -2تغييرات اندازه اين بردار و  -1شود.  از دو منبع ناشي مي 

 گردد. ( به صورت زير ساده مي20معادله )

(21) 



GG IIT  

اي چسبيده  گونه در اينجا بايستي به اين نکته اشاره گردد که دستگاه مختصات به مرکز جرم جسم مورد نظر به 

لذا  ؛وجود نداردمختصات است که هيچگونه حرکت نسبي بين جسم و دستگاه  0GI
 .است 

 

  از رابطي به رابط ديگر شتابچگونگي اشاعه 

کند تا شتاب خطي و  اويلر ايجاب مي-استفاده از معادلات نيوتنهمانگونه که در بخش قبل مشاهده گرديد، 

داشته باشيم. در فصل قبل، روابط مربوط به اشاعه سرعت از  در اختيار اي مرکز جرم هر لينک را شتاب زاويه

 د.گرد در اينجا ارائه مي مجدداً ((9)شکل ) يدورانروابط براي مفاصل دست آورديم. اين  رابطي به رابط ديگر را به

(22) 
1

1

1

1

1

1











  i

i

ii

i

i

i

i

i zR


 

(23)  1

1

1

1







  i

i

i

i

i

i

i

i

i

i PvRv


 

1iاي لينک  ام و شتاب زاويه1i(، به ترتيب شتاب خطي مفصل 23( و )22با مشتقگيري مستقيم از روابط )

( نيز استفاده نمود. 16( و )12)توان از نتايج معادلات  . ولي به جاي مشتقگيري مستقيم ميد شدام تعيين خواه

 زير را در پي دارد. ايجاستفاده از اين معادلات نت
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 زماني که هر دو مفصل دوراني هستند 1iو  iهاي  بردارهاي شتاب رابط(: 9شکل )

 

(24) 
1

1

1

1

1

1

1

1

1

1



















  i

i

ii

i

i

i

i

i

ii

i

i

i

i

i zRzR
  

(25)   11

1

1

1







  i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i PPvRv



  

 به صورت زير ارائه گرديد.  ((10)شکل ) از طرفي روابط اشاعه سرعت از رابطي به رابط ديگر براي مفاصل کشويي

(26) 
i

i

i

i

i

i R 
 1

1

1 



  

(27)   1

1

11

1

1

1











  i

i

ii

i

i

i

i

i

i

i

i

i zdPvRv



 

( و 26مشتقگيري مستقيم از روابط )( و بدون نياز به 16( و )11در روابط )مجدداً با استفاده از نتايج بدست آمده 

 گردد. (، روابط مربوط به اشاعه شتاب از رابطي به رابط ديگر براي يک مفصل کشويي به طريق زير ارائه مي27)

(28) 
i

i

i

i

i

i R   1

1

1 



  

(29)    1

1

11

1
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1
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1

1

1 2 

















  i

i

ii

i
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i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i zdzdPPvRv



  

 

1

1





i

i 


1

1





i

i v


1ix

1iy

1iz

ix

iy

iz

i

iv


i

i


1i

iP


iO

1iO

G

iG

iP

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 کشويي است 1iدوراني و مفصل  iزماني که مفصل  1iو  iهاي  بردارهاي شتاب رابط(: 10شکل )

 

استفاده از قانون دوم نيوتن به شتاب مطلق مرکز جرم هر گردد، در  مشاهده مي( 19همانگونه که در معادله )

 اين عبارت به صورت زير ارائه مي گردد.( 12با استفاده از معادله ). لينک نياز داريم

(30)  
iii G

i

i

i

G

i

i

i

i

i

i

i

G

i PPvv



   

که در آن 
iG

iP


در اينجا گردد.  ام رسم ميiام به مرکز جرم لينک iبرداريست که از مبدأ مختصات چهارچوب  

( به هيچ وجه به نوع مفصل )دوراني يا کشويي( بستگي ندارد و 30بايستي به اين نکته اشاره گردد که معادله )

 تواند به کار گرفته شود. مفصل ميبراي هر دو حالت 

 

 نيرو و گشتاور وارد بر يک رابط 

نيرو و گشتاور وارد بر هر  توان مي هر رابط اي شتاب خطي و زاويه مربوط بهاکنون با در اختيار داشتن روابط 

 گردند. اين معادلات مجدداً در اينجا ارائه مي اويلر محاسبه نمود.-نيوتن با استفاده از معادلات لينک را

ix

iy

iz

1ix

1iz

1iy

1i

iP


i

iv


i

i

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



i

i 

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



i
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
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(31) 
iG

i

ii

i vmF 

 

(32) 
i

i

Gi

i

i

i

Gi

i

ii
IIT 




 

که در آن 
iGI  ممان اينرسي حول مرکز جرم رابطi ام و

iG

iv
 باشد. مرکز جرم اين لينک مي شتاب مطلق 

 

 محاسبات بازگشتي براي يافتن نيروها و گشتاورها 

ايجاد هر رابط را محاسبه کرديم، بايد گشتاورهاي مفصلي را که باعث  اينرسيپس از آنکه نيروها و گشتاورهاي 

و  ت تعادل نيروتوان با نوشتن معادلا نيز بدست آوريم. اين کار را مياند،  اين نيروها و گشتاورهاي اينرسي شده

ده است به رابط نشان داده ش (11گشتاور با توجه به نمودار جسم آزاد هر رابط انجام داد. همانگونه که در شکل )

iي نيرو ام دوif


1و   if


iMدو گشتاور و  


1و   iM


 ، همراه با يک نيرو1iو  1iهاي مجاور  از رابط 

iFاينرسي 


iT اينرسي و گشتاور 


 شود.  وارد مي 

 

 

 تعادل نيروها و گشتاورها براي يک رابط از بازوي مکانيکي ماهر(: 11شکل )

 

if


iM


1if


1iM


ix

iy

iz
1ix

1iy

1iz

iF


iT


iO

1iO

iG

iP


1i

iP


iG

i

i

i PP


1

G
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 رسيم. ، به رابطه تعادل نيرويي زير ميامiرابط  برايبا نوشتن قانون دوم نيوتن 

(33) 
1

1

1 



 i

i

i

i

i

i

i

i fRfF

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 گردد. نتيجه زير حاصل مي
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صورت بازگشتي پسرو )از لينک با شماره بالاتر به لينک به  ( به35( و )33هاي ) سرانجام با مرتب کردن معادله

 تر( داريم: شماره پايين
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zمانند حالت استاتيکي، در اينجا نيز گشتاورهاي مفصلي مورد نياز، با انتخاب مؤلفه 
  گشتاورM


، بدست 

 آيند. مي

(38) 
i

iT

i

i

i zM

 

 کنيم. کشويي باشد از رابطه زير استفاده مي iاگر مفصل 
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 شوند. هاي تعادل نيرو و گشتاور منظور مي در معادله 

 

 اويلر-الگوريتم ديناميکي بازگشتي نيوتن 
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گردد که به صورت خودکار و  اکنون با استفاده از نتايج بدست آمده در قسمتهاي قبل الگوريتمي ارائه مي

که توسط مفاصل دوراني بهم مرتبط  بازوي صلب را nسيستماتيک معادلات حرکت يک منپولاتور متشکل از 

و شتابهاي هر تشکيل شده است. در قسمت اول، سرعتها کند. اين الگوريتم از دو قسمت  استخراج مياند،  شده

اويلر براي هر رابط -هاي نيوتن محاسبه، و معادله nتا رابط  1رابط با استفاده از روابط بازگشتي پيشرو، از رابط 

تا  nشوند. سپس در قسمت دوم، نيروها و گشتاورهاي کارانداز مفصل، به طور بازگشتي پسرو از رابط  نوشته مي

 شوند. ، محاسبه مي1رابط 
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 رو روابط بازگشتي پس 
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 اويلر-در نظر گرفتن اثر ناشي از گرانش زمين در الگوريتم ديناميکي نيوتن 

Gvتوان به سادگي با قرار دادن  تأثير بارگذاري گرانش بر رابطها را مي


 0

Gدر نظر گرفت، که در آن  0


بردار  

شتاب کند. اين  به سوي بالا حرکت مي G1توان فرض کرد که پايه ربات با شتاب  گرانش است. در اين صورت مي

وي بالا، اثري دقيقاً همانند اثر گرانش بر رابطها دارد. بدين ترتيب بدون هيچگونه محاسبات اضافي، فرضي به س

 فت.توان اثر گرانش را در نظر گر مي

 

 مثال 

 شکل اي دو درجه آزادي  اويلر معادلات ديناميکي بسته را براي ربات صفحه-با استفاده از روابط بازگشتي نيوتن

 بدست آوريد.

 

 

 ربات دو درجه آزادي با جرم بر واحد طول يکنواخت(: 12شکل )
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 .گردد ( به شکل ارائه مي18با استفاده از معادله )ابتدا تانسور اينرسي حول مرکز جرم هر يک از رابطها 
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از آنجايي باشند.  مي 2و  1به ترتيب طول رابطهاي  2lو  1lو  2و  1به ترتيب جرم رابطهاي  2mو  1mکه در آن 

 شود لذا داريم: که به مجري نهايي هيچگونه نيرو و گشتاوري وارد نمي
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 کند، لذا داريم: از طرفي پايه ربات دوران نمي
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ست. ابتدا با استفاده از ا براي استفاده از الگوريتمهاي بازگشتي ارائه شده در اين فصل مهيا شرايطاکنون همه 
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 داريم: 1iبه ازاء 
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شود از الگوريتم بازگشتي پسرو استفاده  اکنون براي محاسبه نيروها و گشتاورهايي که بين رابطها اعمال مي

 داريم: 2iکنيم. به ازاء  مي
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 داريم: 1iو نهايتاً به ازاء 
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zهاي  با بيرون آوردن مؤلفه
  ازi

i M


 آيند. دست مي ، گشتاورهاي مفصلي به

(a1) 
     
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(b1)     2/2/2/3/ 21222
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12122121221
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222   gClmSllmCllmlm  

اي و  اي، سرعت زاويه ( گشتاور مورد نياز در موتورها را به صورت تابعي از موقعيت زاويهb1( و )a1هاي ) معادله

گردد براي يک ربات دو درجه آزادي  دهد. همانگونه که مشاهده مي اي مفاصل ربات نشان مي شتاب زاويه

شوند.  ا، معادلات به طرز وحشتناکي پيچيده ميمعادلات تا اين اندازه پيچيده هستند. با اضافه شدن تعداد لينکه

 توان معادلات حرکت را استخراج نمود. اي که تنها با استفاده از روشهاي خودکار و سيتماتيک مي گونه به

 

 هاي ديناميکي بازوي مکانيک ماهر ساختار معادله 

 باشد. صورت زير قابل ارائه مي هاي بازوي مکانيکي ماهر به ساختار معادله

(40)      


GVI , 

که در آن  


I  ماتريس اينرسيnn ، 


,V  1بردارn هاي گريز از مرکز و  دهنده جمله نشان

کوريوليس، و  


G  1بردارn هاي مربوط به گرانش است. شامل جمله 

 

 مثال 

 ( مرتب نماييد.40براي بازوي مکانيکي مثال قبل، معادلات حرکت را به فرم معادله )

 گردند. مجدداً در اينجا رائه مي (b1)و  (a1)معادلات 
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ماتريس اينرسي گردد،  ( مشاهده مي40همانگونه که در معادله ) 


I شود که  هايي تشکيل مي از همه جمله

مضرب 
 :اند. لذا داريم 

(c)  
































323

2333
2

222212

2

22

2212

2

222

12
1

2212

2

22

lmCllmlm

Cllmlm
lm

m
Cllm

lm

I





 

ماتريس جرم بازوي مکانيکي ماهر، همواره متقارن و مثبت معين است. بنابراين همواره لازم به ذکر است 

جمله سرعت،  پذير است. معکوس 


,V  است که به سرعت مفصلها بستگي دارند. پس  عبارتهاييشامل کليه

 داريم:

(d)   
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2/2اي مانند  شود جمله نتيجه مي  (d)با دقت در معادله 

2

2212  Sllm   از مرکز ايجاد بر اثر نيروي گريز

221212توان دوم سرعت در آن ظاهر شده است. ولي جمله اي مانند  شود؛ زيرا مي  Sllm   بر اثر نيروي

ت ناشي از گرانش، جملا آيد؛ زيرا حاصلضرب دو سرعت مفصلي در آن ظاهر شده است. کوريوليس پديد مي

 


Gگيرد که در آنها  هايي را در بر مي ، کليه جملهgد. پس داريم:نشو ، ظاهر مي 

(e)      
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گردد، عبارت  مشاهده مي  (eهمانگونه که در معادله ) 


G  تنها به


بستگي دارد، و هيچگونه مشتقي در آن  

 شود. ظاهر نمي

 

 هاي ديناميکي بازوهاي مکانيکي روش لاگرانژ در بدست آوردن معادله 

بر تحليل نيروها و گشتاورهاي بين رابطها استوار اويلر -ملاحظه گرديد، رهيافت نيوتن بخش قبل همانگونه که در

بر خلاف روش  گردد. استفاده مي حرکت فرمولاسيون ديناميکي لاگرانژ براي استخراج معادلاتاست. در اينجا از 
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اويلر که مبتني بر رسم نمودار جسم آزاد هر يک از عضوهاي تشکيل دهنده مکانيزم است، در روش -نيوتن

انرژي بنا نهاده شده  اين روش که بر پايه در باشد. لاگرانژ نيازي به جدا کردن اجزاء تشکيل دهنده سيستم نمي

 گردد. جزئيات اين روش در ادامه ارائه مي شي و پتانسيل سيستم محاسبه گردد.، بايستي در ابتدا انرژي جنباست

 گردد: انرژي جنبشي مربوط به يک بازوي مکانيکي ماهر به صورت زير ارائه مي

(41) 
i
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T
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iT

G

i

ii iii
IvvmK 




2

1

2

1 

به حرکت انتقالي بازو و جمله دوم انرژي جنبشي مربوط به حرکت  که در آن جمله اول انرژي جنبشي مربوط

تک لينکها حاصل  دهد. انرژي جنبشي کل سيستم از حاصلجمع انرژي جنبشي تک دوراني سيستم را نشان مي

 گردد. مي

(42) 



n

i

iKK
1

 

 رابطه زير برقرار است.بين انرژي جنبشي سيستم و ماتريس اينرسي سيستم توان نشان داد که  مي

(43)    


IK T

2

1
, 

 توان چنين نوشت. را مي iPام، iانرژي پتانسيل رابط 

(44) 
iG

T

ii PgmP
 00  

Tgکه در آن بردار 
0  13بردار  ناشي از گرانش زمين و

iCP


ام را iبرداري است که موقعيت مرکز جرم لينک  0

در اينجا نيز، انرژي پتانسيل کل سيستم از حاصل جمع  دهد. نسبت به دستگاه مرجع متصل به زمين نشان مي

 گردد. صورت زير ارائه مي تک لينکها به تکانرژي پتانسيل 

(45) 



n

i

iPP
1

 

پس از محاسبه توابع مربوط به انرژي جنبشي و پتانسيل سيستم، معادلات حرکت با استفاده از فرمولاسيون 

 گردد. لاگرانژ به طريق زير حاصل مي
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(46) 

ni
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dt
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d
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 کنيم. در ادامه با حل دو مثال، روش فوق را مرور مي

 

 مثال 

 بدست آوريد. اي دو درجه آزادي مثال قبل ت صفحهرا براي ربا حرکتمعادلات  لاگرانژ فرمولاسيون با استفاده از

 گردد. ( مجدداً در اينجا ارائه مي12شکل شماره )

 

 

 احد طول يکنواختربات دو درجه آزادي با جرم بر و(: 13شکل )
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کنيم. براي اين منظور به  در ابتدا انرژي جنبشي سيستم را جهت استفاده در فرمولاسيون لاگرانژ محاسبه مي

 گردد. اين عبارات به راحتي به کمک روابط زير حاصل مي سرعت مطلق مرکز جرم عضوهاي يک و دو نياز داريم.
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 گردد. همچنين ماتريس اينرسي هر لينک نسبت به دستگاه مختصات متصل به آن رابط به شکل زير ارائه مي
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 .کردسيستم را محاسبه کل توان انرژي جنبشي  ( مي41اکنون با استفاده از معادله )
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 ( استفاده نمود.44براي محاسبه انرژي پتانسيل سيستم بايستي از رابطه )

(f)   2/2/ 21211211121   SlSlgmSglmPPP 

 1i( به ازاء 46گردد. در رابطه ) طريق زير استخراج مي رکت به(، معادلات ح46اکنون با استفاده از رابطه )

 داريم:
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 گردد. نتيجه زير حاصل مي 2iدر حاليکه به ازاء 
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گردد که معادلات حرکت مستقل از روش  با مقايسه نتايج بدست آمده در دو مثال اخير اين نتيجه حاصل مي

 گردد. اويلر و يا لاگرانژ(، به يک نتيجه منجر مي-بکار گرفته شده )نيوتن

 

 مثال 

نشان داده شده است. با استفاده از اني و کشويي ريک ربات دو درجه آزادي با مفاصل دو (14)در شکل 

 فرمولاسيون لاگرانژ معادلات حرکت اين سيستم رباتيکي را استخراج نماييد.
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 ربات دو درجه آزادي با جرم بر واحد طول يکنواخت(: 14شکل )

 

 کنيم ماتريس ممان اينرسي حول مرکز جرم براي بازوهاي اين ربات به شکل زير باشد: فرض مي
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 ( داريم:1توان انرژي جنبشي مربوط به هر يک از لينکها را محاسبه نمود. براي لينک شماره ) بنابراين مي

(c) 2/2/ 2

1

2

1

2

111 1
 

zzIlmK  

 ( عبارت است از:2و انرژي جنبشي رابط شماره )
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 گردد. مي به صورت زير ارائه (d)و  (c)لذا انرژي جنبشي کل سيستم از حاصلجمع روابط 
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(e)   2/2/ 2
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 ( داريم:1رسد. براي لينک شماره ) اکنون نوبت به محاسبه انرژي پتانسيل هر يک از لينکها مي

(f) 1111 singlmP  

 دوم عبارت است از:در حالي که انرژي پتانسيل براي رابط 

(g) 1222 singdmP  

 گردد: تک لينکها به طريق زير حاصل مي انرژي پتانسيل کل سيستم از حاصلجمع انرژي پتانسيل تک

(h)     12211 sindmlmgP  

 گردد. (( به طريق زير محاسبه مي46اکنون مشتقات جزئي ظاهر شده در فرمولاسيون لاگرانژ )معادله )
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 گردد. (، معادلات حرکت به طريق زير ارائه مي46در نهايت، با جايگزين کردن اين عبارات در معادله )
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 (( داريم:40(( به فرم ماتريسي )رابطه )l)رابطه )با بازنويسي معادلات حرکت 
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 توليد مسير 

در اينجا منظور از مسير، مکان، سرعت و شتاب مربوط به هر درجه آزادي در زماني معين است. همانگونه که در 

شکل زير مشاهده مي شود، مسئله تعيين مسير، حرکت دادن بازوي مکانيکي ماهر از مکان اوليه به مکان نهايي 

مکان اوليه آن، مورد نظر است. به عبارت ديگر، مي خواهيم چهارچوب ابزار را از  initialT  به محل نهايي مورد

نظر،  finalT  حرکت دهيم. بديهي است که اين حرکت، در حالت کلي هم تغيير مکان و هم تغيير جهتگيري

 گيرد. ابزار را نسبت به دستگاه پايه در بر مي

سير خود، از مکانها و جهتگيريهاي بينابيني نيز بگذرد. از البته گاهي لازم است که چهارچوب ابزار، در پيمودن م

شود و با  طرفي حرکت بازوي مکانيکي بايد هموار باشد. حرکتهاي خشک و ناگهاني، باعث ساييدگي مکانيزم مي

آورد. در ادامه نحوه ايجاد تعدادي از اين توابع مورد  ايجاد حالت تشديد، در آن ارتعاشات زيان آور پديد مي

 گيرد. سي قرار ميبرر

 

 روشهاي فضاي مفصلي 

هر نقطه از مسير، معمولاً بر حسب مکان و جهتگيري مطلوب براي مجري نهايي نسبت به دستگاه پايه مشخص 

اي از زواياي مفصلي  به مجموعهشود. سپس با استفاده از سينماتيک معکوس هر يک از اين نقاط بينابيني،  مي

مفصل بايد تابعي هموار پيدا کرد که از نقاط  nشوند. در مرحله بعد براي هر يک از اين  مورد نظر تبديل مي

بينابيني گذشته و به نقطه هدف ختم شود. بدين ترتيب، روشهاي فضاي مفصلي، مکان و جهتگيري مورد نظر را 

 آورند. ني فراهم ميدر نقاط ميا

 

 اي درجه سوم چند جمله 
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خواهيم مجري نهايي را از مکان اوليه آن در مدت زماني مشخص به مکان نهايي ببريم. با حل  فرض کنيد که مي

توان زواياي مفصلي متناظر با مکان و جهتگيري هدف را محاسبه نمود. در  هاي سينماتيک وارون، مي معادله

و در  برابر با مکان اوليه مفصل، 0tاينجا هدف يافتن تابعي براي هر مفصل است که مقدار آن در 
ft  برابر با

توان از تابعهاي هموار گوناگون  گردد، مي مکان نهايي مفصل باشد. همانگونه که در شکل زير مشاهده مي t 

 براي اين منظور استفاده نمود. 

براي ايجاد حرکتي هموار، حداقل چهار قيد براي  t  وجود دارد. دو قيد مربوط به مقدار اوليه و نهايي تابع

 باشد. يعني: مي

(1)   00   

(2)   fft   

 يعني: باشد. ميدو قيد ديگر مربوط به صفر بودن سرعت اوليه و سرعت نهايي مفصل 

(3)   00   

(4)   0ft  

 اي حداقل از درجه سوم، ارضا نمود. اين تابع عبارت است از: توان توسط يک تابع چند جمله اين چهار قيد را مي

(5)   3

3

2

210 tatataat  

( به طريق زير 5ربات با مشتقگيري از معادله )اي مفصل  اي و شتاب زاويه بديهي است که تابع سرعت زاويه

 گردد: حاصل مي

(6)   2

321 32 tataat  

(7)   taat 32 62  

، چهار معادله با چهار مجهول به شکل (6و ) (5) ت( در معادلا4) تا( 1با اعمال چهار قيد ارائه شده در روابط )

 گردد. زير حاصل مي
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(8) 

00 a  

3

3

2

210 ffff tatataa   

10 a  

2

321 320 ff tataa   

 به شکل زير حاصل مي گردد. iaبا حل اين دستگاه معادلات، ضرائب 

(9) 

00 a  

01 a  

 022

3
  f

ft
a  

 023

2
 


 f

ft
a  

 

 مثال 

 3خواهيم مفصل آن را در مدت  درجه ساکن است. مي 15و مفصل لولايي در وضعيت رباتي با يک رابط 

اي درجه سومي را بدست  درجه حرکت دهيم. ضريبهاي چند جمله 75ثانيه، در مسيري هموار به وضعيت 

هاي مکان، سرعت و  آوريد که اين کار را انجام دهد و بازو را در نقطه هدف به حالت سکون در آورد. منحني

 شتاب را به صورت تابعي از زمان رسم کنيد.

 توان ضرايب را چنين محاسبه نمود: (، مي9با استفاده از معادله )

(a) 

150 a 

01 a 

202 a 

44.43 a 
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اي در طول اين حرکت  اي و شتاب زاويه اي، سرعت زاويه (، موقعيت زاويه7( و )6(، )5لذا با استفاده از روابط )

 عبارت اند از:

(b)   32 44.42015 ttt  

(c)   2

333.1340 tatt  

(d)   tt 66.2640 

داده( نمونه  40)در هر ثانيه  Hz40هاي مکان، سرعت و شتاب اين حرکت را که با بسامد  شکلهاي زير منحني

 دهد. برداري شده است، نشان مي

 

 

 اي بازو موقعيت زاويه(: 1شکل )

 

 بازواي  سرعت زاويه(: 2شکل )
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 اي بازو شتاب زاويه(: 3شکل )

 

  مسيري با سرعت غير صفر در ابتدا و انتهاي مسيرتوليد چند جمله اي درجه سوم براي 

 گردد:اگر سرعت در ابتدا و انتهاي مسير غير صفر باشد آنگاه شرايط اوليه و نهايي به صورت زير ارائه مي

(10) 

  00   

  00    

  fft   

  fft    

با اعمال اين شرايط اوليه و نهايي در معادله درجه سوم   3

3

2

210 tatataat  :داريم 

(11) 

00 a 

3

3

2

210 ffff tatataa  

10 a 

2

321 32 fff tataa  

 ( به طريق زير حاصل مي گردد:11از حل معادلات ) 3aتا  0aضرايب مجهول 

(12) 
00 a 

01 a 
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-40
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0

20

40
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2
)
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  f

ff

f

f ttt
a   123

0022  

   02033

12
   f

f

f

f tt
a 

قطعه درجه سوم( داريم، دستگاه معادلات را با تأکيد بر سرعت و  nاي درجه سوم ) چند جمله nهنگامي که 

 پردازيم. شتاب پيوسته در نقاط بينابيني حل مي کنيم. در قالب يک مثال به مسئله فوق مي

 

 مثال 

اند و در نقطه  به يکديگر متصل شده "منحني دو تکه"اي درجه سوم را که در يک  ضريبهاي دو چند جمله

0بينابيني شتاب پيوسته دارند، به دست آوريد. زاويه اوليه 

0 30  که بايد در زمانst f 21   نقطه بينابيني به

060v  برسد؛ سپس از اين نقطه در مدت زمانst f 22  080نقطه هدف  بهg  برسد. سرعت را در ابتدا

 و انتهاي مسير صفر فرض کنيد.

 :اي درجه سوم چنين است نخستين چند جمله

(a)   3

13

2

121110 tatataat  

 عبارت است از: اي و دومين چند جمله

(b)   3

23

2

222120 tatataat  

 زير است: اي( اي و شتاب زاويه )موقعيت زاويه شرايط اوليهاي درجه سوم داراي  نخستين چند جمله

(c)   1000

3

13

2

121110
0

a
t

tatataat 


  

(d)   11

2

131211 00
0

32 a
t

tataat 


 

 در انتهاي مسير عبارت است از:اي  براي نخستين چند جملهاي  زاويه موقعيت، سرعت و شتاباز طرفي 
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(e)   3

113

2

11211110

1

3

13

2

121110 fffvv

f

tatataa
tt

tatataat 


  

(f)   2

11311211

1

2

131211 3232 ffvv

f

tataa
tt

tataat 


   

(g)   11312

1

1312 6262 fvv

f

taa
tt

taat 


   

 عبارتند از: اي( )موقعيت، سرعت و شتاب زاويهدر ابتداي مسير  اي شرايط اوليه براي دومين چند جمله

(h)   20

3

23

2

222120
0

a
t

tatataat vv 


  

(i)   21

2

232221
0

32 a
t

tataat vv 


   

(j)   222322 2
0

62 a
t

taat vv 


   

 :از مسير عبارت استاي در انتهاي  و شرايط انتهايي براي اين چند جمله

(k)   3

223

2

22222120

2

3

23

2

222120 fffgg

f

tatataa
tt

tatataat 


  

(l)   2

22322221

2

2

232221 320032 ff

f

tataa
tt

tataat 


 

، (i)و  (f)لذا با مساوي قرار دادن معادلات از آنجايي که سرعت و شتاب در نقطه بينابيني داراي پيوستگي است، 

 داريم: (j)و  (g)همچنين معادلات 

(m) 21

2

11311211 32 atataa ff  

(n) 2211312 262 ataa f  

تشکيل يک دستگاه هشت معادله، هشت مجهول  (l)، (k)، (h)، (e)، (d)، (c)و معادلات  (n)و  (m)ترکيب روابط 

 دهد: به شکل زير مي
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(o) 


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



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


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



0

0

0

0

32100000
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00103210

0

23

22

21

20

13

12

11

10

2

22

3

2

2

22

3

1

2

11

1

2

11

g

v

v

ff

fff

fff

f

ff

a

a

a

a

a

a

a

a

tt

ttt

ttt

t

tt









 

از حل اين دستگاه با فرض آنکه )
21 ff tt :باشد، داريم ) 

(p) 

011 a 010 a 

3

0

13
4

538

f

gv

t
a

 
 

2

0

12
4

9312

f

gv

t
a

 
 

f

g

t
a

4

33 0

21

 
 

va 20 

3

0

23
4

358

f

gv

t
a

 
 

2

0

22
4

6612

f

gv

t
a

 
 

( a)و جايگذاري اين ضرايب در معادلات  23aو  10a ،11a ،12a ،13a ،20a ،21a ،22aاکنون با در اختيار داشتن 

 نمود. را ترسيماي  اي و شتاب زاويه اي، سرعت زاويه مي توان موقعيت زاويه (b)و 

 

 

 اي بازو موقعيت زاويه(: 4شکل )
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 اي بازو سرعت زاويه(: 5شکل )

 

 اي بازو شتاب زاويه(: 6شکل )

 

 ايهاي درجه بالاتر چند جمله 

اي درجه پنجم  اي در ابتدا و انتهاي مسير مشخص باشد، به يک چند جمله اگر موقعيت، سرعت و شتاب زاويه

 نياز خواهيم داشت:

(13)   5

5

4

4

3

3

2

210 tatatatataat  

 شرايط در ابتداي مسير عبارت است از:

(14)   000

5

5

4

4

3

3

2

210
0

 

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  010

4

5

3

4

2

321
0

5432   


 a
t

tatatataat 

  020

3

5

2

432 2
0

201262   


 a
t

tatataat 

 و شرايط در انتهاي مسير عبارتند از:

  fffffff

f

tatatatataa
tt

tatatatataat  


 5

5

4

4

3

3

2

210

5

5

4

4

3

3

2

210 

  ffffff

f

tatatataa
tt

tatatataat   


 4

5

3

4

2

321

4

5

3

4

2

321 54325432 

(15)   fffff

f

tatataa
tt

tatataat   


 3

5

2

432

3

5

2

432 201262201262 

 به طريق زير حاصل مي گردد: 5aتا  0aشش معادله و شش مجهول فوق ضرايب با حل دستگاه 

(16) 

00 a 
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 تابع خطي با مرزهاي سهموي 

(. ولي اين درونيابي 7مي توان مکان فعلي مفصل را توسط يک خط راست به مکان نهايي آن وصل نمود )شکل 

 گردد که سرعت در ابتدا و انتهاي حرکت ناپيوسته شود.  موجب مي
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 درونيابي خطي(: 7شکل )

 

ابتدا و انتها سهموي، و در هر نقطه مسير براي ايجاد مسيري هموار با مکان و سرعت پيوسته، شکل مسير را در 

در نظر خواهيم گرفت. استفاده از شتاب ثابت در قسمت سهموي مسير، سرعت را به  )نقاط بينابيني(، خطي

 (. 8دهد )شکل  نرمي تغيير مي

 

 

 مرزي سهموي قطعه مسير خطي با نواحي(: 8شکل )
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اند  شود، تابع خطي و دو انتهاي سهموي آن طوري به يکديگر اتصال يافته همانگونه که در اين شکل مشاهده مي

 معادله مسير در قسمت سهموي عبارت است از: و سرعت در کل مسير پيوسته باشند.که مکان 

(17)   0

2

2

1
  ttt  

از آنجايي که سرعت در ابتداي مسير صفر فرض شتاب ثابت اعمال شده در ناحيه سهموي است.  که در آن 

 شود داريم: مي

(18)   0

2

2

1
  tt  

btt) در انتهاي ناحيه سهموي اي  (، موقعيت زاويهb  شود از: عبارت مي 

(19) 
0

2

2

1
  bb t 

 از طرفي به دليل پيوستگي سرعت در قسمت خطي و قسمت سهموي داريم:

(20) 
bh

bh
b

tt
t







 

 توان رابطه زير را ارائه نمود: تساوي فواصل زماني ميهمچنين با توجه به 

(21)     00 22   fbhb 

 ( داريم:21( در رابطه )19با جايگذاري رابطه )

(22)   0

2 2   fbhbt
 

 ( داريم:22( در معادله )20از طرفي با جايگذاري رابطه )

(23)   0

22 2   fbhbb tttt  

htt( و توجه به اين نکته که 23با ساده کردن معادله ) 2 :داريم 

(24)   00

2   fbb ttt  



 

Department of Mechanical Engineering, Shahid Bahonar University of Kerman (A. M. Shafei) 

را با  bt، مي توان بايستي انتخاب گردند. با انتخاب  btو  کمياتي معلوم و  tو  f ،0(، 24در معادله )

 به طريق زير به دست آورد:حل معادله درجه دوم 

(25)  








2

4

2

0

22 


f

b

tt
t 

بايد کوچکتر از  btزيرا  ؛بديهي است که مقدار مثبت غير قابل قبول است
2

t باشد (
2

t
tb ) همچنين شتاب .

 اي انتخاب گردد که زير راديکال منفي نگردد. يعني: بايستي به گونه 

(26)  
2

04

t

f 



 

شود و  اي انتخاب گردد که عبارت زير راديکال صفر شود، آنگاه طول قسمت خطي صفر مي به گونه اگر شتاب 

 گردد.  اند، تشکيل مي مسير از دو ناحيه سهموي که با شيب مساوي به يکديگر متصل شده

 

 مثال 

 3خواهيم مفصل آن را در مدت  درجه ساکن است. مي 15رباتي با يک رابط و مفصل لولايي در وضعيت 

اي  تابع خطي با مرزهاي سهموي را به گونهدرجه حرکت دهيم.  75ثانيه، در مسيري هموار به وضعيت 

هاي مکان، سرعت  کار را انجام دهد و بازو را در نقطه هدف به حالت سکون در آورد. منحنيبدست آوريد که اين 

 و شتاب را به صورت تابعي از زمان رسم کنيد.

اگر شتاب 
2

deg
48

s
 ( زمان 25انتخاب گردد، آنگاه با استفاده از معادله )bt شود از: عبارت مي 

(a) 
      

 
5.0

482

1575484348

2

3
22




bt 

 شود از: ( معادله منحني سهموي قسمت اول عبارت مي18با استفاده از معادله )

(b) 5.00  t     1548
2

1 2  tt 
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stدر انتهاي ناحيه سهموي ) 5.0اي  (، موقعيت زاويهb شود از: عبارت مي 

(c)    21155.048
2

1 2
b 

 بديهي است فاصله زماني ناحيه خطي عبارت است از:

(d)   25.023 t 

 در طي اين مدت چرخش بازوي ربات عبارت است از:

(e)     48621575  

 شود از: بنابراين معادله ناحيه خطي عبارت مي

(f) 5.25.0  t    5.0
2

48
21  tt 

stدر انتهاي ناحيه خطي ) 5.2شود از: اي عبارت مي (، موقعيت زاويه 

(g)   695.05.22421  

 (، سرعت در انتهاي مسير خطي عبارت است از:fهمچنين با مشتقگيري از معادله )

(h) 24 

 :شود از ميدله ناحيه سهموي قسمت دوم عبارت لذا معا

(i) 35.2  t        695.2245.248
2

1 2
 ttt 

 ( و همچنين مشتقات اول و دوم آنها داريم:i( و )b( ،)fبا رسم معادلات )
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 اي بازو موقعيت زاويه(: 9شکل )

 

 اي بازو سرعت زاويه(: 10شکل )

 

 اي بازو شتاب زاويه(: 11شکل )
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