
شریف صنعتی دانشگاه
عام-1 نسبیت و گرانش
1-24148 درس شماره

1 عام نسبیت و گرانش
منصوري رضا

1392 بهمن



1 عام نسبیت

1.ثابت�ها
c = 2/997930× 1010 cm

s

G = 6/668× 10−8g−1cm3s−2

K =
8πG
c2

= 1/865× 10−27g−1cm

2G
c2

= 1/484× 10−28g−1cm

داده�ها .2
جرم 2.1

(سانتی�متر) 2mG
c2 m(گرم)

2/48× 10−12 1/67× 10−24 پروتون
0/9 6× 1027 زمین

3× 105 2× 1033 خورشید
1011 1039 (106M⊙) ستاره�اي کروي انبوهه
1015 1043 (1010M⊙) کهکشان
1019 1047 (1014M⊙) کهکشانی خوشه�هاي
1027 1054 (1021M⊙) عالم

طول 2.2
نوري ثانیه سانتی�متر

- 9/5× 1017 نوري سال
- 3/1× 1018 پارسک

2× 10−2 6/4× 108 زمین شعاع
2 7× 1010 خورشید شعاع

1013 1023 کهکشان
1016 1026 کهکشانی خوشه�
1018 1028 عالم
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1 عام نسبیت

مطالب فهرست

4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عام نسبیت و گرانش :1 فصل
5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اخیر دهه چند تحولات و تاریخچه 1.1
6 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گرانش بودن جهانی هم�کنش؛ بر ضعیف�ترین گرانش: 2.1
6 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . می�شود؟ وارد کجا عامی نسبیت اثرهاي 3.1
7 . . . . . . . . . . . . . . . . عام نسبیت فرمول�بندي در آن تأثیر و میدان و نیرو مفهوم تفاوت 4.1
9 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خاص نسبیت و شتاب 5.1
11 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گرانش یکمیدان در حرکت 6.1
13 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هم�ارزي اصل 7.1
14 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مراجع
15 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پرسش�ها
16 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرین�ها
17 . . . . . . . . . . . . . . . مینکوفسکی فضاي در تانسوري یکمیدان به�عنوان گرانش :2 فصل
18 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاریخچه 1.2
18 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فیرتز-پائولی لاگرانژي 2.2
20 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دزر روش 3.2
22 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مراجع
23 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پرسش�ها
24 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرین�ها
26 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دیفرانسیل هندسه�ي :3 فصل
27 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دیفرانسیل؟ هندسه چرا 1.3
27 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خمینه 2.3
29 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هم-بردار و بردار 3.3
31 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تانسوري جبر 4.3
33 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ادغام 1.4.3
33 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خارجی جبر 5.3
35 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خارجی مشتق 63
36 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ستاره عملگر 1.6.3
36 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لی مشتق 7.3
38 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هموردا مشتق و موازي انتقال 8.3
42 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ژئودزیک خم و خم 9.3
43 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کارتان هاي معادله انحنا: و پیچش 10.3
44 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انحنا تانسور 11.3
46 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متریک 12.3
49 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انیشتین و ریچی تانسور ریمان، تانسور تقارن�هاي 13.3
51 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وایل تانسور 14.3
52 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 از کمتر بعد با فضاهاي 15.3
52 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تقارن کیلینگو بردار 16.3
54 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مراجع
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1 عام نسبیت

55 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پرسش�ها
55 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرین�ها
60 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عام نسبیت میدان معادله�هاي :4 فصل
61 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درآمد 0.4
61 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عام نسبیت میدان معادله�ي شکل 1.4
62 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ژئودزیکی انحراف 2.4
63 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گرانش میدان آزادي درجه�هاي 3.4
63 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شناختی کیهان جمله�ي 4.4
64 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ریمان مختصات 5.4
65 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عام نسبیت لاگرانژي فرمول�بندي 6.4
65 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هیلبرت کنش شکل 7.4
66 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هیلبرت کنش در وردش 8.4
67 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تکانه انرژي ي محاسبه و ماده وردشلاگرانژي 9.4
69 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آن نبودن کراندار و هیلبرت کنش 10.4
69 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بالاتر مشتقات با لاگرانژي 11.4
71 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متریکشوارتس�شیلد و ماده کروي توزیع :5 فصل
72 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درآمد 0.5
72 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کروي تقارن 1.5
73 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کروي تقارن با متریک 2.5
75 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دیگر مختصات در متریکشوارتس�شیلد 3.5
75 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همسانگرد مختصات 1.3.5
75 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ادینگتون-فینکلشتاین مختصات 2.3.5
78 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گولستراند پینلِو- مختصات 3.3.5
78 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کیهان�شناختی جمله با متریکشوارتس�شیلد 4.5
80 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شوارتس�شیلد میدان در ذره حرکت براي مؤثر پتانسیل 5.5
84 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پرسش�ها
85 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرین�ها
88 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عام نسبیت آزمون�هاي :6 فصل
89 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حضیض انتقال . سیارات مدار 1.6
91 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نور انحراف 2.6
93 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . طیفی خطوط سرخ به انتقال 3.6
95 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پرسش�ها
96 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرین�ها
97 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رمبشگرانشی :7 فصل
98 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درآمد
98 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . صفر فشار و کروي تقارن با 1.7رمبش
100 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شوارتس�شیلد داخلی جواب 2.7
100 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شوارتس�شیلد خارج و داخل هندسه اتصال
100 . . . . . . . . . . . . . . . . ولکف اوپنهایمر- - تولمان معادله شوارتس�شیلد. داخلی جواب 3.7
103 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بستگی انرژي 4.7
104 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عادي ستاره�هاي ستاره�ها: تحول 5.7
104 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عادي ستاره�هاي در هیدروستاتیکی تعادل 1.5.7
105 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . واگن ستاره�هاي ستاره�ها: تحول 6.7
107 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سفید کوتوله�هاي 1.6.7
108 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نوترونی ستاره�هاي 7.7
109 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سیاهچاله�ها و 8.7رمبشگرانشی
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1 عام نسبیت

109 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9.7فیزیکسیاهچاله�ها
110 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ترمودینامیکسیاهچاله�ها 10.7
111 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پرسش�ها
112 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرین�ها
113 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شیلد شوارتس خمینه گسترش :8 فصل
114 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درآمد 0.8
114 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وارون زمان با فضازمان 1.8
114 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ریندلر فضاي 2.8
116 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شوارتس�شیلد هندسۀ 3.8
117 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کیلینگ افق و شوارتس�شید افق 4.8
118 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نورگونه ابرسطح�هاي ویژگی�هاي 1.4.8
118 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کروسکال مختصات شوراتس�شیلد: خمینۀ گسترش 5.8
121 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مینکوفکسی فضاي براي نمونه و تعریف پنروز: نمودار 6.8
125 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شوارتس�شیلد فضاي پنروز نمودار 7.8
125 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کروسکال فضاي براي پنروز نمودار
127 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پرسش�ها
128 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرین�ها
129 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متریککر :9 فصل
130 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . محوري تقارن با مانا متریک کلی شکل 1.9
130 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لخت کششچارچوب 2.9
131 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . روبینسون-کارتر قضیۀ 3.9
131 . . . . . . . . . . . . . . . . . . اولیه فرض�هاي بر مبتنی محاسبۀ روش از متریککر شکل 4.9
132 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نورگونه چارتایه�هاي
134 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متریککر اصلی شکل
135 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متریککر اصلی ویژگی�هاي 5.9
135 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . افق و تکینگی�ها 6.9
137 . . . . . . . . . . . . . ادینگتون-فینکشتاین مختصات و درون-رو و برون-رو ژئودزیک�هاي 7.9
139 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . a2 < m2 کر خمینۀ بیشینال گسترش 8.9
140 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . a2 > m2 بیشینال گسترش 9.9
140 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (Thirring − Lenseeffect)لنزه-تیرینگ اثر 10.9
141 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تیرینگ-لنزه اثر محاسبۀ
143 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کیهان�شناسی مدل�هاي :10 فصل
144 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شناختی کیهان اصل 1.10
144 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همگنی رصدي شواهد 2.10
145 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متریکفریدمان-روبرتسون-واکر 3.10
146 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متریکفریدمان-روبرتسون-واکر هندسی تعبیر 4.10
148 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فریدمان معادلات 5.10
151 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فریدمان معادله�ي جواب�هاي بحث 6.10
156 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فریدمان مدل�هاي خواصسینماتیکی 7.10
156 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فریدمان دینامیکمدل�هاي 8.10
157 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عالم خاصتحول مراحل خاصو جواب�هاي 9.10
159 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هابل شعاع 10.10
160 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . افق 11.10
163 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پرسش�ها
164 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرین�ها
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شریف صنعتی دانشگاه
عام-1 نسبیت و گرانش
1-24148 درس شماره

عام نسبیت و گرانش :1 فصل
منصوري رضا

0.2 ویراست
1392 مرداد



1 فصل :1 عام

اخیر دهه چند تحولات و تاریخچه 1.1
عام نسبیت شناختی معرفت اهمیت

کیهانی زمینه�ي تابش کشف از پس 40/60 ي دهه فیزیکاز دانشکده�هاي به ورود
40-70/60-90 دهه�ي از نسبیت تحولات

الکترودینامیک با شباهت نسبیت: کنونی وضعیت
عام: نسبیت شاخه�هاي و کاربردها

گرانشی؛ امواج رصدخانه�هاي و گرانشی -امواج
سیاه�چاله�ها؛ گاما-فوران�گرها، اخترها، تپ نسبیتی: فیزیک اختر -

گرانشی؛ همگرایی -
کیهانی؛ زمینه�ي تابش -

-کیهان�شناسی؛
روزمره؛ زندگی GPSو -

گرانشکوانتومی؛ -
کیهانی. سانسور و تکینگی�ها ریاضی: مبانی -

جمله از موجود، نظریه�هاي مغایرت آن انگیزه�ي نوین. علم معرفت�شناسی در خاص است پدیده�اي عام نسبیت ابداع
زیاد دقت با شمسی منظومه در نیز و زمینی ابعاد در نیوتون گرانش نظریه نبود. رصد و تجربه با نیوتونی، گرانش
ثانیه 2000 از قرن در قوسی ثانیه 40 حدود عطارد حضیض مورد در تنها می�کرد. پیش�بینی و توصیف را پدیده�ها
انیشتین بود. شده واگذاشته رصد دقت یا و منظومه در نامنظم حرکت�هاي به هم آن که داشت توضیح مشکل قوسی

داشت. دیگري انگیزه اما
صورت به را انیشتین خاص نسبیت مینکوفسکی قاجار، شاه مظفرالدین زمان در ،1907 / 1286 سال در اینکه از پس
اصل به توجه با انیشتین فیزیککرد، مفاهیم وارد را مینکوفسکی اصطلاح به فضازمان و کرد فرمول�بندي چهاربعدي
پیش ماه چند ،1284 سال در پوآنکاره که باشیم داشته یاد به کرد. گرانششروع کردن نسبیتی براي را کوششی ماخ
میدان یک از هم مدلی بود، کرده فرمول�بندي را نسبیت اصل دو که خود مقاله در انیشتین، خاص نسبیت مقاله از
هم�ارزي و ماخ اصل می�خواست که کرد شروع رهیافتی از انیشتین اما بود. داده ارایه خاصی نسبیت نرده�اي گرانش
می�شود باعث خاص نسبیت در شتاب بیان که می�دانست او بیاورد. نسبیت چارچوب در طریقی به را گرانش و شتاب
بود جهتلازم این از شود. تبدیل شبه-ریمانی، ناتخت، یکمتریکفضازمان به ظاهر در مینکوفسکی متریکتخت
اولین توانست تا کشید طول سال 5 کم دست که بود این فرابگیرد. را فضا این در تانسورها و ریمانی هندسه ابزار
دهد. ارایه را آن با متناظر دینامیکی معادلات و ریمانی فضاي متریکیک بیان در گرانش براي را خود فرمول�بندي
دهد. ارایه را خود عام نسبیت کنونی فرمول�بندي توانست که بود احمدشاه، زمان در ،1915/ 1294 سال در سرانجام
نسبیت. و ماخ اصل بر بود مبتنی و بود شناختی معرفت صرفا آن انگیزه که آمد به�دست پیچیده�اي نظریه به�این�ترتیب
براي عام نسبیت معادلات جواب که آن پساز سیاره�ها حضیضبقیه انتقال آن تبع به و حضیضعطارد، انتقال توضیح

شد. ممکن کرد پیدا شوارتس�شیلد را کروي تقارن با ماده توزیع
کنار از نور انحراف یعنی عام نسبیت مستقیم آزمون اولین 1918/1297 سال در اول جهانی جنگ انتهاي در گرچه
اینکه تصور کرد. ایجاد تحول بشري معرفت در که بود عام نسبیت معرفت�شناختی اهمیت این ولی ثبتشد، خورشید
نشد، پذیرفته به�راحتی که بود طبیعیون ساله چندهزار بینش از دور به آن�چنان ماده به وابسته دارد ویژگی�هایی فضا
در کمابیش عام نسبیت شد باعث آن پیچیده نسبت به ریاضیات دیگر طرف از نبود. پذیرفتی فلاسفه براي به�ویژه
به که آنگونه مثلاْ شود، نگاه فیزیکی نظریه�اي آن�عنوان به کمتر و شود تدریس فیزیک نه و ریاضی دانشکده�هاي
چنین شد، کشف اتمی فیزیک در موسیازر اثر که 1950/1330 دهه آخر تا روال این می�شد. نگاه کوانتوم مکانیک

بود.
از پس آمد. به�وجود آزمایشگاه در اتم�ها طیف در گرانشی سرخ به انتقال تحقیق امکان موسیازر اثر کشف از پس
تابش کشف یا اصلی شوك یافت. عام پذیرش فیزیکی نظریه�اي به�عنوان مرور به عام نسبیت نوع این از آزمون اولین
انبساط و عالم براي مدل�هایی عالم، پذیرشدینامیکبراي با که هنگامی افتاد. اتفاق 1965/1344 سال در کیهانی زمینه
آمریکا مقیم روسی فیزیکدان گاموف، است. کرده انبساط به یکمهبانگشروع از عالم شد معلوم و شد، ساخته آن
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این و بزرگشد کافی اندازه به عالم اینکه از پس اولیه عالم از فوتون�هایی باید که کرد محاسبه 1948/1327 سال در
آنها کنونی دماي که شدن سرد حال در گازي به�صورت و باشند داشته وجود هنوز باید شدند جدا ماده از فوتون�ها
هست شد معلوم می�گذاریم. فوتونی گاز این بر اکنون که نامی کیهانی، زمینه تابش باشد. کلوین 10◦ حدود باید
عام نسبیت آینده نیز و عالم مهبانگ مدل پذیرش بر تعیین�کننده�اي تأثیر کشف این است. کلوین 2/7◦ آن دماي و
به�سوي بنیادي ذرات و فیزیکاتمی از به�ویژه شاخه�ها، سایر از بسیاري فیزیکدانان که کشفبود این پساز گذاشت.
از ستاره�ها تحول و نسبیتی اخترفیزیک سیاهچاله�ها، به مربوط قوانین کشف آوردند. روي عام نسبیت و کیهان�شناسی
نقش مانند روزمره زندگی در نسبیتعام تأثیر کیهانی، زمینه تأثیر گرانشی، همگرایی فوران-گرها، و تپ�اخترها جمله

است. دوره این تحولات از همگی ،GPS در آن
رشته�اي دیگر رشته این یکم و بیست قرن دوم دهه در اکنون عام نسبیت کاربردي و نظري زمینه�هاي در پیشرفت با
است شده کاربردي آن�چنان گرانشی امواج مانند بخش�هایی الکترودینامیک. به شبیه است فیزیکشده از کلاسیک
بسیار تجربی زمینه�اي و پیچیده�تر بسیار نظري زمینه�اي با البته است، شده شبیه الکترومغناطیس در آنها زمینه به که
لازم تدریسکرد. پیش سال 50 مانند را عام نسبیت درس نمی�توان که است دلیل همین به عالی. فناوري با پرهزینه�تر
نیم�سال یک در نمی�توان را آن مبانی حتی پرداخت. آن کاربردهاي به هم اختصار به آن نظري مبانی از جدا است

است. جداگانه�اي درس کدام هر نیز آن کاربردهاي از بعضی تدریسکرد.

گرانش بودن جهانی هم�کنش؛ بر ضعیف�ترین گرانش: 2.1
نسبت یکی ضعف یا شدت بیانگر دو این مقایسه بزرگحاکم�اند. ابعاد در گرانش و الکترومغناطیسی برهم�کنش دو

می�کنیم: مقایسه پروتون) (دو ذره دو براي را برهم�کنش�ها این شدت منظور این براي است. دیگري به

Gm2
p

r2
/
e2

r2
= 0/8× 10−36 (1)

ثابت می�توان همین�طور است. الکترومغناطیس از ضعیف�تر بسیار یعنی ضعیف بسیار گرانش که می�دهد نشان این
کرد: مقایسه گرانش» ریز ساختار «ثابت با را الکترومغناطیس ریز ساختار

α =
e2

ℏc
=

1
137 (2)

αG =
Gm2

p

ℏc
= 5/9× 10−39

یا الکترومغناطیس، گرانش�بر البته، زیاد، جرم�هاي براي می�دهد. نشان را گرانش بودن ضعیف بزرگی مرتبه همان که
می�گیرد. سبقت دیگري برهم�کنش هر

می�شود؟ وارد کجا عامی نسبیت اثرهاي 3.1
طولی می��توانیم جرمی هر به می�گیریم. جرم را گرانش منشأ اینکه اول داد. پاسخ سوال�ها این به می�توان روش دو به

می�گویند: شوارتس�شیلد شعاع یا طول آن به که دهیم نسبت

R =
2GM
c2

(3)

کرده�ایم. وارد نیز اینجا درمی�یابیم انیشتین معادلات از را آن لزوم بعدها چون اما نیست تعیین�کننده اینجا در 2 ضریب
گرانش همان شعاع این از بیشتر بسیار فاصله�ي به مرکزي جرمی اطراف در گرانش می�گوییم شعاع این دانستن با
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شعاع این نسبت و است، کیلومتر مرتبه از شعاع این خورشید براي است. ضعیف گرانش یعنی است، حاکم نیوتونی
با است برابر خورشید شعاع به شوارتس�شیلد

R
R⊙

= 10−5 (4)

است 0/3 برابر نوترونی یکسیاره براي نسبت این می�دهد. نشان خورشید اطراف در را گرانش بودن ضعیف این که
باشیم. نوترونی یکستاره اطراف در جدیدي پدیده�هاي منتظر باید می�دهد نشان که

مقایسه می�شود. داده نسبت انحنا شعاع یک نقطه هر در انحنا به است. فضا انحناي ویژگی از استفاده دوم روش
آینده فصل�هاي در که می�دهد ما به گرانش شدت یا ضعف از دیگري شهود هم شعاع این با بحث مورد مقیاس�هاي

کرد. خواهیم برخورد آن با

نسبیتعام فرمول�بندي در آن تأثیر و میدان و نیرو مفهوم تفاوت 4.1
برابر ذره دو گرانشمیان می�اندازیم.نیروي نگاهی فیزیکغیرنسبیتی الکترومغناطیسدر گرانشو نیروي مفهوم دو به

با است
F = GmM

1
r2

ذره دو میان گرانشی پتانسیل این با است معادل که

V = −GmM 1
r

می�کنیم بیان چنین را الکتروستاتیکی نیروي همین�طور

F = q1q2
1
r2

می�شود الکتروستاتیکی پتانسیل آن معادل و
φ = −q1q2

1
r

نیستند. بعد (1+1) و (1+2) بعد 3 به تعمیم قابل نحو این به نیروها این
داریم می�نویسیم. پتانسیل براي را لاپلاس معادله مورد دو هر در میدان نظریه با ارتباط درك منظور به

∆Ψ = πρ (5)
با است برابر بار یا ماده توزیع و ذره از خارج یا (دایروي) کروي جرم توزیع از خارج میدان

∆Ψ = 0

می�آید در صورت این به کروي مختصات در که

∆Ψ =
1

r2 sinϑ

[
sinϑ

∂

∂r

(
r2
∂Ψ

∂r

)
+

∂

∂ϑ

(
sinϑ

∂Ψ

∂ϑ

)
+

1
sinϑ

∂2Ψ
∂φ2

]
(6)

داریم کروي تقارن براي نتیجه در

∆Ψ(r) =
∂2Ψ
∂r2

+
2
r

∂Ψ

∂r
= 0
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می�شود سه�بعدي در معادله این جواب
Ψ ∝ 1

r
داریم r, φ استوانه�اي مختصات از استفاده با بعد دو در اما

∆Ψ =
1
r

∂

∂r

[
r
∂Ψ

∂r

]
+

1
r2
∂2Ψ
∂φ2 (7)

می�شود صفحه در دایره�اي تقارن نتیجه در که

∆Ψ =
∂2Ψ
∂r2

+
1
r

∂Ψ

∂r
= 0

است متفاوت سه�بعد با آن جواب که
Ψ ∝ ln r

بعد 1+2 به نیوتون معادلات تحدید به�این�ترتیب بینهایت. طول به ریسمان با است هم�ارز بعد دو در نقطه که کنیم توجه
ماکسول معادله�هاي در دیفرانسیلی چهارعملگر این به چطور؟ ماکسول معادلات مورد در اما نمی�کند. ایجاد مشکلی

کنید: نگاه
∇.E , ∇∧ E , ∇.B , ∇∧B (8)

به شکل این در را ماکسول معادله�هاي نمی�توانیم پس است. نشده تعریف بعد یک و 2 در تاو عملگرها این میان از
زیر: صورت به میدان کمیت�هاي با می�شویم هموردا معادلات به متوسل تعمیم براي دهیم. تعمیم 3 از کمتر ابعاد

Ai , Fij = Ai,j − Aj,i , Fij,j = Ji (9)
∗Fij,j = 0

در صورت این به می�توان را ماکسول کامل معادلات پس است. شده تعریف بعد n ≥ 1 براي n + 1 در Fij و Ai
می�خواند. کولنی استنباط همان با 2+1 بعد در الکترومغناطیسی نیروي جمله از نوشت. هم بعد 1+1 و 2+1

2 فصل در آن تفصیل که کرد نگاه نیز مینکوفسکی فضاي در تانسوري میدان نظریه عنوان به گرانش به می�توان
می�شود متناظر میدان معادله�ي بگیرید. نظر در 2 اسپین با ذره�اي نماینده�ي Ψµνرا تانسوري میدان است. آمده

Ψ σ
µν,σ −Ψ λ

λν,µ −Ψ λ
λµ,ν +Ψλ

λ,µν + ηµν(Ψ
λσ
,λσ −Ψσ λ

σ,λ ) = 0 (10)
فرض با انیشتین شده�ي خطی معادلات با است هم�ارز که

gµν = ηµν +Ψµν (11)
را معادلات این می�شود. برقرار ریمانی فضاي یک در گرانش میدان با ارتباط اختلال یک �عنوان به Ψµν تعبیر و
مسیرهاي روي ذرات که دید می�توان تقریب این در نوشت. نیز بعد 2+1 در ماکسول معادلات همچون می�توان
به�طور یعنی است، g بلکه η نه فضا متریک به�این�ترتیب می�کنند. حرکت gµν = ηµν + Ψµν متریک ژئودزیک

مینکوفسکی! تخت فضاي در ماکسول میدان مورد برخلاف است، ریمانی یکفضاي مؤثر
خواهیم آن به چهارم فصل در که دارد دیگري پیچیدگی�هاي بعد 1+1 در نیز و بعد 2+1 در انیشتین کامل معادلات اما

پرداخت.
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نسبیتخاص و شتاب 5.1
با لخت دستگاه در آزاد ذره حرکت است. ابتدایی ملزومات از خاص نسبیت در لخت دستگاه وجود

xµ = vµs , vµvµ = 1 (12)
متریکمی�شود. دستگاه این در است. جسم زمان ویژه s آن در که می�شود، بیان

ds2 = ηµνdx
µdxν (13)

نمی�کند. تغییر لورنتس تبدیلات تحت رابطه این صورت

ذره همراه لحظه هر که را لختی دستگاه بگیرید. نظر در 1 شکل مطابق را خمیده جهان�خط با شتاب�دار ذره�اي
داریم ذره همراه دستگاه در می�نامند. همراه دستگاه است

ds = dt (14)
است. یکی همراه دستگاه در ویژه�زمان و زمان که معنی این به

داریم اما اولیه لخت دستگاه در

ds =
√
dt2 − dx2 (15)

می�شود ویژه�زمان بازه�ي یا ویژه�مدت، پس

s =

∫ B

A

dt
√1− v2

برايروشن�تر باشد. نظر مورد شاره�ي همراه که دستگاه هر به می�کند پیدا تعمیم نسبیتعام در همراه دستگاه مفهوم این
خاصمی�دانیم نسبیت از می�پردازیم. نسبیت در دوقلوها ناسازنماي به خاص نسبیت در شتاب�دار دستگاه مفهوم شدن
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داریم کنیم. محاسبه چگونه را 2 1و دوقلوهاي از یک هر براي شده سپري زمان که

S1 = T (16)

S2 =
∫ B

A

ds2 =
∫ T

0
dt
√

1− v2(t) < S1 = T (17)

تبدیل�هاي به را مجاز تبدیل�هاي گستره باید کنیم تلقی ارز هم را آنها بخواهیم اگر نیستند. ارز هم 2 و 1 چارچوب
که است ترتیب این به می�زند. هم به را خاص نسبیت لختی مفهوم که داد، بسط شتاب�دار دستگاه�هاي با متناظر

خاصدركمی�شود. نسبیت در دوقلوها ناسازنماي
می�کنیم. اشاره شتاب�دار دستگاه مورد دو به نمونه عنوان به اکنون

داریم می�دهیم. نمایش پریم�دار مختصات با را آزاد سقوط در یکذره همراه دستگاه :1 مورد
t = t′

x = x′ + g
2 t

2

y = y′

z = z′

(18)

می�شود: شتاب�دار جدید مختصات حسب متریکبر
ds2 = ηµνdx

µdxν = gµνdx
′µdx′ν = (1− g2t′2)dt2 + 2gt′dtdx− dy2 − dz2 (19)

داریم می�گیریم. را پریم�دار مختصات مبدأ در ساکن ساعت یعنی ،dy′ = dz′ = dx′ = 0 گیریم

ds2 = dt2(1− g2t2) (20)
یعنی بنویسیم، بالا عام�تر صورت به متریکرا باید داریم کار و سر شتاب�دار دستگاه�هاي با که موردي ترتیبدر این به

است. ریمانی یکفضاي بیانگر متریک، ظاهر

10



1 فصل :1 عام

مولر تبدیل :2 مورد
بگیرید نظر در را زیر عام�تر تبدیل اکنون

t =
1
g
sinh gt′ + x′ sinh gt′ (21)

x =
1
g
(cosh gt′ − 1) + x′ cosh gt′

y = y′

z = z′

می�دهد نتیجه که
ds2 = dt′2(1+ gt′)2 − dx′2 − dy′2 − dz′2

هم با عام حالت متریکدر دو ظاهري صورت که است حالی در این می�شوند، یکی تبدیل، دو هر gt≪ 1 ازاي به
متفاوت�اند.

گرانش میدان یک در حرکت 6.1
در متریک ds2 = gµνdx

µdxν می�کنیم فرض حالا ریمانی، فضاي به تعمیم و شتاب�دار حرکت از شناخت این با
باید مینکوفسکی فضاي خاصو نسبیت در آزاد ذره به شبیه فضا، این در آزاد ذره باشد. گرانش حضور با فضازمانی

که باشد به�گونه�اي

δ

∫ B

A

ds = 0 (22)

یعنی وردش، این لاگرانژ اویلر- معادله

δ

∫ B

A

√
gµνdxµdxν = δ

∫ √
gµν

dxµ

dλ

dxν

dλ
dλ = δ

∫
Ldλ = 0 (23)

می�آید: دست به سهولت به
∂L
∂xµ

=
d

dλ

∂L
∂ẋµ
⇒ (24)

می�شود نتیجه

gµν ẍ
ν + Γµνρẋ

ν ẋρ =
1
L
dL
dλ
gµν ẋ

ν (25)

آن در که

Γµνρ = gµσΓσνρ =
1
2g

µσ(gσν,ρ + gσρ,ν − gνρ,σ) (26)

بشود: صفر معادله راست سمت که کرد تعیین طوري را ،λ مسیر، پارامتر می�توان
ẍµ + Γµνρẋ

ν ẋρ = 0 (27)
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1 فصل :1 عام

آزاد حرکت مسیر باشد قرار اگر باشند. فضا-گونه یا نور-گونه زمان-�گونه، می�توانند ژئودزیک خم�هاي این
باشیم! داشته کار و سر زمان�گونه ژئودزیکی با باید پس شود، دنبال ذره�اي

یعنی باشیم، گرانشضعیف یکمیدان در گیریم

gµν(x) = ηµν + 2Ψµν(x) Ψµν ≪ 1 (28)
باشیم داشته باید γv ≪ γcصورت این در

ẋµ =
dxµ

ds
≃ (1, o⃗) (29)

ژئودزیکمی�شود: معادله بنابراین
d2xµ

ds2
+ Γµ00 = 0 (30)

داریم گوناگون شاخص�هاي براي

µ = 0 : Γ0
00 ≃ 0⇒ d2t

ds2
= 0! dt ∼ ds

µ = i :
d2xi

dt2
+ Γi00 = 0

اما

Γi00 = −
1
2(
∂g0i
∂t
− ∂g0i

∂t
− ∂g00
∂xi

) ≃ 1
2
∂g00
∂xi

(31)

آنجا از و
d2xi

dt2
= −1

2
∂g00
∂xi

= −∂Ψ00
∂xi

= −∂U
∂xi

(32)

آن در که
Ψ00 = U (33)

در کنیم. بررسی آن نزدیکی در را حرکت بخواهیم و باشیم داشته کروي جرمی توزیع گیریم است. گرانشی پتانسیل
صورت این

U = −GM
r

(34)

بنابراین

g00 = c2
(
1− 2GM

rc2

)
(35)

متریکمی�شود و

ds2 = c2
(
1− 2GM

rc2

)
dt2 − dx⃗2 (36)

12



1 فصل :1 عام

کنیم: تعریف اینگونه را شوارتس�شیلد شعاع می�توانیم پس

R =
2GM
c2

(37)
داریم خورشید براي

R = 1/5 km
بنابراین

Ψ00 =
R
γ
≃ 2× 10−6 (38)

بودن فرضضعیف با که

هم�ارزي اصل 7.1
بدون را نیوتون قوانین می�توان اما فرضمی�شود. بدیهی نیوتون قوانین چارچوب در گرانشی جرم و لختی جرم تساوي

است. هم�ارزي اصل مبناي که می�شود داده توضیح تساوي این عام نسبیت در نوشت. نیز تساوي این
کوچکفرض آنقدر را ماهواره می�چرخند. «آزادانه» زمین دور که می�گیریم نظر در آزمایشگاه به�عنوان ماهواره دو
شتاب که می�کند تصور آزمایشگاه این در ناظر آنگاه کرد. صرف�نظر بتوان آن� در میدان ناهمگنی از که می�کنیم
این در ناظر کرده�اند. خنثی را یکدیگر شتاب و گرانش گویی است لخت دستگاه یک در یعنی گرانش، نه و دارد
مستقیم. خط امتداد در می�کند حرکت آزادانه آزمایشگاه این در جسمی پسهر نمی�بیند. اثري گرانش از آزمایشگاه
مدارگرد ماهواره به نسبت می�شود وارد آن بر پایین از که نیرویی دلیل به است ساکن زمین روي که آزمایشگاهی اما
هم�ارزي. اصل استاز ساده�اي بیان مختصاتاین شتابدستگاه استبا نیرويگرانشهم�ارز تأثیر بنابراین شتابدارد.
تمایزي و باشند داشته منشأ یک باید پس است مشترکی پدیده�ي از ناشی گرانش و شتاب یعنی نیروها این که حالا

باشد. داشته وجود نباید لختی جرم و گرانشی جرم میان
و دارد وجود لخت دستگاه یک فضازمان تمام در آنگاه باشد، نداشته وجود گرانش میدان هرگاه دیگر طرف از
یک همسایگی (یا نقطه یک در تنها اما گرانش وجود صورت در است. مینکوفسکی متریک همان متریکفضازمان
اما باشد. لخت لحظه در که کرد انتخاب ناظري یعنی نوشت. مینکوفسکی ساده صورت به را متریک می�توان نقطه)
در که نوشت باید دوم ناظر این براي را شتابدار متریک بنابراین دارد. شتاب ناظر این به نسبت (لخت) مجاور ناظر

است. هم�ارزي اصل نظیر ریاضی بیان این بود. خواهند ریمانی و ماند نخواهند مینکوفسکی دیگر فضازمان نتیجه
موضعی» لخت چارچوب «یک نقطه هر در می�توان دلخواه گرانش میدان هر در هم�ارزي اصل بنابر ترتیب، این به
یک در که باشند داشته را صورتی همان طبیعت قوانین نقطه آن اطراف کوچکی ناحیه در که کرد اختیار به�گونه�اي
و است، خاصی نسبیت قانون�هاي اینجا در فیزیک قوانین از منظور دارند. گرانش غیاب در لخت مختصات دستگاه
قوانین از منظور که هنگامی فرضکرد. ثابت بتوان را گرانش میدان آن در که �است کوچکناحیه�اي ناحیه از منظور
می�کنیم. ضعیفصحبت هم�ارزي اصل از باشد لختی جرم و گرانشی جرم برابري یا ذرات آزاد سقوط قانون طبیعت

می�بریم. کار به را قوي هم�ارزي اصل اصطلاح باشد طبیعت قوانین تمام طبیعت قوانین از منظور که هم هنگامی
اینجا در صحبتکردیم. ناظر، به معادلات شکل نبودن وابسته یا فیزیک، معادلات هموردایی اصل نسبیتخاصبا در
به است صادق گرانش میدان در فیزیکی معادله یک که است این منظور می�کنیم. صحبت عام هموردایی اصل از

که: شرطی
دستآید؛ نسبیتخاصبه در متناظر قوانین Γ = 0 و g = η نشاندن با یعنی باشد. غیابگرانشصادق در معادله (1

تغییرنکند. مختصات عام تبدیلات تحت آنها صورت یعنی باشند، هموردا معادلات (2
خاص نسبیت در را نظیر معادلات ابتدا گرانش، حضور در فیزیکی پدیده�ي هر معادلات نوشتن براي ترتیب این به
همورداي به�دستآمده معادلات می�کنیم. تبدیل هموردا مشتق به را عادي مشتق و g به را ηمتریک آنگاه می�نویسیم.
برهم�کنش با است معادل فرآیند این برمی�گردند. خاص نسبیت معادلات به Γ = 0 و g → η حد در و هستند عام

گرانش! با کمینال جفت�شدگی
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مراجع
به شود مراجعه عام نسبیت کنونی وضعیت از دریافتی براي .1

T.Damaur, General Relativity Today, arxiv [gr − qc] 0704.0754
arxiv : 0508.3209 به شود رجوع ریندلر فضاي و شتابدار ناظر میان ارتباط براي .2
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پرسش�ها
وجود هم کم ابعاد گرانشدر دهد نشان که می�شناسید آزمونی است؟ جهانی می�شود، ادعا که آنگونه گرانش، آیا .1

دارد؟
می�گیرد؟ پیشی کنشی برهم هر بر بودن، ضعیف وجود با زیاد، جرم�هاي براي گرانش چرا .2

جگونه؟ و چرا است؟ گرانشجهانی .3
است؟ شده گرانشآزموده گستره�یی چه تا دارد؟ کوچکوجود ابعاد در گرانش می�دانیم کجا از .4

پلانکگرانشحضور ابعاد در و پلانک زمان در صورت این در آیا می�شود؟ چه نباشد کم ابعاد در گرانش اگر .5
است؟ داشته

بیاورید! دلیل موافقید؟ شما نمی�دانند. خاصمجاز نسبیت در را شتاب بررسی عدهاي .6
اعمال مینکوفسکی متریک در را شتابدار مختصات به تبدیل که خاص نسبیت در شتاب بررسی در است رسم .7

است؟ مجاز کار این چرا می�کنند.
قانون آیا میدان؟ مفهوم طریق از بیان و نیرو مفهوم از استفاده با طبیعت در حرکت بیان میان هست تفاوتی چه .8
با که را ماکسول قوانین می�توان آیا داد؟ تعمیم دلخواه بعد هر به می�توان را کولنی نیروي قانون یا نیوتون، گرانش
مفهوم میدان نظریه�ي در اگر داد؟ تعمیم بعدي هر به می�شوند نوشته اول مرتبه�ي دیفرانسیلی هاي عملگر از استفاده

است؟ اشتباه مفهوم این گرفت نتیجه باید نشود وارد نیرو
مختلف موارد براي را پرسش این پوشید؟ چشم آنها از نمی�توان و می�شوند وارد موقعی چه عامی نسبیت اثرهاي .9

بیاورید؟ دیگري مثال خودتان می�توانید Mداریم. جرم به تودهاي که موردي مثلا کنید؛ بررسی
است؟ بزرگی مرتبه�ي چه از زمین اطراف عامی نسبیت اثرهاي .10

ضعیفچیست؟ و قوي ارزي هم اصل میان تفاوت .11
باشند؟ هموردا شکل فیزیکبه معادله�هاي که هستیم این دنبال به چرا .12

چیست؟ کمینال جفت�شدگی .13
بدهید! نشان ساده یکمورد به�دستآورد؟ را معادله�يحرکتذره برايیکذره ژئودزي معادله�ي از می�توان آیا .14
چه دهید توضیح کنید سعی کنید؟ استفاده متریک از غیر تانسوري از آزاد ذره�ي لاگرانژي براي می�توانید آیا .15

دارد! پیامدهایی چه و آزاد ذره�ي متعارف لاگرانژي با تفاوتی
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1 فصل :1 عام

تمرین�ها
بگیرید زیر صورت به را آزاد ذره لاگرانژي .1

L =
√
gµν ẋµẋν

آورید. دست به را ذره حرکت معادله الف)
عبارت لاگرانژي این جاي به اگر دارد؟ حرکت این در نقشی چه gµν متریک ب)

L = gµν ẋ
µẋν

می�آید؟ پیش تفاوتی چه حرکت معادلۀ در بگیریم را
چرا؟ هم�ارزند؟ معادله دو این ج)

می�رسند؟ متفاوت نتیجه دو به لاگرانژي دو این چرا د)
بگیریم؟ کار به را روابط همین توانیم می باشد فوتون ذره اگر ه)

16
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2 فصل :1 عام نسبیت

تاریخچه 1.2
ایدهاست، از مجموعه�اي که نیز ماخ اصل گذاشت. هم�ارزي اصل بر را بنا عام، نسبیت فرمول�بندي براي انیشتین
فضا-زمان ساختار تعیین�کننده�ي جهان در موجود ماده�ي اصل، بنابراین بود. عام نسبیت فرمول�بندي در مهمی انگیزه�ي
را سوال این می�توان اما می�شوند. بی�معنی جهانی در ماده وجود بدون «ناچرخان» و «لخت» مفاهیم دیگر تعبیر به است.
ساختار فرضکه این با یعنی، کرد. فرمول�بندي مینکوفسکی تخت فضا-زمان در گرانشرا نتوان چرا کرد: مطرح نیز
کوشید 1905/ 1284 سال در پوانکاره بار اولین فرمول�بنديگرانشپیشمی�آید. اشکالیدر چه ثابتاست، فضا-زمان
با نسبیتی میدان ي نظریه یک 1912/ 1291 سال در نورداستروم درآورد. خاص نسبیت قالب به را نیوتونی گرانش
در برگمن2 و 1914/ 1293 سال در فوکر1 و انیشتین کرد. فرمول�بندي گرانش براي نرده�اي میدان یک از استفاده
مورد در نظریه�ها این تمام پیشگویی .(2 (ركمرجع دادند ارایه گرانش براي نرده�اي نظریه�هاي نیز 1956/ 1335 سال

دارد. مغایرت رصدي داده�هاي با حضیضعطارد پیشروي و نور انحراف

فیرتز-پائولی لاگرانژي 2.2
می�گیریم؛ نظر در صفر سکون جرم به ذره�اي با متناظر میدانی خاصی، نسبیت میدان یک به�صورت گرانش بیان براي
برهم�کنش واسط ذره�ي به�علاوه است. تجربه با مغایر که می�شود متناهی گرانشی برهم�کنش برد درغیراین�صورت
همین�طور نیست، گرانش جوابگوي (نوترینو) 1

2 اسپین با بی�جرم فرمیون باشد. فرمیون نمی�تواند (گراویتون) گرانشی
ذره�ي نیست. گرانش جوابگوي صفر اسپین با متناظر نرده�اي میدان که دیدیم نیز بوزون�ها میان از دیگر. فرمیون�هاي
و مثبت بار آن واسط ذرات و می�انجامد الکترودینامیک به که می�شود داده نمایش برداري میدان یک با یک اسپین
با الزاماً که باشد، دو اسپین داراي برهم�کنشگرانشی، واسط ذره�ي گراویتون، می�رود انتظار به�این�ترتیب دارند. منفی
یک لاگرانژي گذشته قرن 30 دهه�ي در بار اولین براي پائولی4 و فیرتز3 شد. خواهد نمایشداده تانسوري یکمیدان
است صورت این به فیرتز-پائولی لاگرانژي کردند. نسبیتخاصفرمول�بندي چارچوب در را بی�جرم تانسوري میدان

.[2]

L =
1
2(hµν,λh

νλ,µ − hµµλ,h
,λ) +

1
4(h,µh

,µ − hλµν,h
µν
,λ ) (39)

پیمانه�اي تبدیلات تحت لاگرانژي این
hµν → hµν + κ−1(ξµ,ν + ξν,µ) (40)

پلانک جرم معکوس با را κ جرم. معکوس بعد به است دلخواهی ثابت κ و دلخواه، ξµ توابع اینجا در ناورداست.
می�گیریم: یکی

κ2 →:=
8π
mp2

=
8πG
ℏc

(41)

می�شوند: میدان، معادلات اویلر-لاگرانژ، معادلات است. نیوتون Gثابت آن در که
Dαβ
µν hαβ = 0 (42)

است: تعریفشده Dαβچنین
µν عملگر آن در که

Dαβ
µν := (ηαµη

β
ν − ηµνηαβ)∂ρ∂ρ + ηµν∂

α∂β + ηαβ∂µ∂ν − ηβµ∂α∂ν − ηαν ∂β∂µ (43)
Fokker1

Bergman2
Fierz3
Pauli4
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2 فصل :1 عام نسبیت

می�کند: صدق زیر اتحاد در متقارن hαβي براي عملگر این که داد نشان می�توان

∂µDαβ
µν = 0 (44)

می�نامند. بیانکی5 اتحاد آن�را که
با نیز و [4 و تیرینگ[3 توسط بار اولین گرانشبراي میدان آن در حرکتیکذره و (42) معادله�ي جزیی�تر مطالعه�ي
استکه، به�گونه�اي میدان این در حرکتذره اول تقریب در که داد تیرینگنشان است. شده انجام [2] در بیشتر شرح
با است ریمانی فضازمان گویی که می�کند حرکت مسیري روي ذره شده، نوشته مینکوفسکی فضاي در میدان گرچه
گرانش حضور در ذره حرکت می�رسد به�نظر پس است. ژئودزیکآن یکخم مسیر و gµν = ηµν + hµν متریک
می�نشیند، ریمانی متریکفضاي آن جاي به و می�دهد دست از را خود معنی تخت متریکفضاي که است به�گونه�اي
تقریب در تنها را واقعیت این تیرینگ می�کند. حرکت فضا این ژئودزیک�هاي روي میدان این در آزاد» «ذره�ي و
این رفع براي و می�کرد ناسازگار را میدان معادله�ي تانسوري میدان در ذره حرکت بیان که معنی به�این داد. نشان اول
را ناسازگاري این تیرینگرفع می�شد. الزام�آور میدان معادله�ي به میدان دوم مرتبه�ي از جمله�هایی افزودن ناسازگاري

بود. کرده حساب دوم مرتبه�ي همان تا تنها می�شد ظاهر مرتبه هر در که
انرژي تانسور Tµν گیریم می�کنیم. جفت دلخواهی ماده�ي به را فیرتز-پائولی میدان ناسازگاري، این بهتر درك براي

می�شود: (42) جاي به میدان معادله�ي پس باشد، hµν میدان در ماده تکانه�ي
Dαβ
µν hαβ = Tµν (45)

باشد: صفر باید Tµν واگرایی که می�شود نتیجه (44) اتحاد و میدان معادله�ي این از اما
∂µTµν = 0 (46)

رفع براي است. ناسازگار خواصماده با (45) میدان معادله�ي بنابراین است. میدان و ماده رفتار بر اضافی شرط این که
می�افزاییم: معادله راست سمت به را δ2Tµν جمله�ي ناسازگاري این

Dαβ
µν hαβ = Tµν + δ2Tµν (47)

این باشد. میدان در دوم مرتبه�ي از باید پس می�شود، تلقی تانسوري میدان خود تکانه�ي انرژي تانسور δ2Tµν جمله�ي
کند: صدق زیر اتحاد در باید هم جمله

∂µδ2Tµν = −∂µTµν (48)
به�صورت را (47) معادله پس

Dαβ
µν hαβ − δ2Tµν = Tµν (49)

که می�شویم متوجه مرحله این در است. میدان تانسور در دوم مرتبه�ي از افزوده تانسور این که باشد یادمان می�نویسیم.
است. شده وارد میدان سمتچپمعادله�ي در (مجذوري) جملاتناخطی ناچار به معادلاتمیدان کردن برايسازگار
لاگرانژي تکانه�ي انرژي تانسور اما باشد. hµν در سوم مرتبه�ي لاگرانژي یک از ناشی باید مجذوري جملات این
می�کشد به�تصویر به�خوبی حرکتذره در را ناسازگاري روشتیرینگاین است. مرتبه�يسوم از ،δ3Tµν مرتبه�يسوم،

گرفت. درنظر ریمانی فضاي ژئودزیکدر خمی را ذره مسیر باید آن رفع براي که می�دهد نشان و
پولوبارینوف(5) اوگیه�وتسکیو بینهایتمی�شود. زدنرويیکسري جمع به منجر به�این�ترتیبسازگاريمعادلاتمیدان
به�حدي محاسبه این می�انجامد. انیشتین عام نسبیت معادلات به بینهایت سري این که دادند نشان 1965/ 1344 سال در
توانستروشساده�اي 1970/ 1349 سال در دزر شد. پذیرفته آن نتیجه گرچه نشد، آن به چندانی توجه که بود پیچیده

بیابد. امر این تحقیقی بیان براي
Bianchi5
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دزر روش 3.2
بگیرید: درنظر مینکوفسکی تخت فضاي در را زیر کنش

S0 =
∫
[ϕµν(∂αΓ

α
µν − ∂νΓµ) + ηµν(ΓαµνΓα − ΓαβµΓ

β
αν)]d

4x (50)

.Γµ ≡ Γααµ و می�شوند تلقی میدان مستقل متغیرهاي به�عنوان Γαµν و ϕµν آن در که
می�آید: به�دست مستقل متغیرهاي به نسبت کنش این وردش از میدان معادلات
δS0
δϕµν

= Γαµν,α −
1
2(Γµ,ν + Γν,µ) = 0 (51)

δS0
δϕµν

= 2Γαµν − ηαν Γµ − ηαµΓν − ϕαµν, + ϕαµ ,ν + ϕαν ,µ +
1
2ηµνϕ,

α= 0 (52)

دهیم، قرار (50) کنش در را نتیجه اگر آورد. به�دست آن مشتقات و ϕµν برحسب را Γαµν می�توان (52) معادله�ي از
قید یک درواقع (52) میدان معادله�ي می�رسیم. (39) فیرتز-پائولی لاگرانژي به ϕµν = −hµν + 1

2ξµνh تبدیل با
می�رسیم: زیر معادله�ي به (51) میدان کمکمعادله به بگیریم، مشتق α به نسبت که قید این از است.

∂α∂αϕµν − ∂α∂µϕαν − ∂α∂νϕαµ −
1
2ηµν∂

α∂αϕ = 0 (53)

کنش می�بینیم پس می�رسد. (42) میدان معادله�ي همان ϕµνبه = −hµν + 1
2ξµνh تبدیل با نیز میدان معادله�ي است.این هم�ارز فیرتز-پائولی اسپین2 نظریه با Γαµν و ϕµν مستقل کمیت�هاي با (50)

سمت به را hµν میدان انرژي-تکانه�ي تانسور باید ناسازگاري رفع براي که دیدیم ناسازگاري. رفع به می�پردازیم حالا
می�توان باشد، متقارن که طوري ،hµν میدان انرژي-تکانه�ي تانسور محاسبه�ي براي کنیم. اضافه میدان معادله�ي راست
متریک به را ηµν مینکوفسکی متریک که است این ما مورد در ساده�تر روش گرفت. پیش در را فانته6 بلین روش

می�شود: نتیجه کنیم. حساب ψµν به نسبت را تبدیل این از کنشحاصل وردش و کنیم تبدیل ψµν کمکی

τµν =
δS(η → ψ)

δψµν
= (ΓαΓ

α
µν − ΓαβµΓ

β
αν)− σµν (54)

آن در که
2σµν = ∂α[ηµν(h

λ
ρΓ

ρ
λα −

1
2hΓα) + (hµνΓα − hµαΓµ − hανΓµ)

+ hβα(Γµβν + Γνβµ) + hρµ(Γαρν − Γναρ) + hρν(Γαρµ − Γµαρ) (55)
به�این�ترتیب تا شود، منجر انرژي-تکانه تانسور به�همین و باشد مرتبه�يسوم از استکه کنشی به�دستآوردن بعدي گام

بگیرید: درنظر را زیر کنش شود. برقرار معادلات سازگاري

S = S0+
∫
hµν(ΓαΓ

α
µν − ΓαβµΓ

β
αν)d

4x (56)

یک را hµν چون نیز و ندارد، بستگی ψµν به است، hµντµν اول قسمت تنها که راست، سمت دوم جمله�ي چون
. ∂S
∂ψµν

α
= ∂S0

∂Γµν
α

یعنی ندارد، انرژي-تکانه تانسور در سهمی اضافی جمله�ي این پس فرضمی�کنیم، تانسوري چگالی
Belinfante6
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میدان معادلات کنشو این ببینیم حالا نیست. بالاتر مرتبه�ي به رفتن به احتیاج و است سازگار S کنشجدید بنابراین
کنش به است کامل مشتق آن انتگرال�ده که را ∫ ηµν(∂αΓαµν − ∂νΓµ)d4x جمله�ي ابتدا چگونه�اند. آن از ناشی

با کنش این می�کنیم. اضافه (56)
√
−ggµν = ηµν + hµν (57)

می�شود

S =

∫ √
−ggµν(∂αΓαµν − ∂νΓµ + ΓαΓ

α
µν − ΓαβµΓ

β
αν)d

4x (58)

می�دهد مستقل، به�طور ،Γαµν و gµν به نسبت کنش این وردش است. انیشتین عام نسبیت کنش همان این

Γαµν =
1
2g

αρ(gµρ,ν + gνρ,µ − gµν,ρ) (59)

Rµν = 0 (60)
است: تعریفشده زیر به�صورت ریچی تانسور آن در که

Rµν = ∂αΓ
α
µν − ∂νΓαµα + ΓαµνΓ

β
αβ − ΓαβµΓ

β
αν (61)

از استفاده با کنش، این دوم مرتبه�ي یا متعارف، صورت می��نامند. انیشتین کنش اول مرتبه�ي صورت را (58) کنش
می�آید: به�دست (61) تعریف

S =

∫ √
−g(gµνRµν)d

4x =

∫ √
−gRd4x (62)

فضاي در نظریه یک به مینکوفسکی فضاي در تانسوري میدان معادلات سازگاري شرط که می�بینیم ترتیب به�این
می�انجامد. gµν متریک با ریمانی

شود. بدل ηµν + hµν به ηµν متریک جا همه که کند تغییر طریقی به نیز ماده با گرانش پیوند که داشت انتظار باید
ST وردش .ST = S + SM می�شود ماده و گرانش کامل کنش می�دهیم. نشان SM(ηµν , hµν) با را ماده کنش
تانسور این اما می�گیرد. قرار ماده انرژي تانسور سمتراستآن در که به�دستمی�دهد را میدان معادله�ي ،hµν نسبتبه
. δSM (ψ)
δψµν |ψ=η = δSM

δhµν پسباید به�دستمی�آید. می�شود نشانده ηµν جاي به که ،ψµν SMنسبتبه وردش از انرژي
باشد. SM = SM(ηµν + hµν) که است برقرار هنگامی شرط این

می�آید. به�دست ماده میدان کنش در ηµν جاي به ηµν + hµν نشاندن طریق از باگرانش ماده کنش که می�بینیم پس
طریق همین از جهان در موجود ماده�ي انواع تمام یعنی، است. جهانی می�نامند، (می�نیمال) کمینال آن�را که کنش، این
میدان سازگاري از که نظریه، این برمبناي می�کند. بروز عام نسبیت هندسی تعبیر که اینجاست دارند. پیوند گرانش با
√
−ggµν متریک= با ریمانی یکفضاي در ماده نوع هر آمد، به�دست مینکوفسکی تخت یکفضاي در گرانش

منجر تجربه�اي هر نیست. مشاهده�پذیر و کند می پیدا یکنقشکمکی تنها ηµν متریک حرکتمی�کند. ηµν+hµν
متریکخارجی آن در که شده داده تعمیم نیز مواردي به روشدزر این می�شود. فضا براي gµν متریک اندازه�گیري به
هم مبحثگرانشکوانتومی در روشدزر این از .[8 و 7] است دلخواه یکمتریکریمانی بلکه نیست ηµν مفروض

.[9] است شده استفاده
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پرسش�ها
آورد؟ به�دست گراویتون جرم براي حدي بتوان آن از که کنید ذکر تجربه�اي می�توانید آیا .1

از اگر صورت این در بدانیم. مینکوفسکی تخت فضاي در تانسوري میدان یک را گرانش دارد اشکالی چه .2
فضاي همان در و کنیم توصیف را نسبیتی گرانش زیادي دقت با می�توانیم کنیم صرف�نظر بالا تقریب�هاي

بمانیم! هم تخت
صفر نیست لازم به�تنهایی ماده انرژي تانسور واگرایی فیرتز-پائولی لاگرانژي از ناشی میدان معادله�ي در چرا .3

باشد؟
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تمرین�ها
به�طور را فیرتز-پائولی لاگرانژي پیمانه�اي(40) تبدیلات تحت بودن ناوردا و مجذوري شرط دو دهید نشان .1

می�کند. تعیین یکتا
آورید. به�دست (39) لاگرانژي از را (42) حرکت معادلات .2

کنید. حساب Dαβرا
µν عملگرِ واگرایی مستقیماً می�توانید اثبات براي کنید. اثبات را بیانکی اتحاد .3

آورید. به�دست را (52) و (51) میدان معادلات .4
√
−ggµν فرض= با که دهید نشان کنید. hµνبیان برحسبمیدان�هاي Γαµνرا نمادهاي کمکمعادله(52) به .5

هستند. gµν متریک کریستوفل نمادهاي همان Γαµν نمادهاي ،g = detgµν آن در که ηµν + hµν

آورید. (58)به�دست کنش از را (60) و (59) معادلات .6
کنید. اثبات (54)را رابطه .7

با را میدان شدت و Aαµ با را بی�جرم میدان این پتانسیل بگیرید. نظر در SU(2) ذاتی تقارن با برداري میدانی .8
و مجذوري را کنش ابتدا است. SU(2) با متناظر شاخصذاتی α = 1, 2, 3, آن در که می�دهیم، نشان Fα

µν

می�گیریم: درنظر اول مرتبه صورت به

S0 = −
1
2
∫

(Fµν(∂µAν − ∂νAµ)−
1
2F

µνFµν)d
4x

جمله�ي است لازم میدان معادلات کردن سازگار براي که دهید نشان می�شوند. تلقی مستقل F µν ∫Aµو
JµAµd

4x =

∫
(F µνAν).Aµd

4x

میدان حاصل، میدان بنویسید. دوم مرتبه�ي و اول مرتبه�ي به�صورت را حاصل کنش شود. اضافه S0 کنش به
بود. خواهد یانگ-میلز7

می�شود: تعریف زیر به�صورت gµν متریک با فضایی در انحنا تانسور .9

Rαβµν = Γαβν,µ − Γαβµ,ν + ΓρβµΓραν − ΓρβνΓραµ

درمی�آید: زیر به�صورت gµν = ηµν + ψµν تعریف با خطی نظریه�ي در تانسور این دهید نشان

Rαβµν =
1
2(ψαν,βµ + ψµ,βαν − ψµν,αβ − ψαβ,µν)

می�کند؟ تغییري چه عبارت این ψµν → ψµν + ξµ,ν + ξν,µ پیمانه�اي تبدیل تحت
است: دکارتی مختصات مبدأ در جسم بگیرید. نظر در را ایستا کروي جرم یکتوزیع از گرانشخارج میدان .10

بگیرید. نظر در ضعیف را میدان .x = y = z = 0
می�آید: به�دست لورنتس پیمانه نیز و ضعیف میدان معادلات از دهید نشان الف)

hoo =
4M
r
, hoj = hjk = 0

Y ang −Mills7
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کنید. حساب نیز را ϕµν میدان مؤلفه�هاي
بدهید: نشان تخت فضاي در تانسورها تبدیل از استفاده با ببرید. به�کار کروي مختصات ب)

hoo =
4M
r
, hoj = hjk = 0

می�شوند؟ بیان چگونه ϕµν مؤلفه�هاي
می�شود: میدان این با متناظر متریک دهید نشان به�این�ترتیب

ds2 = (1− 2M
r

)dt2 − (1+ 2M
r

)(dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2)
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دیفرانسیل؟ هندسه چرا 1.3
جاذبه نیروي
است کرده به�زیر سر را شاعران
به�هوایند سر هنوز که منجم�ها برخلاف
افتاده�اند سیب�ها تمام
می�فروشد سیب�زمینی وانت پشت نیوتون و
تلسکوپ! آقاي آهاي
نیست! نگرد نبود، گشتم

اکسیر اکبر
است دندان�شکن سکوت لال پسته�ي

فیزیکی تعریففضاي به منجر (شبه-اقلیدسی) مینکوفسکی فضاي در تانسوري یکمیدان فرمول�بندي که دیدیم
می�شود تعریف ،R = gµνR

µν ریچی، نرده�اي طریق از کنش همچنین می�شود. gµν ناتخت متریک با نااقلیدسی
اجتناب�ناپذیر گرانش میدان مطالعه�ي براي دیفرانسیل هندسه مفاهیم با آشنایی جهت این از است. هندسی کمیتی که
در مهم�تري نقش دیفرانسیل هندسه�ي ریسمان نظریه�ي نیز و مختلف ابعاد در میدان نظریه�ي پیشرفت�هاي با است.

است. کرده پیدا انیشتین عام نسبیت نظریه�ي
است بهتر فیزیک نظریه�هاي فرمول�بندي که می�کند یادآوري شد صحبت آن از اول فصل در که هموردایی اصل
ابزار است بهتر پس نکند. استفاده مختصات از که است روشی استقلال این بیان راه بهترین باشد. ناظر از مستقل
می�شناسید بردار از تعریف مثلاً آیا باشد. مختصات از مستقل که بگیریم به�کار به�گونه�اي نیز را دیفرانسیل هندسه�ي
هیچ چیست؟ 4بعدي فضازمان در برداري تعریفضرب اینکه به برخورده�اید هیچ�گاه باشد؟ مختصات از مستقل که
پاسخ که نیستند کم دستسوال�ها این از چیست؟ نامتعامد مختصات در شتاب تعریفسرعتو مشکل شده�اید متوجه
انتزاعی. نسبت به ابزار این از استفاده استدر من انگیزه این می�شود. بدیهی دیفرانسیل هندسه�ي خمینه�اي بیان در آن�ها

می�دانم! باارزش هنوز را پیچیدگی قیمت این

خمینه 2.3
خمینه می�ماند. (Cn)Rn اقلیدسی یکفضاي به نقطه هر در که است Mفضایی (مختلط) حقیقی خمینه�يn-بعدي
(Cn)Rn از زیرفضایی Ui هر می�پوشاند. Mرا که می�کنیم تعریف ،Ui همسایگی�ها، از مجموعه�اي معرفی با را

می�سازیم. یکخمینه (Cn)Rn از تکه�هایی چسباندن با درواقع است.
خمینه که یک�بعدي فضاهاي از نمونه چند ابتدا کنید. توجه زیر نمونه�هاي به خمینه از مطلوبی تصور ایجاد به�منظور

هستند.
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نیستند: خمینه که یک�بعدي فضاهایی از نمونه چند هم این و

{On} باز مجموعه�هاي از دسته�اي با استهمراه Mمجموعه�اي خمینه�ي باشد: گویاتر شاید خمینه از تعریفزیر
می�پوشاند: Mرا که

▶ p ∈M ∃Oα

▶ ∀α : ∃ψα
▶ Oα ∩Oβ ̸= 0

; p ∈ Oα

; ψα : Oα → Uα < R
; ψβψ

−1
α

است. (مختصات) نقشه یک ψα نگاشت هر
می�زنم. دیگر مثال چند درآیید به آن مالوف معنی به فضا تعبیر از اینکه براي

خمینه: از گوناگون مثال�هایی
هستند. خمینه بدیهی نمونه�هاي Cn Rnو

:Sn n-بعدي، کره
n+1∑
i=1

x2i = C2 , C = const. (63)

کره S2 است. لازم زیرفضا دو حداقل پوشاند. R1 زیرفضاي یک با تنها نمی�توان را دایره است. دایره S1 خمینه
است.

!U(1) = S1 که دهید نشان می�توانید .0 ≤ θ < 2π و e−iθ عناصر با :U(1)
نوشت: می�توان را SU(2)ماتریس هر :SU(2)

u =

(
a b
−b̄ ā

)
(64)

و b = x3 + ix4, a = x1 + ix2 آن در که
detu = |a|2 + |b|2 =

∑
x2i = 1 (65)

دانست: یکی S3 با می�توان را SU(2) پارامتري پسفضاي
SU(2) = S3 (66)

n-بعدي خمینه مرز عموماً است. دایره یکقرص، مرز است. آن انتهاي نقطه دو در خط یکقطعه مرز خمینه مرز
یعنی: است. صفر مرز هر مرز می�دهند. نشان ∂M با را آن که است −nبعدي 1 یکخمینه ،M

∂∂M = 0 (67)
نقاط از ϕiنگاشتیک�به�یکUi همسایگی هر در Mباشد. خمینه�ي براي پوششی {Ui} مختصاتگیریم دستگاه
مشترك منطقه در Uj و Ui همسایگی دو متناظر ϕj و ϕi نگاشت دو میان می�نامند. مختصات را Rn فضاي به x
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Rn از است نگاشتی ϕji = ϕjϕ
−1
i گذار تابع پس .Ui به Rn از است نگاشتی ϕ−1

i هست؟ ارتباطی چه Uj ∩ Ui
می�کند. تبدیل ϕj به را ϕi مختصات Rnکه به

هومولف ϕji هرگاه نامند. حقیقی تحلیلی خمینه�ي Mرا باشد، حقیقی ϕjiتحلیلی هرگاه ∞Cباشد. باید نگاشت این
می�نامند. مختلط خمینه�ي Mرا باشد،

U2 و U1 همسایگی دو به�عنوان کره روي را جنوبی و شمالی نیم�کره بگیرید. درنظر را S2 دوبعدي کره�ي مثال:
ممکن مختصات یکدستگاه با کره بیان می�پوشانند. را کره مختصات دسته دو با همسایگی، دو این می�کنیم. اختیار

نیست.

هم-بردار و بردار 3.3
را P نقطه در مماس بردار آن�گاه باشد. P همسایگی Mدر روي F مشتق�پذیر توابع (فضاي) مجموعه�ي F گیریم

می�کنیم: تعریف به�این�صورت
v : F → v(F ) = حقیقی عدد (68)

باشد: برقرار زنجیره�اي شرط که به�گونه�اي

v(G) =
∂g

∂Gi

|pv(Gi)

G = g(G1, G2...);Gi = F

باشد: بردار یک باید av + u که دید می�توان به�سهولت می�دهند، تشکیل برداري یکفضاي مماس بردارهاي این
(av + u)(F ) = av(F ) + u(F ) (69)
بنویسیم: زنجیره�اي شرط طبق می�توانیم پس باشد. شده داده مختصات گیریم
xi ∈ F ; F = f(xi)

v(F ) =
∂f

∂xi
|pv(xi) (70)

مختصات این به نسبت که v بردار مؤلفه�هاي می�کند. عمل xi تابع روي که است v (عملگر) بردار v(xi) آن در که
می�شود:

vi := v(xi)
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می�نویسیم: پس

v(F ) =
∂f

∂xi
vi (71)

می�کنیم: تعریف زیر به�صورت را ∂i = ∂
∂xi

مماس بردار nبه�این�ترتیب

∂i(F ) :=
∂f

∂xi
|p (72)

مؤلفه�هایشان روي از بردارها این خطی استقلال نوشت. nبردار این خطی ترکیب به�صورت را بردار هر می�توان پس
می�شود: دیده

∂i(x
k) = δki (73)

می�دهیم. نشان Tp با را p نقطه در مماس فضاي می�سازند. برداري فضاي یک p نقطه در مماس بردارهاي بنابراین
مثلاً می�شود؛ استفاده n-تایه واژه�ي از نسبیتی فیزیک در گاهی می�نامند. یکn-پایه را Tp مماس فضاي پایه�ي هر
وجود بیان براي فیزیک هر در که است لفظی برداري میدان می�نامیم. هم 4-تایه را چارچوب چهاربعدي فضاي در
n n-پایه، میدان یک از منظور به�همین�ترتیب، می�رود. به�کار خمینه، فضازمان، از نقطه هر در تعریف خوش برداري

{∂i} مانند مستقل�اند، یکدیگر از نقطه هر در که است برداري میدان
را n-پایه�اي بنابراین، نوشت. { ∂

∂xj

به�صورت{ مناسبی مختصات در را آن بتوان که می�نامند هولونوم را n-پایه�اي
می�نامند. ناهولونوم درآورد { ∂

∂xj

به�صورت{ مختصاتی هیچ در را آن نتوان که
Xp (مماس) بردار یک خمینه روي p نقطه�ي هر به�ازاي هرگاه می�آید. کارمان به فیزیک از نیز برداري میدان مفهوم

است. برداري Xیکمیدان گوییم باشد تعریفشده

هم-بردار
یکهم-بردار ω .Tp بردارهاي فضاي استروي خطی (تابعال) یکفونکسیونال (دوگان)، همزاد بردار یا هم-بردار،

باشیم: داشته u ∈ Tp به�ازاي هرگاه است
ω(u) = ⟨ω, u⟩ = حقیقی عدد (74)

می�نویسیم را بودن خطی شرط
⟨ω, αu+ βv⟩ = α ⟨ω, u⟩+ β ⟨ω, v⟩ (75)

می�شود: تعریف زیر به�صورت ،ω + θ و αω آن�ها، جمع نیز و یکعدد در هم-بردارها ضرب
(αω)(u) = α ⟨ω, u⟩

(ω + θ)(u) = ⟨ω, u⟩+ ⟨θ, u⟩ (76)
هم�مماس فضاي نیز و مماس همزاد فضاي آن به که ،T ∗

p می�دهند: تشکیل برداري یکفضاي هم�بردارها به�این�ترتیب،
می�کنیم استفاده Tp فضاي در ei پایه�هاي از T ∗

p فضاي در پایه تعریف براي می�شود گفته

u = uiei (77)
می�دهیم: نشان ei با می�نگارد ui به را u بردار که را تابعال�هایی حالا

ei(u) = uiو ⟨ei, u⟩ = ui (78)
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بنویسیم می�توانیم ⟩بنابراین
ei, ej

⟩
= δij (79)
داریم: ω ∈ T ∗

p براي است. هم�بردار ei که کنیم توجه

ω(u) =
⟨
ω, uiei

⟩
= ui ⟨ω, ei⟩ = ⟨ω, ei⟩ .

⟨
ei, u

⟩
=
⟨
ωie

i, u
⟩ (80)

:u بودن دلخواه به�علت آن�گاه �،ωi = ⟨ω, ei⟩ کنیم تعریف اگر

ω = ωie
i (81)

فضاي در پایه بردارهاي را ei-ها می�توان بنابراین، یکدیگرند. از مستقل نیز هم�بردارها این که برمی�آید ei تعریف از
df بگیرید دلخواهی تابع را f می�گیریم. درنظر را یکتابع دیفرانسیل یکمثال، به�عنوان اکنون کرد. تلقی هم�مماس

می�کنیم تعریف زیر به�صورت را

df(u) = u(f) = ui
∂f

∂xi
= f,iu

i (82)

می�نویسیم معمولاً کنید. مقایسه متعارف دیفرانسیل با را دیفرانسیل این

df = f,i
∂xi

∂s
= f,iu

ids (83)

بدون است متعارف دیفرانسیل متناهی بخش بیانگر که است هم�بردار یک کردیم تعریف اینجا که دیفرانسیلی یعنی
نوشت می�توان باشد f = xi اگر اکنون !dsبینهایتکوچک جمله�ي

dxi(u) = u(xi) = uj
∂xi

∂xj
= ui = ei(u)⇒ dxi = ei (84)

dxi-ها و می�نامند. نیز دیفرانسیلی تک�فرم را هم�بردارها دلیل به�همین به�دستمی�آید. بالا نتیجه است T ∗
p پایه ei چون

مماس فضاي در { ∂
∂xj

پایه�ي{ (دوگان) همزاد ،{dxi} پایه، این کرد. هم-مماستلقی فضاي در یکپایه می�توان را
است.

پادوردا! بردار را بردارها همین�طور و بنامند هموردا بردار را هم�-بردارها که است رسم

تانسوري جبر 4.3
تعریفاز به�سوي را ما مختصات از مستقل و دلخواه خمینه�ي هر به تعمیم لزوم چگونه که دیدیم تعریفبردار به�هنگام
آورد، به�دست متعارف بردارهاي تانسوري ضرب از می�شد را دکارتی تانسورهاي اگر پس داد. سوق عملگرها طریق
دکارتی ضرب اینجا در کرد. استفاده ضربدري فضاهاي روي تابعال�هایی از باید نیز عام تانسورهاي تعریف براي

می�آید. کارمان به� مماس فضاهاي
می�گیریم: درنظر خودش با را Tp مماسی فضاي دکارتی ضرب
Tp × Tp (85)

پس: می�نامیم. T را خطی) (نگاشت�هاي فضا این روي خطی تابعال�هاي
T : Tp × Tp → R
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داریم: بودن فرضخطی از ،u, v ∈ Tp باشند، پادوردا بردارهاي u, v اگر
T (u, v)→ R

T (αv + βv′, u) = αT (v, u) + βT (v′, u) (86)

T (v, αu+ βu′) = αT (v, u) + βT (v, u′) (87)
T ∗
p فضاي تانسوري حاصل�ضرب را برداري فضاي این می�دهند. تشکیل برداري فضاي یک خطی نگاشت�هاي این

نوشت: می�توان پس می�دهند. نشان T ∗
p ⊗ T ∗

p به�صورت و می�نامند T ∗
p در

T ∈ T ∗
p ⊗ T ∗

p (88)
می�آید به�وجود هم-مماس فضاي دو ضرب از که است تانسوري منظور می�نامند؛ (2و0) مرتبه از تانسور یک را T
فضاي این براي پایه می�توان هم-مماس فضاي پایه�هاي از استفاده با ندارد. نقش آن ایجاد در مماس فضاي هیچ و
و می�کنیم تجزیه مؤلفه�هایشان به را آن�ها بردار یکجفت روي تابعال عمل در منظور این براي کرد. تولید تانسوري

داریم: می�کنیم. استفاده خطی ویژگی از

T (v, u) = T (viei, u
jej) = viujT (ei, ej) = viujTij (89)

نوشت: می�توان Tij = T (ei, ej)تعریف با
T (v, u) = viujTij (90)
باشد: (2و0) نوع تانسوري فضاي در پایه {eij} فرضمی�کنیم حالا

T (v, u) = eij(v, u)Tij = Tije
ij(v, u) (91)
می�گیریم: نتیجه بالا رابطه�ي دو مقایسه از

eij(v, u) = viuj

eij(vkek,u
lel) = vkuleij(ek,el)

eij(ek,el) = δikδ
j
l (92)

کرد: تجزیه زیر به�صورت می�توان را تانسور هر که می�بینیم تعاریف این با

T = Tije
ij (93)

می�نویسند: معمولاً می�کند. درست پایه یک eij پس یکتاست. تجزیه این
eij = ei ⊗ ej

ei ⊗ ej ∈ T ∗
p ⊗ T ∗

p (94)
را (تک�فرم) بردار دو هر پس می�کنیم. تعریف را مماس فضاهاي تانسوري ضرب و می�کنیم استفاده روش همین از

کرد: تانسوري ضرب هم در می�توان هم
ω1 ⊗ ω2 ∈ T ∗

p ⊗ T ∗
p (95)
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هرگاه مثلاً .T ∗
p یا Tp فضاي تعداد هر به تانسوري ضرب تعمیم براي می�کند باز را راه تعریف این

T : T ∗
p × Tp × Tp × Tp → R1 (96)

می�توان را تانسور هر می�نامند. (3و1) نوع از را Tp ⊗ T ∗
p ⊗ T ∗

p ⊗ T ∗
p تانسوري ضرب فضاي تانسورهاي آن�گاه

داریم: باشد، فضا این از Rتانسوري اگر مثلاً کرد، تجزیه پایه�ها برحسب

R = Ri
jkle

jkl
i = Ri

jklei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el (97)
بنویسند: به�این�صورت را T ∗

p و Tp که است معمول است. نوع این از ریمانی فضاي در انحنا تانسور

T 1
0 = Tp, T

0
1 = V ∗ , T 0

0 = R (98)
کمیت�هاي می�شوند تعریف این�گونه که ریاضی موجودات می�شود. تعریف Tp روي تانسوري یکجبر به�این�ترتیب

می�گیرد. دربر را بالاتر مرتبه�هاي از تانسوري و برداري، نرده�اي،

ادغام 1.4.3
(r − 1, s − 1) نوع از تانسوري (r, s) نوع از تانسوري پادورداي و هموردا معین شاخص دو روي ادغام عمل در

می�نویسیم: جمله از می�آید، به�دست

C(ω ⊗ y) = ⟨ω, y⟩ (99)
دو ،Ri

jkl مؤلفه�هاي با بگیرید درنظر را R تانسور است. نرده�اي کمیتی یعنی (0و0) نوع از تانسوري آن نتیجه�ي که
می�شود: نتیجه می�کنیم. ادغام را i و kشاخص

Ri
jile

i ⊗ el =: Rjle
j ⊗ el (100)

می�نامند. ریچی تانسور را آن که است (1-1 و (2و0)=(1-3 نوع Rjlاز تانسور
است! پایه انتخاب از مستقل تعریف این که کنید توجه

خارجی جبر 5.3
موجودات2 ما اگر داد؟ تعمیم 3 از غیر بعد با فضاهاي به را بردار دو نمی�توانضربخارجی چرا کرده�اید فکر هیچ�گاه
مختصات از مستقل دیفرانسیل هندسه�ي نه و خمینه�ها نه و می�شناختیم، را 3بعدي برداري آنالیز فقط و بودیم 4بعدي یا
خارجی ضرب از که محوري بردار دید خواهیم بنویسیم؟ را برداري ماکسول معادلات می�توانستیم چگونه آن�گاه را،
بردار دو تانسوري ضرب از که است تانسوري موجودي یعنی است، تانسور یک درواقع می�آید به�دست بردار دو
پادمتقارن تانسورهاي همان درواقع محوري بردارهاي که است معنی این به این می�شود. پادمتقارن و می�آید، به�دست
بعد به وابسته محوري بردار مفهوم اما دارد امکان بعد هر در پادمتقارن تانسور تعریف که تفاوت این با هستند، 3بعد در

پادمتقارن. تانسورهاي تعریف به می�پردازیم ابتدا است! 3
کند: صدق رابطه این در که می�نامیم پادمتقارن را تانسوري

T (u, v) = −T (v, u) (101)
زوج�هاي تمام در استکه پادمتقارن کاملاً تانسوري پراهمیت�اند. بسیار (0 و s) نوع از پادمتقارن تانسورهاي مجموعه

باشد. پادمتقارن شاخص�هایش
می�آید. به�دست (r و 0) یا (0 و s) نوع از پادمتقارن کاملاً تانسورهاي مجموع از (T ∗

p (یا Tp فضاي روي خارجی جبر
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خارجی جبر Λp فضاهاي (مستقیم) مجموع دهیم، نشان Λs با را (0 و s) نوع پادمتقارن کاملاً تانسورهاي فضاي اگر
کنید: دقت است. لازم خارجی یکضرب منظور این براي می�دهد. تشکیل را

ω1 ⊗ ω2 ̸= ω2 ⊗ ω1 ω1, ω2 ∈ Tp (102)
می�کنیم: تعریف را جدیدي ضرب دلیل به�این نمی�انجامد. پادمتقارن ضرب به تانسوري ضرب یعنی

ω1 ∧ ω2 = ω1 ⊗ ω2 − ω2 ⊗ ω1 (103)
دارد: را خواصزیر ضرب این می�نامند. گووه�اي یا خارجی ضرب را ضرب این

ω ∧ σ = −σ ∧ ω

ω ∧ ω = 0 (104)
از: است عبارت Λ2 فضاي این پایه می�دهد. به�دست را Λ2 فضاي از عنصري ضرب این

ei ∧ ej = ei ⊗ ej − ej ⊗ ei (105)
است: زیر به�صورت پایه این در گووه�اي حاصل�ضرب تجزیه�ي

ω ∧ σ = ωie
i ∧ σjej = ωiσje

i ∧ ej = 1
2(ωiσje

i ∧ ej + ωjσie
j ∧ ei)

=
1
2(ωiσje

i ∧ ej − ωjσiei ∧ ej) =
1
2(ωiσj − ωjσi)e

i ∧ ej =
∑
i<j

(ωiσj − ωjσi)ei ∧ ej (106)

می�توان بنابراین، دارد. وجود ei∧ej مستقل بردار (n2) = n!
2!(n−2) دو مرتبه�ي پادمتقارن تانسورهاي فضايnبعدي کرد:در مرتب به�این�صورت مثال، به�عنوان 4بعد؛ در را پایه بردارهاي

e1 ∧ e2, e1 ∧ e3, e1 ∧ e4,
e2 ∧ e3, e2 ∧ e4,
e3 ∧ e4.

.i < jفرض با ei ∧ ej به�صورت یعنی
به�این�ترتیب است. دیفرانسیلی تک-�فرم dxi می�نامند. نیز دیفرانسیلی فرم را هم�بردارها ویژگی�ها، این به توجه با
خواصی 2-فرم�ها این .(n2) با است برابر 2-فرم�ها فضاي بعد می�نامند. دیفرانسیلی 2-فرم را ei ∧ ej = dxi ∧ dxj

مختصات تبدیل با مثال، به�طور می�رود. انتظار سطح دیفرانسیلی عنصر از که دارند
x→ x′

y → y′

می�شود: تبدیل زیر به�صورت 2-فرم

dx′ ∧ dy′ =
(
∂x′

∂x

∂y′

∂y
− ∂x′

∂y

∂y′

∂x

)
dx ∧ dy = ,′x)ژاکوبی y′;x, y)dx ∧ dy (107)

برابر فضا این بعد می�شود. ساخته ،Λp ،(p و 0) یا ،Λp ،(0 و p) نوع پادمتقارن کاملاً تانسوري فضاي ترتیب به�همین
می�شود: نیز فضا این در پایه .(n

p

) با است
ei1 ∧ ei2 ∧ ... ...eip , i1 < i2 < ... < ip (108)
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صورت�اند: به�این فضاها این 4بعد در می�دهند. نشان C∞(Λp) با را مشتق�پذیر p-فرم�هاي فضاي
C∞(Λ0

p) = {f(x)} 1 = بعد

C∞(Λ1
p) = {fi(x)dxi} 4 = بعد

C∞(Λ2
p) = {fij(x)dxi ∧ dxj} 6 = (42) = بعد

C∞(Λ3
p) = {fijk(x)dxi ∧ dxj ∧ dxk} 4 = (43) = بعد

C∞(Λ4
p) = {f1234(x)dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 ∧ dx4} 1 = (44) = بعد

کنید: توجه فضاها این ویژگی چند به
.( n
n−p

)
=
(
n
p

) است: مساوي Λn−p و Λp فضاهاي بعد -1
می�شود. بیان 4-حجم عنصر در تابع یک ضرب با C∞(Λ4

p)-2
.n < p به�ازاي Λp = 0-3

-(p+ q)یک q-فرم هر در p-فرم ضربهر داد. تعمیم دلخواه پادمتقارن تانسور دو هر به می�توان را ضربگووه�اي
زیر: خاصیت با است فرم

αp ∧ βq = (−1)pqβq ∧ αp (109)
می�سازد: یکجبر p-فرم�ها فضاي به�این�ترتیب

Λα = Λ0 ⊕ Λ1 ⊕ ...⊕ Λn (110)

خارجی مشتق 63
را حسن این هم-بردارها روي خارجی جبر می�شود. تعریف هم-بردارها روي هم و بردارها روي هم خارجی جبر

تعریفکرد. مشتق موازي، انتقال مفهوم بدون یعنی هموستار، مفهوم بدون آنجا در می�توان که دارد
می�کنیم: تعریف این�گونه را d خارجی مشتق بگیرید. درنظر را Λp دیفرانسیلی فرم�هاي فضاي

d : Λp → Λp+1 (111)
دارد: را زیر ویژگی�هاي مشتق این می�کند. تبدیل +p)-فرم 1) به� را p-فرم�ها خارجی مشتق پس

1)d ∧ (ω + η) = d ∧ ω + d ∧ η
2)d ∧ (ω ∧ η) = (d ∧ ω) ∧ η + (−1)pω ∧ (d ∧ η)
3)d ∧ (d ∧ η) = 0
4)d ∧ f = df

است: شاخص�ها از Hمجموعه�اي روابط این در گرفت. مشتق می�شود فرمی هر از تعریف، این با

dω =
dωH
dxi

dxi ∧ dxH

df = f,idx
i

d(fjdx
j) = fj,idx

i ∧ dxj

d(fjkdx
j ∧ dxk) = ∂fjk

∂xi
dxi ∧ dxj ∧ dxk
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می�آید. پیش fjk,i و fj,i از پادمتقارن جملات تنها بالا جمع�هاي در که می�کنید توجه
داریم: دراین�صورت می�نامیم. کامل را آن آن�گاه نوشت، ω = dαبه�صورت را ω فرم بتوان هرگاه

dω = ddα = 0 (112)
مشتق از زیر مثال�هاي می�نامند. بسته را فرمی چنین بود! نخواهد ω = dα الزاماً آن�گاه dω = 0 باشیم داشته اگر اما

می�دهد: نشان را فرمول�بندي نوع این توان برداري آنالیز در آن کاربرد و مختلف فرم�هاي خارجی
ϕ = ϕ(x, y, z)

dϕ = ∂ϕ
∂x
dx+ ∂ϕ

∂y
dy + ∂ϕ

∂z
dz = gradϕ.d

ω = ω1dx1 + ω2dx2 + ω3dx3 = ω⃗.dx

dω =
(
∂ω3
∂y
− ∂ω2

∂z

)
dydz +

(
∂ω1
∂z
− ∂ω3

∂x

)
dzdx+

(
∂ω2
∂x
− ∂ω1

∂y

)
dxdy = (curlω⃗).dθ⃗

µ = fdy ∧ dz + gdz ∧ dx+ hdx ∧ dy ; µ = ν⃗.do

dµ =
(
∂f
∂x

+ ∂g
∂y

+ ∂h
∂

)
dxdydz = divν⃗dx3

به�این�ترتیب:
ddϕ = 0 ⇔ curl gradϕ = 0
ddω = 0 ⇔ div curlω⃗ = 0

ستاره عملگر 1.6.3
تعریف طوري ستاره عملگر دارد. وجود فضا دو این میان هم�زادي نوعی پس است. برابر Λn−p و Λp فضاهاي بعد

کند: تبدیل −n)-فرم p) به را p-فرم�ها و برساند را هم�زادي این می�شود

∗ (dxi1 × dxi2 × ...dxip) = 1
(n− p)!

ϵi1i2...ip...indx
ip+1 ∧ dxip+2 ∧ ...dxin (113)

داریم: 4بعد در مثال به�طور
∗dx1 = 1/6dx2 ∧ dx3 ∧ dx4

لی مشتق 7.3
باشد. نداشته نیاز خمینه، روي جدید ساختاري یا موازي، انتقال مفهوم به که تعریفکرد می�توان دیگري مشتق هنوز

می�سازد: دیگري بردار آن�ها از لی قلاب می�گیریم. پادوردا بردار دو را Y Xو
[X, Y ]f = X(Y (f))− Y (X(f))

[X, Y ] = XY − Y X (114)
می�سازد: دیگري مماس بردار مماس، بردار دو هر از لی قلاب که می�دهد نشان زیر ویژگی�هاي

[X,Y ](αf + βg) = α[X, Y ]f + β[X,Y ]g (115)
نیز و

[X,Y ](fg) = g[X,Y ]f + f [Y,X]g (116)
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می�کند: صدق ژاکوبی اتحاد در لی قلاب که می�شود داده نشان به�راحتی
[[X, Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z,X], Y ] = 0 (117)

می�شود: موضعی مختصات برحسب لی قلاب مؤلفه�هاي
[X,Y ]j = ej(XY − Y X) = XY j − Y Xj = XkY j

,k − Y
kXj

,k (118)
می�شود: صفر آن�ها لی قلاب که است بدیهی بگیرید. درنظر را هولونوم پایه�ي بردارهاي ]حالا

∂

∂xi
,
∂

∂xj

]
= 0 (119)

Xاین�گونه جهت در را Y بردار لی مشتق دلیل به�همین دارد. مشتق�گیري نقش لی قلاب می�دهد نشان بالا خاصیت
می�کنیم: تعریف

LXY = [X, Y ] = −[Y,X] = LYX (120)
داد: تعمیم T دلخواه تانسور هر به� می�توان را مشتق این تعریف

T = f (a
LXf = df(x) = xf

T = Y (b
LXY = [X, Y ]

S ⊗ T (c
LX(S ⊗ T ) = LXS ⊗ T + S ⊗ LXT

زیر روش به ω تک-فرم LXروي اثر مثلاً، بیاوریم. به�دست تانسوري هر روي LXرا اثر می�دهد اجازه آخر ویژگی
می�آید: به�دست

LX(ω ⊗ T ) = LXω ⊗ T + S ⊗ LXω (121)
به�دست ،(C(ω⊗ Y )→ ⟨ω, Y ⟩) که این به توجه با دهیم. انجام ادغام عمل بالا معادله�ي تانسوري ضرب در حالا

می�آوریم:
LX ⟨ω, Y ⟩ = ⟨LXω, Y ⟩+ ⟨ω,LXY ⟩ (122)

می�دهد: مؤلفه�ها برحسب معادله این تجزیه�ي
Xk(ωiY

i),k = (LXω)jY j + ωj(LXY )j (123)
می�آوریم: به�دست آنجا از و

(LXω)jY j = Xk(ωi,kY
i + ωiY

i
,k)− ωj(XkY j

,k − Y
kXj

,k) = (Xkωj,k + ωkX
k
,j)Y

j (124)
می�شود: تک-فرم همورداي مشتق نتیجه در

(LXω)j = (Xkωj,k + ωkX
k
,j) (125)
به�صورت بالا شده ادغام رابطه از استفاده با

LX [ω(Y )] = (LXω)Y + ωLXY (126)
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به�صورت لی مشتق اعمال از استفاده با (r, s) نوع از T دلخواه تانسور هر به� را لی مشتق می�توان
LX [T (ω1ω2...ωr, Y1Y2...Ys]

داد. تعمیم
می�نویسیم: ابتدا کرد. برقرار رابطه لی مشتق و یکتک-فرم خارجی مشتق میان می�توان بالا روابط از استفاده با

⟨LXω, Y ⟩ − Y ⟨ω,X⟩ = (ωj,kX
k + ωkX

k
,j)− Y j(ωk,jX

k + ωkX
k
,j)

= (ωj,k − ωk,j)XkY j = dω(X,Y ) (127)
می�آوریم: به�دست تک-فرم�ها لی مشتق تعریف براي بالا رابطه�ي از سپس

dω(X,Y ) = X ⟨ω, y⟩ − Y ⟨ω,X⟩ − ⟨ω,LXy⟩ (128)

هموردا مشتق و موازي انتقال 8.3
منتقل چگونه را بردارها نمی�دانیم دلخواه یکخمینه روي بر است. روشن اقلیدسی فضاي در یکبردار موازي انتقال
از فراتر ساختاري با که ارتباط این کردن برقرار ندارد. وجود مختلف نقاط در مماس فضاي میان ارتباط یعنی کنیم.
به منتقل�شده یکی کنیم، کم هم از را بردار دو که کمکمی�کند می�شود، انجام است لازم تعریفخمینه روي آنچه
امتداد در بردار انتقال هموردا): (مشتق می�شود تعریفمشتق به منجر اختلاف این نقطه. همان در یکی و دیگر نقطه�اي
تعریف مشتق نوعی اگر است این انتظار بنابراین، می�دهد. به�دست خم آن امتداد در بردار مشتق براي تعریفی یکخم
انتقال از تعریفی را آن بتوان باید شود، داده نسبت دیگر برداري بردار هر به آن طی که جدید، مفهومی بر مبتنی شود

کرد. تعبیر موازي

شکل

از متناظر پایه�ي {ej} و بردارها فضاي در یکn-پایه {ej} گیریم می�گیریم. کمک شهود از ابتدا منظور به�این
بینهایت بردار با به�تقریب را −→PQ بردار می�گیریم: درنظر هم به نزدیک بینهایت Q و P نقطه�ي دو باشد. هم�بردارها
نقطه�ي دو مفهوم این در اگر است. کوچک بینهایت عددي ε و u ∈ Tp آن در که می�گیریم، یکی εuکوچک
دو آن�جا در و Rnبروید فضاي به� دارید، مشکل است نشده تعریف آن متریکدر که خمینه�یی روي هم به نزدیک
منتقل پایه�ي کنیم. می منتقل دلخواه به�روشی u امتداد در P به Q از را n-پایه حالا بگیرید! هم به نزدیک نقطه�ي
برداري آن�ها اختلاف می�کنیم. مقایسه ،{ej(p)} نقطه، آن در پایه بردار با P نقطه�ي در را {ej(Q → p)} شده
نشان ωij(εu) با را بسط ضرایب و می�دهیم بسط {ej(p)}برحسب و می�دهیم Dεuejنشان به�صورت را آن استکه

دهیم:
Dεuej = ωij(εu)ej (129)

و ωij وابستگی می�خواهیم یعنی می�گیریم، (آفین) خطی را انتقال است. شده تعریف انتقال ωij ضرایب تعیین با پس
نوشت: چنین می�توان را u→ ωij(u)نگاشت و می�شود حذف طرفین از εبه�این�ترتیب باشد. خطی εu Dεuejبه

ωij : u→ ωij(u) = Likje
k(u) (130)

دیفرانسیلی تک-فرم باید ωij پس
ωij = Likje

k (131)
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می�کند: تعریف را (1و1) نوع Dejاز تانسورهاي ،u→ Duej نگاشت همین�طور

Dej = ωij ⊗ ej (132)
که به�گونه�اي

Dej : u→ Duej = ωij(u)⊗ ej = ωij(u)ej = Likje
k(u)ej (133)

می�شود: داده تعمیم زیر به�صورت پایه بردار همورداي مشتق این

D(v) = D(viej) = (dvi)⊗ ej + viωij ⊗ ei = (Dvi)⊗ ei (134)
آن در که

Dvi := dvi + ωijv
j = vi;kω

k (135)
می�شود: بردار یک مؤلفه�هاي همورداي مشتق ازاین�رو،

vi;k = vi,k + Likjv
j (136)

هم-وستار ابتدا بالا. مفاهیم تعریفصوري به می�رسیم بردار انتقال مفهوم بر تکیه با هموردا توصیفمشتق این از حالا
است نگاشتی ،∇ (آفین)، هم�وستار شد. تعریف شهودي که ωij تک-فرم�هاي با است متناظر که می�کنیم تعریف را
نسبت را ∇XY بردار Y بردار هر به نگاشت این می�دهد. نسبت ∇X دیفرانسیلی عملگر یک X بردار هر به که

می�خواهیم: عملگر این براي را زیر سازگار ویژگی�هاي می�دهد،
:X شناسه در خطی الف)

∇fX+gYZ = f∇XZ + g∇YZ (137)
و دلخواهند توابع f, g آن در که

(X, Y, Z ∈ T 1
0 )

است. وابسته P نقطه Xدر بردار) (به جهت به تنها P نقطه X∇در مشتق که است معنی این به شرط این
:Y شناسه در خطی ب)

∇X(αY + βZ) = α∇XY + β∇XZ (138)
تابع: روي عمل ج)

∇X(f) = Xf (139)
:fY حاصل�ضرب روي عمل د)

∇X(fY ) = (∇Xf)Y + f∇XY = (Xf)Y + f∇XY (140)
کنیم: تعریف این�گونه را هم�وستار مؤلفه�هاي می�توانیم حالا

∇Xej = ωlj(X)el (141)
می�آوریم: Xبه�دست = ek فرض با و

∇ekej = ωlj(ek)el (142)
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داریم: می�گیریم. درنظر موضعی مختصات در Xرا = Xk ∂
∂xk

بردار مثال، به�عنوان

∇X(f) = Xk∇∂kf = Xf = Xkf,k (143)
دلخواه: خمینه�ي هر به باشد متعارفآنالیز مشتق تعمیم که تعریفکنیم جدید مشتق نوعی می�دهد اجازه ما به هم�وستار
زیر تعریف XY∇با بردار به Xرا پادورداي بردار که است (1و1) نوع از تانسوري ،∇Y, Y بردار همورداي مشتق

می�نگارد:
∇Y (X) = ⟨∇Y,X⟩ = ∇XY (144)

داریم: مثال به�طور است. خمینه روي هم�وستار ،∇X آن، در که

∇(fY )(X) = (∇Xf)Y + f∇XY = (Xf)Y + f ⟨∇Y,X⟩

= (df(X))Y + f∇Y (X) = (df(x)⊗ Y )(X) + f∇Y (X) (145)
می�کنیم: اضافه هموردا مشتق یا هم�وستار ویژگی�هاي مجموعه�ي به را زیر ویژگی بنابراین،

هـ)
∇(fY ) = df ⊗ Y + f∇Y (146)

می�کنیم: محاسبه ({ej}, {ej}) پایه�هاي برحسب را مشتق این حالا

∇XY = ∇X(Y
jej) = (XY j)ej + Y j∇Xej (147)

می�نویسیم: حالا مشخصکرده�ایم! ek به نسبت ωlj بسط ضریب به�عنوان را Γlkj عناصر ،Γlkj = ωlj(ek)تعریف با

∇XY = (XY i)ei + Y i∇Xjejei = XY iei + Y iXjωli(ej)el

= (XY l + Y iωli(X))el = (XY l + Y iXjΓlji)el (148)
می�نویسیم: پس

(∇XY )l = XY l + Y iωli(X) (149)
می�شود: ،∇∂kY یعنی هولونوم، پایه�ي بردارهاي براي مؤلفه�ها این

(∇∂kY )l = ∂kY
l + Y iωli(∂k) (150)
می�کنیم: تعریف این�گونه را مؤلفه�ها همورداي مشتق حالا

Y l
;k = Y l

,k + ΓlkiY
i (151)

را آن مؤلفه�هاي ابتدا می�کنیم. بررسی پایه�ها تبدیل هنگام به را آن�ها تبدیل چگونگی هم�وستارها بهتر شناخت براي
می�نویسیم: پایه بردارهاي برحسب به�این�صورت

(تمرین): Γlik تبدیل قانون

Γlki = ωli(ek) = ωji (ek)eje
l =
⟨
el, ωji (ek)ej

⟩
=
⟨
el,∇ekei

⟩ (152)
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آورد: به�دست را تبدیل قانون می�توان تعریف این روي از ekei∇است. l-ام مؤلفه�ي Γlik آن در که

ΓαβY =
⟨
eα,∇eγeβ

⟩
=
⟨
Lαi e

i,∇Lk
γek
Ljβej

⟩
= Lαi (eγ(L

i
β) + LjβL

k
γΓ

i
jk) (153)

مختصات: طبیعی پایه�هاي در

Γαβγ =
∂xα

∂xi

(
∂2xi

∂xβ∂xγ
+ Γijk

∂xj

∂xβ
∂xk

∂xγ

)
(154)

∇̂ ∇و اگر اما است! اضافی تبدیل اول جمله�ي چون نمی�دهند، تانسور یک تشکیل Γها که می�دهد نشان قاعده این
تبدیل در پرانتز داخل اول جمله�ي زیرا است، یکتانسور Γ̂− Γ یا ∇̂Y −∇Y تفاوت آن�گاه باشند، هم�وستار دو

می�شود. حذف تفاضل این در و است وابسته مختصات به تنها Γ
مشتق باشد. (r, s) نوع از دلخواه تانسوري T گیریم دهیم. تعمیم دلخواه تانسور هر به را هموردا مشتق آماده�ایم حالا

می�شود: تعریف این�گونه که است (r, s) نوع از خطی تانسوري ،∇T آن، همورداي

1)∇C = C∇

است: برقرار به�این�صورت هم لایبنیتس قاعده�ي است. ادغام عملگر C آن در که

2)∇(T ⊗ S) = ∇S ⊗ T + S ⊗∇T
3)∇f = df

با کرد. حساب را همزاد پایه�ي بردار همورداي مشتق می�توان قواعد این از استفاده با است. دلخواه f تابع نیز اینجا در
یعنی هم�وستار، مؤلفه�ي تعریف از استفاده

∇ekej = Γlkjel (155)
می�کنیم: حساب است صفر که را زیر همورداي مشتق

∇ek(e
j(el)) = ∇ek(Ce

j ⊗ el) = C∇ek(e
j ⊗ el) = C(∇eke

j)⊗ el

+ Cej ⊗ (∇ekel) = (∇eke
j)(el) + ejΓiklei = (∇eke

j)(el) + Γjkl (156)
می�آید: به�دست به�سهولت

∇eke
j = −Γjkle

l (157)
می�نویسیم: تک-فرم هر براي به�همین�ترتیب

(∇ekω)i = ωi,k − Γjkiωj

ωi;k = ωi,k − Γjkiωj

می�آید. به�دست بالاتر مرتبه تانسور هر مشتق�هاي به�همین�ترتیب
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ژئودزیک خم و خم 9.3
خمینه روي نقطه یک t پارامتر هر به�ازاي پس می�نامیم. خم یک Mرا خمینه�ي به [0, a] بازه�ي از λ(t) نگاشت
هرگاه نامید. خم امتداد در برداري میدانی می�توان را رويخم نقطه�هاي مماسدر بردارهاي مجموعه تعریفمی�شود.
میدان که دانست وابسته آن به خمی می�توان شود تعریف خمینه روي پارامتر یک به وابسته برداري میدانی که هم
برداري میدان انتگرالی خم از دراین�صورت باشد. آن متعارف معنی به خم بر مماس بردار همان نقطه هر در برداري
امتداد در موازي انتقال با متناظر X بردار امتداد در هموردا مشتق که دید می�توان هم به�این�ترتیب می�کنیم. صحبت

Xاست. بردار انتگرالی خم
امتداد در هموردا مشتق یا خم، به وابسته جدیدي مشتق هموردا مشتق از استفاده با بگیرید. درنظر را λ(t) خم اکنون
λ(t) امتداد در T دلخواه تانسور همورداي مشتق می�دهیم. نشان DT

∂t
با را آن که می�کنیم تعریف برداري، میدان

بردار امتداد در هموردا مشتق حالا است. t پارامتر به وابسته پادورداي بردار ∂
∂t
آن در که ،∇X= ∂

∂t
T با است برابر

می�نویسیم: این�گونه Xرا = Xa∂a

DT

∂t
= T a...be...g;hX

h (158)
می�شود: مختصاتXa(t)بیان با خم مختصات، انتخاب با است. مماس Xبردار آن در که

Xa =
dxa

dt
(159)

می�شود: هموردا مشتق Y برداري یکمیدان براي به�این�ترتیب
DY a

∂t
=
∂Y a

∂t
+ ΓabcY

cdx
b

dt
(160)

.∂Y a

∂t
= ∂Y a

∂Xb
dxb

dt
که باشیم داشته توجه

هرگاه می�شود منتقل موازي به�طور λ(t) امتداد در Y می�گوییم موازي انتقال از تفسیر این با
DY

∂t
= 0 (161)

براي بالا تعبیر با موازي انتقال می�گیریم درنظر λ خم روي را q و p نقطه دو انتقال مفهوم این بهتر درك به�منظور
را T rs (q) که خطی است نگاشتی موازي انتقال این داد. تعمیم مماس فضاي در تانسور هر به می�توان حالا را بردارها

می�شود. منتقل p در پایه یک به q در پایه یک مثلاً است. ایزومورفیسم یک نگاشت این می�برد. T rs (p) به
بردار یعنی ،λ خم این بر مماس بردار که می�نامیم ژئودزیک را خمی ژئودزیک. خم تعریف به می�پردازیم اکنون

یعنی: منتقل�شده، بردار بماند. مماس خم بر همواره یعنی شود، منتقل خودش با موازات به λ امتداد در ،X = ∂
∂t

∇XX =
D

∂t

(
∂

∂t

)
که است موازي خودش با شرطی به

Xa
;bX

b = f.Xa

و می�نامیم آفین را خم پارامتر دراین�صورت شود. صفر f ضریب که کرد اختیار طوري می�توان را t پارامتر باشد.
می�دهیم: نشان s با حالا

∇XX = 0 یا D

∂s

(
∂

∂s

)
λ

= 0

مماس، بردار موازي انتقال شرط بنویسیم، λ(s) Xرا = Xa ∂
∂Xa = dXa

ds
∂

∂Xa رويخم مماسرا بردار پسهرگاه
می�شود: خم، ژئودزیکبودن شرط یا

Xa
;bX

b = 0⇔ d2x
ds2

+ Γabc
dxb

ds

dxc

ds
= 0 (162)
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کارتان هاي معادله انحنا: و پیچش 10.3
می�کنیم: تعریف زیر به�صورت را (2و1) نوع از ،T پیچش، تانسور

T (X, Y ) = ∇XY −∇YX − [X, Y ] (163)
می�باشد. (2و1) نوع از تانسور یک و است، خطی یکموجود T که می�شود اثبات به�راحتی تعریف این روي از

:(T j(X, Y )) مؤلفه�ها محاسبه
T (X,Y ) = T j(X,Y )ej (164)

می�آید: پیش T تعریف در که جملاتی محاسبه

(∇XY )j = XY j + Y lωjl (X) (165)
می�نشانیم: بالا معادله در

T j(X, Y ) = ⟨ej,∇XY −∇YX − [X, Y ]⟩

= X ⟨ej, Y ⟩ − Y ⟨ej, X⟩ − ⟨ej, [X, Y ]⟩+ ωjl (X)el(Y )− ωjl (Y )el(X)

= dej(X,Y ) + [ωjl (X)⊗ el](X, Y )− [el ⊗ ωjl ](X, Y )

= 2dej(X,Y ) + 2[ωjl ∧ el](X, Y )

(166)

بنابراین
1
2T

j = dej + ωjl ∧ el

dej = ddxj = 0
1
2T

j = Γjlkdx
l ∧ dxk = 1

2(Γ
j
lk − Γjkl)dx

l ∧ dxk

کارتان ساختار معادله اولین

مختصاتی) (پایه طبیعی پایه

باشد: پیچشصفر تانسور هرگاه است. هم�وستار بودن نامتقارن براي معیاري پیچش تانسور پس

T = o ⇔ Γjlk = Γjkl (167)
می�شود: بیان هموردا مشتق برحسب لی مشتق باشد، صفر اگر پیچش تانسور
[X,Y ] = ∇XY −∇YX

(LXY )a = Y a
;bX

b −Xa
;bY

b

می�شود: بیان هموردا مشتق برحسب نیز خارجی مشتق
dA = Aab...c;ddx

d ∧ dxa... ∧ dxc (168)
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انحنا تانسور 11.3
(3و1) نوع از تانسور این موازي. انتقال انتگرال�ناپذیري یا هموردا مشتق جابه�جاناپذیري براي است معیاري انحنا تانسور

می�شود: تعریف زیر به�صورت که است
R(X, Y )Z = ∇X(∇YZ)−∇Y (∇XZ)−∇[X,X]Z (169)

می�توان را هموردا مشتق جابه�جاناپذیري است. خطی شناسه�اش سه در انحنا تانسور که داد نشان می�توان به�راحتی
داد: نشان زیر به�صورت

Ra
bcdX

cY dZb = (Za
;dY

d);cX
c − (Za

;cX
c);dY

d − Za
;d(Y

d
;cX

c −Xd
;cY

c)

= (Za
;dc − Za

;cd)X
cY d (170)

دیگر به�عبارت
Ra
bcdX

cY dzb = (Za
;dc − Za

;cd)X
cY d

Ra
bcdZ

b = Za
;dc − Za

;cd

اکنون آورد. به�دست را انحنا تانسور با آن ارتباط و هموردا مشتق جابه�جاناپذیري چگونگی می�توان رابطه این از
می�دهیم: بسط X∇YZ∇را جمله�ي ابتدا ،R مؤلفه�هاي محاسبه�ي به می�پردازیم

∇X∇YZ = ∇X [Y e
j(Z) + ωjk(Y )ek(Z)]ej

= [Y ei(Z) + ωik(Y )ek(Z)]∇Xei + [XY ei(Z) +X{ωik(Y )ek(Z)}]ei

= [Y el(Z) + ωik(Y )ek(Z)]ωil(X)ei + [XY ei(Z)]ei + [el(Z)Xωil(Y ) + ωil(Y )Xel(Z)]ei

= {[Xωil(Y ) + ωik(X)ωkl (Y )]el(Z) +XY ei(Z)}ei + [ωil(Y )Xel(Z) + ωil(X)Y el(Z)]ei

بنابراین:
∇X(∇YZ)−∇Y (∇XZ)

= {[Xωil(Y )− Y ωil(X) + ωik(X)ωkl (Y )− ωik(Y )ωkl (X)]el(Z)}ei (171)
به�همین�ترتیب

∇[X,Y ]Z = {[X, Y ]ei(Z) + ωil([X,Y ]el(Z))}ei (172)
نتیجه در و

R(X, Y )Z =
{X
⟨
ωil,Y

⟩
− Y

⟨
ωil,X

⟩
−
⟨
ωil,[X, Y ]

⟩
+ ωik(X)ωkl (Y )− ωik(Y )ωkl (X)}el(Z)ei

= 2(dωil + ωik ∧ ωkl )(X, Y )el(Z)ei (173)
می�نویسیم باشد، دلخواهی تک-فرم ω اگر حالا

R(ω,X, Y, Z) = Ri
jkl[ei ⊗ ej ⊗ (dk ∧ el)](ω,X, Y, Z)

= (Ri
jkle

k ∧ el)(X, Y )ej(Z)ei(ω)
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که می�دهد نشان مقایسه
1
2R

i
jkle

k ∧ el = dωij + ωik ∧ ωkj (174)

می�کنیم: تعریف به�این�صورت را انحنا پس2-فرم

Ωi
j = dωij + ωik ∧ ωkj (175)

می�نامیم: کارتان ساختار معادله�ي دومین را آن که

Ωi
j =

1
2R

i
jkle

k ∧ el (176)

می�نویسیم ابتدا می�شود. محاسبه زیر به�صورت انحنا تانسور مؤلفه�هاي طبیعی، پایه�ي یا موضعی، مختصات در

ωik = Γikldx
l

dωik = Γikl,mdx
m ∧ dxl = 1

2(Γ
i
kl,m − Γikm,l)dx

m ∧ dxl

همین�طور: و
ωik ∧ ωkl = Γikldx

l ∧ Γkjmdx
m = ΓiklΓ

k
jmdx

l ∧ dxm = ΓikmΓ
k
jldx

m ∧ dxl

= 1
2(Γ

i
kmΓ

k
jl − ΓiklΓ

k
jm)dx

m ∧ dxl

بنابراین
Ri
jkl = Γijl,k − Γijk,l + ΓimkΓ

m
jl − ΓimlΓ

m
jk (177)

نماد نیست لازم هنوز که است هم�وستار مؤلفه�هاي و مختصات طبیعی پایه�هاي برحسب ریمان تانسور مؤلفه�هاي که
باشد! کریستوفل

کند. می صدق اتحاد چند در انحنا تانسور
داریم آن�گاه T؛ = o باشد پیچشصفر چرخه�ايگیریم اتحاد الف)

Ri
jkl +Ri

klj +Ri
ljk = 0

[X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] = [Z, [X,Y ]] = 0
می�شود. اثبات به�سادگی که رابطه�اي

می�کنیم: حساب را Ωi
j خارجی مشتق بیانکیابتدا ب)اتحاد

Ωi
j = dωij + ωik ∧ ωkj

dΩi
j = dωik ∧ ωkj − ωik ∧ dωkj = (Ωi

k − ωil ∧ ωlk) ∧ ωkj − ωik ∧ (Ωk
j − ωkm ∧ ωmj )

نوشت: می�توان نتیجه در
Ωi
j − Ωi

k ∧ ωkj + ωik ∧ Ωk
j = 0 (178)

می�نویسیم ابتدا درمی�آید. زیر به�صورت موضعی مختصات در اتحاد این می�نامند. بیانکی اتحاد را آن که

dΩi
j =

1
2R

i
jmne

m ∧ en , ωik = Γikldx
l (179)
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می�آوریم: به�دست بیانکی اتحاد براي بالا رابطه�ي در نشاندن با

(Ri
jmn;l −Ri

kmnΓ
k
jl + ΓiklR

k
jmn)dx

m ∧ dxn ∧ dxl

+(Ri
jnl;m −Ri

knlΓ
k
jm + ΓikmR

k
jnl)dx

m ∧ dxn ∧ dxl

+(Ri
jlm;n −Ri

klmΓ
k
jn + ΓiknR

k
jlm)dx

m ∧ dxn ∧ dxl = 0

درمی�آید: زیر به�صورت Ωi
j مؤلفه�هاي برحسب بیانکی اتحاد نتیجه در که

Ri
jmn;l +Ri

jnl;m +Ri
jlm;n = 0 (180)

متریک 12.3
براي مفهومی هنوز یعنی متریکنبود؛ به احتیاج تعریفکردیم خمینه با مرتبط که مفهوم�هایی هیچ�یکاز براي اینجا تا
به می�پردازیم اکنون نبود. نیاز فاصله تعریف به نیز انحنا و پیچش تعریف براي حتی نداریم. خمینه روي فاصله تعیین

متقارن: و (2و0) نوع از ناتکین است تانسوري ،g متریک، مفهوم. این

1) g : T 0
1 × T 0

1 → R1

2) g(X,Y ) = g(Y,X) ∀ X, Y ∈ T 0
1

3) g(X,Y ) = 0 ∀ Y ∈ T 0
1 ⇔ X = 0

می�نویسیم موضعی پایه�ي در

g = gije
i ⊗ ej (181)

متریکمی�شود مؤلفه�هاي پس
gij = gji (182)

نوشت می�توان هولونوم، پایه�هاي یا موضعی، مختصات در است. متقارن تعریف بنابر که

g = gijdx
i ⊗ dxj (183)

دارد: وجود ،[gij] آن، مؤلفه�هاي ماتریس وارون است متقارن و ناتکین متریک چون
gijg

jk = δki (184)
ساخت: (0و2) نوع از تانسوري می�توان وارون ماتریس این کمک به

g−1 = gijei ⊗ ej (185)
داد: تغییر مرتبه حفظ با را (r, s) نوع از T تانسور هر می�توان g−1 و g تانسورهاي کمک به

C(g ⊗ T )⇒ (r − 1, s+ نوع(1 تانسور

C(g−1 ⊗ T )⇒ (r + 1, s− نوع(1 تانسور
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می�شود: مؤلفه�ها برحسب روابط همین
gijT

kj = T ki

gijTjk = T ik

کمیت آن�گاه کنیم، قطري نقطه یک در را gij هرگاه
n = مثبت عناصر -تعداد منفی عناصر تعداد

می�زنم: مثال را نمونه چند متریکمی�نامند. نشانگان را
n = d d-بعدي اقلیدسی فضاي الف)

±n = (d− 1)− 1 = d− 2 d-بعدي مینکوفسکی فضاي ب)
به�گونه�اي هم�وستار فرضمی�کنیم تعریفکرد. یکتا متریکو به وابسته متریکهم�وستاري از استفاده با می�توان اکنون

یعنی بشود. متریکصفر همورداي مشتق که باشد
∇g = 0 (186)

است: جابه�جاپذیر هموردا مشتق�گیري عمل با شاخص�ها بردن پایین و بالا عمل دراین�صورت
∇(g ⊗ T ) = g ⊗∇T (187)

کنیم: حساب را هم�وستار می�توانیم زیر طریق به اکنون تانسوري. محاسبه�هاي در است کمکمؤثري ویژگی این
∇Xg = ∇Xgije

i ⊗ ej = Xgije
i ⊗ ej + gij[(∇Xe

i)⊗ ej + ei ⊗∇Xe
j]

= [Xgij − gljωli(X)− gilωlj(X)]ei ⊗ ej = 0

⇒ dgij − gljωli − gilωlj = 0
یا و

dgij = gljω
l
i + gilω

l
j

می�شود: موضعی مختصات انتخاب با رابطه این
gij,k = gljΓ

l
ik + gilΓ

l
jk (188)

می�آوریم به�دست نتیجه در است. متقارن پایین شاخص�هاي در Γپس فرضمی�کنیم. صفر را پیچش اکنون
gljΓ

l
ik =

1
2(gij,k + gik,j − gjk,i)

Γikj =
1
2g
il(glj,k + glk,j − gjk,l)

هم�وستار به�دستمی�آید پیچشصفر با فضایی در که را هم�وستار این می�شود. تعیین یکتا به�طور به�این�ترتیبهم�وستار
می�نامند. کریستوفل نماد را Γ نماد و کریستوفل

و dxi (رویداد) نقطه دو فاصله�ي می�کنیم. تعریف خمینه روي را نقطه دو میان فاصله�ي می�دهد اجازه ما به متریک
خاصاست: نسبیت در فضازمانی فاصله�ي همان نظیر که می�کنیم تعریف زیر به�صورت را xi + dxi

ds2 = gijdx
idxj (189)

می�آوریم به�دست 2 و 1 نقطه دو میان متناهی فاصله�ي براي

S =

∫ 2

1
ds (190)
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در را نمونه چند بیابیم. جدیدي تفسیر تعریفکرده�ایم کنون تا که مفاهیمی براي متریکمی�توان از استفاده با اکنون
می�آوریم. زیر

است عدد یک نقطه هر در که g(X, Y به�صورت( را Y و X بردار دو داخلی حاصل�ضرب متریک کمک به آ-
می�نویسیم پس می�کنیم. تعریف

X.Y = g(X,Y ) = gijX
iY j (191)

آن در که
gij = g(ei, gj) = gji

می�دهد: نسبت یکهم�بردار u بردار هر به gمتریک که کرد تعبیر چنین می�توان بنابراین،
g : u⇒ g(u, 0) (192)

مؤلفه�ها در نگاشت این تأثیر است. هم�بردار یک g(u, 0) پس است، Tp روي خطی نگاشت یک g(u, 0) چون
متریک معکوس با هم-بردار هر به بردار یک دادن نسبت یعنی معکوس، عمل شاخصاست. آوردن پایین به�صورت
را آن�ها تفاوت معمولاً فیزیک در ما و می�شوند وابسته هم به هم-بردارها و بردارها که است این�گونه می�شود. انجام

می�کنیم! فراموش
کند. نمی تغییر Y Xو بردار دو داخلی Mحاصل�ضرب در خمی امتداد در موازي انتقال اثر در ب-

D(gijX
iY j) = (Dgij)X

iY j + gij(Y
jDX i +X iDY j) = 0 (193)
!DX = 0 یعنی موازي انتقال که داریم توجه

تعریفکرد طوري را ناهولونوم پایه�هاي می�توان همواره اما دارند. بستگی مختصات به gij معمولاً متعامد پایه�ي ج-
که

g(ei, ej) = ηij (194)
هر میان فاصله�ي که بگوییم ژئودزیک را خمی کنیم. تعریف دیگري نوع ژئودزیک خم می�دهد اجازه متریک د-

داریم بنامیم، S را فاصله این اگر باشد. (فرینه) کمینه آن نقطه�ي دو

S =

∫ 2

1
ds =

∫ 2

1c
(gijdx

idxj)
1
2 =

∫ 2

1

(
gij
dxi

λ

dxj

λ

) 1
2
dλ (195)

می�کنیم: تعریف زیر به�صورت را فرینال مسئله�ي سپس و

S =

∫ 2

1

(
gij
dxi

λ

dxj

λ

) 1
2
dλ , δS = 0 (196)

انتگرال�ده بیاییم دیدیم، اول فصل در که همان�گونه پس، می�شود. ژئودزیکنامیده می�کند، صفر را δS که خمی آن
بنویسیم و درآوریم رادیکال زیر از را

L = gij
dxi

λ

dxj

λ
(197)

می�شود: نوشته Lبراساس اویلر-لاگرانژ معادله باشد
d

dλ

(
∂L

∂ẋi

)
− ∂L

∂x
= 0 ; ẋi =

dxi(λ)

dλ
(198)
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اما
∂L

∂ẋi
= 2gijẋj ;

∂L

∂x
= gjk,iẋ

kẋj (199)

بنابراین:

gijẍ
j + 2

(
gki,j −

1
2gkj,i

)
ẋjẋk = 0 (200)

یا

gijẍ
j +
(
gki,j + gji,k −

1
2gkj,i

)
ẋjẋk = 0 (201)

می�دهد: gil با ادغام

ẍl + Γljkẋ
jẋk = 0 (202)

ژئودزیک، خم بنابراین، باشد. متریکتعریفشده اینکه بدون به�دستآمد، قبلاً ژئودزیکاستکه معادله�يخم این
بگیریم متریک با متناظر را هم�وستار اگر می�شود، منتقل خودش موازات به همواره آن مماس بردار که خمی معنی به

فرینه! خم همان می�شود
می�نویسیم: سرعت برحسب را حالا ژئودزیکرا معادل این

uj = ẋj =
dxj

dλ
(203)

داریم:

ẍj = uj,ku
k (204)

پس
(ul,k + Γljku

j)uk = 0

ul;ku
k = 0

بنویسیم باید نباشد آفین پارامتر اگر است. آمده به�دست آفین پارامتر براي رابطه این می�دانیم

ul;ku
k = ϕul (205)

است. دلخواه تابعی ϕ آن در که

انیشتین و ریچی تانسور ریمان، تانسور تقارن�هاي 13.3
این داد. تشخیص آن در بیشتري تقارن�هاي و کرد عوض را انحنا تانسور نوع می�توان خمینه روي متریک وجود با

می�کنیم. مرور را تقارن�ها
پادمتقارن هموردا) (شاخص راست سمت پایین شاخص دو در آن مؤلفه�هاي که می�دانیم تانسور این تعریف از آ-

است:
Ri
jkl = −Ri

jlk (206)
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می�آوریم: پایین g با را پادوردا شاخص ب-

gilR
l
jkl = Rijkl (207)

است: پادمتقارن نیز سمتچپ شاخصهمورداي دو به Rijklنسبت که داد نشان می�توان
Rijkl = −Rjikl (208)

بنویسیم: آن مشتقات و gبرحسب Rijklرا که است این اثبات یکراه

Rijkl =
1
2(gil,jk + gjk,il − gjl,ik − gik,jl) + gmn(ΓmjkΓnil − ΓmjlΓnik) (209)

دید. را موردنظر پادتقارنی خاصیت به�سهولت می�توان رابطه این از
که: می�شود داده نشان است. دوم مرتبه تانسور یک دوم همورداي مشتق مطالعه دیگر راه
Sij;kl − Sij;lk = Rm

jklSim +Rm
iklSmj + (Tmkl Sij;m) (210)

به�دستمی�آوریم Sij = gij نشاندن نیز و پیچش، بودن فرضصفر با پیچشاست. با متناسب آخر جمله�ي آن در که

gimR
m
jkl + gnjR

n
ikl = 0

Rijkl +Rjikl = 0
است. مطلوب پادتقارنی خاصیت همان که

شاخصهموردا: زوج دو به نسبت تقارن ج-
Rijkl = −Riklj −Riljk = Rkilj +Rlijk = −Rklji −Rkjil −Rljki −Rlkij

= 2Rklij −Rjilk = 2Rklij −Rijkl ⇒ Rijkl = Rklij

برابر فضايn-بعدي در ریمان تانسور مستقل مؤلفه�هاي تعداد که داد نشان می�توان تقارن�ها این گرفتن درنظر با اکنون
مستقل. مؤلفه�ي 3 می�شود مختصات تبدیل کمک به که داریم مؤلفه 6 سه�بعدي فضاي در پس .n2(n2−1)

12 با است
مستقل. مؤلفه�ي 16 می�شود مختصات تبدیل کمک به که داریم مؤلفه 20 چهاربعدي فضاي در همین�طور

از که ریچی تانسور ابتدا تعریفمی�کنیم. جدید تانسور چند و می�کنیم استفاده ادغام عمل متریکو تانسور از اکنون
می�آید: به�دست ریمان تانسور در ادغام

Rij = Rl
ilj (211)

می�شود: انتخاب زیر قرارداد گاهی قدیمی�تر متن�هاي در که باشید داشته توجه
R̄ij = Rl

ijl (212)
داریم: را زیر رابطه دراین�صورت

R̄ij = Rl
ijl = −Rl

ilj = −Rij (213)
باشد. نرفته به�کار نامتعارف قرارداد کنید دقت عامی نسبیت روابط پسدر

دارد: کاربرد عام نسبیت معادلات در می�آید، به�دست ریچی تانسور از که انیشتین، تانسور

Gij = Rij −
1
2gijR (214)
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آن در که
R = gijRij (215)

کنید: توجه انیشتین تانسور مهم ویژگی این به می�شود. نامیده ریچی نرده�اي

Gi
j;i = 0 (216)

داریم: است. ساده بیانکی اتحاد روي از رابطه این اثبات

Ri
jkl;m +Ri

jlm;k +Ri
jmk;l = 0 (217)

می�کنیم: ادغام را k و iشاخص دو

Ri
jil;m +Ri

jlm;i +Ri
jmi;l = Rjl;m +Ri

ijlm; −Ri
jim;l = Rjl;m −Ri

jilm; −Rjm;l (218)
می�بریم: بالا را jشاخص

Rl
l;m +Rj

iml;
i −Rj

m;l = Rj
l;j +Ri

il; −R;l = 2Ri
l;i −R;l = 2

(
Ri
l −

1
2δ

i
l

)
;i
⇒ Gi

l;i = 0 (219)

ریچی. نرده�اي با است مرتبط انیشتین تانسور رد

G = gijGij = Gi
l = R− 1

2 × 4R = −R (220)

وایل تانسور 14.3
به�دست صفر آن روي ادغام تفاوتکه این با ریمان تانسور تقارن�هاي همان با نوع(3و0) از است تانسوري وایل تانسور

می�شود: تعریف این�گونه وایل تانسور می�دهد!
Gh
ijk = Rh

ijk − 1
n−2(δ

h
jRik − δhkRij + gikR

h
j − gijRh

k)

+ R
(n−1)(n−2)(δ

h
jRik − δhkgij)

دارد. را انحنا تانسور تقارن�هاي همان تانسور این
کنند: صدق زیر شرط در که بگیرید ḡij و gij متریک دو با فضا دو وایل، تانسور ویژگی چند به می�پردازیم اکنون

ḡij = eϕgij (221)
این در که داد نشان می�توان می�نامند. همدیس یکدیگر به نسبت را فضا دو این است. دلخواه تابعی ϕ آن در که

است: برابر یکدیگر با فضا دو این وایل تانسور صورت
C̄i
jkl = C i

jkl (222)

دیگري فضاي هر وایل تانسور بنابراین، است. صفر نیز وایل تانسور پس است. صفر ریمان تانسور تخت فضاي براي
بود! خواهد صفر باشد همدیستخت که نیز
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4 از کمتر بعد با فضاهاي 15.3
در گرانش براي جالبی نتایج وایل و انیشتین، ریچی، ریمان، تانسورهاي مؤلفه�هاي تعداد مقایسه�ي 4 از کمتر ابعاد در

می�دهد. نشان بعد n در را تانسورها این مؤلفه�هاي تعداد زیر جدول می�دهد. به�دست ابعاد این

است: برابر ریچی و ریمان تانسور مؤلفه�هاي تعداد فضازمان، بعد (2+1) یا سه�بعد، در

Rijkl = gikRkl − gilRjk + gjlRik − gjkRil −
1
2(gikgjl − gilgjk)R (223)

اگر یعنی می�شود. نتیجه نیز ریمان تانسور بودن صفر انیشتین) تانسور (یا ریچی تانسور شدن صفر از سه�بعد در بنابراین،
پس ریچی، تانسور و انیشتین تانسور با است مرتبط ماده توزیع چون طرفدیگر از تختاست! فضا آن Rijباشد = 0
ندارد. وجود هم گرانشی امواج شرایط این در می�شود؛ مشخص کاملاً نیز انحنا تانسور انرژي-تکانه تانسور تعیین با
انیشتین تانسور مؤلفه�هاي بین زیر رابطه�ي است. صفر وایل تانسور n = به�ازاي3 که می�شود دیده به�سهولت به�علاوه،

است: برقرار انحنا تانسور و
Rαβγδ = gαγGβδ + gβδGαγ − gαδGβγ − gβγGαδ +G(gαδgβγ − gαγgβδ) (224)

باشد، صفر انرژي-تکانه و انیشتین تانسور یعنی نباشد، ماده جا هر سه�بعد در که می�شود دیده به�وضوح رابطه این در
است! تخت فضا

دارند: مستقل یکمؤلفه یکفقط هر ریمان تانسور و ریچی تانسور 2بعد در
Rijkl =

1
2(gikgjl − gilgjk)R

Rij =
1
2gijR

بنابراین
Gij = 0 (225)

است. صفر همواره انیشتین تانسور 2بعد در یعنی

تقارن و کیلینگ بردار 16.3
میدان یک امتداد در متریک لی مشتق معمولاً باشد. شده تعریف متریک یک آن روي که بگیرید درنظر خمینه�اي
میدانی اگر اما می�کند. تغییر برداري میدان انتگرالی خم امتداد متریکدر که یعنی این نمی�شود. صفر دلخواه برداري

یعنی کند، صفر را لی مشتق این که شود پیدا برداري
LXg = 0 (226)
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باشیم. داشته سروکار تقارن نوعی با باید آن�گاه پس
هر لی مشتق که داد نشان می�توان می�آوریم. لی مشتق از دیگري تعبیر انتگرالی خم مفهوم از استفاده با به�این�منظور

با است برابر برداري میدان هر امتداد در تانسور

LξµT = lim
ε→0

1
ε

{
T (X̄)− T (X)

} (227)

لی مشتق به�این�ترتیب .X̄µ = Xµ + εξµ یعنی می�کند، تعریف را انتقال که است دلخواهی بردار ξµ آن در که
می�شود. محاسبه کمی از متریکپس

L = ξgµν − ξµ;ν − ξν;µ (228)
کند: صدق زیر رابطه�ي در که برداري به�جود می�شود ترجمه تقارن شرط بنابراین،

ξµ;ν − ξν;µ = 0 (229)
به�طور است. خمینه ایزومتري یک بیانگر که می�شود، نامیده کیلینگ بردار یک کند صدق رابطه این در که بردار هر
انتگرالی ϑ=ثابتخم�هاي خم�هايϕ=ثابتو و کیلینگهستند بردارهاي ∂

∂ϑ
و ∂
∂ϕ

بردارهاي 2بعدي کره�ي روي مثال
برداري�اند. میدان�هاي این

بگیرید. درنظر gµν متریک با خمینه�اي می�گویند. همدیس کیلینگ بردار آن به که دارد هم تعمیمی کیلینگ بردار
باشیم داشته اگر می�نامند کیلینگهمدیس بردار را ξµ بردار

Lξgµν = gµν,ρξ
ρ + gµρξ

ρ
,ν + gνρξ

ρ
,µ = 2ϕgµν (230)

هوموتتیکمی�نامند. را بردار باشد ثابت ϕ که هنگامی است. دلخواهی تابع ϕ آن در که
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Eguchi, Gilkey, Hanson, Gravity, GaugeTheories, andDifferentialGeometry, .3

Phys.Let.C, Phys.Rep.66, No, 6(1980), 213− 393.
است. شده استفاده بسیار مقاله این از درس متن در است. خواندنی و مناسب بسیار مقاله این
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3 فصل :1 عام نسبیت

پرسش�ها
پوشاند؟ مختصات یکدسته تنها با نمی�توان را کره چرا .1

است؟ کجا مشکل داد؟ تعمیم 3 از بیشتر یا کمتر بعد با فضاهاي به را بردار دو خارجی ضرب می�توان آیا .2
داریم؟ بردار نوع دو چرا اصلاً می�آید؟ به�دست دیگر نوع برداري بردار دو خارجی ضرب از چرا .3

∂
∂ϕ

و ∂
∂θ

پایه�ي بردارهاي که کنید توجه باشند؟ ناهولونوم که بزنید مثال کره سطح روي پادوردا پایه�ي بردار دو .4
هستند. هولونوم

چطور؟ را هموردا بردارهاي کنیم. مصور 2بعدي فضاي در می�توانیم را پادوردا پایه�ي بردارهاي .5
شروع مثلث این روي نقطه یک از می�سازیم. درجه�یی 90 عظیمه�ي دایره�ي قطعه سه با مثلثی دوبعدي کره�ي روي .6
بردار این و اولیه بردار میان ارتباطی چه برسد. اولیه نقطه�ي به تا کنید منتقل خودش موازات به را برداري و کنید

می�بینید؟ منتقل�شده
باشند؟ ناهولونوم که بزنید مثال دوبعدي کره�ي روي هموردا پایه�ي بردار دو .7

نکنید! استفاده غوطه�وري فضاي از دارید؟ 2بعدي کره�ي روي مماس فضاي از تصوري چه .8
چرا؟ باشد، s > n اگر داشت پادمتقارن کاملاً و (0, s) نوع از تانسوري نمی�توان nبعدي برداري فضاي 9.روي

نیست؟ کامل بسته یکفرم چه�وقت .10
ژئودزیک�اند. (ϕ= ثابت (خم�هاي کره روي نصف�النهارهاي دهید نشان .11

حساب را ri;i همورداي مشتق u1 = r, u2 = θ, u3 = ϕمختصات و r⃗ = re⃗r = re⃗1 با سه�بعدي فضاي در .12
(!∇⃗.r⃗ (یعنی کنید!

دهید نشان را زیر رابطه�ي صحت .13
[X,Y ](fg) = g[X, Y ]f + f [Y, x]g

می�توانید .14
باشد؟ صفر آن هموستار اما نباشد تخت که بزنید مثال فضایی الف)
نباشد؟ صفر آن هموستار اما باشد تخت که بزنید مثال فضایی ب)

می�گیرید؟ مثال�ها این از نتیجه�اي چه ج)
چرا؟ ،LX ⟨ω, Y ⟩ = X ⟨ω, Y ⟩ داریم .15

است! صفر همواره دوبعد در انیشتین تانسور دهید نشان .16
است؟ تانسور یک هم�وستار دو تفاوت چرا .17

نداریم؟ گرانشی امواج است، ریچی-تخت فضا یعنی است، صفر ریچی تانسور که هنگامی 3بعد در چرا .18
می�شوند؟ منجر الکترومغناطیسی امواج به ماکسول معادلات 3بعد در آیا .19

بگویید. می�توانید چه آن�ها میان گرانش نیروي مورد در بگیرید نظر در فشرده جسم دو بعدي 1+2 فضایی در .20

تمرین�ها
بنویسید را dyj کروي و dxi دکارتی مختصات میان اقلیدسی 3بعدي فضاي در .1

آورید. به�دست را dxi, dyj بینهایتکوچک جزء میان رابطه�ي آ-
تبدیل دو این کدام�یکاز آورید! به�دست را ،∂/∂yj و ∂/∂xi یعنی مختصات، دو در شیب عملگر میان تبدیل ب-

کنید! بحث است؟ شبیه بردار یک تبدیل به
4بعدي فضا اگر بکنید؟ خارجی ضرب هم در را بردارها این می�توانید دارید. سروکار بردار نوع دو با این�جا در ج-

چطور؟ بود بیشتر یا
متناظر مؤلفه�هاي و آن میان رابطه�یی چه کنیم بیان کروي مختصات برحسب فضا این در را سرعت بخواهیم اگر د-

هست؟ دکارتی
است. یکخمینه 0± ϑ < 2π.eiϑ عناصر با U(1) گروه دهید نشان .2

است. یکخمینه SU(2) گروه دهید نشان .3
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3 فصل :1 عام نسبیت

یک با می�توان آیا می�آید. R2به�دست روي (x+ 2π, y) و (x, y)نقطه�هاي گرفتن یکسان از دوبعدي استوانه�ي .4
پوشاند؟ را استوانه تمام (x, y) دکارتی مختصات دسته

است: به�این�صورت کروي و دکارتی مختصات رابطه�ي اقلیدسی سه�بعدي فضاي در .5

x = r sinϕ sin θ, y = r cosϕ sin θ, z = r cos θ

آورید. به�دست را کروي مختصات با متناظر پایه�ي هم-بردارهاي و بردارها
کنید. حساب نیز را بهنجار بردارهاي نیستند. بهنجار ولی متعامداند پایه بردارهاي این

دهید. نشان را پایه بردارهاي خطی استقلال هم-بردار و بردار تعریف روي از .6
کنید. حساب را ω1 ⊗ ω2 مؤلفه�هاي دیفرانسیلی تک-فرم�هاي تانسوري تعریفضرب از .7

است. پایه از مستقل ادغام عمل دهید نشان .8
پایه�ي بردارهاي حاصل�ضربخارجی بگیرید. درنظر xi → x,iمختصات یکتبدیل دوبعدي رويیکخمینه�ي .9

می�کند؟ تغییر چگونه (هموردا) هولونوم
می�کند: صدق زیر زنجیره�اي قاعده�ي در d دهید نشان پایه، از استفاده بدون .10

d(fg) =
∂f

∂g
dg

دهید: نشان خارجی مشتق قواعد و دیفرانسیلی فرم�هاي از استفاده با .11
curl gradϕ = 0

div rotω⃗ = 0
دهید: نشان پادوردا بردار دو لی مشتق تعریف از استفاده با .12

[X,Y ](fg) = g[X,Y ]f + f [X, Y ]g

است! شدنی جابه�جا LX لی مشتق ادغام عمل دهید 13.نشان
دهید نشان .14

2dω(X, Y ) = X ⟨ω, y⟩ − Y ⟨ω,X⟩ − ⟨ω,LXy⟩

کنید. X∇حساب برحسب (fx)∇را عملگر .15
دهید: 16.نشان

∇(fY ) = df ⊗ Y + f∇Y

دهید: نشان ادغام، عمل با آن جابه�جایی نیز و عام تانسور یک براي هموردا مشتق تعریف از استفاده با .17

∇eke
i = −Γilkel

ωi;k = ωi,k − Γjikωj

نمی�کند. تغییر موازي انتقال اثر در Y,X بردار دو داخلی حاصل�ضرب دهید نشان .18
براي رابطه این از اگر می�آید. به�دست ds2 = gµνdx

µdxν ي رابطه از 4بعدي فضاي در نقطه دو میان متریک .19
اگر می�رسیم. ژئودزیک مألوف معادله�ي همان به کنیم استفاده فرینال فاصله�ي یا خم معناي به ژئودزیک محاسبه�ي

می�شود؟ چه باشد نورگونه ما خم
نوشت به�این�صورت می�توان متریکرا ϕ, θمتعارف مختصات با a شعاع به کره�اي براي .20

gij =

[
a2 0
0 a2 sin2 θ

]
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3 فصل :1 عام نسبیت

هستند: اینها کریستوفل نماد ناصفر مؤلفه�هاي تنها دهید نشان
Γ1
22 = − sin θ cos θ و Γ2

12 = Γ2
21 = cot θ

باشد عظیمه دایره�ي خم که اگر بدهید. موازي انتقال دوبعدي کره�ي روي یکخم امتداد در Xرا دلخواه بردار .21
چیست؟ نتیجه

تانسور هولونوم مؤلفه�هاي میان زیر رابطه�ي دهید نشان ناهولونوم، و هولونوم پایه�هاي در انیشتین تانسور ارتباط .22
است Gν̄µ̄برقرار ناهولونوم مؤلفه�هاي Gνو

µ انیشتین

Gν̄
µ̄ =

√
|gνν .gµµ|Gν

µ µ ̸= ν

Gµ̄
µ̄ = Gµ

µ µ = ν !

نمی�شود!) زده جمع µ̄ یا µ روي بالا رابطه�ي در (توجه:
نقطه یک در که هموار ژئودزیکی است. ناتکین همه�جا آن متریک که فضازمانی خمینه�اي روي دهید نشان .23

بود. خواهد نورگونه یا زمان�گونه فضاگونه، به�ترتیب همه�جا باشد، نورگونه یا زمان�گونه فضاگونه،�
به�صورت انحنا تانسور تعریف از .24

R(X, Y )Z = ∇X(∇YZ)−∇Y (∇XZ)−∇[X,Y ]Z

آورید: به�دست را زیر رابطه�ي
Ra
bcdZ

b = Za
;dc − Za

;cd

می�کند: صدق رابطه این متریکدر با سازگار هم�وستار .25
∇g = 0

دراین�صورت دهید نشان
dgab = ωab + ωba

آورید: به�دست آنجا از و
Γabc =

1
2g

ad(gdb,c + gdc,b − gbc,d)

کنید! استفاده df(u) = u(f) رابطه�ي از می�توانید
است. +p)-فرم یک(1 p-فرم هر خارجی مشتق کنید ثابت .26

تعریف .27
R(X,Y )Z −∇X(∇YZ)−∇Y (∇XZ)−∇[X,Y ]Z

باشند: معتبر زیر رابطه�هاي که می�شود منجر ریمان) (تانسور تانسور یک به هنگامی
R(fX, Y )Z = R(X, fY )Z = fR(C, Y )Z

و
R(X, Y )(fZ) = fR(X, Y )Z

درست�اند! رابطه دو این دهید نشان
به�صورت بیانکی اتحاد از .28

Rµ
νρσ;α +Rµ

νσα;ρ +Rµ
ναρ;σ = 0

دهید: نشان و کنید استفاده
Gµ
ν;µ = 0
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دهید: نشان بگیرید، درنظر را Sij دلخواه و متقارن تانسور .29
Sij;kl − Sij;lk = Rm

jklSim +Rm
iklSmj + Tmkl Sij;m

می�شود نتیجه دهید نشان بگذارید، متریکرا S تانسور به�جاي و بگیرید صفر را پیچش حالا
Rijkl = −Rjikl

متریکهمدیس دو براي دهید نشان .30
ḡµν = gµνe

ϕ(X)

برابرند. وایل تانسورهاي است، دلخواه تابعی ϕ آن در که
آورید: به�دست را هم�وستار مؤلفه�هاي تبدیل و کنید تبدیل ei′ به به را ei پایه�هاي .31

Γl
′

i′k′ =
∂xl

′

∂xl

(
∂2xl

∂xl′∂xk′
+ Γlik

∂xi

∂xl′
∂xk

∂xk′

)
است: به�این�صورت انحنا تانسور مؤلفه�هاي دهید نشان .32

1
2R

µ
νρσe

ρ ∧ eσ = dωµν + ωµρ ∧ ωρν

کنید: اثبات را زیر رابطه همچنین
Rµ
νρσ = Γµνσ,ρ − Γµνρ,σ + ΓµαρΓ

α
νσ − ΓµασΓ

α
νρ

است: معتبر خارجی مشتق و لی مشتق بین زیر رابطه�ي دهید نشان .33
2dω(X, Y ) = X ⟨ω, Y ⟩ − Y ⟨ω,X⟩ − ⟨ω, [X,Y ]⟩

!LX ⟨ω, Y ⟩ = X ⟨ω, Y ⟩ که باشد داشته به�یاد توجه:

به�این�صورت آن�ها انتگرال�پذیري شرط دیگر به�عبارت ،ei پایه�هاي بودن هولونوم براي لازم شرط دهید نشان .34
است

[ei, ej] = 0
می�کنند صدق زیر شرط در ناهولونوم پایه�هاي عکس به�

[ei, ej] = Ck
ijek

می�نامند. ناهولونومی ضریب�هاي را Ck
ij ضریب�هاي که

آن. مؤلفه�هاي دترمینان بودن ناصفر با است هم�ارز (2و0) نوع متقارن تانسور یک بودن ناتکین شرط دهید نشان .35
است. همدیستخت دوبعدي ریمانی فضاي هر دهید 36.نشان

kµ رابطه این در است. ثابت E = kµ
(
∂
∂t

)
µ
کمیت باشد متریک یک کیلینگ بردار ∂

∂t
هرگاه دهید نشان .37

می�توانید چگونه رابطه این از استفاده با دهید؟ Eنسبت به می�توانید مفهومی چه یکژئودزیکاست. بر مماس بردار
کنید؟ تعیین ژئودزیک براي آفین پارامتر

بگیرید درنظر زیر به�صورت را کروي تقارن با متریکفضا-زمان .38
ds2 = e2µ(r,t)dt2 − e2ν(r,t)dr2 − r2dΩ2

کنید. حساب کارتان معادله�ي از استفاده با متریک این براي را انیشتین تانسور مؤلفه�هاي
نوشت: زیر به�صورت می�شود را متریکآن دهید نشان بگیرید. درنظر 2-بعدي فضازمانی .39

ds2 = −e2µdt2 + e2νdx2
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نوشت: زیر به�صورت شود می را متریکآن دهید نشان بگیرید. درنظر کروي تقارن با 3-بعدي فضازمانی .40
ds2 = −e2µdt2 + e2νdr2 + r2dϕ2;

کنید. حساب متریکرا این انیشتین تانسور
می�شود نوشته به�این�صورت همسان�گرد و همگن فریدمان فضاي براي متریکروبرتسون-واکر .41

ds2 = dt2 − a2(t)
(

dr2

1− kr2 + r2dΩ2
)

کنید. حساب کارتان معادله�ي از استفاده با متریک این براي را انیشتین تانسور مؤلفه�هاي
باشد، هولونوم مختصات در کیلینگ بردار یک مؤلفه�هاي ξµ که دهید نشان کیلینگ بردار تعریف از استفاده با .42

است: معتبر زیر رابطه�ي
ξµ;ν + ξν;µ = 0

است: به�این�صورت همدیس مختصات در (k = 0) فریدمان تخت فضازمان .43
ds2 = a2(τ)[−dτ 2 + dx2 + dy2 + dz2]

آن در که
τ =

∫
dt

a(t)

دهید نشان است. شده تعریف روبرتسون-واکر، مختصاتی زمان ،τ و، مقیاس تابع برحسب که است همدیس زمان
رابطه�ي باشد کیلینگهمدیس بردار تعریف در ضریب ψ و مینکوفسکی با فریدمان متریک همدیس ضریب ϕ اگر

است: برقرار زیر
ψ = X log a+ ϕ

دهید. Xنشان بردار یک براي دست�کم را رابطه را این است. کیلینگهمدیس بردار Xیک آن در که
کیلینگ�اند. بردار همدیسدکارتی، مختصات با فریدمان، فضاي در زیر بردارهاي دهید نشان .44

Pµ = ∂µ,
H = xµ∂µ,
Kµ = 2xµH − (xµxµ)Pµ,
Mµν = xµxν − xνxµ,
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4 فصل :1 عام نسبیت

درآمد 0.4
شکل نوشتن داریم. اختیار در را گرانش میدان هاي معادله نوشتن براي کافی مفهومی ابزار و ریاضی ابزار اکنون هم
براي آید. می پیش اي معادله چنین در که است ثابتی ضرایب کننده تعیین نکته تنها ! است ساده بسار ها معادله این
کرد. محاسبه و طراحی داد تطبیق نیوتون گرانش قوانین یا تجزیه با را آن بتوان که مدلی باید ضرورت به آن تعیین
شود. تعریفمی هم میدان ي معادله ي ها ثابت ترتیب این به است. شده نوشته هدف این ژئودزیکبا انحراف بخش
ي ساده کار هم کنش نوشتن آورد. دست به کنش از را میدان ي معادله بتوان باید که دانیم می میدان ي نظریه از
می پرداخته آن به فصل این در که دارد ظرافتهایی انیشتین ي معادله آوردن دست به و وردش اما است. سرراستی
وارد کنش در میدان اول ي مرتبه از بالاتر مشتقهاي دهیم اجازه اگر که شود می مطرح نیز سوال این علاوه به شود.

شد. خواهد حاصل چه شود

عام نسبیت میدان معادله�ي شکل 1.4
است شکل این به پتانسیل، حسب بر نیوتون، گرانش ي معادله

∆U = αρ (231)
ur ناظري سرعت چادر اگر که دانیم می خاص نسبیت از است. نیوتون گرانش ثابت G و α = 4πG آن در که

با است برابر گیرد می اندازه ناظر این که چگالی آنگاه باشد، ماده ي تکانه انرژي تانسور tµν و باشد،
ρ = Tαβu

αuβ (232)
پایستگی شرط در انرژي تانسور که

T βαβ, = 0 (233)
انرژي- تانسور با باید باشد هم نسبتی که دهیم دست به نیوتون گرانش از تعمیمی باشد قرار اگر پس کند. می صدق

صورت به باید پایستگی شرط صورت این در که کنیم، کار عامی نسبیت ي تکانه

T βαβ; = 0 (234)

ي ترجمه باشد. هندسه با ماده میان نسبتی باید که ایم گرفته یاد ارزي هم اصل و ماخ اصل از دیگر طرف از آید. در
سمت بنابراین باشد. انرژي تانسور آن یکسمت که باشیم اي معادله زبان به که شود می هندسه زبان در اصل دو این
نهایتا تجربه چند از پس انیشتین آید. می دست به انحنا تانسور ادغام از که باشد دو ي مرتبه تانسوري باید آن دیگر

کرد: پیشنهاد را انتخاب این
Gµν = κTµν (235)

دارد: را زیر مطلوب هاي ویژگی انیشتین تانسور کند. می تعیین را آن طبیعت با تطبیق که است ثابتی κ آن در که
باشد صفر فضا انحناي هرگاه شود می صفر .1

است وابسته انحنا به فقط که هندسی است موجودي .2
است: صفر آن واگرایی و است، متقارن انحنا، در است خطی .3
Gν
µν; = 0 (236)

کند. مشخصمی یکتا طور به Gµνرا تانسور همزمان ها ویژگی این
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ژئودزیکی انحراف 2.4
و xµ(τ)هاي مسیر روي آزادانه دو هر که گیریم می نظر در δxµ(τ) = ξµ(τ)ي فاصله به نزدیکهم، ي ذره دو

شود می ذره دو حرکت ي معادله کنند. می سقوط xµ(τ) + xiµ(τ)

0 = d2xµ

dτ 2
+ Γµνλ(x)

dxν

dτ

dxλ

dτ
(237)

0 = d2(xµ + ξµ)

dτ 2
+ Γµνλ(x+ ξ)

d(xν + ξν)

dτ

d(xλ + ξλ)

dτ
(238)

⇒ 0 = d2ξµ

dτ 2
+
∂Γµνλ
∂xρ

ξρ
dxν

dτ

dxλ

dτ
+ Γµνλ

dxν

dτ

dξλ

dτ
(239)

هموردا مشتق حسب بر
D2ξλ

Dτ 2
= Rλ

νµρξ
µdx

ν

dτ

dxρ

dτ
(240)

در مثلا البته کنند. می ملا بر را گرانش میدان حضور و دارند نسبی حرکت کنند می سقوط هم کنار که ذره دو پس
نظر صرف آن از توان می کوچکاستو بسیار معادله سمتراست ، δxλ ∼ ماهواره) (ابعاد ازاي به و اطرافزمین،

کرد.
نیوتون يحرکت معادله انحرافژئودزیکو این میان اي استرابطه بهتر انیشتین، ي معادله در κثابت تعیین منظور به
شتاب بنابراین . uµ = (1, 0, 0, آن(0 در که نویسیم، می موضعی لخت مختصات در را معادله ابتدا پس کنیم. برقرار

شود می آزاد ي ذره دو بین فضایی ي فاصله در
d2ξk

dτ 2
= Rk

0j0ξ
j (241)

یکحرکتهماهنگاست: نیوتونی گرانش از که کنید نگاه زمین در سوراخی وسط از را ذره دو این حرکت اکنون
d2ξk

dτ 2
= −4πG

3 ρξk (242)
دهد می رابطه دو این ي مقایسه

[Rk
0j0] = −

4πG
3 ρ

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 (243)

نویسیم می را معادله این ي یکمولفه انیشتین ي معادله از استفاده با

R00 =
1
2κ(T00 + T kk ) (244)

آوریم می دست به چشمه، در آهسته هاي فرضسرعت با

R00 =
1
2κρ (245)

دهد می بالا ي نتیجه با مقایسه که
κ = 8πG (246)
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گرانش میدان آزادي درجه�هاي 3.4
حالت در گرانش میدان آزادي هاي درجه عنوان به که دارد، مستقل ي مولفه 10 تعداد بعد 4 در gµν متقارن تانسور
مطابقت ها معادله تعداد با ها مجهول تعداد پس است ده همین نیز انیشتین میدان هاي معادله تعداد شود. می تلقی عام
دهد می اجازه آزادي این است. مجاز مختصات تبدیل هر که دانیم می عام هموردایی اصل از دیگر طرف از دارد.
گرانش میدان پس 6؛ شود می میدان مستقل هاي مولفه تعداد بنابراین، کنیم. انتخاب دلخواه به را gµν از مولفه چهار
دهد، کاهشمی 6 به هم را انیشتین مستقل هاي معادله تعداد مختصات انتخاب اختیار این دارد. آزادي ي درجه 6 تنها
6 با کلی حالت در داریم انتظار ترتیب این رساند.به می ها معادله تعداد با را ها مجهول مستقل تعداد سازگاري که
گیریم می نظر در فضازمان براي اي ویژه تقارن خاصکه حالتهاي در البته باشیم. داشته سروکار مجهول 6 و معادله

یابد. می کاهش معمولا تعداد این

شناختی کیهان جمله�ي 4.4
جواب هیچ که رسید نتیجه این به معدلاتش از شناختی کیهان جوابی یافتن کوششهایشبراي اولین از یکی در انیشتین
هندسه کیهان که بود این هنوز زمان آن در فیزیکدانان تصور چون آید. نمی دست به کیهانشناختی مدلی براي ایستا
راه بدهد. ایستا جوابی ي اجازه که رفت گرانش هاي معادله در تغییري دنبال به علت همین به هم او دارد، ایستا اي
ضریب و کند، اضافه خودش ي معادله چپ سمت در متریک با متناسب اي جمله که بود این یافت او که اي ساده

گرفت خود به را زیر شکل معادلات این ترتیب این به گرفت. ثابت مقداري با برابر را جمله این
Gµν + Λgµν = κTµν (247)

دارد. را زیر هاي ویژگی معادله این سمتچپ نامند. می کیهانشناختی ي جمله را ، Λgµν یا Λ آن در که
شود؛ می ساخته دوم و اول ي مرتبه مشتقات متریکو با تنها .1

است؛ ریچی تانسور در خطی .2
است. صفر آن واگرایی .3

انبساطی، جوابی دنبال به باید که مشخصشد 20 قرن سوم ي دهه /14 قرن اول ي دهه در عالم انبساط کشف از پس
ي جمله این اما کرد. نظر صرف آن از و دانست ضروري غیر را Λ ي جمله انیشتین که بود این گشت. ایستا، نا پس

کرد. حفظ ها معادله در را خود حضور کیهانشناختی
وجود به بنیادي ذرات استاندارد مدل و شد پرداخته کوانتومی هاي میدان ي نظریه و میدان ي نظریه که سالهایی در
متریک با است متناسب که داد نسبت تکانه انرژي تانسور یک توان می میدان ي نظریه خلا به که مشخصشد آمد،
انرژي تانسور تعبیر آن از و کرد منتقل انیشتین ي معادله راست سمت به را Λgµν ي جمله شود می پس فضازمان.
در پس شد. شروع خلا انرژي چگالی عنوان به کیهانشناختی ي جمله تعبیر از جدیدي دوران که بود این کرد. خلا
نیوتون قانون تا باشد کیهانی بزرگ ساختارهاي در ماده چگالی از کمتر چگالی از بود لازم خلا چگالی صورت این

باشیم داشته باید پس است، 10−29 g
cm3 حدود کهکشانی هاي خوشه چگالی چون مثال، طور به باشد. درست

ρvaccum =
Λ

κ
< ρcluster ∼ 10−29 g

cm3 ∼ 10−57cm−2 (248)

آید. می دست به بنیادي ذرات او که نتایجی با دارد شدیدي ناسازگاري که Λ ي اندازه بر گذارد می حدي عدد این
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ریمان مختصات 5.4
به ریمانی فضاي به حالت این تعمیم اند. ژئودزیک مختصاتی خطوط اند. ساده اقلیدسی فضاي در دکارتی مختصات
ژئودزیک مختصاتی یکخم بیانگر xµ گیریم است. مختصاتی هاي خط براي ژئودزیک هاي خم از استفاده معنی

داریم باشد.
d2xµ

ds2
+ Γµνρ

dxµ

ds

dxν

ds
(249)

دهیم: می بسط xµ0 ي نقطه حول را معادله این

xµ = xµ0 + ξµs+
1
2(
d2xµ

ds
)0s

2 + .. (250)

آوریم می دست ژئودزیکبه ي معادله از . ξµ = (dx
µ

ds
)0 آن در که

(
d2xµ

ds2
)0 = −Γµνρξρξν (251)

نویسیم می پس

xµ(s) = xµ0 + ξµs− 1
2Γ

µ
νρξ

ρξνs2 + ... (252)

یعنی باشد. yµ = ξµsصورت به xµ0 نزدیکی در جدید مختصات گیریم

xµ(s) = xµ0 + yµ − 1
2Γ

µ
νρy

ρyνs2 + ... (253)

کنیم: می تعریف زیر صورت به را مختصات تبدیل این

yµ = (xµ − xµ0 ) +
1
2Γ

µ
νρ(x

ρ − xρ0 )(xν − xν0 ) (254)

مختصات دسته اختلافدو نیست. یکتا تعریفمختصاتجدید دیگر عبارت به است. صادق s2 ي مرتبه تا تبدیل این
است. yµ = ξµs همان جدید مختصات در xµ0 ي نقطه از ژئودزیک معدلات است. s2 ي مرتبه از

شود می مختصات این متریکدر شکل دنبالشهستیم. به که هستند مختصاتی همان yµ پس
ds2 = gµν(y)dx

µdxν (255)
پس کنیم. می مقایسه yµ = ξµs با مختصات این در ژئودزیکرا ي معادله حالا

Γµνρ(ξ
µs)ξρξν = 0⇒ Γ

µ

νρ(y) = 0 (256)
داریم s = 0 ي نقطه دو دلیل همین به هستند. دلخواه بردار ها ξρ زیرا

gµν,ρ = 0 (257)
شود: می صفر نقطه این در gµν اول مشتقات یعنی

gµν = gµν(0) +
1
3Rµρσνy

ρyσ (258)
می ریمان مختصات خطی تبدیل باعث نقطه این در مختصات تبدیل . gµν = ηµν نقطه این در داد نشان توان می

شود! می خوانده ریمان بهنجار مختصات ،gµν(0) = ηµν باشیم داشته آن مبدا در که مختصاتی شود.
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عام نسبیت لاگرانژي فرمول�بندي 6.4
دست به انحنا تانسور روي ادغام انجام با که است آن مشتقات متریکو از اي نرده کمیتی ساختن براي راه ترین ساده
باید لاگرانژي هستیم، متریکدلخواه با ریمانی فضاي در اینکه به توجه با پس، ریچی. اي نرده از استفاده یعنی آید،

نویسیم می کلی حالت در ترتیب، این به باشد. چگالی صورت به
L = R

√
−g + κLM (259)

اشکال نامند. می هیلبرت لاگرانژي است گرانش به مربوط که را اول بخش است. ماده لاگرانژي LM از منظور که
دینامیکی به اینصورتمنجر در که است، متریکآن يدوم مرتبه مشتق ظاهرا استکه هیلبرتاین ظاهريلاگرانژي
مشتق هاي جمله که دهیم می نشان ابتدا نیست. مطلوب که دارد حضور میدان سوم ي مرتبه مشتق آن در که شود می
است. اثر بی دینامیکی ي معادله آوردن دست به براي کنش در که شوند می وارد تانسور یک مشتق صورت به دوم

هیلبرت کنش شکل 7.4
است صورت این به لاگرانژي

R
√
−g =

√
−ggµνRµν =

√
−g[gµνΓρµρ,ν − gµνΓρµν,ρ + gµνΓρµσΓ

σ
νρ − gµνΓρµνΓσρσ (260)

دهیم: می تغییر زیر طریق به را آنها آید. پیشمی اول ي جمله دو متریکدر دوم مشتق با جملات
√
−ggµνΓρµν,ρ = (

√
−ggµνΓρµν),ρ−Γρµν(

√
−ggµν),ρ (261)

کنیم: می حساب زیر روابط از استفاده با را مشتق
gµν,ρ = Γµρν + Γνρµ (262)

1
g

∂g

∂xρ
=

1
g
gµν

∂gµν
∂xρ

= gµν(Γµρν + Γνρµ) = 2Γµµρ (263)

داریم نتیجه در
∂
√
−g

∂xµ
= Γρρµ (264)

آوریم می دست به نهایتا شود. می Γحاصلضرب g−√به و g هاي مشتق ترتیب این به
√
−gR =

√
−gG− (

√
−ggµνΓρµν −

√
−ggµρΓνµν),ρ (265)

آن در که
G = gµν(ΓρµσΓ

σ
νρ − ΓρµνΓ

σ
ρσ) (266)

تامل قابل ي نکته دارد. بر در را متریک اول ي مرتبه مشتق تنها که است کمیتی ،√−gG موثر، لاگرانژي بنابراین
داریم اما شود. می صفر Gبرابر ریمان مختصات مبدا در مثلا نیست؛ اي نرده Gیککمیت که است این

δ

∫ √
−gRd4x = δ

∫ √
−gGd4x (267)

اما نیستند، تانسور ها Γ گرچه که است آن علت باشد. ناوردا باید نیز راست پسسمت است ناوردا چپ سمت چون
نیست، وردشGساده چون اما است، موثر Gلاگرانژي با متناسب ي جمله گرچه است. تانسور ، δΓ یا ، تفاضلΓها

بود! نخواهند مزاحم دوم ي مرتبه هاي مشتق شود. gR−√انجام با مستقیما وردش است بهتر
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هیلبرت کنش در وردش 8.4
نویسیم. می را کنش ترتیب این به ماده؛ حضور بدون گرانش میدان به مربوط کنش به پردازیم می ابتدا

Sg =

∫ √
−gRdΩ (268)

متریک، هاي مولفه همان متغیر دهیم. می وردش را کنش این است. بعدي چهار گیري انتگرال عنصر dΩ آن در که
است: ، gµν یعنی

(269)
δ

∫ √
−gRdΩ = δ

∫
gµνR

µν
√
−gdΩ =

∫
(δRµν)gµν

√
−gdΩ+

∫
Rµνδgµν

√
−gdΩ+

∫
gµν

Rµνδ
√
−gdΩ

اما

δ
√
−g = −1

2
δg√
−g

= −1
2
√
−ggµνδgµν (270)

زیرا
dg = g.gµνdgµν = −ggµνdgµν (271)

پس

δ

∫ √
−gRd4x =

∫
(Rµν −

1
2gµνR)δg

µν .
√
−gd4x+

∫
gµνδRµν

√
−gd4x (272)

بعدا را محاسبه شود. می تبدیل سطح انتگرال یک به آخر ي جمله ایم. رسیده نتیجه به شود حذف آخر ي جمله اگر
دهیم: می انجام ریمان مختصات در

(273)
gµνδRµν = gµν [(δΓρµρ),ν −(δΓρµν),ρ ] = gµρ(δΓνµν),ρ−gµν(δΓρµν),ρ= (gµρδΓνµν−gµνδΓρµν),ρ= W ρ

,ρ

W ρ = gµρδΓνµν − gµνδΓρµν (274)
شود می دلخواه مختصات در رابطه همین است. بردار Wیکچهار ρ استپس تانسور δΓ چون

gµνδRµν =W ρ
,ρ =

(
√
−gW ρ),ρ√
−g

(275)

که آید می در زیر صورت به آخر ي جمله ترتیب این ∫به
gµνδRµν

√
−gdΩ =

∂(
√
−gW µ)

∂xν
dΩ (276)

ترتیب این به شود. می صفر انتگرال پس است. صفر گیري انتگرال مرز در میدان وردش اما است. سطح یکانتگرال

δSg = 0 ⇒ Rµν −
1
2gµνR = 0 (277)

شود می میدان ي معادله و
Gµν = 0 (278)
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تکانه انرژي ي محاسبه و ماده لاگرانژي وردش 9.4
آید می دست به زیر ي رابطه از آن انرژِي تانسور باشد، یکمیدان لاگرانژي چگالی) ) LM هرگاه

Tµν = δµνL − qA,µ
∂L
∂qA,ν

(279)

زاویه ي تکانه بتوان اینکه براي نیست. متقارن معمولا تانسور این میدان! متغیر بیانگر هاي شاخص از اي مجوعه A
با مثلا دارد. وجود گوناگونی سازي متقارن هاي روش ساخت. متقارن را آن باید باشد) پایسته که ) کرد تعریف اي

است. پادمتقارن µ, ν, σ شاخصهاي در ψµνσ که ،∂ρψµνσ شکل به اي جمله کردن اضافه
L = F 2 = FµνF

µν (280)

T νµ = (F σ
µF

ν
σ −

1
4δ

ν
µ) (281)

منظور این براي شود. می استفاده آن از عام نسبیت در معمولا که دارد وجود دیگري ي ساده روش ریمانی فضاي در
تانسور همان که دهد دستمی به اي پایسته وردشکمیت این کنیم. می متریکحساب وردش ازاي در را Sوردش
در ماده میدان ي معادله به منجر ماده کنش از مادي میدان با متناظر وردش که باشیم داشته توجه است. ماده انرژِي

نویسیم می گونه این را کنشکل ابتدا پس شود. گرانشمی حضور

S = Sg + κSM = δ

∫ √
−gRd4x+ κδ

∫
LM
√
−gd4x (282)

دهد گرانشمی قسمت وردش که دیدم

δ

∫ √
−gRd4x =

∫
(Rµν −

1
2gµνR)δg

µν
√
−gd4x (283)

آوریم می دست به گیریم، می صفر مرز در را gوردش اینکه به توجه با مادي، قسمت وردش براي

δSM =

∫
[
∂

∂gµν
(
√
−gLM)δgµν +

∂

∂gµν
(
√
−gL)δgµν,σ ]d4x =

∫
[
∂

∂gµν
(
√
−gLM)− ∂

∂xµ
∂

∂gµν
(
√
−gLM)]

δgµνd4x
(284)

کنیم تعریفمی حالا
√
−gTµν =

∂

∂xµ
∂

∂gµν
(
√
−gLM)− ∂

∂gµν
(
√
−gLM) (285)

آوردیم دست به صورت این در

δSM = −κ
∫ √

−gTµνδgµνd4x (286)

دهد می ،S = Sg + SM وردشکنشکل، ترتیب این به
Gµν = κTµν (287)
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است. κ = 8πG
c2 = 1/865× 10−27g−1cm آن در که

توانیم می مختصات تبدیل تحت را آن تغییرات است، اي نرده یککمیت SM کنش اینکه به توجه با طرفدیگر، از
δS = 0 باید که رسیم می بالا عبارت همان به کنیم محاسبه δgµν تغییر ازاي به را تغییر این اگر پس بگیریم. صفر

کنیم تعریفمی گونه این را مختصات تغییر حالا باشد.

x′µ = xµ + ξµ (288)
داد نشان توان می تغییر این ازاي به

δgµν = g′µν(x′)− gµν(x′) = ξµ;ν + ξν;µ (289)
آوریم می دست به ξµ مشتقات حسب بر تغییر این نشاندن با

δS = −
∫
Tµνδg

µν
√
−gd4x = −2

∫
Tµνξ

µ;ν
√
−gd4x = −2

∫
(Tµνξ

µ);ν
√
−gd4x+ 2

∫
T νµ;νξ

µ
√
−gd4x =

−2
∫

∂

∂xν
(T νµ ξ

µ
√
−g)d4x+ 2

∫
T νµ;νξ

µ
√
−gd4x = 2

∫
T νµ;νξ

µ
√
−gd4x = 0

(290)
گرفت نتیجه باید پس اند، دلخواهی هاي تابع ξµ چون اما

T νµ;ν = 0 (291)
انیشتین تانسور شدن صفر با است سازگار و است، پایسته عامی نسبیت انرژي تانسور این گیریم می نتیجه ترتیب این به
میدان لاگرانژِي کنیم. حسابمی الکترومغناطیسرا میدان ي تکانه انرژِي تانسور نمونه عنوان به انیشتین. ي معادله در

داریم آید. می دست به آن نسبیتی متناظر تعمیم از ماکسول الکترومغناطیسی

L = − 1
16πFµνF

µν = − 1
16πFµνFρσg

µρgνσ (292)

آوریم می دست به تکانه انرژي تانسور براي صورت این در

Tµν =
1
4π (FµρF

ρ
ν −

1
4FρσF

ρσgµν) (293)

صورت به یا

T νµ =
1
4π (FµρF

νρ − 1
4δ

ν
µF

2) (294)

است. ماکسول ي تکانه انرژي تانسور خاص نسبیت صورت همان که
پذیریم می صورت این به را انرژي تانسور شکل تنها کامل ي شاره مورد در

T νµ = (p+ ρ)vµvν − pgµν (295)
یک توان می باشد p = p(ρ)صورت به حالت ي معادله که حالتی در است. ناظر سرعت چاربردار vµ آن در که

آید. دست به تکانه انرژِي تانسور این آن وردش از که نوشت لاگرانژي
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آن نبودن کراندار و هیلبرت کنش 10.4
بگیرید نظر در زیر صورت به را هیلبرت کنش

S = − 1
16πG

∫
d4x
√
gR (296)

نوع از مسیر انتگرال میدان، کوانتش مبحث در دهد. می را انیشتین معادلات انتگرال این وردش که دیدیم

Z =

∫
e−S (297)

که باشیم داشته توجه شود. منفی یا مثبت دلخواه به تواند می اي نرده انحناي که است آن علت نیست؛ تعریف خوش
به را شدن منفی این است. جاذب گرانش چون است منفی گرانش پتانسیل انرژي است، مثبت گرانشی انرژي گرچه

بگیرید: نظر در دلخواهی همدیس تبدیل دریافت. توان می هم دیگر طریق
g̃µν = Ω2gµν (298)

شود. می متریکجدید براي کنش صورت این در است. دلخواهی تابع Ω آن در که

Sg̃ = − 1
16πG

∫
d4x
√
g(Ω2R + 6gµν∂µΩ∂νΩ) (299)

شود. می منفی دلخواه به کنش آنگاه کند، تغییر بشدت که شود انتخاب طوري Ω اگر حالا

بالاتر مشتقات با لاگرانژي 11.4
R در که هیلبرت کنش به که است این حالت ترین ساده باشد، بالا هاي مرتبه از ریچی اي نرده در لاگرانژي گیریم
به منجر آن وردش دهیم. می نمایش K = R2 با را جمله این کنیم. اضافه R2 ي مرتبه از اي جمله است، خطی

داد نشان توان می دهیم. می Gµνنشان
1 با را آن که شود می انیشتین ي معادله در اضافه ي جمله

Gµν
1 = 2gµνRσ

;σ − 2R;µν −2RRµν +
1
2g

µνR2 (300)

هستند: Gµνنیز
1 = 0 ي معادله هاي Gµνجواب = 0 ي معادله جوابهاي که است واضح
R = 0 =⇒ Gµν

1 = 0 (301)
کنیم. می بررسی 4 از کمتر هاي بعد در حالا را لاگرانژي این

کروي تقارن با جواب ، n = 1+ 2 الف)
داریم کنیم. فرضمی ایستا را جواب

ds2 = −(1− 2k
r
)dt2 + (1− 2k

r
)−1dr2 + r2dϕ2 (302)

پسمعادلات کند. می رفتار 1
r
مثل بینهایت در گرانشی پتانسیل چون نیست، مطلوب شوارتسشیلد-گونه جواب این

نیستند! بدیهی میدان
n = 1+ 1 ب)

نویسیم می را جواب صورت این در
ds2 = a(t, x)dt2 + b(x, t)dx2c(x, t)dtdx (303)
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نوشت صورت این به را جواب این توان می مناسب مختصات انتخاب با

ds2 = −e2ν(x,t)dt2 − e2λ(x,t)dx2 (304)
آید می دست به جواب این ν ′ = −λ′ نیز و ν = λ = فرض0 با

ds2 = −(x+ k)dt2 + (x+ k)−1dx2 (305)
میدان ي معادله جواب جواب، این پس Gαβاست، بعد 1+ 1 در که دانیم می

Gµν + αG1µν = 0 (306)
هست! نیز
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درآمد 0.5
چشمه شناخت با خطی�اند. که می�کنند تعیین ماکسول معادلات را میدان و چشمه میان ارتباط الکترودینامیک در
عام نسبیت در روش این مشابه آورد. دست به را مفروض چشمه با متناظر میدان و کرد حل را معادلات این می�توان
کمکچندانی انرژي-تکانه تانسور شناخت و ناخطی�اند عام نسبیت گرانشدر بر معادلاتحاکم چون نیست؛ مقدور
مؤلفه�هاي تعداد کاهش براي تقارن از استفاده معادلات این حل مرسوم راه�هاي از یکی نمی�کند. معادلات حل به
آمد، دست به عام نسبیت براي که جواب�هایی اولین از یکی است. معادلات کردن ساده نتیجه در و متریک مجهول
کروي. تقارن با خلأ معادلات حل یعنی ندارد؛ حضور انرژي تانسور که است هنگامی براي کروي تقارن با جواب
باشد نداشته وجود ماده ستاره خارج اگر است. کروي یکستاره از خارج گرانشدر میدان فرضشناخت این انگیزه
کروي تقارن از می�توان کرد. حل را معادلاتخلأ باید اینصورت در داریم، خلأ ستاره از خارج فرضکنیم بتوانیم و
بشویم دور ستاره از کافی حدّ به اگر به�علاوه باشد. داشته کروي تقارن باید هم آن خارج میدان که کرد استنباط ستاره
مینکوفسکی فضاي متریک برابر بینهایت در متریکجواب داریم انتظار یعنی برود. باید صفر سمت به میدان شدّت
گرانش میدان آوردن دست به براي اساسی شرط دو بینهایت، در بودن تخت و کروي تقارن شرط، دو این بشود.

است. کروي تقارن با جرم یکتوزیع اطراف

کروي تقارن 1.5
بردارهاي یعنی ایزومتري�ها زبان به باشیم. داشته را دوبعدي) کره(ي تقارن�هاي همان که است این شهودي تعریف

زیر: شرح به کیلینگکره، بردار سه جبر همان با کیلینگ

[ξ1, ξ2] = ξ3 [ξ2, ξ3] = ξ1 [ξ3, ξ1] = ξ2

[ξi, ξj] = ϵijkξk

فروبینیوسمی�گوید: قضیه .SO(3)یعنی هستند، بعد سه در دوران رابطه�هايگروه همان رابطه�هايجابه�جایی این
میدان�هاي این انتگرالی خم آنگاه باشد، بسته آنها جابه�جاگر یا باشند، جابه�جاپذیر برداري میدان�هاي که صورتی در

تعریفشده�اند. آن روي بردارها این که می�کند تعریف زیرخمینه�اي برداري،
براي یکلایه�بندي معنی به حرکت این حرکتکردم، از صحبت صحبتکردم، ایزومتري از که هنگامی کنید توجه
هم�مرکزي کره�هاي همان لایه�بندي این کروي، تقارن هنگام به کیلینگ. بردارهاي تقارن گروه با متناظر است خمینه
لایه�هاي که کروي، تقارن با متناظر زیرخمینه�هاي یا کره�ها، این می�شود. مختصاتتلقی مرکز که دلخواه مرکز استاز

شود. انتخاب متریک براي تقارن با متناظر مختصات می�دهند اجازه می�شوند، تلقی ما زمان فضا
می�شود. تعریف کروي مختصات است، تقارن این با متناظر لایه�بندي که زیرخمینه�هایی از استفاده با تعریف، این با
تانسور یعنی باشد، نداشته وجود آن در ماده اینکه شرط به تقارن، این با متناظر نسبیتعام معادلات جواب دید خواهیم
بدون نتوانسته�ایم کنون تا استکه جالب باشد. داشته باید هم دیگري تقارن یعنی است؛ ایستا باشد، صفر انرژي-تکانه
نیز ∂

∂t
بردار آنگاه فرضشود، زمان فضا براي بالا شرح به کیلینگ بردار سه اگر که کنیم اثبات مختصات از استفاده

باشد. داشته وجود دیگري گرانشی نظریه هر در نیست معلوم ویژگی این باشد! باید کیلینگ بردار یک
میدان یا فضا، هندسه می�خواهیم که است این علت است. معقول فرضی مورد این در زمان فضا در ماده نبود فرض
به که جوابی بنابراین آوریم. دست به کروي تقارن با کهکشان، یا ستاره مادي، ساختار یک از بیرون در را گرانشی
مستقل نتیجه این که است جالب نیست! ماده�اي آنجا در فرضکرده�ایم که است ساختار بیرون براي می�آوریم دست
نکته به منقبضمی�شود. یا منبسط اینکه یا است ایستا کیهانی، جسم یا ستاره یعنی گرانشی، میدان چشمه استکه این از
تانسور که می�گیریم نتیجه می�کنیم فرض کروي متقارن را کیهانی ساختار وقتی کنید؛ توجه است خوب هم دیگري
از نیز و کیلینگمتناظر بردارهاي از که هنگامی ما ولی انیشتین. تانسور پسهمین�طور باشد، کروي متقارن باید انرژي
Gµυتقارن کروي تقارن از اینکه گرفته�ایم. کروي متقارن را gµυ متریک می�کنیم، صحبت زمان فضا کروي تقارن
محاسباتی بدیل که دلیل این به نیز و سادگی دلیل به را فرض این ما اما نیست، بدیهی اصلاً آید دست به gµυ کروي

می�پذیریم. نداریم دیگري
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کروي تقارن با متریک 2.5
یعنی ندارد، وجود ماده که است فضایی گرانش میدان منظور می�گیریم. نظر در کروي تقارن با را گرانش میدان

می�شود: میدان معادله پس .Tµυ = 0

Gµυ = 0 یا Rµυ = 0 (307)
می�نویسیم: زیر صورت به کلی حالت در متریکرا است. مناسب مختصات تعیین قدم اولین

ds2 = gµυ(x
ρ)dxµdxυ = g00dt

2 + g0idx
idt+ gijdx

idxj i, j = 1, 2, 3 (308)
است، منطبق تقارنی لایه�هاي بر فضایی مختصات اینکه فرض با باشد. ناوردا فضایی دوران متریکتحت می�خواهیم

نوشت: زیر صورت به بتوان باید متریکرا که دید می�توان سهولت به
g00 = −f(r, t)

g0i = +g(r, t)
xi

r

gij = +h(r, t)δij + J(r, t)
xixj

r
(309)

آن در که
r2 = δijx

ixj = xixj

می�شود. متریک(2) پس
ds2 = −fdt2 + 2gdrdt+ [h+ J ]dr2 + r2hdΩ2 (310)

رفته�است: کار به فضایی بخش در کروي مختصات اکنون که
dΩ2 := dϑ2 + sin2ϑdϕ

تبدیل که می�کنیم توجه حالا یافته�است. کاهش J و h ،g ،f تابع چهار به gµυ میدان مؤلفه ده ترتیب این به

r = u(ŕ, t́)

t = v(ŕ, t́) (311)
فضایی مختصه تبدیل این از استفاده با می�کند. حفظ را کروي تقارن تبدیل این زیرا عوضنمی�کند، متریکرا شکل

که می�کنیم تعریف طوري را جدید
ŕ2 = r2h (312)

متریکمی�شود زاویه�اي قسمت پس
dσ2 = ŕ2dΩ2

ابهامی چون می�نامند. هندسی» «شعاع را مختصه این 4πŕ2؛ با است برابر کره سطح یعنی تختاست. فضاي همانند که
می�نویسیم صورت این به را ومتریک(4) می�نامیم r مجدداً را ŕ مختصه نمی�شود، ایجاد

ds2 = −f(r, t)dt2 + 2g(r, t)dtdr + [h+ J ]dr2 + r2dΩ2 (313)
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می�بریم: میان از را ضربدري جمله زمان تبدیل با حال

t = v(r, t́)

dt =
∂v

∂r
dr +

∂v

∂t́
dt́ (314)

متریکمی�شود زمانی پسبخش

ds2|
v=ϕ=ثابت = −f(

∂v

∂t́
)2dt́2 − 2∂v

∂t́

(
f
∂v

∂r
− g
)
drdt́(315)

انتخاب با

f
∂v

∂r
= g (316)

یا

v(r, t́) =

∫
g

f
dr + v(t́) (317)

پس می�دهیم. نمایش t با سهولت براي مجدداً را ،t́ زمان، جدید مختصه نیز اینجا می�شود. صفر ضربدري جمله
نوشت زیر نمایی صورت به متریکرا می�توان

ds2 = −e2µ(r,t)dt2 + e2υ(r,t)dr2 + r2dΩ2 (318)
دینامیکی معادلات از باید آنها تعیین براي که می�مانند مجهول صورت به υ(r, t) و µ(r, t) تابع دو تنها اکنون که
دیگري منفی یکی و باشند زمان از مستقل باید تابع دو هر این که می�شود دیده سهولت به کرد. استفاده عام نسبیت

می�شود: نهایی نتیجه که طوري به است،

ds2 = −
(
1− 2M

r

)
dt2 +

(
1− 2M

r

)−1
dr2 + r2dΩ2 (319)

می�نامند: شوارتس�شیلد شعاع را آن که طول فیزیکی بعد با است ثابت Mیک آن در که

Q =
2MG

c2
(320)

می�کنیم: ذکر متریکرا این مهم ویژگی چند
نه! یا باشد ایستاده مرکزي جرم اینکه از مستقل است. ایستا متریک الف)

از مستقل کهکشان)، یا (ستاره کروي ساختار جرم مثلاً است. وابسته مرکزي جرم Mو ثابت به فقط متریک ب)
در باشد، داشته نوسان جرم اگر حتی است؛ مرکزي جرم انرژي-تکانه�ي تانسور ساختار از مستقل و آن درونی ساختار

ندارد! تأثیري جسم متریکخارج
ضعیف میدان که مرکز از زیاد فاصله در اما نیست، بدیهی گزاره این اثبات است. مرکزي شئ جرم Mبرابر ثابت ج)

است. درست گزاره این که داد نشان اول فصل استلال است،
است. مینکوفسکی بینهایت در یعنی می�شود، تبدیل متریکمینکوفسکی به بینهایت متریکدر د)

دید خواهیم .Q = r یا 2M = r نقطه در تکینگی اول کرد. درکش باید که دارد تکینگی دو متریک هـ)این
رفع مناسب مختصات انتخاب با و است مختصات نامناسب انتخاب علت به اینکه یعنی است، مختصاتی تکینگی این
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را آن باید و دارد وجود مختصات از مستقل یعنی است، فیزیکی تکینگی که ،r = 0 نقطه در تکینگی دوم می�شود.
دركکرد.

داریم مرکز از دور فواصل در ضعیف، میدان حد در و)
g00 = 1+ 2ϕ
g11 = 1− 2ϕ

کوچکاست. بسیار 1 به نسبت که است نیوتونی گرانش پتانسیل با متناسب ϕ = GM
rc2 آن در که

دیگر مختصات در متریکشوارتس�شیلد 3.5
در تکینگی شناخت براي این بر متریککمکمی�کند.علاوه هر فیزیکی نتایج درك به دیگر مختصات بردن کار به

می�کنیم. اکتفا نمونه چند به اینجا در است. مناسبی راه هم شوارتس�شیلد مختصات

همسانگرد مختصات 1.3.5
جهت سه دیگر عبارتی به باشد؛ یکدست فضایی بخش براي متریک ضریب که کنیم انتخاب مختصاتی می�خواهیم

باشد. همسانگرد فضا مختصاتی

r =

(
1+ M

2r̄

)2
r̄ (321)

ds2 =

(
1− M

2r̄
1+ M

2r̄

)2

dt2 −
(
1+ M

2r̄

)4
(dr̄2 + r̄2dΩ2) (322)

متریک ضریب اینجا در همسانگرد. مختصات در r̄ = M
2 یا قبلی مختصات در r = 2M یعنی شوارتس�شیلد، شعاع

نیست! تکین دیگر (dr2)
است! همدیستخت ثابت) =tمقطع�هاي) آن بخشفضایی که دارد را خاصیت این شوارتس�شیلد متریکهمسانگرد

ادینگتون-فینکلشتاین مختصات 2.3.5
اصلی ایده کردند. فرمول�بندي 1958/1337 سال در فینکلشتاین و 1924/1303 سال در ادینگتون را مختصات این
فوتون�هایی همراه مختصات دستگاه به گویی دیگر عبارتی به است؛ نورگونه ژئودزیک�هاي از استفاده مختصات، این
سقوط حال در ناظرهاي یا جرم�دار، ذرات به می�توان را ایده همین مرکز. از دور به یا مرکزاند سوي به که می�رویم

داد. گسترش آزاد
پس شوارتس�شیلد. زمان فضا در شعاعی نورگونه�ي ژئودزیک�هاي مطالعه به می�پردازیم ابتدا نتیجه، به رسیدن براي

باشیم داشته باید تعریف به بنا
ds2 = 0 و ϑ = ϕ = ثابت (323)

می�آید دست به متریکشوارتس�شیلد از بنابراین

dt = ± dr

1− 2m
r

(324)

می�دهد معادله این از انتگرال�گیري

t = ±
[
r + 2m log

∣∣∣ r2m − 1
∣∣∣]+ ( u

v

)
(325)
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سیگنال�هاي به می�شود منجر مثبت علامت −است. علامت�هاي+و با متناظر انتگرال�گیري ثابت دو u و v آن در که
می�شود. درون-رو سیگنال�هاي به منجر منفی علامت و برون-رو

جدید مختصه تعریف با

r∗ = r + 2m log
∣∣∣ r2m − 1

∣∣∣ (326)

می�آوریم دست به

t = ±r∗ +
(
u
v

)
(327)

ژئودزیک�هاي براي مثال به�طور می�شوند! مستقیم خط�هاي نوري ژئودزیک�هاي جدید r∗ مختصه این با ترتیب این به
داریم درون-رو

t = −r∗ + v (328)
نقطه در معادله این کنیم توجه می�کند. متمایز هم از را درون-رو نورگونه��ي ژئودزیک�هاي v انتگرال�گیري ثابت
نتیجه، این می�شود. بیان معادله همین با افق داخل و بیرون در درون-رو نور مسیر بنابراین ندارد؛ تکینگی r = 2m

کنیم: تعریف جدید مختصه را v که می�دهد نشان راه

dt = dv − α−1dr و α =
r − 2m
r

(329)

می�آوریم دست متریکبه براي مختصات تبدیل این با

ds2 = αdv2 − 2dvdr − r2dΩ2 (330)
وجود علت به اما، می�شود. تبدیل فضاگونه به زمان�گونه خم یعنی می�شود؛ صفر r = 2m ازاي به α که کنیم توجه
می�شود دیده به�وضوح نیست. متریک در تکینگی معنی به r = 2m نقطه در α شدن صفر ،dvdr ضربدري جمله

ثابت! = v می�شود شعاعی ژئودزیکنورگونه معادله که
مختصات تبدیل با چون به�علاوه، دارد. تکینگی که ،r = 0 نقطه در جز می�کند، معادلاتانیشتینصدق در متریکبالا
صدق انیشتین معادلات در r = 2m و r = 0 جز به نقاط تمام پسدر است، آمده دست به متریکشوارتس�شیلد از
انیشتین معادلات جهت این از ندارند، ناپیوستگی هیچ آن مشتقات و متریک ضرایب r = 2m نقطه در اما می�کند.
در نتیجه متریکِ اما نیست، صادق r = 2m نقطه در مختصات تبدیل پساگرچه است. صادق نیز r = 2m نقطه در

می�کند. صدق انیشتین معادلات در نقاط تمام
r = 2m نقطه در v = ثابت ازاي به نوري سیگنال�هاي که می�بینیم ژئودزیک�ها. این بهتر شناخت به می�پردازیم حال
حفظ افق طرف دو در v = ثابت با خطوط پیوستگی و می�گذرند نقطه این از مسئله�اي بی�هیچ و نیستند غیرعادي

می�شود.
زیرا افزاینده؛ t و است کاهنده r ،r > 2m یعنی افق، خارج در درون-رو سیگنال�هاي این براي

dt

dr
= −

(
1+ 2m

r − 2m

)
< 0 ازاي به r > 2m (331)

داریم r < 2m ازاي به اما
dt

dr
> 0 (332)
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است. زمان�گونه مختصه�اي r افق داخل که باشیم داشته توجه اما کاهنده! t هم و است کاهنده r هم افق، داخل یعنی

کنیم. انتخاب جدید مختصه�اي انتخاب براي را برون-رو شعاعی نورگونه�ي ژئودزیک�هاي می�توانیم قیاس همین به
داریم برون-رو ژئودزیک�هاي این براي

dt

dr
= +

(
1+ 2m

r − 2m

)
(333)

آنجا از و

t = r + 2m log
∣∣∣ r2m − 1

∣∣∣+ u = r∗ + u (334)

می�شود متناظر متریک مشخصمی�شوند. u پارامتر با ژئودزیک�ها این
ds2 = αdu2 + 2dudr − r2(dϑ2 + sin2 ϑdϕ2) (335)

است. افزاینده r داخلی» «زمان پسحالا r؛ =∞ به r = 0 از هستند نوري سیگنال�هاي نماینده u = ثابت خطوط
به جدید مختصه در یعنی برد. کار به را برون-رو و درون-رو ادینگتون-فینکلشتاین مختصات هم زمان هم� می�توان

می�کنیم تعریف r و t جاي

u = t− r∗ (336)

v = t+ r∗ (337)
می�شود نوشته صورت این به متریکشوارتس�شیلد مختصات، تبدیل این با

ds2 =
(
1− 2m

r

)
dvdu+ r2dΩ2

=
2me−r

2m

r
e

v−u
4m dvdu+ r2dΩ2 (338)

کنیم انتخاب دیگري مختصات است بهتر می�گوید ما به نتیجه این

U = −e
−u
4m (339)

V = e
v
4m (340)

بشود سرانجام متریکشوارتس�شیلد تا

ds2 = −32me−r
2m

r
dUdV + r2dΩ2 (341)

است. شده حفظ همچنان r = 0 تکینگی که صورتی در ندارد، تکینگی هیچ r = 2m متریکدر این که می�بینیم
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گولستراند پینلِو- مختصات 3.3.5
کیهان�شناختی جمله با متریکشوارتس�شیلد 4.5

گرفتیم. صفر برابر انیشتین معادلات در را Λ کیهان�شناختی جمله ،(13) شوارتس�شیلد متریک آوردن دست به در
معادلات انرژي، تانسور بودن صفر و کروي تقارن فرض همان با صورت، این در .Λ ̸= 0 می�کنیم فرض اکنون

می�شود انیشتین
Gµυ = Λgµυ (342)

یا و
Rµυ = Λgµυ (343)

می�شود(تمرین): نتیجه بنشانیم، معادلات این در را (13) متریکشوارتس�شیلد همان اگر اکنون

eµ = 1− 2M
r
− 1

3Λr
2 (344)

می�آوریم دست متریکبه براي و

ds2 =

(
1− 2M

r
− 1

3Λr
2
)
dt2 −

(
1− 2M

r
− 1

3Λr
2
)−1

dr2 − r2dΩ2 (345)

می�آید دست به پتانسیل براي نیوتونی تقریب در

ϕ = −M
r
− 1

6Λr
2 (346)

متریک Λ = 0 ازاي به که است بدیهی . 13Λr اندازه به دافعه نیروي یک با است متناظر Λ با متناسب جمله
به می�شود Mمنجر → 0 حد می�آید. دست به شوارتس�شیلد

ds2 =
(
1− 1

3Λr
2
)
dt2 −

( 1
1− 1

3Λr
2

)
dr2 − r2dΩ2 (347)

وجود شوارتس�شیلد تکینگی به شبیه تکینگی یک Λ > 0 براي کرد. کشف 1917/1896 سال در را آن دوسیته که
دارد:

r =

√
3
Λ

(348)

منظم نقطه همین حول و دارد کروي تقارن نقطه یک حول است، ایستا متریک این است. مختصاتی هم تکینگی این
گیریم .−1

3 Λ انحناي با است یکشبه�کره متریکِ این که داد نشان می�توان سهولت به است.
3
Λ

= a2 > 0 (a > 0) (349)

می�گیریم نظر در را زیر 5-بعدي مینکوفسکی فضاي

ds2 = dT 2 − (dX2 + dY 2 + dW 2 + dZ2) (350)
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سطح فوق
X2 + Y 2 + Z2 +W 2 − T 2 = a2 (351)

است. (41) دوسیته متریک همان سطح فوق این روي شده القا متریک .K = −1
a2 ثابت انحناي با است فضایی که

بنشانیم: معادلات در را زیر تبدیل است کافی
X = r sinϑ cosϕ

Y = r sinϑ sinϕ

Z = r cosϑ (352)

{
W = a

(1− r2
a2
) 1

2 cosh t
a

T = a
(1− r2

a2
) 1

2 sinh t
a

r < a (353)

یا }و
W = a

(
r2
a2 − 1) 1

2 sinh t
a

T = a
(
r2
a2 − 1) 1

2 cosh t
a

r > a (354)

براي است. شده نگاشته S−
4 شبه�کره از نیمی روي دوسیته متریک یعنی .W + T ≥ 0 همواره نگاشت این در

می�شود. انجام بالا جذرهاي انتخابعلامت−در طریق از که متریکبرداشت؛ از دیگر یککپی باید نگاشتکامل
است. شده بحث و آمده نوشتارها در گوناگون شکل�هاي به متریکدوسیته

کنیم: تعریف زیر صورت به را (t, χ, ϑ, ϕ)مختصات (45) شبه�کره روي اگر

T =

√
3
Λ
sinh

[√
Λ

3 · t
]
+

1
2

√
Λ

3 e
√

Λ
3 ·ta20x

2 (355)

W =

√
3
Λ
cosh

[√
Λ

3 · t
]
− 1

2

√
Λ

3 e
√

Λ
3 ·ta20x

2 (356)

x = a0e
√

Λ
3 ·tχ sinϑ cosϕ (357)

Y = a0e
√

Λ
3 ·tχ sinϑ sinϕ (358)

Z = a0e
√

Λ
3 ·tχ cosϑ (359)

می�شود نوشته زیر صورت به متریکدوسیته که (تمرین) داد نشان می�توان
ds2 = dt2 − a20e2

√
Λ
3 ·t [dχ2 + χ2(dϑ2 + sinϑ2dϕ2)] (360)

می�شود. منبسط نمایی طور به که است ماده) (بدون همگن عالم از مدلی بیانگر که
می�شود نوشته زیر صورت به معمولاً دکارتی، مختصات در متریک، همین

ds2 = dt2 − e2H·t [dx2 + dy2 + dz2] (361)
است. دوسیته فضاي هابل Hثابت =

√ 3
Λ
آن در که

سه فضایی، تبدیل سه با متناظر دارد تقارن ده متریک این کنید. پیدا را دوسیته متریک کیلینگ بردارهاي مسئله:
زمان. در انتقال یک لورنتسو خیز سه فضایی، دوران
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شوارتس�شیلد میدان در ذره حرکت براي مؤثر پتانسیل 5.5
نماییم استفاده وردش اصل از که است این مناسب�تر ژئودزیک�ها محاسبه براي

δ

∫
L2dλ = 0

L2 = eυ ṫ2 − eλṫ2 − eµr2ϑ̇2 − eµr2 sin2 ϑϕ̇2 (362)
ژئودزیکاست! روي پارامتر λ و ′′.′′ = d

dλپس نمی�آیند، پیش L2 در یعنی چرخه�اي�اند، متغیر�هاي ϕ و t

− ∂L2

∂ϕ̇
= 2eµr2sin2ϑϕ̇ = ثابت =: 2l (363)

∂L2

∂ṫ
= 2eυ ṫ = ثابت =: 2F (364)

:ϑحرکت معادله

2eµr2 sinϑ cosϑϕ̇2 = 2 d
dλ

(eµr2ϑ̇) (365)

باشد: داشته را اولیه شرایط این نظر ژئودزیکمورد که فرضمی�کنیم طوري را مختصات حالا

ϑ =
π

2 ϑ̇ = 0 (366)
دهد می ϕحرکت معادله پس می�ماند. ϑ = π

2 صفحه در مسیر که می�شود نتیجه حرکت معادله از
eµr2ϕ̇ = l

براي یکثابتحرکتاست(=صفر ثابت، = L2 که می�کنیم استفاده خاصیت این از شعاعی: مختصه حرکت معادله
براي را زیر معادلات پس زمان.). ویژه = s = λصورت این در زمان�گونه. مسیرهاي براي 1= نورگونه، مسیرهاي

کنیم: حل باید ژئودزیک�ها کامل آوردن دست به
eµr2ϕ̇ = l (367)

eυ ṫ = F (368)

eυ ṫ2 − eλṙ2 − eµr2ϕ̇2 = k (k = L2 = (0یا1 (369)
شوارتس�شیلد }مورد

eυ = 1− 2M
r

−λ

eµ = 1 (370)

می�شوند بالا معادلات پس r2ϕ̇ = l
ṫ
(1− 2M

r

)
= F

ṙ2
2 −

Mk
r

+ l2
2r2 −

Ml2
r3 = F 2−k

2

(371)
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است زیر پتانسیل براي انرژي پایستگی قانون شکل به آخر معادله k = 1 مورد در

vمؤثر = −
M

r
+

l2

2r2 −
Ml2

r3
(372)

با است برابر انرژي است. یکفرض�شده برابر ذره، جرم

E =
F 2 − 1

2 (373)

.−Ml2
r3 می�آید: عام نسبیت از سوم جمله کلاسیکهستند. جمله�هاي همان اول، دوجمله

به نسبت مشتق�گیري در تفاوت تنها است. نیوتونی کلاسیک قانون همان (r2ϕ̇ = l) زاویه�اي تکانه پایستگی قانون
کرد. منظور زمان ویژه آن براي باید که می�شود ظاهر زمان

می�شود مؤثر پتانسیل k؛ = 0 نور: مسیر

vمؤثر =
l2

2r2 −
Ml2

r3
(374)

است! صفر مؤثرشان پتانسیل ،(l = 0) است شعاعی مسیرشان که فوتون�هایی توجه:

:( r
2M حسب (بر شعاع حسب بر مؤثر پتانسیل نمودار نموداري: بحث

k = 1 مورد

l
2 M

< 3  

2 4 6 8 10

r

2 M

-0.30

-0.25

-0.20

-0.15

-0.10

-0.05

Veff

l
2 M

= 3  

2 4 6 8 10 12 14

r

2 M

-0.08

-0.06

-0.04

-0.02

Veff
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l
2 M

> 3  

10 20 30 40

r

2 M

-0.04

-0.02

0.02

Veff

کرد. عبور انرژي افزایش با همواره می�توان زاویه�اي گشتاور مانع از

l ̸= 0 نیوتونی: مؤثر پتانسیل

10 20 30 40

r

2 M

-0.10

-0.05

0.05

Veff

(k = 0) نورگونه مسیرهاي براي مؤثر پتانسیل

r = (2M) . 3

2 4 6 8 10

r

2 M

-0.2

-0.1

0.1

0.2

0.3

0.4

Veff

است. ناپایدار دایره�اي شوارتس�شیلد، شعاع برابر 3 = r ازاي به مسیر
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5 فصل :1 عام نسبیت

است زمان ویژه و زمان رابطه�ي تنها نمی�دهد. نشان را مانعی موارد این از یک هیچ در r = 2M شعاع توجه:
می�شود. وارد بینهایت آن در که
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پرسش�ها
آن مخالف مسیر در نیز و مسیر یک در را نور سرعت بگیرید. درنظر dtdx ضربدري جمله با ساده�اي متریک .1

کنید! توجیه را مسیر دو در نور سرعت اختلاف کنید. حساب
می�توان متریکرا این چطور است. صفر تکانه انرژي تانسور که فرضبه�دستمی�آید این با متریکشوارتس�شیلد .2

است؟ کیهان داخل که یککهکشان براي یا است، کهکشان داخل که برد به�کار یکستاره براي
جسم اگر است؟ ایستا جسم خارج متریک که می�کنید توجیه چگونه کند. نوسان کروي تقارن با جسمی گیریم .3

چطور؟ تابشکند
آن برعکس باشد؟ نداشته متریک که باشد داشته انیشتین، تانسور با انرژي-تکانه، تانسور این�که براي دارید مثالی .4

می�دانید؟ بجا را این اصلاً چطور؟
نکند بینهایتتختاست؟ متریکدر استکه بدیهی آیا کنید! نگاه شوارتس�شیلد فضازمان به مربوط محاسبات به .5

نقضکند؟ را گزاره این صحت که باشد انتگرالی ثابتی
l = 0 به�ازاي پتانسیل این برمی�خوریم. مؤثر پتانسیل به شوارتس�شیلد متریک در ژئودزیک�ها محاسبه هنگام به .6

کنید! توجیه است. مستقیم آزاد مسیر یعنی می�شود، صفر (نورگونه) k = 0 و صفر) زاویه�اي (تکانه
است؟ چگونه ناهولوئوم و هولوئوم پایه�هاي در متریکقطري براي (Gµ

ν (مثلاً تانسور یک مؤلفه�هاي میان 7.رابطه
دافعه نیروي یک با است متناظر کیهان�شناختی) ثابت جمله با (شوارتس�شیلد متریککوئلر در Λ با متناسب جمله .8

کنید! Λr−توجیه اندازه به
شوارتس�شیلد فضاي براي امکان این آیا کرد. غوطه�ور پنج�بعدي تخت یکفضاي در می�توان را متریکدوسیته .9
غوطه�ور دلخواه بعد با شبه-اقلیدسی تخت فضاي یک در را چهاربعدي فضا-زمان هر می�توان آیا است؟ موجود هم
جواب دوبعدي متریک�هاي و گرانش براي را سؤوال همین می�دانید؟ کلی حالت در را غوطه�وري فضاي بعد کرد؟

دهید!
ببرید! نام کدام�اند؟ کیلینگمتریکشوارتس�شیلد بردارهاي .10

نقش چه دانست. بعدي پنج یکفضا-زمان در کره یکشبه روي شده القاء متریکی می�توان را متریکدوسیته .11
با انبساطی، مدلی به�صورت دیگر مختصات در متریک همین بدهید؟ کره این به می�توانید واقعیت با مرتبط فیزیکی،

است؟ ممکن چیزي چنین چطور می�شود. نوشته عالم، براي نمایی انبساط
کیلینگ پسیکبردار شوارتس�شیلد، مانند است، متریکایستا این اگر کیلینگدارد؟ چندبردار متریکدوسیته .12
رابرتسون-واکر، مختصات در دوسیته فضا-زمان وقتی می�آید بردار این سر بر چه نوشت. ∂

∂t
به�صورت می�توان را آن

می�شود؟ نوشته انبساطی، یعنی
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تمرین�ها
کنید. حل Tµν = فرض0 با کروي تقارن براي را انیشتین معادله ،3 فصل 24 تمرین از استفاده با .1

می�شود: تعریف (Kretschmann) کرچمن نرده�اي .2
K := RµνρσRµνρσ

( 12G2M 2
r6 (پاسخ: دارد؟ تکینگی نرده�اي این آیا کنید. حساب متریکشوارتس�شیلد براي را نرده�اي این

کنید! بحث را نتیجه کنید. حل 1+1بعد در کروي تقارن با را انیشتین معادلات .3
است: صورت این به همسانگرد مختصات در متریکشوارتس�شیلد .4

ds2 =

(
1− M

2r̄
1+ M

2r̄

)2

dt2 −
(
1+ M

2r̄

)4
dx̄2

کنید حساب را دایره دو این این مساحت بگیرید. نظر در r̄ = R̄ و r̄ = M
2 شعاع�هاي به دایره دو θ = π

2 صفحه در
با است برابر دهید نشان� و

S = π(R̄ +M)2 − 9
4πM

2 +
M 2

4 ln
2R̄
M

یعنی کروي، مختصات و مختصات این میان رابه از استفاده با

r =

(
1+ M

2r̄

)2
r̄

بگیرید: و بنویسید (کروي) شوارتس�شیلد مختصات در را بالا مساحت
r = R≫M

R = 2m+ ϵ , ϵ≪ m

پاسخ�ها:
S = πR2 + 2πM 2 براي R≫M

S = 8πM 2√2ϵ براي R = 2m+ ϵ

یک kµکیلینگ بردار هر به�ازاي داد نشان می�توان آزاد ذره هر براي کیلینگدارد. بردار 4 متریکشوارتس�شیلد .5
دارد: وجود حرکت ثابت

kµ
dxµ

dλ
= ثابت

ثابت و بنویسید مختصاتشوارتس�شیلد در را آن�ها مؤلفه�هاي می�شناسیم. را کیلینگمتریکشوارتس�شیلد بردارهاي
کنید. بحث آن پیرامون و آورید به�دست را کدام هر با متناظر حرکت

و دارد ادامه شعاعی طور به سطح به مرکز از که بگیرید نظر در باریکی استوانه کروي تقارن با یکجسم داخل .6
دماسانج می�کند: بازي را نقشیکدماسنج و است جسم بابقیه ترمودینامیکی تعادل در استوانه این است. تابش از پر

فوتونی!
تعادل شرط دهید نشان تا بگیرید به�کار را تابش حالت معادله و بنویسید را ستاره داخل هیدروستاتیکی تعادل معادله

باید بلکه نیست، دما بودن ثابت
T
√
g00 = ثابت

کنید! بحث باشد.
در است زمان�گونه که دارد، ∂

∂t
صورت به کیلینگ بردار متریکیک این شوارتس�شیلد مختصات در دهید نشان .7
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5 فصل :1 عام نسبیت

دارید؟ تعبیري r < 2m ناحیه براي .r > 2m که ناحیه�اي
بگیرید نظر در را زیر کلی شکل متریکبه .8

ds2 = ϕdt2 − ϕ−1dr2 − r2dΩ2

می�شوند: انیشتین تانسور مؤلفه�هاي دهید نشان الف) است. r تابع Φ

G0
0 = −G1

1 =
(ϕ′ − 1)
r2

, G2
2 = G3

3 =
ψ′′

2r
.ψ(r) = r.ϕ(r) اینجا در صفرند. مؤلفه�ها بقیه

Tµν = ,ρ)قطر p1, p2, p3)انرژي تانسور براي باید دهیدشرطزیر نشان باشد، انیشتن اینمتریکجوابمعادله اگر ب)
باشد: برقرار

ρ+ p = 0 , p2 = p3 , p′1 =
2
r
(p2 − p1)

دهید: نشان ثابت! γي با باشد، p2 = γp1 گیریم ج)

ρ = −p = −p2
γ

= −p3
γ

= q.r2(γ−1)

ϕ = 1− kr

2γ + 1r
2γ − 2M

r

کنید: بررسی زیر صورت به را جواب این مختلف حالت�هاي انتگرال�گیري�اند. ثابت دو q آن در که
دارد؟ نقشی چه اینجا در q می�آید، به�دست دوسیته جواب دهید نشان ،M = 0, γ = 1 (1

می�آید. به�دست -دوسیته شوارتس�شیلد جواب این در ،q ̸= 0,M ̸= 0, γ = 1 (2
رایستر-نورداسترم متریک دهید نشان و بنویسید را انرژي تانسور حالت این در ،q = e2

r
,M ̸= 0, γ = −1 (3

است: زیر به�صورت که می�آید، به�دست

ds2 =

(
1− 2M

r
+
ke2

r2

)
dt2 −

(
1− 2M

r
+
ke2

r2

)−1
dr2 − r2dΩ2

است. الکترومغنایس میدان انرژي تانسور نوع از -نورداستروم متریکرایستر تکانه انرژي تانسور دهید نشان (4

Tµν = FµρF
ρ
ν −

1
4gµνFρσF

ρσ

کنید. تعیین را الکتریکی میداان شدت رفتار کنید. حساب را الکترومغناطیس میدان تانسور مؤلفه�هاي
تبدیل با متریکشوارتس�شیلد از می�توان را متریکرایستر-نورداستروم (5

M →M − ke2

2r
کنید. بحث را جرم» «بازبهنجارش با جرم، تبدیل این آورد. به�دست

کنید. متریکبحث تکینگی�هاي مورد در و آورید به�دست را انحنا تانسور مؤلفه�هاي (6
پیرامون .r = 0 تکینگی در مگر فضاگونه، همواره r مختصه و است مثبت همواره g00 مؤلفه e2 > M 2 ازاي به (7

است. نگرفته را آن دور افقی هیچ و است «عریان» r = 0 تکینی که کنید بحث موضوع این
رابطه s زمان ویژه و r میان می�کند آزاد سقوط متریکشوارتس�شیلد در شعاعی به�طور که ذره�اي براي دهید نشان .9

است: برقرار زیر
s =

√
rR(R− r)

2m +

√
R3

2m arccos
(2r
R
− 1
)
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5 فصل :1 عام نسبیت

!s = 0 ازاي به است r Rماکزیموم آن در که
دهید نشان متریکشوارتس�شیلد براي انیشتین تانسور از استفاده با .Λ ̸= 0 بگیرید: مخالفصفر را کیهانی ثابت .10

است: انیشتین معادله�هاي جواب متریکزیر

ds2 =

(
1− 2m

r
− Λ

3 r
2
)
dt2 −

(
1− 2m

r
− Λ

3 r
2
)−1

dr2 − r2dΩ2

کنید! توجیه را جواب این انرژي تانسور طریق از می�آید. به�دست دوسیته mجواب = 0 ازاي به
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6 فصل :1 عام نسبیت

حضیض انتقال . سیارات مدار 1.6

ds2 = eυdt2 − eλdr2 − eµr2dϑ2 − eµr2 sin2 ϑdϕ2 (375)
ژئودزیک: معادله�هاي

eµr2ϕ̇ = l
eυ ṫ = F

eυ ṫ2 − eλṙ2 − eµr2ϕ̇2 = k

; ϕ̇ = e−µr−2l
; ṫ = e−υF

; ṙ = dr
dt

= dr
dϕ
ϕ̇

(376)

می�آید: دست به مسیر براي زیر معادله بالا، مقادیر نشاندن )با
dr

dϕ

)2
= e2µ−λ−υ

F 2r4

l2
− ke2µ−λ r

4

l2
− eµ−λr2 (377)

می�کنیم: تعریف جدیدي شعاعی متغیر

u =
1
r

:
(
du

dϕ

)2
= e2µ−λ−υF 2l−2 − ke2µ−λl−2 − eµ−λu2 =: W 2(u) (378)

⇒ ϕ =

∫
du

W (u)
(379)

که است این مناسب�تر شد. خواهد بیضوي انتگرال یک انتگرال این ببریم، کار به را شیلد شوارتس مختصات اگر
ببریم: کار به را همسانگرد مختصات

µ = λ

eυ =
( 1−M

2 u
1+M

2 u

)2
، eµ =

(1+ M
2 u
)4 (380)

داریم: k = 1 ازاي Wبه تابع براي صورت این در

W 2(u) = eµ
(
e−υF 2 − 1) l−2 − u2 (381)

کپلري: مسیر
d2u
dϕ2 + u =

M

l2
(382)

u =
(
1+

√
1+ 2El2

M 2 cosϑ
)

= (1+ ϵ cosϑ)
(383)

E = −M2a ، l =
√
Ma (1− ϵ2) ، ϵ =

√
1+ 2El2

M 2

l2

M
= a (1− ϵ2) ، a = −M2E
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6 فصل :1 عام نسبیت

انیشتینی: مسیر
d2u
dϕ2 + u =

M

l2
+ 3Mu2 (384)

است. نسبیتی جمله ،3Mu2 جمله

می�دهیم: بسط را eµ و eυ توابع

e−υ = 1+ α1Mu+ α2M 2u2 + . . .
eµ = 1+ β1Mu+ β2M 2u2 + . . .

(385)

آن در }که
α1 = 2 ، α2 = 2
β1 = 2 ، β2 = 6 (386)

می�نشانیم: نیز F 2 براي

F 2 = 1+ 2E = 1− M

a
a . . بیضی. بزرگ نیم�محور (387)

می�آید: دست Wبه تابع براي

نیوتونی: تقریب الف)

W 2(u) = −M
al2

+ α1
M

l2
u− u2 (388)

پس��نیوتونی: تقریب ب)
W 2(u) = A+Bu− Cu2 (389)

A = −M
al2

B =M

[
α1 − (α1 + β1)

M

a

]
l−2

C = 1−M 2 (α2 + β1α1) l
−2

مسیر: معادله آنجا از و

ϕ =

∫
du√

A+Bu− Cu2
=

1√
C

arcsin
B − 2Cu√
B2 + 4AC (390)

بود.) خواهد مخروطی مقطع مسیر، حال هر در بیضی؛ (مثلاً است بسته مسیر C = 1 ازاي به
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:(u = 1
r
حضیض(ماکسیمم از گذر دو میان ϕ تغییر

∆ϕ =
2π√
C
− 2π (391)

∆ϕ =
πM 2

l2
(α2 + β1α1) (392)

l2

M
= a (1− ϵ2) ϵ . . کپلري. مدار از خروج (393)

∆ϕ =
πM (α2 + β1α1)

a (1− ϵ2) (394)

شوارتس�شیلد: مورد

∆ϕ =
4πM

a (1− ϵ2) ∼ R
R

(395)

پس�نیوتونی). (تقریب است غیرخطی جملات براي آزمونی حضیض، انتقال یعنی می�آید. ϕ∆پیش در α2 توجه:
رصد نظریه

43/11± 0/45 43/03 عطارد
8/4± 4/8 8/6 زهره
5/0± 1/2 3/8 زمین
9/8± 0/8 10/3 ایکاروس

نور انحراف 2.6
متریکداریم: براي

ds2 = eµdt2 − eυdr2 − eλ (r2dϑ2 + r2 sin2 ϑdϕ2) (396)
می�آید: دست به مسیر معادله )براي

du

dϕ

)2
= e2λ−µ−υF 2l−2 − ke2λ−υl−2 − eλ−υu2 =: W 2(u) (397)

:k = 0 می�نشانیم نور مسیر براي
W 2(u) = e2λ−µ−υF 2l−2 − eλ−υu2 (398)
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6 فصل :1 عام نسبیت

:υ = λ همسانگرد مختصات در

W 2(u) = eυ−µF 2l−2 − u2 (399)
متریک: ضرایب بسط

e−µ = 1+ α1Mu+ α2M 2u2 + . . .
eυ = 1+ β1Mu+ β2M 2u2 + . . .

(400)

Mداریم: 2 تقریب تا
W 2(u) = (1+ β1Mu) (1+ α1Mu) F

2
l2 − u

2

= F 2
C2 + (α1 + β1)MuF

2
l2 − u

2 =: A+Bu− Cu2 (401)
پس

A =
F 2

l2

B = (α1 + β1)M
F 2

l2

C = 1
می�دهد: مسیر معادله از انتگرال�گیري اما

π + ϕ =

∫
du√

A+Bu− Cu2 =
1√
C

arcsin
B − 2Cu√
B2 + 4AC (402)

اما
B2 ∼M 2 = 0 ، C = 1

پس
sin(ϕ+ π) =

B − 2u
2
√
A

(403)

→ u =
1
r
=

1
2 (α1 + β1)M

F 2

l2
− F

l
sin(ϕ+ π) (404)

داریم: صفرم تقریب در
α1 = 0 ، β1 = 0

1
r
=
F

l
sin(ϕ+ π) ⇒ F

l
= r sin(ϕ+ π) (405)

است! خورشید از فاصله حداقل ، l
F
پس است. y مختصه برابر r sinϕ زیر، شکل مطابق مختصات تعیین با
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مختصات) (مرکز خورشید از نور شعاع فاصله حداقل که داد نشان می�توان هم اول) تقریب (در بالا جواب در واقع در
نور!) مسیر مورد در F و l ثابت�هاي (تعیین گرفت! خورشید شعاع برابر را l

F
می�توان پس است. l

F
برابر

می�آید: دست به u = 0 یا r →∞ ازاي به ϕ مقادیر اختلاف از نور انحراف بالا، معادله اول تقریب در
u = 0 = 1

2 (α1 + β1)M
F 2

l2
+
F

l
sinϕ (406)

− sin(ϕ+ π) = −1
2 (α1 + β1)M

F

l
= −1

2 (α1 + β1)
M

R
R =

l

F
(407)

sinϕ = −1
2 (α1 + β1)

M

R
(408)

δ1 = −ϕ1 ∝ + 1
2 (α1 + β1) MR

δ2 = ϕ2 − π ∝ + 1
2 (α1 + β1) MR

}
δ = δ1 + δ2 = 2δ1 = (α1 + β1)

M

R
(409)

δ =
(α1 + β1)M

R
= (α1 + β1)

M

R
(410)

همسانگرد): (مختصات متریکشوارتس�شیلد براي
α1 = β1 = 2

δ = 4M
R

(411)
خورشید براي

δ = 1/75′′ (412)
می�شود! صفر مؤثر ⇐پتانسیل k = 0, l = 0

طیفی خطوط سرخ به انتقال 3.6
بسامد υ0 تابشدارد. υ0 بسامد با و می�کند گرانشحرکت یکمیدان در که می�گیریم نظر در را نوري (چشمه) منبع
ترتیب به ds1 و ds0 هرگاه می�کند. دریافت را υ1 تغییریافته بسامد قاعدتاً ناظر یک است. چشمه سکون دستگاه در

داریم: آنگاه باشند، متناظر دوره�هاي زمانی بازه�هاي
υ1
υ0

=
∆s0
∆s1

(413)
است. دوپلر) (اثر ناظر و چشمه وضعیت تغییر نیز و گرانش میدان تأثیر از ناشی بسامد تغییر کلی حالت در
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ساکن و شعاعی یکخط روي را ناظر و چشمه است. ایستا که می�گیریم نظر در را شوارتس�شیلد میدان ایستا) مورد
داریم: می�ماند. گرانشی اثر تنها بنابراین می�گیریم. نظر در

∆s0 =
√
g00(A0)∆t0 (414)

∆s1 =
√
g00(A1)∆t1 (415)

داریم: شعاعی نورگونه ژئودزیکهاي روي بدانیم. باید نیز را dt1 و dt0 میان رابطه

g00dt
2 − grrdr2 = 0 ⇒

t1 − t0 =
∫ r1
r0

√
grr
g00
dr

t́1 − t́0 =
∫ r1
r0

√
grr
g00
dr

(416)

بنابراین:
t́0 − t0 = t́1 − t1 (417)

یا:
∆t0 = ∆t1 (418)

ترتیب: این به

υ1
υ0

=

√
g00(A0)√
g00(A1)

=

√
1+ 2U0

C2

1+ 2U1
C2
≃ 1+ U0 − U1

C2 (419)

است. نیوتونی گرانش پتانسیل U می�شود). وارد g00 (تنها است کافی نیوتونی تقریب محاسبه این براي
می�شود: بسامد نسبی تغییر

∆υ0
υ

=
υ1 − υ0
υ0

≈ U0 − U1
C2 =

∆U

C2 (420)

با: می�شود برابر متري 20 ارتفاع اختلاف در زمین گرانش میدان در آن مقدار
∆υ

υ
= 2/5× 10−15 (421)

کردند. اندازه�گیري 1% دقت با را کمیت این 1965/1344 سال در Saider و Pound
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پرسش�ها
دیگر راهی می�کنیم؟ استفاده متریکشوارتس�شیلد از شمسی منظومه در عام نسبیت آزمون�هاي بررسی براي چرا .1

دارید؟ سراغ شمسی منظومه در حرکت بررسی براي نیوتونی گرانش مورد مانند
ṙ و ṫ ،ϕ̇ مشتقهاي که معادله، سه تنها معمولاً اما باشند، تا 4 باید سیارات مدار بررسی براي ژئودزیک معادله�هاي .2

است؟ شده چه چهارم معادله می�شود. نوشته می�کنند تعیین را
آن در که درمی�آید ϕ =

∫
W−1(u).du انتگرال صورت به مسیر معادله .3

W 2(u) = eu(e−vF 2 − 1)l−2 − u2

آورد؟ به�دست را شعاعی مسیر می�توان پسچگونه باشد. l = 0 نمی�تواند معادله این در است.
نسبت با متناسب�اند عامی نسبیت اثر سه این که دیدیم سرخ به انتقال نیز و نور انحراف حضیضو انتقال محاسبه در .4

کنید! توجیه چرا؟ یکفاصله. به شوارتس�شیلد شعاع
این در رصد با نتیجه تطبیق آیا کردیم. استفاده همسانگرد مختصات از نور انحراف و حضیض انتقال محاسبه در .5

می�گویید؟ چه می�بود! متفاوت نتایج شاید می�بردیم کار به شوارتس�شیلد مختصات اگر است؟ مجاز مختصات
جرمی که فرض این با همراه نیوتونی گرانش یعنی کرد، محاسبه هم کلاسیک طریق به می�توان را نور انحراف .6
می�آید. به�دست عامی نسبیت انحراف مقدار نصف نتیجه بگیریم. نظر در فوتون براي خاص) (نسبیت انرژي هم�ارز

دارید؟ توضیحی
ویژه زمان، میان ارتباطی چه چرا؟ می�گیریم. dsعکس با متناسب را فوتون بسامد نسبیتی سرخ به انتقال محاسبه در .7

دارد؟ وجود بسامد و زمان،
بزنید! تخمین را زمین روي در سرخ به انتقال .8

می�کنند، بیان ،ϕ نیوتونی، پتانسیل برحسب را گرانشی سرخ به انتقال ضعیف، میدان�هاي در که است رسم .9
∆λ

λ
=

1
c2

∫
∂zΦdz = ∆Φ

مسیر طول در پتانسیل کل Φ∆تغییر از منظور و می�کند، تغییر پتانسیل آن امتداد در که است مختصه�اي z آن در که
کنید. توجیه را رابطه این است.
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تمرین�ها
می�کنیم. فرض کروي متقارن را زمین می�گردد. زمین جرم مرکز حول r شعاع به دایره�اي مداري در ماهواره�اي� .1

کنید. حساب بینهایت در ساعتی به نسبت ماهواره� داخل ساعت براي را زمان اتساع
از ابتدا کرد. استفاده زیر صورت به فرما اصل از می�توان شوارتس�شیلد متریک در نور انحراف محاسبه براي .2
این در می�کنیم. اقلیدسی هندسه در دلخواه محیط یک در نور سرعت تعبیر شوارتس�شیلد مختصات در نور سرعت
ضریبشکست از می�توان صورت این در می�گیرند. اندازه را dr2 دکارتی فاصله خط�کش�ها و t زمان ساعت�ها تعبیر

کرد. صحبت محیط در
n(r) =

c

v(r)

فرما اصل صورت این در است، نور مختصاتی سرعت همان v(r) آن در که

δ

∫
n(r)dλ = 0

است. نور مسیر روي (آفین) پارامتر λ آن در که می�کند تعیین را نور مسیر
می�شود وردش این نتیجه دهید نشان الف)

d

dx

(
n(r)

dxi

dλ

)
= ∂in(r)

است؟ شوارتس�شیلد فضاي در ژئودزیکنورگونه معادله همان معادله این آیا ب)
کنید. حساب را نور انحراف مقدار متریکشوارتش�شیلد، بسط و نتیجه، این از استفاده با ج)
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7 فصل :1 عام نسبیت

درآمد
تا کردیم استفاده آن از و است، چگونه ماده کروي یکتوزیع از خارج در گرانش، میدان دیدیم گذشته فصل دو در
موج طول سرخ به انتقال هم و خورشید، کنار از عبور هنگام به را نور انحراف هم کنیم، بررسی را سیارات مسیر هم
کروي جرم یکتوزیع داخل گرانشنسبیتی میدان متریکو اما زمین. رويسطح را یکاتم از شده تابش�هايگسیل

است؟ چگونه نیوتونی مورد با آن تفاوت دارد؟ مشخصه�هایی چه و می�آید، به�دست چگونه
تقارن با را انیشتین معادله�هاي باید ستاره، یک یا خورشید داخل مثلاً کروي، جسم یک داخل میدان بررسی براي
معادله و بشناسیم نیز را ستاره داخل ماده باید صورت این در بکنیم. حل Tµν ̸= 0 با یعنی ماده، حضور در کروي
صورت به می�توان تنها موارد بقیه در و دارند تحلیلی جواب خاص بسیار موارد در معادله�ها این بدانیم. را آن حالت
خدمت به رایانه�ها استکه 60/40 دهه از بعد مورد این در ما اطلاعات عمده استکه همین کرد. حل را آن�ها عددي

می�پردازیم. حالت�ها ساده�ترین بررسی به فصل این در ما درآمدند. فناوري و علم

صفر فشار و کروي تقارن با 1.7رمبش
این خارج متریک سیاه�چاله. ایجاد و گرانشی رمبش تحقق براي است مناسبی ساده مدل صفر فشار با کروي ستاره

است: شوارتس�شیلد همان بیرکهوف، قضیه به بنا هم، ستاره

ds2 = −
(
1− 2M

r

)
dt2 +

(
1− 2M

r

)−1
dr2 + r2dΩ2 (422)

نیز ستاره روي را آن 422می�توان ستاره متریکداخل با پیوستگی دلیل به اما است. معتبر ستاره خارج از متریک این
داریم: باشد ستاره سطح r = R (t) اگر پس برد. به�کار

ds2 = −

[(
1− 2M

r

)
−
(
1− 2M

R

)−1
Ṙ2
]
dt2 +R2dΩ2 (423)

زمان�گونه شعاعی ژئودزیک یک روي ستاره سطح نماینده نقطه که است این متضمن کروي تقارن و صفر فشار
داریم: ds2 = −dτ 2 و dΩ2 = 0 با پس . می�کند حرکت

1 =
[(

1− 2M
R

)
−
(
1− 2M

R

)−1
Ṙ2
](

dt

dτ

)2
(424)

نوشت: می�توان را انرژي پایستگی بنابراین کیلینگاست. ∂
∂t
بردار دیگر طرف از

ϵ = −g00
dt

dτ
=

(
1− 2M

R

)
dt

dτ

انرژي
جرم واحد (425)

می�دهد. بالا رابطه در نشاندن است. ثابت ژئودزیک�ها روي ϵ آن در که

Ṙ2 =
1
ϵ2

(
1− 2M

R

)2(2M
R
− 1+ ϵ2

)
(426)
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انقباض به شروع شعاع این از ستاره است. Ṙ2 = 0 آن در که می�آید به�دست Rmax = 2M
1−ϵ2 نقطه در شعاع می�یابد.بیشینه کاهش t→∞ یا مجانبی Rبه�طور = 2M تا سپس شعاع است. رمبشصفر این اولیه سرعت که می�کند،

آن. از بعد نه اما Rمی�بیند = 2M تا را ستاره بینهایت در ساکن ناظر پس
داریم: اما است. دیدگاه این بیان براي مناسب مختصه زمان ویژه می�بیند؟ چه ستاره سطح همراه ناظر

d

dt
=

(
dt

dτ

)−1
d

dτ
=

1
ϵ

(
1− 2M

R

)
d

dτ
(427)

نوشت: τ نسبت مشتقات برحسب می�توان اکنون )دینامیکRرا
dR

dτ

)2
=

(2M
R
− 1+ ϵ2

)
= (1− ϵ2)

(
Rmax

R
− 1
)

(428)

محدود زمان مدت در ستاره سطح

τ =
πM

(1− ϵ) 3
2

(429)

نمی�افتد. ویژه�اي اتفاق هیچ شعاع این در و Rمی�گذرد، = 2M از
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شوارتس�شیلد داخلی جواب 2.7
آوریم. به�دست آن داخل در را زمان فضا متریک می�خواهیم می�گیریم. نظر در کروي تقارن با جرم توزیع یک

نوشت: چنین عام به�صورت می�توان متریکرا شد، استدلال 5 فصل در که همان�گونه

ds2 = e2µdt2 − e2νdr2 − r2dΩ2 (430)
داخل ماده tاند. و r از تابعی ν, µ آن در که

شوارتس�شیلد خارج و داخل هندسه اتصال
اتصال محل ستاره، سطح متریکروي اتصال شرط اما است. درس این حوصله از خارج خمینه دو اتصال کامل بحث
بخشفضایی فرضمی�کنیم. تراکم�ناپذیر را داخل ماده بحثکفایتمی�کند. همین در بردیم به�کار قبلاً که خمینه، دو

می�شود متریکداخلی این

dσ2 =

(
1− 8πGρr2

3

)−1
dr2 + r2dΩ2 (431)

با کره�اي فوق را آن می�توان ثابت. انحناي با است فضایی بیانگر متریک این است. ماده ثابت چگالی ρ آن در که
شعاع

A =

( 3
8πGρ

) 1
2

(432)

بیشینه شعاع تا تنها ماده توزیع که برمی�آید بالا متریک از دیگر طرف از کرد. تصور
r = (433)

ولکف اوپنهایمر- - تولمان معادله شوارتس�شیلد. داخلی جواب 3.7
آوریم. به�دست آن داخل در را زمان متریکفضا می�خواهیم می�گیریم. نظر در ایستا کروي ستاره�اي

درآوردیم. زیر صورت به را کروي تقارن با ایستا متریک

ds2 = eµdt2 − eνdr2 − r2dΩ2 =: ηµνe
µ.eν (434)

می�گیریم: کامل یکشاره تقریب به را ستاره داخل ماده

T νµ = (ρ+ p)uµu
ν − δνµp : Tµν = (ρ+ p)uµuν − gµνp (435)

خاص: نسبیت در انرژي تانسور تعمیم

T νµ = قطر (ρ0 − p0 − p0 − p) (436)

باشد: زیر شکل به باید سیستم سکون دستگاه در انرژي تانسور

Tµν = قطر (ρ،p،p،p) (437)
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می�آوریم: به�دست انیشتین معادلات از ترتیب این به

G0
0 =

1
r2

+ e−2ν
(
2λ́
r
− 1
r2

)
= Kρ (438)

G1
1 =

1
r2
− e−2ν

(2ν́
r

+
1
r2

)
= Kp (439)

می�آید. به�دست اول معادله از e−ν = u(r)
r
گیریم

ú = −Kρr2 + 1 ⇒ u = r − 2M(r) (440)
فرضکرده�ایم! را همین که ،M(0) = 0 عادي شرایط در .2M(r) := K

∫ r
0 ρ(ŕ)ŕ

2dŕ آن در که
است: شده متریکمحاسبه فضایی بخش ترتیب این به

dσ2 = eνdr2 + r2dΩ2 =

(
1− 2M(r)

r

)−1
dr2 + r2dΩ2 (441)

می�شود! تبدیل خارجی متریکشوارتس�شیلد به متریک این ،r > R که هنگامی
می�آوریم: به�دست کنیم. می کم یکدیگر از بالا معادله دو حالا

e−ν(ν́ + µ́) = K(ρ+ p)r (442)
یا

µ(r) = −ν(r) +K
∫ r

∞
dŕeλŕ(ρ+ p) (443)

خارج شوارتس�شیلد جواب همان نظیر که می�آید، µ−به�دست = ν معادله این از r > R ازاي به که است واضح
است! ستاره

p = p(ρ)صورت به را حالت معادله ابتدا بشناسیم! را p(r) و ρ(r) باید ستاره داخل در متریک کامل تعیین براي
معادله این نیوتونی گرانش در به�گیریم. کمک هیدروستاتیکی تعادل به مربوط معادله از باید به�علاوه فرضمی�کنیم.

است. زیر صورت به
dp

dr
= −GM(r)

r2
ρ ، M(r) = 4π

∫ r

0
ρ(ŕ)ŕ2dŕ (444)

بقیه باید یا پس باشد. نهفته باید انیشتین میدان معادلات در معادله این چیست؟ معادلات این عامی نسبیت تعمیم
می�دهد: به�دست را زیر پایستگی قانون که شد متوسل بیانکی اتحاد به یا کرد. بررسی را میدان معادلات

T νµ;ν = 0 (445)
داریم: µ = 1 ازاي به می�شود. یکهمانی معادله µ = 0, 2, 3 ازاي به
dp

dr
= −(p+ ρ)

µ́

2 (446)

:(G1
1 (از می�نشانیم بالا معادلات از µ́ براي

dp

dr
= −r(r + ρ)

2
[(
Kp+ 1

r2

)
eν − 1

r2

]
(447)
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می�نشانیم: را مقدارش eν جاي به

dp

dr
= −

(ρ+ p)
[
M(r) + Kpr3

2

]
r(r − 2M(r))

TOV معادله (448)

می�انجامد! نیوتونی گرانش معادله نظیر همان به نیوتونی حد در معادله این
dp

dr
≃ −ρm(r)

r2
(449)

:ρ = ثابت تراکم�ناپذیر ماده مثال:

M(r) =
4π
3 Gρr

3 r ≤ R (450)

می�شود: TOV معادله پس

dp

dr
= −

4πG(ρ+ p)
(
ρ
3 + p

)
r3

r
(
r − 8πGρr3

3
) (451)

می�کنیم: تعریف بی�بعد شعاعی یکمختصه حالا

x =

√
8πGρ3 .r X2 =

8πGρ
3 R2 =

2M
R

(452)

می�شود: بالا معادله
4ρdr

(ρ+ p)(ρ+ 3p) = − dx2

1− x2 (453)

یا
p(x)

ρ
=

√1− x2 −√1−X2

3√1−X2 −
√1− x2 (454)

است: ستاره Xشعاع

X2 =
8πGρ
3 R2 =

2M
R

(455)

می�دهد! به�دست را ستاره شعاع به شوارتس� شعاع Xنسبت ترتیب این به
نیوتونی ستاره: مرکز در فشار

pc =
2
3πρ

2
0R

2 =
(π
4
) 1

3
M

2
3ρ

4
3 (456)

pc
ρ

=
1−

√
1− 2M

R

3
√

1− 2M
R
− 1

(457)
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می�انجامد. نیوتونی�اش نظیر به 2M ≪ R ازاي به نیز رابطه این
تراکم�ناپذیر، فرضماده با شوارتسمی�شود، شعاع 9

8 ستاره شعاع که هنگامی یعنی
{
Mmax =

4
9√3πρ

− 1
20

R = 9
8(2M)

ازاي به
شعاع باید شود، تشکیل تراکم�ناپذیر ماده از باشد قرار ستاره اگر پس می�ریزد. فرو هم در ستاره و می�شود. p0 =∞

باشد! 98(2M) از بیش آن
گرفت: انتگرال می�توان dp

dr
= −ρm(r)

r2 هیدروستاتیکی تعادل نیوتونی معادله از مسئله:
p(r) =

2
3πρ

2
0(R

2 − r2) p(R) = 0 (458)
مرکز در فشار

pc =
2
3πρ

2
0R

2 =
(π
6
) 1

3
M

2
3ρ

4
30 (459)

pc
ρ

=
2π
3 GpR

2 =
1
2 .
4π
3 GρR

3
2 =

1
2
M

R
(460)

است! Rممکن و ρ Mو مقادیر تمام براي تعادل پس است. Rمتناهی و ρ0 مقادیر تمام براي که
arXiv : 1104.2446 ر.ك.:

بستگی انرژي 4.7
است. (منفی) میدان انرژي چگالی و ستاره) تشکیل�دهنده (ماده ماده چگالی شامل انرژي چگالی ستاره یک داخل
طرف از گرفت. برخواهد در نیز را تراکم انرژي ستاره، داخل چگالی ،ρ آنگاه می�گیریم. n را ماده باریونی چگالی

با: است برابر (t= (ثابت ستاره داخل سه�بعدي فضاي حجم جزء دیگر

dV = r2
(
1− 2M(r)

r

)− 1
2
sinϑdrdϑdϕ (461)

می�شود: ستاره باریونی پسجرم

M0 = 4π
∫
r2n(r)

(
1− 2M(r)

r

)− 1
2
dr (462)

n = ρ = cot تراکم�ناپذیر: ماده مورد

M0 = 4πn
∫ R

0
r2
(
1− 8πGr2ρ

3

)− 1
2
dr =

4πn
3m R3f(X) (463)

باریونی هر mجرم
f(X2) =

3
2
[
arcsinX −X

√
1−X2

]
/X3

{ 1+ 3
10X

2 = 1+ 3
5
M
R3π

4

X ≪ 1
X = 1 (464)

∆M

M
=
M0 −M
M

= f

(2M
R

)
− 1

[
∆M

M
=
EB
M

=
3M
5R نیوتونی

]
جسم نقصان %64 :2π = 8π

9 حد در
%30 نوترونی: ستاره�هاي
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عادي ستاره�هاي ستاره�ها: تحول 5.7
شناخت براي می�دهد. نشان را سیاهچاله�ها وجود امکان کروي تقارن با ماده توزیع یک براي شوارتس�شیلد جواب

کرد. بررسی گوناگون شرایط در را ستاره�ها تحول باید یکسیاهچاله ایجاد چگونگی

عادي ستاره�هاي در هیدروستاتیکی تعادل 1.5.7
می�گیریم: نظر در را هیدروستاتیکی تعادل در گاز یکتوده

dp

dr
= −GM(r)

r2
ρ , M(r) = 4π

∫ r

0
ρ(r′)r′2dr (465)

می�گیریم: درنظر ثابت تقریب به را ρ چگالی
ρ ≃ ⇒ثابت (466)

dp

dr
= −4π

3 Gρ
2r (467)

داریم: باشد p0 مرکز در فشار هرگاه گرفت. انتگرال می�توان معادله این از

p = p0 −
2π
3 Gρ

2r2 (468)

پس: می�گیریم. صفر برابر را ،r = R ستاره، سطح روي فشار

p0 =
2π
3 Gρ

2R2 (469)

بنویسیم: می�توانیم مرکز) (در چگالی به فشار نسبت براي بنابراین
p0
ρ0c2

=
2π
3
GρR3

Rc2
=

1
2
Q

R
(470)

است برابر ستاره مرکز در چگالی به فشار نسبت به�این�ترتیب است. شوراتس�شیلد شعاع همان Q = 4ϕ
3 GρR

3 که
بگیریم. میانگین فشار برابر تقریب به می�توانیم را ستاره مرکز در فشار ستاره. شعاع به شوارتس�شیلد شعاع نسبت با

نوشت: می�توان ستاره در تعادل شرط براي به�این�ترتیب

QR =
p

ρc2
(471)

نوشت: می�توان نسبت این براي حالت، معادلۀ فرض با دیگر طرف از
p

ρc2
= f(ρ, T ) =

Q

R
(472)

درست عادي ستاره�هاي براي فرض این هیدروژن. مولکول یا پروتون جرم = mp چگالی از تابعی به�عنوان f که
داریم: ایده�آل گاز براي می�کند. تعیین را گاز حالت تابع دما چگالی است،

PV = RT = NkT ⇒ PV

Nmpc2
=

kT

mpc2
(473)
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بنابراین:
p

ρc2
=

kT

mc2

یا
Q

R
= f(ρ, T ) =

kT

mpc2
=

ν2

3− c2 (474)

ستاره�ها گاز دماي می�شود. داده نور سرعت به گاز مولکول�هاي سرعت مجذور نسبت با تقریب به حالت تابع پس
از هیدروژن مولکول�هاي سکون جرم و عادي)، ستاره داخل هسته�اي واکنش�هاي با (متناظر kT ≃ 1keV مرتبۀ از

پس: است. 1GeV مرتبۀ

f ≃ Q

Q
≃ 1keV

1GeV ≃ 10−6 (475)

Gاست! از مستقل اثر این که کنید توجه
مانا صورت به ستاره حفظشود دما که زمانی تا کنند. می تأمین را ستاره�ها دماي نتیجۀ در و انرژي هسته�اي واکنش�هاي
بیشتر عادي ستاره�هاي براي که است. سال میلیارد چند حدود زمان این دارد. قرار هرتسشپرونگ-راسل نمودار روي
دریافت: می�توان جرم به ستاره�ها انرژي و درخشندگی وابستگی از را آن علت است. کمتر پرجرم ستاره�هاي براي و

L ∝M 3/5 (476)

E ∝M (477)
در هسته�اي انرژي دورة پایان و انرژي دادن دست از با می�دهند. دست از بیشتري انرژي پرجرم ستاره�هاي بنابراین

فرومی�ریزد. ستاره بماند. پابرجا گرانش مقابل در نمی�تواند دیگري فشار ستاره،

واگن ستاره�هاي ستاره�ها: تحول 6.7
که می�آید به�وجود جدیدي شرایط و می�یابد افزایش ستاره چگالی ستاره، انقباض یا فروریختن و شدن سرد از پس

است. ساده مجدداً آن بررسی

104 g

cm3 < ρ < 108 چگالی گسترة براي ماده حالت معادلۀ (478)

محل در نمی�افتد. اتفاق همجوشی و است شده سرد هم ستاره ندارد. بستگی دما به دیگر فشار چگالی�ها این براي
بلکه رود نمی صفر به ایده�آل، گاز حالت برخلاف فشار، T → 0 حد این در اما فرضکرد. صفر هم را دما می�توان

شد: خواهد وابسته چگالی به فشار تعیین عدم روابط علت به

P

ρc2
= f(ρ) (479)

گاز یک شبیه الکترون�ها است. فلزات شبیه باشد، که نوع هر از ماده، رفتار بالا به 104 g
cm3 حدود چگالی�هاي در

می�گیرد: جا d ابعاد به مکعبی در الکترون هر که می�گوید حالت این در پائولی اصل می�کنند. رفتار الکترونی

d ∼ n
− 1

3
e ∼

ℏ
< pe >

< pe >= الکترون فرمی تکانه (480)
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می�شود: آن�ها انرژي نباشند، نسبیتی الکترون�ها اگر

< E >=
p2e
2me

فرمی انرژي (481)

گرفت: جنبشی انرژي برابر تقریب به می�توان را انرژي همین

f =
p

ρc2
≈ < E >

mpc2
≈ Pe2

mempc2
(482)

می�آوریم: به�دست بنشانیم بالا رابطۀ از p2e براي اگر

p

ρc2
≈ ℏ2

d2
.

1
mempc2

=
me

mp

.

(
ρ

ρ0

) 2
3

(483)

اینجا در

ρ =
mp

d3
(484)

الکترون�ها، کامپتون موج طول به (پروتون�ها) ذرات میانگین فاصلۀ که زمانی با متناظر است آستانه�اي چگالی ρ0 و
یعنی: می�شوند، نسبیتی الکترون�ها و می�رسد ،λe = ℏ

mec

ρ0 =
mp

λ3
e

= mpm
3
0
c3

ℏ3 ≈ 3× 107g/cm3 (485)

d ∼ ℏ
mpc

= λe = 4× 10−11cm (486)

یعنی: بشود، نسبیتی الکترون�ها سرعت که هنگامی
pF ∼ mec (487)

می�شود: حالت معادلۀ آنگاه

f =
1

mpc2
pF c (488)

که: می�دهد رخ هنگامی حالت این

d ∼ λe ∼
ℏ
m0c
∼ 4× 10−11 cm (489)

نوشت: می�توان حالت این در است. ρ0 = 3× 107 g/cm3 همان شرایط این با متناظر چگالی

p

ρc2
=
me

mp

(
ρ

ρ0

) 1
3

(490)
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سفید کوتوله�هاي 1.6.7
سفید کوتولۀ حالت این در را ستاره است. معتبر ρ ∼ 108g/cm3 حدود تا فوق نسبیتی و نانسبیتی حالت معادله
بالاي حد می�توان راحتی به می�کنند. نوترون تولید پروتون�ها با برخورد در نسبیتی الکترون�هاي آن از پس می�نامند.

می�کنیم: استفاده تعادل شرط از آورد. دست به سفید کوتوله�هاي براي را جرم
Q

R
= f , R ∼

(
M

ρ

) 1
3

, Q =
4π
3 GρR

2 (491)
پس

M =
c3f

3
2

ρ
1
2G 3

2
(492)

می�نشانیم: را حالت معادله دارد. وجود تعادل حالت براي یکجرم چگالی هر به�ازاي بنابراین

M =

{ (
ρ
ρ1

) 1
2
Mc

Mc

ρ < ρ0
ρ > ρ0

نانسبیتی
نسبیتی (493)

آن در که

Mc =
c3

ρ
1
20G 3

2

(
me

mp

) 3
2

چاندراسکار حدي جرم (494)

می�نشانیم: ρ0 جاي به

Mc ∼
1
m2
p

(
ℏc
G

) 3
2
∼ mpα

− 3
2

G (495)

αG =
m2
pG

cℏ
= 5/9× 10−39 ریزگرانش ساختار ثابت (496)

می�آوریم: به�دست نیز تعادل شعاع حد براي

Rc ∼
1

memp

(
ℏ3

Gc

) 1
2
= λeα

− 1
2

G (497)
آورد: به�دست می�توان نیز سفید یککوتولۀ در را هیدروژن) (هسته�هاي پروتون�ها تعداد

N =
Mc

mp

= α
− 3

2
G ≈ 10+57 (498)

با: است برابر چاندراسکار حد عددي مقدار
Mc = mpα

− 3
2

G = 3/7× 1033g ≈ 1/8 M⊙ (499)
می�دهد. به�دست 1/4M⊙ عدد دقیق محاسبۀ

برابر می�دهد را نسبیتی پدیده�هاي بزرگی مرتبۀ که ستاره، شعاع به شوارتس�شیلد شعاع نسبت سفید کوتوله�هاي براي
با: است

δ =
∆ν

ν
≈ ∆M

M
≈ Q

R
≈ p

ρc2
≈ me

mp

(
ρ

ρ0

) 2
3
≈ me

mp

∼ 10−4 (500)

با: است برابر سفید کوتوله�هاي شعاع بزرگی مرتبۀ

R ≈ λeα
− 1

2
G

(
ρ

ρ0

) 1
6
≈ 5000

(
ρ0
ρ

) 1
6
km (501)
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نوترونی ستاره�هاي 7.7
MeV بزرگی مرتبۀ از آن�ها انرژي و می�شوند نسبیتی الکترون�ها که ،ρ > 108g/cm3 از بیش چگالی�هاي براي

می�شود: تولید نوترون مرور به پروتون�ها و الکترون�ها برخورد از است،
p← e− =⇒ n+ νe (502)

تشکیل Y 122
39 و Ni6228 مانند نوترون، زیاد تعداد با اتمی هسته�هاي 108 < ρ < 1013g/cm3 چگالی�هاي در ابتدا

1013 چگالی در این�که تا می�شود زیاد آزاد نوترون�هاي تعداد به�تدریج بعد به 1013g/cm3 چگالی حدود از می�شود.
به شبیه است، حکم�فرما ستاره در ساده�اي شرایط دوباره بعد به چگالی این از می�یابد. خاتمه نوترونی ستارة به گذار
می�کنند. تأمین را ستاره داخل فشار که هستند نوترون�ها بار این که تفاوت این با سفید. کوتوله�هاي در الکترونی گاز

می�شود: حالت معادله بنابراین

f(ρ) =
p

ρc2
=


(
ρ
ρ1

) 2
3(

ρ
ρ1

) 1
3

ρ < ρ1
ρ > ρ1

نانسبیتی
نسبیتی (503)

آن: در که
ρ1 =

mn

λ3
n

=
mp

λ3
n

≈ 1016g/cm3 (504)

می�شود: نوترونی ستاره�هاي طیفجرم ترتیب به�همین

M(ρ) =

{ (
ρ
ρ1

) 1
2
Mc

Mc

ρ < ρ1
ρ > ρ1

(505)

جرم طیف نتایج دارد. بستگی پروتون جرم به تنها حد این زیرا است، چاندراسکار حد همان Mc حد آن در که
دید. نمودار در می�توان را نوترونی ستاره�هاي و سفید کوتوله�هاي

بزرگی�اند: مرتبه�ي این از نوترونی ستاره�هاي براي نسبیتی اثرهاي

δ ≈ ∆ν

ν
≈ ∆M

M
≈ Q

R
≈ p

ρc2
≈
(
ρ

ρ1

) 2
3
≈ 1 (506)
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با: است برابر واگن مادة در سرعتصوت دهید نشان

cs = c
(5
3f
) 1

2 (507)

یا چرخش طریق از را سیگنال�ها این می�توان آیا می�کند. گسیل ثانیه 0, 033 دورة با خرچنگسیگنال�هایی اختر تپ
کرد؟ توجیه سفید کوتوله�هاي نوسان�هاي

بنابراین یک. بزرگی مرتبۀ از عام نسبیت اثرهاي و است شوارتس�شیلد شعاع بزرگی مرتبۀ از نوترونی ستاره�هاي شعاع
علاوه�براین زدیم. تخمین ما که آن�گونه کرد، نسبیتیصرف�نظر اثرهاي از ستاره�ها این شعاع و جرم برآورد در نمی�توان
این در کرد. استفاده ایده�آل گاز تقریب از نمی�توان است حاکم نوترونی ستاره�هاي در که هسته�اي، چگالی�هاي در
ناپایدارند Mستاره�ها > 3M⊙ براي که داد نشان می�توان دراین�صورت است. مناسب�تر کامل شارة تقریب موارد
مثال شد توصیف 4.4 بخش در که نیز تراکم�ناپذیر شارة است. صفر فشار با کامل شارة ساده مثال رمبید. خواهند و

است. دیگري

سیاهچاله�ها و گرانشی 8.7رمبش
سیاهچاله به ستاره که است ستاره�ها تحول در حالتی بیانگر کروي تقارن با ماده توزیع براي شوارتس�شیلد متریک

می�پردازیم. ستاره�ها تحول کیفی بحث به ابتدا سیاهچاله�ها بهتر شناخت براي می�شود. تبدیل

سیاهچاله�ها 9.7فیزیک
او از قبل و لاپلاس :1700
سنایدر - اپنهایمر :1939

می�آید. سرش بلایی چه هسته�اي گرم فرایندهاي اتمام از پس ستاره
Q = 2Gπ

c2 ←رمبش باشد زیاد جرم اگر
ستاره) (سیاهچاله، شوارتس�شیلد کارل :1918

کِر جواب :1963
شوارتس�شیلد جواب یکتایی :1967

هاوکینگ-پزوز قضیۀ 1969
تکینگی افق از بعد :

کچلی! قضیۀ

نمودار شکل
کیهانی سانسور قضیۀ

نمودار شکل
نمودار شکل

ترمودینامیکسیاهچاله�ها
نمی�شود! کم افق سطح هاوکینگ1972:

است. ثابت سطح روي سطحی گرانی
باردین .J
کارتر .R
هاوکینگ

سیاهچاله�ها ترمودینامیک(مکانیک) قانون چهار
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است. ثابت افق Kپیرامون تعادل، یا مانا، حالت در صفرم: قانون
فرایند هر در اول: قانون

∆E = c2
G

K∆A
8π +W ∼ شده انجام کار

نمی�شود. کم افق�ها محل سطح فرایند هر در دوم: قانون
رساند. صفر به را سیاهچاله سطحی گرانی متناهی فرایندهاي تعداد با نمی�توان سوم: قانون

S =
kc3

4GℏA (508)

T − ℏK
2πbc (509)

سیاهچاله�ها ترمودینامیک 10.7
یابد. افزایش می�تواند فقط رویدادي، درهر سیاهچاله�ها، مساحت مساحت: قضیۀ

دیگر. سیاهچاله مساحتدر مجموع بیشاز دارد مساحتی می�آید بوجود که سیاهچاله�اي سیاهچاله، در برخورد در مثلاً
سیاهچاله ترمودینامیک

M,J,A, : Ω, . . . U, V, S
P, T

dM = 1
8πKdA+ ΩHdJ TdS = dU + PdV − ΩdJ

dU = TdS − PdV + ΩdJ
S = S(U, V )

dA ≥ 0 , dr−vA = 0 dρ ≥ 0 , dr−vρ = 0

K =
(M 2 − a2 − e2) 1

2

2M [M + (M 2 − a2 − e2) 1
2 ]− e2

(510)

Kss =
M

2M√M +M
(511)

سیاهچاله ترمودینامیک قانون
افق روي Kثابت ثابت T صفرم

dM = K
8πdA+ ΩHdJ dE = TdS+ کار اول
σA ≥ 0 σS ≥ 0 دوم

رسید Kنمی�توان = 0 به رسید نمی�توان T = 0 به سوم

T =
ℏ
2πK (512)

T = 10−6M⊙

M
(513)

تابش) اثر (در سیاهچاله عمر

τ ∼ 1066
(
M(0)
M⊙

)3
سال (514)

τ ∼ H−1
0 ∼ M1015g←سال1010 ازاي به

می�کند. جذب سیاهچاله بنابراین T > 2/7̊k ←M > 1027g
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پرسش�ها
کنید! توجیه است؟ فرضدرست این آیا گرفتیم. نظر در ایستا متریکرا شوارتس�شیلد داخل جواب بررسی در .1

تقارن براي را انیشتین معادله�هاي باید چگونه بیاید پیش دما کروي جرم توزیع داخل ماده حالت معادله در اگر .2
می�شود؟ وارد پیچیدگی چه کرد؟ حل کروي

را علت چرا؟ نمی�دهد. را شوراتس�شیلد جرم یعنی ،M مقدار ماده کروي توزیع داخل چگالی روي حجم انتگرال .3
دهید. توضیح نیوتنی مفاهیم بر تکیه با

می�آید؟ به�دست کجا از هیدروستاتیکی تعادل معادله شیلد، شوارتس متریکداخل بررسی هنگام به .4
می�رمبند؟ کروي متقارن به�صورت بینهایت از ذرات فرضکنیم اگر می�شود چه کروي تقارن با رمبش بررسی در .5
از پس که است این علامت که می�شود صفر مدتی از رمبشپس سرعت آن در که دارد وجود جوابی می�رسد به�نظر

دهید. توضیح نیست! ممکن این�که می�شود. تبدیل انبساط به رمبش آن
معادله که می�شود چه پس می�دهد. را نیوتنی پتانسیل همان کمابیش g00 جمله که می�شود دیده نیوتنی تقریب در .6

دارد؟ نیوتنی حد با تعیین�کننده�اي کوچکتفاوت شعاع�هاي در هیدروستاتیکی تعادل
با است برابر تراکم�ناپذیر ماده براي مرکز، در فشار دهید نشان آورید. به�دست را نیوتونی حد TOV معادله از .7
نیوتونی نتیجه چرا کنید! مقایسه نسبیتی نتیجه با را نتیجه این است. متراکم ماده ثابت چگالی ρ آن در که pc = 1

2ρ
M
Rدارید؟ تفاوت این براي شهودي چه است؟ متفاوت

بینهایت این می�شود. بینهایت معین جرم یک از بزرگتر جرم�هایی ازاي به مرکز در فشار تراکم�ناپذیر ماده براي .8
کنیم استنباط باید چرا ندارند. ایستا جواب معادلات، اینکه یعنی می�گذاریم. ماده رمبش حساب به معمولاْ را شدن

می�شوند؟ تبدیل سیاهچاله به و می�رمبند همواره زیاد جرم با ساختارهاي
کروي تقارن با انیشتین معادله حل کرد: تعبیر این�گونه می�توان را متریکشوراتس�شیلد می�کند استدلال دانشجویی .9
آیا .T 0

0 ∝ mδ(r)نوشت انرژي تانسور صفرم مؤلفه براي بتوان به�طوري�که مختصات مرکز در نقطه�اي جرم براي
دهید! توضیح می�پذیرید؟ را استدلال این

بینهایت مرکز در فشار اینکه بدون است، ممکن شعاع و چگالی مقادیر همه براي نیوتونی هیدروستاتیکی تعادل .10
چرا؟ شود.
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تمرین�ها
محدود زمان (ویژه) مدت در ستاره سطح بینهایت، از رمبشکروي در دهید نشان .1

τ =
πM

(1− ϵ) 3
2

است. شعاعی ژئودزیک�هاي روي ذره پایسته انرژي ϵ اینجا در Rمی�گذرد. = 2M از
آورید. به�دست را TOV معادله بیانکی اتحاد از .2

تعریف را تعادل حالت تابع این کمینه بنویسید. ستاره شعاع از تابعی به�صورت تعادل حالت در را یکستاره انرژي .3
می�یابد. کاهش ستاره شعاع دما کاهش با دهید نشان می�کند.

به�صورت: (ستاره) کروي جرم توزیع یک داخل دما تعادل شرط دهید نشان هیدروستاتیکی معادله از استفاده با .4
ستاره شعاع امتداد در تابشی یکدماسنج که است این مسئله این حل براي یکراه می�شود. تعریف ،T√g00 ثابت=

می�شناسید؟ هم دیگري راه بگیرید. نظر در
تعریف را تعادل حالت تابع این کمینۀ بنویسید. ستاره شعاع از تابعی صورت به تعادل حالت در را ستاره انرژي .5

می�یابد. کاهش ستاره شعاع دما کاهش با دهید نشان می�کند.
نوشت: می�توان را ستاره انرژي شرایط این در دهید نشان .6

E ∼ −α
R
− β

R2

با
α ∼ −GM 2

β ∼ ℏ2

me

(
M

mp

) 5
3

است. ستاره کل Mجرم آن در که
آورید. به�دست را تعادل حالت با متناظر کمینۀ محل و کنید برحسبRرسم Eرا نمودار

Rmin ∼
ℏ2M− 1

3

Gmem
5
3
p

به�صورت: می�توان را سفید کوتوله�هاي در نسبیتی حالت انرژي تابع دهید نشان .7

E ∼ −α
R

+
γ

R

آن: در که نوشت،
α = −GM

γ = ℏc
(
M

mp

) 4
3

می�آید. به�دست چاندراسکار جرم حد انرژي کمینۀ تعادل، شرط از دهید نشان
است؟ ناپایدار طیفجرم نمودار در 108 < ρ < 1013 میان شاخه�ي چرا .8

آورید. به�دست را نوترونی ستارة شعاع چاندراسکار حد در .9
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8 فصل :1 عام نسبیت

درآمد 0.8
متریک دانستن با آیا اما نمی�کند. تعیین را فضازمان توپولوژي که است، موضعی کمیت یک متریک می�دانیم
چندان آن پاسخ و سؤال شناخت؟ است شده تعریف آن روي متریک که را چشمه�اي می�توان معین مختصاتی در
چهاربعدي فضاي یک مختصات این کنید! فکر دکارتی مختصات در مینکوفسکی فضاي متریک به نیست. بدیهی
دکارتی مختصات از جمله این ظاهراً می�کند. تغییر +∞ ∞−تا از آن مختصات گستره که می�کنند تعریف تخت
با متناظر خمینه که شود نوشته دیگري مختصات در است ممکن فضازمان همین اما است؛ ابهام بدون و خوش�تعریف

نیست. مینکوفسکی فضاي ظاهراً آن
همان شوارتس�شیلد مختصات در شوارتس�شیلد فضازمان آیا یافت؟ سؤال�ها نوع این درك براي راهی می�توان آیا
دوبعدي مثال دو در ابتدا می�پردازیم. دست این از سؤال�هایی به فصل این در می�کند؟ تعریف مختصات این که است

می�کنیم. روشن مینکوفسکی چهارچوب در را خمینه گسترش مفهوم

وارون زمان با فضازمان 1.8

ds2 = − 1
t4
dt2 + dx2 (515)

t = 0 نقطه در متریک است. شده تعریف 0 < t < ∞ و −∞ < x < ∞ مختصاتی گستره در متریک این
زیر مختصات تبدیل نیست. تعریفشده و دارد تکینگی

t→ 1
t′

(516)

می�آورد: در زیر صورت متریکبه
ds2 = −dt′2 + dx2 (517)

که بگیریم نتیجه باید پس ندارد. تکینگی هیچ�جا متریکدر این است. دوبعدي مینکوفسکی متریکفضاي همان که
ظاهر تکینگی مختصات بد انتخاب خاطر به که معنی این به است، مختصاتی تکینگی یک اولیه متریک در تکینگی
باعث تکینگی حضور بر علاوه همین و است، آورده t = 0 نقطه به را «بی�نهایت» نامناسب مختصات است. شده
دارد، +∞ تا −∞ از گستره�اي زمان جدید، مختصات در نشود. داده پوشش مینکوفسکی خمینه تمام است شده
نیست. امکان�پذیر t < مختصات0 خمینه: گسترش t = 0 در تکینگی خاطر به اولیه مختصات در که صورتی در
که معنی این به کامل�اند، t = 0 در ژئودزیک�ها که می�شود دیده راحتی به دید: نیز این�گونه می�توان را واقعیت این
معنی این به ناکامل�اند، ژئودزیک�ها t→∞ازاي به که است حالی در این می�شود؛ زیاد دلخواه به آنها آفین پارامتر
اکنون است. گسترش�پذیر خمینه و ژئودزیک� که است این علامت که می�ماند، متناهی حالت این در آفین پارامتر که
می�شوند. کامل خمینه و ژئودزیک�ها کنیم، اضافه را t′ < 0 با متناظر دیگري دیگري خمینه اولیه فضازمان به اگر

ریندلر فضاي 2.8
بگیرید نظر در را زیر متریکدوبعدي

ds2 = −x2dt2 + dx2 (518)
پسخمینه�اي دارد، تکینگی x = 0 نقطه متریکدر .−∞ < t <∞ و 0 < x است∞> این مختصات گستره
می�شوند، قطع متناهی طول با x = 0 نقطه در ژئودزیک�ها نمی�گیرد! بر در را x ≤ 0 می�پوشاند را مختصات این که
ناکامل ژئودزیکی لحاظ به خمینه این می�گوییم اصطلاحاً ندارد. ژئودزیکادامه و می�شود متناهی آفین پارامتر با یعنی
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مختصاتی باید تکینگی این پس دارند. عادي رفتاري x = 0 نقطه در آن به وابسته نرده�اي�هاي خمشو تانسور است.
اختیار مناسب مختصات یافتن براي را زیر روش نیست. ساده تکینگی بدون و مناسب مختصات کردن مبدأ باشد.

می�کنیم.
رابطه از نورگونه ژئودزیک�هاي کنیم. شناسایی را آنها آفین پارامتر رفتار تا می�پردازیم ژئودزیک�ها بررسی به ابتدا

می�آیند: دست به این�گونه ds2 = 0(
dt

dx

)2
=

1
x2

(519)

می�شود: گرفته انتگرال زیر صورت به که
t = ln x+ const. (520)

زیر صورت به را v و uثابت دو پس می�کند. بیان را برون-رو و درون-رو نورگونه ژئودزیک دو معادله این
می�کنیم: تعریف

u = t− lnx (521)

v = t+ ln x (522)
نظر در v جدید مختصاتی خطوط را خم�ها این می�توان پس است، ثابتی مقدار u برون-رو ژئودزیک�هاي روي بر
به متریک جدید مختصات این در کرد. تعریف درون-رو باژئودزیک�هاي را u مختصاتی خم همین�طور و گرفت

می�آید: در زیر صورت
ds2 = ev−ududv (523)

به x = 0 نقطه است؛ پابرجا هنوز 0 < x < ∞ گستره و نمی�دهد گسترش را خمینه هنوز جدید مختصات
تا می�کنیم تبدیل طریقی به را ژئودزیک�ها از v و u پارامتر حالا اما است. شده منتقل u = +∞ و v = −∞
کار این براي می�رویم. ژئودزیک�ها این روي آفین پارامتر دنبال به کار این براي شود. امکان�پذیر خمینه گسترش
کمیت که می�دانیم باشد، نورگونه ژئودزیک بر مماس بردار kµ اگر می�کنیم. استفاده ∂

∂t
متریک، کیلینگ بردار از

E−می�نامیم: را ثابت این است. ثابت kµ
(
∂
∂t

)µ
− E = kµ

(
∂

∂t

)µ
= −x2 dt

dλ
(524)

می�آید: دست به آفین پارامتر رابطه این از ژئودزیکاست. روي آفین پارامتر λ آن در که

λ =
1
2E
∫
ev−udt = C +

e−u

2E eν (525)

روي اینکه به توجه با کرد. انتخاب دلخواه به می�توان را ثابتی ضریب هر و C ثابت جمله آفین پارامتر انتخاب در
انتخاب این�گونه را ژئودزیک�ها این روي آفین پارامتر می�توان پس است، ثابت u مختصه برون-رو ژئودزیک�هاي

کرد:
λبرون = ev (526)

می�کنیم: اختیار چنین را آفین پارامتر درون�رو ژئودزیک�هاي روي طریق همین به

λدرون = −e−u (527)
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نیستند. کامل ژئودزیک�ها یعنی می�شوند، صفر u = +∞ و v = −∞ به�ازاي آفین پارامترهاي این که کنید توجه
این بر منطبق را جدید مختصات شناخت این با خمینه. گسترش و ژئودیک�ها گسترش به می�کند هدایت را ما این

می�کنیم: تعریف آفین پارامترهاي
V = ev (528)

U = −e−u

می�شود: مختصات این متریکبرحسب
ds2 = −dUdV (529)

ندارد، وجود تکینگی s = 0 نقطۀ در دیگر حالا اما .V > 0 و U < بخش0 با است متناظر ریندلر اولیۀ فضازمان
نظر در مختصات براي ∞−را < V < ∞ ∞−و < U < ∞ گسترة و داد گسترش را فضازمان می�توان پس

گرفت.
کنیم: انتخاب را زیر جدید تبدیل اگر اکنون

T =
1
2(U + V ) (530)

X =
1
2(U − V )

است: این�گونه اولیه مختصات با مختصات این رابطۀ است. مینکوفسکی فضازمان تمام که

x =
√
X2 − T 2 (531)

t = arctanh
T

X

است. مینکوفسکی فضازمان کل Xاز > |T |

شوارتس�شیلد هندسۀ 3.8

ds2 =

(
1− 2M

r

)
dt2 − 1

1− 2M
r

dr2 − r2dΩ2 (532)
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.v = π
2 گیریم می به�علاوه می�گیریم. نظر در را t=ثابت مقاطع خواصهندسی کردن مصور براي

dσ2 =
1

2− 2M
r

dr2 + r2dϕ2 متریکفضایی (533)

.z, r, ϕ سه�بعدي: اقلیدسی فضاي در غوطه�وري است. برقرار سطحی چه متریکروي این

ds2 = dz2 + dr2 + r2dϕ2 = dr2
[
1+

(
dz

dr

)2]
+ r2dϕ2 (534)

=

(
1− 2M

r

)−1
dr2 + r2dϕ2

(
dz

dr

)2
=

(
1− 2M

r

)−1
− 1⇒ z = ±

√
8M.
√
r − 2M (535)

توجه شد. شوارتس�شیلد هندسۀ این متوجه بار اولین 1296/1917 سال از که می�نامند فلام وار سهمی را سطح این
ترتیبمختصات این به است. r > 2M آن در که سطح این بالایی نیمۀ با است متناظر متریکشوراتس�شیلد که کنید

ندارد! فضایی نظیر r < 2M نقاط و نمی�پوشانید را فضا شوارتس�شیلد

می�پوشاند. را وار سهمی این بالایی بخش تنها شوراتس�شیلد مختصات فلام. وار سهمی

کیلینگ افق و شوارتس�شید افق 4.8
به�ازاي و باشد r > 2m که فضاگونه�اند زمانی تا ثابت = r سطوح که دیدیم شوارتس�شیلد جواب بررسی در
ابرسطحی باید r = 2m ابرسطح که می�شود دیده به�راحتی نتیجه در می�شوند. تبدیل زمان�گونه سطوح به r < 2m
به و کند عبور r = 2mنورگونه�ي سطح از و r < 2mبخش از نمی�تواند سیگنالی هیچ که دیدیم و باشد. نورگونه
(غشا)اي شامه به شبیه r = 2mسطح است: رویداد افق به r = 2mابرسطح نامیدن دلیل این برسد. r > 2mبخش
این نمی�شود. خارج آن از سیگنالی هیچ اما برود آن داخل به می�تواند سیگنالی هر است؛ یکطرفه که می�کند رفتار
شوارتس�شیلد فضاي براي را خود جدید مختصات که هنگامی 1958/1337 سال در فینکل�شتاین بار اول را اصطلاح
می�کنیم. بررسی را نورگونه ابرسطح�هاي ویژگی�هاي ابتدا رویداد افق این بهتر شناخت براي برد. به�کار تعریفمی�کرد
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نورگونه ابرسطح�هاي ویژگی�هاي 1.4.8
سطوحدوبعدي .(γ, ν, ϑ, φ)مختصاتادینگتون-فینکل�شتاین در فضازمانشوارتس�شیلد به نمونه به�عنوان می�پردازیم

می�شود ابرسطح براین عمود بردار می�گیریم. درنظر فضا این در را S(xµ) = ثابت

l = αgµν
∂S

∂xν
∂

∂xµ
(536)

یا

lµ = αgµν
∂S

∂xν
(537)

شوارتس�شیلد فضازمان براي را ثابت = S سطوح اگر شود. بهنجار بردار طول که می�شود تعیین طوري α آن در که
با

S(xµ) = r −M = ثابت (538)
می�شود بردار این طول کنیم، تعریف

l2 = α2gµν∂νS∂µS =

(
1− 2M

r

)
α2 (539)

داریم r = 2M افق روي بنابراین
l2 = 0 (540)

این انتگرالی خم حالت این در که می�شود دیده به�سهولت می�شوند. نورگونه r = 2M ابرسطح نتیجه در l بردار و
شرط با xµ(λ) خم یعنی بردار،

lµ =
dxµ

dλ
(541)

یکژئودزیکاست.
هستند N نورگونه�ي ابرسطح بر عمود dxµ

dλ
بردارهاي آن در که ،λ افین پارامتر با ،xµ(λ) ژئودزیک خم�هاي

می�شوند. Nنامیده مولدهاي

کروسکال مختصات شوراتس�شیلد: گسترشخمینۀ 5.8
ادینگتون- مختصات از ان گسترش و شوارتس�شیلد خمینۀ شناخت براي گذشته، بخش�هاي مثال دو به توجه با

می�کنیم: استفاده زیر صورت به v, u مختصۀ دو از بنابراین می�کنیم. استفاده فینکلشتاین

u = t− r∗ , r∗ = r + 2m log
∣∣∣ r2m − 1

∣∣∣ (542)

می�شود: متریکشوراتس�شیلد غیرزاویه�اي بخش

ds2 =

(
1− 2M

r

)
dudv (543)

رابطۀ: به توجه با

r + 2m log
∣∣∣ r2m − 1

∣∣∣ = v − u
2 می�شود بالا متریک (544)
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ds2 = ∓2me− r
2M

r
e

(v−u)
4m dvdu (545)

می�کنیم. استفاده جدیدي مختصات از شمایی جملۀ جذب به�منظور
داریم: مختصات این در

U = −e−
u
4m (546)

V = e
v
4m (547)

ds2 = −
32me− r

2m
r

dUdV (548)

آن نمی�توان که می�ماند r = 0 نقطه در فیزیکی تکینگی تنها و است شده حذف r = 2m نقطۀ در تکینگی می�بینیم
جدید فضاي زمان، تعریف با کرد! حذف را

T =
U + V

2 , X =
V − U

2 (549)

متریکمی�شود:

ds2 =
32M 3e−

r
2m

r
(−dT 2 + dX2) + r2dΩ2 (550)

تعریفمی�شود. T 2−X2 = هذلولی1 با اکنون r = تکینگی0 که کنیم توجه .X2−T 2 > −1 یا r > 0 قید با
می�کند: مرتبط را قدیم و جدید مختصات هم زیر )روابط r

2m − 1
)
e

r
2M = X2 − T 2 (551)

t

2M = ln

(
T +X

−T +X

)
= 2 tanh−1

(
T

X

)
یا tanh

(
t

2M

)
=

2uv
u2 + v2

(552)
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شوارتس�شیلد متریک می�گیریم. نظر در را نمودار این بخش چهار کنید! توجه کروسکال نمودار فضایی ساختار به
افق داخل ناحیۀ r = 0 با متناظر هذلولی تا IIبخش می�پوشاند. را Iبخش تنها تعریفشده�بود r > 2M به�ازاي که
امتداد در r مختصۀ II ناحیۀ در که کنیم توجه چیست؟ IV و III ناحیۀ پس !r = 0 تکنیگی بقیۀ و است رویداد

می�رسد. r = 0 تکینگی به حتماْ ژئودزیکی چنین و است کاهنده ژئودزیکدرون�رو
بشود نمی�تواند خارج آن از و می�افتد سیاهچاله داخل به کند عبور افق از که جسمی هر اینکه نیز و سیاهچاله مفهوم
مشابه ناحیۀ از باید داشته�باشد افزاینده r که بگیریم نظر در برون�رو اگرژئودزیکی پس می�شود. نتیجه یژگی این از
تسمیۀ وجه� این بیاید باید بیرون آن از نوترون اما II ناحیۀ با است متناظر که است III ناحیۀ همین که بیاید دیگري
وارد بلکه نمی�آید I ناحیۀ به دیگر بیاید بیرون ناحیه این از که دیگري ذرة یا فوتون است. ناحیه این براي سفیدچاله

می�شود. IV ناحیۀ
گرانش علت به که است کهکشان، یا ستاره مثلاً کیهانی، ساختاري می�شناسیم واقعیت از آنچه که باشیم داشته توجه
شعاع کاهش رمبش این می�یابد. کاهش آن شعاع و منقبضمی�شود می�رمید، فراچگال ناحیه�اي یا زیاد جرم از ناشی

کرد. مجسم زیر نمودار در می�توان را کیهانی ساختار

افق از ستاره سطح اینکه تا است شده تبدیل سیاهچاله�اي به آن داخل کند عبور افق از ستاره از بخش هر هنگامی�که
ساختاري هر محتوم رفتار این دیدیم 7 فصل در همان�طورکه می�شود. تبدیل سیاهچاله به ما ساختار و می�کند عبور

دارد. چاندراسکار حدي جرم از بیش جرمی که است
انیشتین معادلۀ از که است امکانی سفیدچاله پس باشد. سفیدچاله نظیر که نمی�شناسیم کیهان در ساختاري مقابل در
اولیه کیهان و گرانشکوانتومی بخش�هاي از گرچه نمی�شناسیم؛ کیهانی ساختاري هنوز آن با متناظر و می�شود ناشی

است. شده استفاده مفهوم این از
2M < ثابت = r ناحیۀ III و I ناحیۀ متعارفنسبیتخاصیاست. همانشکل به مخروطلوز کروسکال نمودار در
II و I ناحیۀ ایستاي ناظرهاي علی�الاصول .IV و II ناحیۀ در نه اما مجازند، ناحیه این در ایستا ناظرهاي است.
است. کرده تولید را کرمچاله مفهوم که است ویژگی این بیفتند. فرو II ناحیۀ به و آمده�باشند IV ناحیۀ از می�توانند
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می�رسد! تکینگی به متناهی زمانی از پس الزاماً و کند فرار آن از نمی�تواند برسد II ناحیۀ به که ذره�اي یا سینگنال هر
ارتباط هیچ III و I ناحیۀ میان است! آمده تکینگی از متناهی زمانی الزاماً است IV ناحیۀ در که هم ذره�اي یا سیگنال

تخت�اند. مجانباً و هستند فلام وار سهمی� پایین و بالا قسمت�هاي با متناظر ناحیه دو این ندارد. وجود علی

مینکوفکسی فضاي براي نمونه و تعریف پنروز: نمودار 6.8
نمی�تواند آن از سیگنالی هیچ که فضازمان استاز ناحیه�اي سیاهچاله (پنروز): می�شود گفته گاهی تعریفسیاهچاله در
دیگر موارد در نیست. فضازمان از بخشی بینهایت که نیست رضایت�بخش جهت این از تعریف این برسد. بینهایت به
به آن�را بتوان که روشی این�جهت از می�کند. ایجاد مزاحمت بحث�ها در نیست فضازمان از بخشی بینهایت این�که نیز
شناخت بحث شود حفظ فضازمان و علّی ساختار اگر روش�ها نوع این در است. مفید آورد فضازمان متناهی بخش

می�دهد. انجام را کار این همدیس فشرده�سازي می�شود. آسان�تر بسیار فضازمان
مکانی به را بینهایت می�خواهیم می�گیریم. نظر در را مینکوفسکی فضاي ابتدا همدیس، فشرده�سازي شدن روشن براي
می�گیریم نظر در متریکی کنیم. مطالعه آن�را ساختار و بگیریم، نظر در خمینه از بخشی آن�را و کنیم «منتقل» متناهی

:gµν متریک(فیزیکی) با است همدیس که
ḡµν = Ω2gµν (553)

است. همدیس ضریب Ω2

است. یکسان ḡµν و gµν نورگونۀ ژئودزیک�هاي که دهید نشان تمرین:
نهایت آوردن جلو در اصلی ایدة را. علی ساختار نور مخروط و می�کند، تعیین را نور مخروط نورگونه ژئودزیک�هاي

می�کند. منتقل (−π
2 ,

π
2 ) به را (−∞,+∞) بازة که است tan−1 x مانند توابعی از استفاده
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می�کنیم: تعریف را ω و vمختصات و می�گیریم نظر در را متریکمینکوفسکی
v = t+ r (554)

ω = t− r (555)
می�شود: ηµν متریک

ds2 = −dvdω +
1
4(v − ω)

2(dϑ2 + sin2 ϑdϕ2) (556)
توجه:

0 < r <∞ , −∞ < t < +∞⇒ −∞ < v <∞ , −∞ < ω < +∞ (557)
شرط: و

r ≥ 0⇒ v ≥ ω (558)

:q و pمختصات تعریف حالا

p = tan−1 v , −π2 < p <
π

2 (559)

q = tan−1 ω , −π2 < q <
π

2 , p ≥ q:شرط (560)

متریکمی�شود:

ds2 = gµνdx
µdxν =

1
4 sec

2 p sec2 q[−4dpdq + sin2(p− q)(dϑ2 + sin2 ϑdϕ2)] (561)

=

( 1
2 cos p cos q

)2
[−4dpdq + sin2(p− q)(dϑ2 + sin2 ϑdϕ2)]
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متریکغیرفیزیکی:
ds2 = −4dpdq + sin2(p− q)(dϑ2 + sin2 ϑdϕ2) (562)

همدیس: (عامل) ضریب
Ω2 =

1
4 sec

2 p sec2 q (563)
مجدد: مختصات تغییر

t′ = p+ q − π < t′ + r′ < π (564)

r′ = p− q − π < t′ − r′ < π (565)
r′ ≥ 0

می�شود: متریکغیرفیزیکی نهایت در پس
ds−2 = −dt′2 + dr′2 + sin2 r′(dϑ2 + sin2 ϑdϕ2) (566)

انیشتین! ایستاي متریکعالم
توپولوژي استوانه t′=ثابت مقطع�هاي است. استوانه مولدهاي امتداد در زمان است. استوانه�اي جواب این توپولوژي

خمینه: این مختصات گسترة دارند. S3

−∞ < t′ <∞ 0 ≤ r′ ≤ π , 0 ≤ ϑ ≤ π ,−π < ϕ < π (567)
.ϑ = 0, π و r′ = 0, π در مختصاتی تکینگی

استوانۀ به�صورت می�توان را انیشتین عالم
x2 + y2 + z2 + ω2 = 1 (568)

کرد: غوطه�ور +3 نشانگان با تخت 5بعدي فضاي در
ds2 = −dt2 + dx2 + dy2 + dz2 + dω2 (569)

استوانۀ با آنگاه کنیم، فراموش را ω و z دوبعد هرگاه
x2 + y2 = 1 (570)

داشت: خواهیم سروکار مینکوفسکی، نشانگان با اما تخت، سه�بعدي فضاي در
ds2 = −dt2 + dx2 + dy2 (571)

123



8 فصل :1 عام نسبیت

گذشته زمان�گونۀ بینهایت :i−
t′ = −π , r′ = 0

نورگونه سه�بعدي سطح (سه�بعدي): ℑ−

گذشته نورگونۀ بینهایت
0 < r′ < π , t′ = −π + r′

t′ = 0 r′ = π فضایی بینهایت :i0
آینده نورگونه بینهایت نورگونه، سه�بعدي سطح :ℑ+

t′ = π − r′ , 0 < r < π
t′ = π, r′ = 0 آینده زمان�گونه بینهایت :i+

می�شوند! ختم i+ به و می�شوند شروع i− از زمان�گونه ژئودزیک�هاي همه توجه:
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مینکوفسکی فضازمان براي پنروز، نمودار
است) شده گذاشته کنار (دوبعد

شوارتس�شیلد فضاي پنروز نمودار 7.8
کروسکال فضاي براي پنروز نمودار

می�کنیم: تبدیل کروسکال جواب در جدید نورگونۀ مختصات به را V و U مختصات

ds2 =
32M
r

e
−r
2M dV dU − r2dΩ2 (572)

می�آید: به�دست رابطه این از r آن در که

V U =
( r

2M − 1
)
e

r
2M (573)

می�کنیم: اعمال را تبدیل این اکنون

V ′ = arctan

(
V√
2M

)
(574)

U ′ = arctan

(
U√
2M

)
(575)

گسترة: با

− π

2 < U ′ < +
π

2 (576)

− π

2 < V ′ <
π

2 (577)
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− π < U ′ + V ′ < π (578)
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پرسش�ها
ژئودیک�ها این آیا دارند؟ اشکالی چه ،t = 0 نقطۀ در و بینهایت در ds2 = −dt2

t4 + dx2 متریک ژئودزیک�هاي .1
کامل�اند؟

دارید؟ بخش این براي تعبیري چه چرا؟ نیست. شوارتس�شیلد خمینۀ جزو فلام سهمیوار پایینی بخش .2
استفاده ژئودزیک�ها رفتار بر مبتنی مختصاتی تبدیل از ژئودزیک�ها، بررسی از پس خمینه، گسترش مبحث در .3

بشود؟ خمینه گسترش به منجر می�تواند مختصات تبدیل که است چگونه کردیم.
چه؟ یعنی گزاره این می�شود. زمان�گونه مختصه این r < 2M ازاي به بگیرید. نظر در را شوارتس�شیلد مختصات .4

چرا؟ و
به�گونه�اي خورشید یا زمین شعاع و جرم مثلاْ دارند. مختلف شعاع�هاي و مختلف جرم�هاي کیهانی ساختارهاي .5
مانند بزرگتر، ساختارهاي این آیا است. بزرگتر آن�ها شوارتس�شیلد شعاع از بزرگی مرتبۀ چندین آن�هاا شعاع استکه
مقایسه قابل آن�ها شوارتس�شیلد شعاع با آن�ها شعاع که باشند نوعی به است ممکن کهکشانی خوشه�هاي یا کهکشان�ها

باشد؟
سیاهچاله سمتمرکز به نورگونه و شعاعی ژئودزیکی روي که فوتونی است. نورگونه ابرسطحی شوارتس�شیلد افق .6

بگیرد! پیشی نمی�تواند نور از که نور می�بیند؟ چگونه را افق این می�رود
در هم ما شمسی منظومۀ خورشید. جرم 106 حدود جرم به دارد قرار پرجرم سیاهچالۀ یک ما کهکشان مرکز در .7
مختصات ببریم، به�کار کهکشان داخل در را شوارتس�شیلد متریک می�توانیم این�که فرض با دارد. قرار کهکشان لبۀ

است؟ شوارتس�شیلد مختصات همان آیا شمسی منظومۀ به وصل
ناظر این آیا باشد. کهکشان مرکز سیاهچالۀ داخل به ستاره��اي سقوط شاهد شمسی منظومۀ به وصل ناظر گیریم .8

می�کشد؟ طول افق از عبور براي زمان بینهایت سقوط این می�گوید
کشفکرد. را سیاهچاله�اي بتوان رصد با اخترفیزیک در این�که براي کنید پیشنهاد راهی .9

چه از ابرسطح این است. ابرسطح یک بلکه نیست، نقطه دیگر سیاهچاله مرکز تکینگی کروسکال، مختصات در .10
نمی�کنید؟ تعجب زمان�گونه؟ یا فضاگونه نورگونه، است؟ نوع
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تمرین�ها
X مینکوفسکی فضاي در شتابدار ناظري جهان�خط می�توان را ،x ثابت= خطوط بگیرید. نظر در را ریندلر فضاي .1

است؟ چقدر شتاب این مقدار آورد. به�حساب T و
افق داخل در می�شوند. بیان ،v ثابت= رابطۀ با ادینگتون-فینکلشتاین مختصات در درون�رو نورگونۀ ژئودزیک�هاي .2
( u (ثابت= برون�رو ژئودزیک�هاي این میان که شباهتی با کنید سعی زمان�گونه. و است کاهنده r که دید می�توان

کاهنده. tي با خارجی فضاي با است متناظر افق داخل فضاي که دهید نشان دارد، وجود
است. متناهی r = 0 تکینگی به یکژئودزیکشعاعی رسیدن زمان ویژه دهید نشان .3

نورگونه. است ابرسطحی شوارتس�شیلد رویداد افق دهید نشان .4
ژئودزیکاست. که می�کند تعریف انتگرالی خمی آن بر عمود بردار باشد نورگونه Nابرسطحی اگر دهید نشان .5
این انبساط بگیرید. درنظر lµ مماس بردار با درون�رو شعاعی نورگونه ژئودزیکی دسته شوارتس�شیلد فضازمان در .6
انبساط، نرده�اي nµ بردار با برون�رو شعاعی نورگونه�ي ژئودزیکی دسته براي علاوه�براین کنید. حساب را ،ϑ− دسته،
دو هر بودن کاهشی یا افزایشی کنید. بحث r = 2M در جمله از مختلف، r−هاي در را نتیجه کنید. حساب را ،ϑ+

کنید. بحث ژئودزیک�ها دسته یکاز هر براي را نرده�اي
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9 فصل :1 عام نسبیت

محوري تقارن با مانا متریک کلی شکل 1.9
1963/1342 سال در (Kerr) کر متریکرا این چیست؟ باشد چرخان کروي جرمی توده بیانگر که متریکمیدانی

(چرا؟). باشد استوانه�اي تقارن با مانا متریک می�خواهیم کرد. منتشر
تقارن محور حول x1 = ϕ سمتی زاویه و x0 = t زمان که می�کنیم انتخاب مختصاتی استوانه�اي تقارن بیان براي
فرضتوده و مسئله شرایط به توجه با .gµν = gµν(x

2, x3) بشود دیگر مختصه دو از تابعی متریکتنها به�صورتی�که
(چرا؟) دارد هم دیگري تقارن متریک که فرضکرد می��توان مرکزي چرخان جرم

t→ −t , ϕ→ −ϕ (579)
می�شود: نتیجه زیر مؤلفه�هاي شدن صفر تقارن این از که می�شود دیده سادگی به

g02 = g03 = g12 = g13 = 0 (580)
نوشت: چنین متریکرا می�توان پس

ds2 = g00dt
2 + 2g01dtdϕ+ g11dϕ

2 + [g22(dx
2)2 + 2g23dx2dx3 + g33(dx

2)2] (581)
است. x3, x2 تابع متریکفقط مؤلفه�هاي تمام آن در که

نوشت: صورت این به می�توان را (x2, x3) دوبعدي متریکبخش که داد نشان می�توان
dσ2 = −e2µ[(dx2)2 + (dx3)2] (582)

را متریک4بعدي به�این�ترتیب باشد! متریک4بعدي(−−−+) نشانگان تا است شده انتخاب دلیل این به - علامت
نوشت: می�توان

ds2 = e2νdt2 − e2ψ(dϕ− ωdt)2 − e2µ(dx2)2 − e2µ(dx2)2 (583)

لخت کششچارچوب 2.9
می�کنیم: تعریف زیر پایه�هاي با ناهولونوم مختصات متریک(5) براي
e0 = (eν , 0, 0, 0, )

e1 = (ωeψ,−eψ, 0, 0)
e2 = (0, 0, 0,−eµ, 0)

e3 = (0, 0, 0,−eµ) (584)
متعامداند: بایدها این

eµaebµ = ηab (585)
می�شود: پایه�ها این در هستند! چارتایه شمارندة شاخص�هاي a, b

ds2 = ηabe
aab = ηabeaeb (586)

:u2 سرعت چهار با بگیرید نظر در را نقطه�اي جهان�خط موضعی�اند! لخت یکچارچوب نشانگر پایه�ها این

u0 =
dt

ds
=

e−ν√1− V 2 , u1 =
dϕ

ds
= Ωu0 ui =

dxi

ds
= u0vi i = 1, 2 (587)
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آن: در که

Ω =
dϕ

dt
, vi =

dxi

dt
(588)

و
V 2 = e2ψ−2ν(Ω− ω)2 + e2µ−2ν [(v2)2 + (v3)2] (589)

می�شود: موضعی) (لخت ناهولونوم پایه�هاي در چارسرعت این مؤلفه�هاي

ua = eaµu
µ = ηabebµu

µ (590)
داریم: موضعی لخت چارچوب در سرعت ناهولونوم مؤلفه�هاي این براي

u0 =
1√1− V 2 , u1 =

eψ−ν(Ω− ω)√1− V 2 , ui =
eµ−νvi√1− V 2 (591)

موضعی لخت مختصات در ذره این زاویه�اي سرعت بگیرید. نظر در Ω زاویه�اي سرعت با دایره�اي مسیر در را ذره
«کشیده» ω زاویه�اي سرعت با است ساکن موضعی لخت دستگاه در که نقطه�اي پس .eψ−ν(Ω − ω) می�شود
آنگاه: باشد، تخت مجانبا متریک(5) اگر که داد نشان می�توان می�نامند. لخت» «کششچهارچوب را اثر می�شود.این

ω → 2ℑr−3 (592)
می�شود! چشمه زاویه�اي تکانۀ تعبیر آن از و است ℑثابت آن در که

روبینسون-کارتر قضیۀ 3.9
افق خارج و تخت�اند، مجانباً دارند، کوژ رویداد یکافق که انیشتین، خلا معادله�هاي محوري تقارن با مانا جواب�هاي

زوایه�اي. تکانۀ و جرم مشخصمی�شوند، پارامتر دو تنها با یکتا به�طور ناتکین�اند،
است. خصوصیات این با انیشتین معادله�هاي جواب وجود اثبات کر جواب

اولیه فرض�هاي بر مبتنی محاسبۀ روش از متریککر شکل 4.9
می�رسیم متریک براي زیر شکل به کمابیش دهیم ادامه کر جواب یافتن براي را 2.9 بخش استدلال روش هرگاه

سیاهچاله�ها): ریاضی نظریه :1983 (چاندراسکار

ds2 =
∆

ρ2
(dt− a sin2 ϑdϕ)2 − sin2 ϑ

ρ2
[(r2 + a2)dϕ− adt]2 − ρ2

∆
dr2 − ρ2dϑ2 (593)

آن: در که
∆ = r2 − 2mr + a2 , ρ2 = r2 + a2 sin2 ϑ2 (594)

می�شود نامیده بویر-لینکوئیست مختصات از کر متریک که متریک، شکل همین به دست�یابی براي ساده�اي روش
است. نیومن-پنروز فرمول�بندي مبناي که می�شود استفاده نورگونه یکچارتایه از آن در که دارد وجود
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نورگونه چارتایه�هاي
بگیرید: نظر در را eµa ناهولونوم بردارهاي چارتایۀ ابتدا

gab = gµνe
µ
ae
ν
a (595)
است. ناهولونوم مختصات متریکدر gab آن در که

می�کنیم: تعریف زیر به�صورت نورگونه بردار دو حالا می�گیریم. فضاگونه را بردارها بقیۀ و زمان�گونه را e0

lµ =
1√2(e

µ
0 + eµ1 ) , nµ =

1√2(e
µ
0 − eµ1 ) (596)

به�طوري�که:
lµl

µ = nµn
µ = 0 , lµn

µ = 1 (597)
می�کنیم: استفاده مختلط بردار تعریفیک از دیگر بردار دو براي

mµ =
1√2(e

µ
3 + ieµ4 ) , m̄µ =

1√2(e
µ
3 − ieµ4 ) (598)

که: می�شود دیده به�سادگی
mµm

µ = m̄µm̄
µ = 0 , mµm̄

µ = −1 (599)
(17) رابطۀ از نورگونه جارتایۀ این با متناظر متریک براي است، لورنتس بهنجار متعامد eµa بردارهاي این�که فرض با

می�آید: به�دست

gab =


0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 −1 0

 (600)

می�شود: نورگونه بردارهاي این برحسب هولونوم مختصات متریکدر سپس
gµν = lµnν + lνnµ −mµm̄ν − m̄µmν (601)

و
gµν = lµnν + lνnµ −mµm̄ν − m̄µmν (602)

یکجواب به�عنوان (v, r, ϑ, ϕمختصات) ادینگتن-فینکلشتاین پیشرو مختصات در را متریکشوارتس�شیلد اکنون
(تمرین): زیر نورگونۀ جارتایۀ با است متناظر متریک این همورداي مؤلفه�هاي بگیرید. درنظر انیشتین معادله�هاي

lµ = (0, 1, 0, 0) = δµ1

nµ =
(
−1,−1

2
(
1− 2m

r

)
, 0, 0

)
= −δµ0 −

1
2
(
1− 2m

r

)
δµ1

mµ =
1√2r

(
0, 0, 1, i

sinϑ

)
=

1√2r

(
δµ2 +

i

sinϑ
δµ3

)
(603)
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بشود: چارتایه تا می�گیریم مختلط را r مختصۀ ابتدا می�گیریم. به�کار را زیر شگرد
lµ = δµ1

nµ = −δµ0 −
1
2 [1−m(r−1 + r̄−1)]δµ1 (604)

mµ =
1√2r̄

(
δµ2 +

i

sinϑ
δµ3

)
اعمال را زیر مختلط تبدیل (v, r, ϑ, ϕ)مختصات در اکنون همیوغ. مختلط m̄µ mµو و حقیقی�اند nµ و lµ پس

می�کنیم:
v → v′ = v + ia cosϑ

r → r′ = r + ia cosϑ (605)
ϑ′ = ϑ ϕ′ = ϕ

می�آوریم: به�دست را زیر چارپایۀ حقیقی�اند. r′ و v′ فرضکنیم اگر حالا،

l′µ = δµ1

n′µ = −δµ0 −
1
2

(
1− 2mr′

r′2 + a2 cos2 ϑ

)
δµ1 (606)

m′µ =
1√

2(r′ + ia cosϑ)

(
−ia sinϑ(δµ0 + δµ1 ) + δµ2 +

i

sinϑ
δµ3

)
می�شود: زیر جواب به منجر که است کر جواب همان این

ds2 =

(
1− 2mr

ρ2

)
dv2 − 2dvdr + 2mr

ρ2
(2a sin2 ϑ)dvdϕ̄+ 2a sin2 ϑdrdϕ̄− ρ2dϑ2

−
[
(r2 + a2) sin2 +

2mr
ρ2

(a2 sin4 ϑ)

]
dϕ̄2 (607)

(t, r, ϑ, φ) مختصات تعریف با می�شود. نامیده پیشرو ادینگتن-فینکلشتاین شکل گاهی کر متریک شکل این
به�صورت:

dϑ = d+
2mr +∆

∆
dr

dϕ̄ = dϕ+
a

∆
, ∆ = r2 − 2mr + a2 (608)

درمی�آید. بویر-لینکوئیست مختصات در یعنی ،(15) شکل به بالا متریک
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متریککر اصلی شکل
نوشت: زیر به�صورت دکارتی مختصات به می�توان را متریککر

ds2 = dt̄− dx2 − dy2 − dz2

− 2mr3
r4 + a2z2

[
dt̄− r

r2 + a2
(xdx+ ydy) +

a

r2 + a2
(ydx− xdy)− z

r
dz

]2
(609)

آن: در که
t− = v − r

x = r sinϑ cosϕ+ a sinϑ sinϕ

y = r sinϑ sinϕ− a sinϑ cosϕ

z = r cosϑ (610)
داریم: نتیجه در

r4 − r2(x2 + y2 + z2 − a2)− a2z2 = 0 (611)
در: مگر است تحلیلی همه�جا متریککر که است واضح

x2 + y2 + z2 = a2 , z = 0 (612)
کلی شکل به متریک(31) دارد. (x− y) صفحه در حلقه�اي متریکیکتکینگی این پس

ds2 = (ηµν − λlµlν)dxµdxν (613)
می�شوند نوشته سبک این به که انیشتین معادلۀ از جواب�هایی می�نامند. کر-شیلد شکل را متریک شکل این است.

است. آنها از یکی متریککر که هستند جواب�ها از معروفی دستۀ
آن: در که است (35) نوع از متریک(31) است. نورگونه اینجا در lµ چاربردار که کنید توجه

l =

(
1, rx+ ay

a2 + y2
,
ry − ax
a2 + y2

,
z

r

)
(614)

و

λ =
2mr3

r4 + a2z2
(615)

آورد. به�دست شکل این از استفاده با را خودش اصلی جواب کر
درآورید! کر-شیلد شکل به را متریکشوارتس�شیلد پرسش:
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متریککر اصلی ویژگی�هاي 5.9
می�گیرد. به�عهده را mنقشجرم و می�شود، تبدیل متریکشوارتس�شیلد به متریککر a = 0 در الف)

بردارها این بر جهان�خط�شان ناظرهاییکه براي کیلینگ�اند. بردارهاي ∂
∂ϕ

و ∂
∂t
محوري: تقارن با است متریکمانا ب)

و ثابت = r ،ϕ = Ωτ ،t = τ جهان�خط�هاي جمله از است. ناوردا زمان طول در موضعی هندسۀ است مماس
ساکن ناظرهاي .z دوران محور حول Ω زاویه�اي سرعت با هستند مانا ناظرهاي نمایندة و نوع�اند این از ثابت = ϑ
∂
∂t
بردار موضعی!) چارچوب کشش (توجه: نمی�چرخند (مجانبی) بینهایت در لخت چارچوب به نسبت (Ω = 0)

است. رویه برابر عمود مجانبی به�طور
t→ −t , ϕ→ −ϕ گسسته: تقارن ج)

با a این�که بر دارد تاکید هم ویژگی این است. ناوردا t → −t , a → −a تبدیلی تحت متریک به�علاوه
است. مرتبط (z) محور چرخشحول

r →∞ : gµν → ηµν تخت: مجانباً د)
ببینیم ابتدا تشخیص براي نیستند! متعارف کروي مختصات (بویر-لینکوئیست) کر متریک در r, ϑ, ϕمختصات هـ)
دستگاه براي را پریم�دار مختصات است؛ شکلی چه به چرخان مختصات در بینهایت) در (کر مینکوفسکی متریک

می�گیریم: چرخان
r′ = r , ϕ′ = ϕ− at , z′ = z

ds2 = (1− a2r2)dt2 − 2ar2dtdϕ′ − (dr2 + r2dϕ′2 + dz2) (616)
بینهایت mدر = حالت0 در متریککر که دهید نشان بتوانید باید متریکاست! مانایی بیانگر dtdϕ′ ضربدري جملۀ
درواقع می�کند! مشکل متناهی نقطه�هاي براي را مقایسه این کششچارچوبلختموضعی اما درمی�آید. شکل این به

بنویسیم: Rرا کروي استاندارد مختصۀ دارد! مطابقت r کروي مختصۀ با بینهایت در تنها بویر-لینکوئیست در r
R2 = x2 + y2 + z2 (617)

داریم: (32) از و
= r2 + a2 sin2 ϑ (618)

داریم: r ≫ a به�ازاي

R = r +
a2 sin2 ϑ

2r = · · · (619)

می�بینیم. بینهایت در را مختصه دو این بودن یکسان که
مؤلفۀ در 1

R
جملۀ تقریب این در همین�طور است. جرم تعیین�کنندة g00 مؤلفۀ در 1

R
ضعیفجملۀ میدان تقریب در و)

می�دهد: دکارتی مختصات در متریککر 1
R
بسط است. زاویه�اي تکانۀ تعیین�کنندة g0i

ds2 =
(
1− 2m

R
+ · · ·

)
dt2 − 4ma

R2 (xdy − ydz)dt+ · · · (620)

!ma با باشد متناسب باید کل زاویه�هاي تکانۀ پس

افق و تکینگی�ها 6.9
است: ذاتی تکینگی ρ = 0 که می�دهد نشان ریمان ناورداهاي ذاتی: تکینگی الف)

ρ2 = r2 + a2 cos2 ϑ = 0⇒ r = 0 = cosϑ ϑ =
π

2 (621)
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کردیم: صحبت آن از قبلاً که است تکین حلقۀ همان این

x2 + y2 = a2 , z = 0 (622)
پس است. شوارتس�شیلد r2 = x2 + y2 = 0 تکینگی همان این a = 0 به�ازاي است. زاویه�اي تکانۀ تعیین�کنندة a

می�کند. تبدیل z = 0 صفحۀ در حلقه�اي به را تکینگی این چرخش
شبیه هم، متریککر در بینهایت سرخ به انتقال رویۀ که (تمرین) داد نشان می�توان بینهایت: سرخ به انتقال با رویه ب)

می�آید: به�دست g00 شدن صفر از متریکشوارتس�شیلد به

g00 =
1
ρ2
(r2 − 2mr + a2 cos2 ϑ) = 0 (623)

می�شود: رویه این نتیجه در

rS± = m± (m2 − a2 cos2 ϑ)
1
2 (624)

است. بینهایت سرخ به انتقال سطوح همان که ،r = 0 و r = 2m داریم شوارتس�شیلد؛ :a = حالت0
است. فیزیکی متعارف حالت که : a < m

S+ :

{
r+ = 2m
r+ = m+

√
m2 − a2

ϑ = π
2

ϑ = 0
استوا
قطب (625)

S− :

{
r− = 0 [x2 + y2 − a2]
r− = m−

√
m2 − a2

ϑ = π
2

ϑ = 0 (626)

!S− تکینگی بر است مماس r− ϑ = π
2 در است. S+ داخل کاملاً S−

دارد. وجود رویداد افق دو ،a < mحالت این در پس
سطح شوارتس�شیلد مورد در هستند! سطوحی بینهایتچه سرخ به انتقال سطوح ببینیم خوباست ابتدا رویداد: افق ج)
که متریکشوارتس�شیلد، Xدر = ∂

∂t
کیلینگ بردار همین�طور است. نورگونه ،r = 2M بینهایت، سرخ به انتقال

است. نورگونه هم افق روي می�شود. فضاگونه و می�دهد علامت تغییر آن داخل در است، زمان�گونه افق بیرون در
می�کنیم: نگاه تعریفکر در را بردار همین

X2 = XµXν = gµνX
µXν = g00 (627)

X که دید می�توان g00 عبارت از
است. زمان�گونه S− داخل و S+ از خارج
است. نورگونه S− و S+ روي
است. فضاگونه S− و S+ میان

می�شود تعریف g11 = 0 با رویه این باشد. نورگونه که می�کنیم تعریف ثابت = r رویه�اي را رویداد افق حالا
داریم: بویر-لینکوئیست مختصات در (تمرین).

g′′ = −∆

ρ2
= −r

2 − 2mr + a2

r2 + a2 cos2 ϑ
(628)

می�آید: به�دست رویداد افق دو ،a < mفرض با بنابراین

r = r± = m± (m2 − a2)
1
2 (629)
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داد: تمیز ناتکین ناحیه سه می�توان مختصات این در پس
I r+ < r

II r− < r < r+ (630)
III 0 < r < r−

است. منطبق نیز S− و S+ رویه�هاي بر که می�شوند، منطبق برهم r− و r+ افق دو ،a → 0 شیلد، شوارتس حد در
است. منطبق برهم همگی بینهایت سرخ به انتقال رویه�هاي نیز و ،(r−) کوشی افق رویداد، افق یعنی

قسمت دو به را r =∞ و r+ میان I ناحیۀ S+ رویۀ کره). (کار می�نامند ergoshere را r+ و S+ رویۀ میان ناحیۀ
نورگونۀ خم� متفاوت: ویژگی با می�کند تقسیم

dr = 0 = dϑ , ds2 = 0 (631)
می�شود: بویر-لینکوئیست مختصات در شرط این بگیرید. نظر در را

∆

ρ2
(dt− a sin2 ϑdϕ)2 − sin2 ϑ

ρ2
[(r2 + a2)dϕ− adt]2 = 0 (632)

آنجا از و
dϕ

dt
=

a sinϑ±∆
1
2

(r2 + a2) sinϑ± a∆ 1
2 sin2 ϑ

(633)

اگر پس ثابت�اند. ϑي و r به مقید ابتدا در که فوتون�هایی جهان�خط بر مماس�اند اما نیستند، زئودزیک خم�ها این
dϕ
dt
≤ شرط0 می�کنند. حرکت جهتچرخشچشمه همان در متناظر فوتون�هاي استکه معنی این به باشد dϕ

dt
> 0

:((55) در «-» (علامت به می�شود منجر
r > r+ ⇔ (r2 + a2) sinϑ− a∆

1
2 sin2 ϑ > 0 (634)

نتیجه در است. مثبت (55) مخرج ناحیه این در پس
dϕ

dt
≤ 0⇔ a sinϑ−∆

1
2 ≤ 0⇔ r ≥ rS (635)

جهت خلاف (در بچرخد چشمه دور به بخواهد که رویه این روي ذره هر یعنی ،dϕ
dt

= 0 می�شود S+ روي پس
،ergospbore در رویه، این داخل در بماند! مانا این�که براي تازه باشد نور سرعت برابر سرعتش باید چرخش)
حرکت چرخشچشمه جهت در مجبورند ذره�ها و فوتون�ها به�طوري�که ϕافزایش جهت در برمی�گردد نور مخروط
است، زمان�گونه رویه این می�نامند! هم مانائی حد رویۀ را بینهایت سرخ به انتقال S+ رویۀ که است دلیل به�این کنند.
مخروط ساختار است زمان�گونه رویه جایی�که .r = r+ افق بر مماس و می�شود نورگونه که محور نقطۀ دو در مگر

کنند. قطع را ان برون�رو و درون�رو ذرات می�دهد اجازه که است طوري نور

مختصاتادینگتون-فینکشتاین و درون-رو و ژئودزیک�هايبرون-رو 7.9
خمینه و بررسیکنیم را خمینه بودن ناکامل ژئودزیک�هايشعاعی بررسی با می�داد اجازه متریکایستايشوارتس�شیلد
که است پدیده�اي اینجا در لخت چارچوب�هاي کشش نمی�دهد: را اجازه�اي چنین کر خمینۀ اما دهیم. گسترش را
گسترش براي بنابراین باشد! ساکن آن در چشمه که برویم سراسري چرخان دستگاه به نیوتونی مورد شبیه نمی�گذارد

کنیم. انتخاب دیگري راه�هاي باید خمینه
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پس باشند. موجود ثابت = ϑ رویه�هاي ابر در نورگونه�اي ژئودزیک�هاي شاید دارد، محوري تقارن متریک چون
شرط: با نورگونه ژئودزیک�هاي دنبال می�گردیم

ϑ̇ = 0 , ds2 = 0 (636)
نبودن وابسته به�خاطر می��بریم. کار به را بویر-لینکوئیست مختصات است. ژئودزیک� روي افین پارامتر برحسب مشتق

می�دهد: اول انتگرال یک بلاواسطه اویلر-لاگرانژ معادلۀ ،ϕ و t به متریک
∆

ρ2
(ṫ− a sin2 ϑϕ̇) +

a sin2 ϑ
ρ2

[(r2 + a2)ϕ̇− aṫ] = l,

a∆sin2 ϑ
ρ2

(ṫ− a sin2 ϑϕ̇) +
(a2 + r2) sin2 ϑ

ρ2
[(r2 + a2)ϕ̇− aṫ] = n (637)

می�دهد: دیگري حرکت انتگرال ds2 = 0 شرط انتگرال�گیري�اند. ثابت�هاي n و l
∆

ρ2
(ṫ− a sin2 ϑϕ̇)2 − sin2 ϑ

ρ2
[(r2 + a2)ϕ̇− aṫ]2 − ρ2ṙ2

∆
= 0 (638)

می�شود: ϑ با متناظر لاگرانژ اویلر معادلۀ ،ϑ̈ = 0 شرط به توجه با

a2∆
ρ4

(ṫ− a sin2 ϑϕ)2 − 2a∆ϕ̇
ρ2

(ṫ− a sin2 ϑϕ)

− r2 + a2

ρ4
[(r2 + a2)ϕ̇− aṫ] + a2ṙ2

∆
= 0 (639)

باشد. داشته وجود رابطه سه این میان قید یک باید پس .ϕ و r ،t متغیرهاي براي داریم معادله چهار به�این�ترتیب
(تمرین): است زیر به�صورت قید که داد نشان می�توان

(n+ al sin2 ϑ)(n− al sin2 ϑ) = 0 (640)
شرط

n− al sin2 ϑ = 0 (641)
می�شود: زیر حل به منجر

ṫ =
(r2 + a2)l

∆

ṙ = ±l , ϕ̇ =
al

∆
(642)

کنیم، انتخاب ṙ معادله در را + علامت اگر است. افین پارامتر یک هم خودش r که می�شویم متوجه ṙ معادلۀ از
بنویسیم: می�توانیم

dt

dr
=
ṫ

ṙ
=
r2 + a2

∆
(643)
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dϕ

dr
=
ϕ̇

ṙ
=

a

∆
(644)

(تمرین). گرفت انتگرال معادله�ها این از می�توان a < mفرض با

t = r +

[
m+

m2
√
m2 − a2

]
ln |r − r+|+

[
m− m2

√
m2 − a2

]
ln |r − r−|+ثابت (645)

ϕ =
a

2√m2 − a2
ln

∣∣∣∣r − r+r − r−

ثابت+∣∣∣∣ (646)

هستند. برون�رو ژئودزیک�ها یعنی ،dr
dt
> 0 داریم است ∆ > 0 که I ناحیۀ در نورگونه ژئودزیک� دسته این براي

می�نامند. برون�رو نورگونۀ ژئودزیک�هاي اصلی دستۀ را ژئودزیک�ها این
درون�رو. نورگونۀ ژئودزیک�هاي اصلی دستۀ می�شود: دیگر دستۀ به منجر ṙ = −l < انتخاب0 که است واضح

تعریف ادینگتن-فینکلشتاین مختصات شوارتس�شیلد مورد همانند می�کنند کمک نورگونه ژئودزیک�هاي دسته این
شوارتس�شیلد، مورد به شبیه مختصات، این در می�دهند. گسترش را خمینه و ندارند تکینگی r = r+ در که کنیم
z جدید مختصات به (توجه می�کنند صدق زیر معادلۀ در درون-رو نورگونۀ ژئودزیک�هاي دسته می�کنیم فرض

جدید): مختصات تعریف
dt̄ = −dr , dϑ = dϕ̄ = 0 (647)

یعنی بویر-لینکوئیست، مختصات در درون-رو) (نورگونۀ ژئودزیک�ها این معادلۀ به توجه با

dt = −r
2 + a2

∆
dr, (648)

dϕ = − a
∆
dr (649)

(تمرین) داد نشان می�توان

dt̄ = dt+
2mr
∆

dr (650)

dϕ̄ = dϕ+
a

∆
dr (651)

کنیم: تعریف صورت این به� را ،v پیشرو، زمان مختصۀ اگر حالا
v = t̄+ r (652)

مخروط به (توجه می�نامند پیشرو ادینگتون-فینکلشتاین را مختصات این درمی�آید. (29) شکل به کر متریک آنگاه
.(!t̄, rمختصات در نور

a2 < m2 کر خمینۀ بیشینال گسترش 8.9
می�کنیم انتخاب را برون-رو و درون-رو نورگونۀ ژئودزیک�هاي با متناظر ادینگتون-فینکلشتاین، u و vمختصات

dv = dt+
r2 + a2

∆
dr dϕ̄ = dϕ+

a

∆
dr
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du = dt− r2 + a2

∆
dr dϕ̄ = dϕ− a

∆
dr (653)

می�شود: متریککر ϑ = 0 تقارن محور امتداد در

ds2 =
∆

r2 + a2

(
dt− r2 + a2

∆
dr

)(
dt+

r2 + a2

∆
dr

)
=

∆

r2 + a2
dudv (654)

به مناسب مختصات II ناحیۀ در دارد. اعتبار III و I ناحیۀ براي (75) تعریف با جدید مختصات این که کنید دقت
(تمرین): است صورت این

du = dt+
r2 + a2

∆
dr (655)

dv = −dt+ r2 + a2

∆
dr

مختصاتی. تکینگی بدون می�دهند را r− از عبور اجازة v و uمختصات اما بودند تکین r− و r+ در r و tمختصات
زمان�گونه تکینگی این است. حلقه�اي تکینگی شامل III ناحیۀ است. نامانا II ناحیۀ تخت. مجانباً استو مانا I ناحیۀ
نقضمی�کند. علیترا که دارد وجود بسته خم�هايزمان�گونۀ ناحیه این در به�علاوه است. «اجتناب�پذیر» بنابراین استو

a2 > m2 بیشینال گسترش 9.9
(32) تبدیل از داریم. حلقوي تکینگی که r = 0 در مگر است، منتظم متریکهمواره .∆ > 0 داریم حالت این در

داریم:

r4 − (x2 + y2 + z2 − a2)r2 − a2z2 = 0 (656)
می�آید: به�دست راحتی به متریککر کر-شیلد شکل از رابطه این

(657)
ds2 = dt̃2 − dx2 − dy2 − dz2 − 2Mr3

r4 + a2z2

[
r(xdx+ ydy)− a(xdy − ydx)

r2 + a2
+
zdz

r
+ dt̃

]2
و z = 0 دیسک به و می�شوند واگن r = 0 در که هم�کانون�اند بیضی�وارهاي ثابت = r و ثابت = t̃ سطوح

می�شوند. تبدیل x2 + y2 ≤ a2

در تکینگی پس .x2 + y2 = a2 دیسکدر مرز با است متناظر ϑ = π
2 که کنید توجه

z = 0 , x2 + y2 = a2 (658)
از داد تحلیلی گسترش می�توان را فضازمان این ندارد! وجود r > 0 براي شرطی هیچ این�که جالب می�افتد. اتفاق
خم�هاي فضا به�علاوه�این است. عریان تکینگی این r < 0 با تختاست مجانباً که دیگر ناحیه�اي دیسکبه همین طریق

(تمرین)! است سراسري نقضعلیت که ،(CTC) دارد بسته زمان�گونه�ي

(Thirring − Lenseeffect)لنزه-تیرینگ اثر 10.9
اثر این محاسبۀ براي تیرینگ انگیزة و ماخ اصل ارتباط
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تیرینگ-لنزه اثر محاسبۀ
جملۀ یک به�علاوه شوارتس�شیلد متریک با می�زنیم تقریب آن�را اطراف میدان می�گیریم. نظر در را چرخان زمین

بگیرید: درنظر متریکتخت به نسبت را تقریب ابتدا اصلاحی.
gµν = ηµν + 2ψµν (659)

می�شود تقریب این در انیشتین میدان معادلۀ

□ψµν = −K(Tµν −
1
2ηµνT ) (660)

پیمانۀ در

ψνµν, =
1
2ψ

ν
ν,µ (661)

با را انرژي تانسور اگر که دیدیم

Tµν =

[
ρ 0
0 0

]
(662)

متریک به است چگالی ρ(r) آن در که بزنیم، تقریب

ds2 = (1+ 2U)dt2 − (1− 2U)d−→x2 (663)
آن در که می�شود تبدیل

ψ00 = U = −M
r

(664)

(1+2U)−1 = استو کوچکفرضشده M
r
آن در استکه جوابشوارتس�شیلد اینجوابکمابیشهمان است.

(1− 2U) که است این در شوارتس�شیلد متریکمتعارف با تفاوت است. شده گرفته (1− 2M
r
)−1 ≃ (1− 2U)

متعارف شکل به را متریکبالا r → r′ = r
1+U مختصات تبدیل اما dr2؛ تنها نه استو d−→x 2 مؤلفه�هاي ضریبتمام

(تمرین). درمی�آورد شوارتس�شیلد
صورت این در می�گیریم. درنظر چرخان را زمین حالا که تفاوت این با می�دهیم، ادامه را محاسبه روش همین اکنون

شود: گرفته درنظر باید چرخشهم از ناشی جرم جریان بردار بود: نخواهد (84) شکل به دیگر انرژي تانسور

Tµν = ρ

[ 1 −→v
−→v 0

]
(665)

است این علامت این که نیست، صفر انرژي تانسور این واگرایی است. شاره حرکت سه�بعدي بردار −→v آن در که
در است 1

C2 با متناسب جمله�ها این اما شود. گرفته درنظر هم فشار با مرتبط جمله�هاي با و نیست دقیق انتخاب این که
است. درست انرژي تانسور این 1

C
تقریب در پس، است. 1

C
با متناسب که ،v جریان، جمله�هاي مقابل

می�شود: نتیجه (82) معادلۀ →□از −∆ نتیجه در و ،d−→v
dt

= 0 یعنی جرم، توزیع بودن مانا فرض با
∆ψ0i = KT0i (666)

ψ0i ضربدري جلمۀ جالبهمین جملۀ پستنها می�کنند. حفظ را شوارتس�شیلد شکل همان زمانی و فضایی مؤلفه�هاي
نوشت: صورت این به می�توان را معادله این جمله است.

ψ0i = −
K
4π
∫

d3x′∣∣∣−→x −−→x′ ∣∣∣T0i(x
′)
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=
2G
r

∫
d3x′T0i(x

′) +
2G
r3

∫
d3x′xjx

′jT0i(x
′) + · · · (667)

می�شود. گرفته صفر ما مسئله مورد در که ،Pi =
∫
d3x′T0i(x′) جرم، توزیع خطی تکانه با است متناسب اول جمله

پس

ψ0i = +
2xj
r3

∫
d3x′x′jρvi(x

′) [x0 = −xi] (668)

زمین): مانند چرخان (جسم�هاي می�شود ما چرخان جرم براي سرعت بردار

vi(x
′) = ϵiklω

kx′l (669)
می�شود پس(90)

ψ0i =
−2
r3
ϵiklω

kxj
∫
d3x′ρx′jx

′l (670)

صورت این در .ρ(−→x ) = ρ(r) فرضکنیم. مرکزي تقارن ماده توزیع براي اگر می�شود ساده�تر محاسبه

+

∫
d3xρx′jx

′l =
1
2Iδ

l
j , I =

2
3
∫
d3x′ρ(r′)r′2 (671)

می�آوریم به�دست (92) ترتیب این به

ψ0i =
−2
r3
ϵijkω

jxk (672)

ds2 =

(
1− 2M

r

)
dt2 −

(
1− 2M

r

)−1
dr2 − 4GIr−3ϵijkω

ixjdxkdt− r2dΩ2 (673)
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شناختی کیهان اصل 1.10
دینامیک بتوانند باید تعریف، بنابر انیشتین، معادلاتمیدان به�دستآمد. معادلاتانیشتین حل از بار اولین مدل�هايعالم
مجهول مؤلفه�ي 10 با ناخطی، دوم مرتبه�ي دیفرانسیل معادله�ي ده حل اما عمل در توصیفکنند. را آن ساختار و عالم
هنگامی موردها این از یکی خاص. مورهاي در مگر است، غیرممکن کاري پیمانه انتخاب آزادي 4 نیز و متریک،
است. کیهان�شناختی اصل مضمون این که فرضکنیم، همسانگرد و همگن را، آن در ماده توزیع یعنی عالم، که است
تعیین را نقطه دو هر میان فاصله�ي تغییر که است زمان به وابسته تابع یک مدل دینامیکی متغیر تنها صورت این در

نوشت: چنین عالم در را رویداد دو هر زمان فضا بازه�ي بتوان باید پس می�کند.

ds2 = −dt2 + a(t)dσ2 (674)
هیچ متریک این در که آنجا از است. زمان هر در فضاگونه سه�بعدي ابر�سطح�هاي روي متریک dσ2 آن در که
سه بر فضاها این باشد. تقارن حداکثر با فضاهایی نماینده�ي باید متریک این پس بیاید، پیش نباید نامشخصی تابع
به تنها متریک این پس .(−1) هذلولوي یا منفی انحناي با و (+1) کروي یا مثبت ثابت انحناي با ،(0) تخت نوع�اند:
اختیار چنان می�توان را فضایی مختصات می�کند. تعیین را سه�بعدي فضاي هندسه�ي که دارد، بستگی ،k پارامتر، یک

شود: نوشته زیر به�صورت بالا متریک که کرد

ds2 = −dt2 + a2(t)

(
dr2

1− kr2 + r2dϑ2 + r2 sin2 ϑdφ2
)

(675)

است. (FRW ) فریدمان-روبرتسون-واکر همسانگرد و همگن فضاهاي براي است. روبرتسون-واکر متریک این
روبرتسون-واکر مختصات در FRW متریک یا FRW فضاي بگوییم که است این صحیح�تر

بدیهی می�کند. تعیین ،k هندسی، یکپارامتر نیز و ،a(t) مقیاس، یکتابع را عالم مدل که می�بینیم ترتیب این به
بیانگر که عالم، ساختارهاي جمله از باشد؛ عالم در موجود پیچیدگی�هاي بسیاري بیانگر نمی�تواند مدل این است
باشد، همسانگرد و بزرگهمگن مقیاس در عالم اگر اما نیستند. متریکسازگار این با هستند، موضعی ناهمگنی�هاي
گرچه ناهمسانگرد، یا ناهمگن متریک�هاي که کرد توجه باید کند. توصیف را عالم دینامیککلی می�تواند مدل این
مبناي که هستند آن از پیچیده�تر بسیار کرده�ایم، رده�بندي حتی را بخصوصناهمسانگردها و می�شناسیم را آنها از برخی

بگیرند. قرار کیهان�شناسی بحث

همگنی رصدي شواهد 2.10
ستاره�ها توزیع اگر است. شده شروع قرن این اولیه دهه�هاي در شمارشستاره�ها با کیهان�شناسی در همگنی تأیید یا نفی

کند: تغییر چنین f از روشن�تر ستاره�هاي تعداد بود لازم می�بود، همگن

N(f < m) ∝ f− 3
2 ∝ 100�6m (676)

است. مرز و لبه وجود گویاي بلکه نمی�کند، تبعیت رفتار این از ستاره�ها توزیع اما است. ظاهري mقدر آن در که
شد. آن شکل تعیین نیز و ما کهکشان وجود بر دلیل رصدي واقعیت این

تبعیت بالا رابطه�ي از کهکشان�ها، سحابی�ها، توزیع آیا که کرد مطرح را سؤال این که بود کسی اولین هابل
دریافتکه و داد، mانجام < 16� 7 نیز mو < 12 قدر با سحابی�ها مجموعه�ي دو براي را شمارش این وي می�کند.
کهکشان�ها، توزیع که رسید نتیجه این به جا همین از می�خواند.وي (3) رفتار با و است یکسان نمایش دو هر نتیجه�ي
بود. عالم در ماده توزیع همگنی بحث شروع نتیجه�گیري این نمی�کند. لبه یا مرز وجود از حکایت ستاره�ها، برخلاف
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فریدمان-روبرتسون-واکر متریک 3.10
نیستند. ناظر انتخاب از مستقل مفاهیم این که داشت توجه باید می�شود همسانگردي و همگنی از صحبت که هنگامی
نقاط تمام بودن هم�ارز معناي به همگنی می�بیند. همسانگرد را عالم می�کند حرکت عالم ماده�ي همراه که ناظري تنها
پارامتري یک خانواده�اي که می�نامیم (فضایی) همگن را زمانی فضا است: صورت این به آن دقیق تعریف است. فضا
به آنها روي که مشخصکنند را زمان فضا از لایه�هایی باید ابرسطح�ها این باشد. Σtداشته فضاگونه�ي ابرسطح�هاي از
Qببرد. به را P که باشد داشته وجود زمان متریکفضا براي ایزومتري Q,Pیک ∈ Σt نقطه��ي دو هر و t هر ازاي
این با uµ مماس بردارهاي با (ناظرها) زمان�گونه خم�هاي از خانواده�اي که می�نامیم همسانگرد هنگامی را زمان و فضا
یکایزومتري ،Qنقطه�ي در uµ بر عمود یعنی مماس بردار دو هر و P نقطه�ي هر ازاي به باشد: داشته خاصیتوجود
برداري هیچ یعنی بچرخاند، دیگري به را مماس بردار دو از یکی و نگهدارد ثابت را P که باشد داشته متریکوجود

نباشد. ممتاز uµ بر عمود

ترتیب این به که هندسه�اي می�کند. Σtالقا همگنی رويسطوح ،hµν متریکدیگري، ،gµν زمان، و متریکفضا
تبدیل hµν یکایزومتري توسط دیگريQبه نقطه�ي هر Σtبه Pاز نقطه هر که باشد چنان باید می�شود Σtالقا روي
می�دهیم Rijklنشان با Σtرا یکلایه�ي روي انحنا تانسور باشد. نداشته Σtوجود روي ممتازي جهت هیچ نیز و شود
متریکرا که می�بریم کار به ریمان بهنجار مختصات P نقطه�ي در می�پذیرند. را 3 و 2 و 1 آن لاتین شاخص�هاي که

باشد زیر شکل به باید انحنا تانسور پس همسانگردند سطوح این چون می�کند. صفر را کریستوفل نماد و δij

Rijkl = β(δikδjl − δilδjk) (677)
می�شود hij متریک برحسب انحنا تانسور بگیریم دلخواه را مختصات اگر پس

Rijkl = β(x)(hikhjl − hilhjk) (678)
باید β که گرفت نتیجه بیانکی رابطه�ي از می�توان به�راحتی .P نقطه�ي مختصات از است تابعی β(x) حالا که
که فضایی است. ثابت و β برابر نرده�اي انحناي مورد این در است. فضا همگنی معناي به β بودن ثابت باشد. ثابت
می�دهد نشان بالا می�شود.استدلال نامیده ثابت انحناي با فضاي شود، ثابتداده βي با (5) رابطه�ي با آنها انحناي تانسور

می�شود. ناشی همگنی از همسانگردي که
مناسبمختصات انتخاب با می�توان متریکرا این آورد. دست به را ثابت انحناي با متریکفضاهاي می�توان به�راحتی

صورت به

dσ2 = a(t)

[
dr2

1− kr2 + r2(dϑ2 + sin 2ϑdφ2)

]
(679)

می�شود زمان متریکفضا کردیم، اختیار همراه را ناظر چون نوشت،

ds2 = dt2 − dσ2

= dt2 − a(t)
[

dr2

1− kr2 + r2(dϑ2 + sin2 ϑdφ2)

]
(680)

زمان ویژه همان t مختصاتی زمان که می�دهد نشان dt2 ضریب بودن یک است. زمان از تابعی a(t) آن در که
با است متناظر k = +1 کند. اختیار را صفر یا ±1 مقادیر بتواند تنها که است شده انتخاب طوري k ثابت است.
را (7) متریک است. متناظر صفر انحناي با k = 0 و منفی، انحناي با است متناظر k = −1 مثبت، انحناي با فضایی
عام نسبیت مبناي بر کیهان�شناختی مدل ساده�ترین نماینده�ي متریک این می�نامند. فریدمان-روبرستون-واکر متریک

همسانگرد. و است همگن که است
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فریدمان-روبرتسون-واکر متریک هندسی تعبیر 4.10
براي را تعبیر این دارد ساده�اي هندسی تعبیر که است عام نسبیت جواب�هاي ساده�ي موارد از یکی FRW متریک

می�کنیم. بررسی k انحناي سه��گانه�ي موارد
باشد. چنبره مثلاً یا مینکوفسکی اینفضايتختمی�تواند توپولوژي است. صفر انحنايفضا اینمورد در :k = 0 الف)

سه یککره�ي با یعنی داریم؛ کار و سر کره یکفوق با و است مثبت فضا انحناي مورد این در k = +1 : ب)
نوشت می�توان را بعدي چهار اقلیدسی متریکفضاي بعدي. چهار اقلیدسی یکفضاي در غوطه�ور بعدي

dσ2 =
∑
i=1,...,4

(dxi)2 (681)

می�شود تعریف زیر صورت به کره فضا این در

Σ(xi)2 = a2 (682)
کنیم تعریف صورت این به جدیدي مختصات حالا

x1 = a · sinχ sinφ sinϑ

x2 = a · sinχ sinφ cosϑ

x3 = a · sinχ cosφ
x4 = a · cosχ (683)

می�شود کره متریکروي آنگاه است. 0 < ν ≤ π و 0 < φ ≤ 2π و 0 < χ ≤ π آن در که

dσ2 = a2[dχ2 + sin2 χ(dϑ2 + sin2 vdφ2)] (684)
می�کنیم وارد را r مختصه�ي حالا

r = sinχ (685)
می�شود متریک(11) تعریف این با

dσ2 = a2
[
dr2

1− r2 + r2(dϑ2 + sin2 ϑdφ2)

]
(686)

شده وارد که مختصاتی متریکو این بهتر شناختن براي است. روبرتسون-واکر متریک فضایی بخش همان که
می�کنیم: نگاه (r, φ) و (χ, φ)مختصات در را �ϑ = π

2 مقطع است،
dσ2 = a2

[
dr2
1−r2 + r2dφ2] : dσ2 = a2 [d2 + sin2 dφ2] :[�]

مختصاتی تکنیکی این که می�دهد نشان (آ) متریک با مقایسه اما دارد. تکنیکی r = 1 ازاي به (ب) متریک
شده�اند. مقایسه (1) شکل در مختصات این است.
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کره. روي نمایشمختصات :1 شکل

تخت صفحه�هاي k = براي0 مقطع�ها همین هستند. a شعاع به کره�هایی k = براي1 ϑ = π
2 مقطع�هاي بنابراین

کرد). تبدیل چنبره به را آنها می�توان توپولوژي تعبیر با (که بودند
می�کنیم: حساب را فضا این حجم حالا

V =

∫ 1

0
dr

∫ 2π

0
dφ

∫ π

0
dϑ

a3√1− r2 sinϑ = 2π2a3 (687)

واقعیت این شناخت است! متناهی ولی ندارد) (مرز ندارد حدّ که داریم کار و سر عالمی با k = 1 مدل در پس
برانگیخت. بیستم قرن 30 و 20 دهه�ي در شدیدي بحث�هاي که بود عام نسبیت بزرگ چالش�هاي از

متریکمی�شود مورد این در : k = −1 پ)

ds2 = dt2 − a2
[
dr2

1+ r2
+ r2 (dϑ2 + sin2 ϑdφ2)

]
(688)

مختصجدید است. تعریفشده 0 ≤ r <∞ براي و ندارد متریکتکینگی این

r = sinhχ

صورت به متریکرا فضایی بخش

dσ2 = a2
[
dχ2 + sinh2 χ

(
dϑ2 + sin2ϑ dφ2)] (689)

می�توان اما ساخت؛ غوطه�ور اقلیدسی بعدي چهار فضاي یک در نمی�توان را هندسه�ي3-بعدي این می�اورد. در
مینکوفسکی فضاي در را آن

dσ2 = dw2 − dx2 − dy2 − dz2 (690)
مختصات تعریف با دانست. غوطه�ور
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x = a sinhχ sinϑ cosφ

y = a sinhχ sinϑ sinφ 0 ≤ χ <∞
z = a sinhχ cosϑ 0 ≤ ϑ < π

w = a coshχ 0 ≤ φ < 2π (691)
می�شود غوطه�ور رویه�ي ابر معادله پس می�شود. تبدیل (17) به متریک(18)

w2 − x2 − y2 − z2 = a2 (692)
است. تکانه فضاي در لاكجرم نظیر سطح این مینکوفسکی. 4-بعدي فضاي در یکهذلولیوار3-بعدي یعنی

روي استاندارد زاویه�هاي همان φ و ϑ 4πa2اند. sinh 2χ مساحت به دوبعدي کره�اي =ثابت χ مقطع�هاي
χافزایش با مساحت این افزایش می�رود. بینهایت به تا و می�یابد افزایش کره�ها این مساحت χافزایش با کره�اند.

است: تخت مورد از سریع�تر بسیار

کره�ها مساحت
فاصله) 2(ویژه =

A

4πl2 =
4πR2 sinh2 χ

4πR2χ2 ≈
(
el/a

2l/a
)2
⇒∞ (693)

فریدمان معادلات 5.10
تانسور معادله این راست سمت است. ناخطی دوم مرتبه�ي دیفرانسیل معادله�ي ده مجموعاً عام نسبیت میدان معادلات
pو (چگالی) ρنامشخص تابع دو تنها بگیریم، نظر در کامل شاره�ي صورت به را ماده که هنگامی است. ماده انرژي
دو این هم�اند. از مستقل انیشتین معادله�هاي از معادله دو تنها ترتیب همین به می�آیند. پیش انرژي تانسور در (فشار)

درآورد صورت این به می�توان (7) متریکفریدمان بافرض را معادله

κρ+ Λ = 3k + ȧ2

a2
(694)

κp− Λ = −2aȧ+ ȧ2 + k

a2
(695)

سرو ρ(t) p(t)و ،a(t) مجهول سه براي معادله دو با اینجا در است. گرانش ثابت G و κ = 4πG آن در که
به پیوستگی معادله�ي فریدمان معادله�ي دو از کرد. اضافه آن به نیز pرا = p(ρ)حالت معادله�ي باید که داریم، کار

می�آید: دست

d (ρa3) + ρd (a3) = 0 (696)

می�آوریم دست به همچنین میدان معادله�ي دو از
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κ (3p+ ρ) = 2Λ− 6ä
a

(697)

3p+ρ < 0 هرگاه اما است. منفی شتابانبساط همواره 3p+ρ > 0 Λو = ازاي0 به که می�دهد نشان رابطه این
باشد. مثبت می�تواند انبساط شتاب ،آنگاه

صورت به می�توان می�دهد، دست به را انبساط سرعت که را (22) معادله�ي

ȧ2 − κρ

3 a
2 + k − 1

3Λa
2 = 0 (698)

می�نامند. فریدمان معادله�ي را این است. نیوتونی کیهانشناخت در انرژي رابطه�ي همان نظیر رابطه این نوشت.

کنیم: می نگاه را معادله این از حدي مورد دو حالا

انرژي یعنی است. جرم چگالی با متناسب ذرات چگالی مورد این در عالم). (وضعیتکنونی p = 0 غبار: الف)
است: ρa3 با متناسب می�آید دست به آن ذرات مجموع جرم از که عالم کل جرم و ندارد، نقشی بستگی

n ∝ ρ ≈ M

a3
(699)

صورت به می�توان را باریونی چگالی

n(x) = lim∆V→0
m

∆V
N (∆V ) (700)

غبار مورد در پس گرفته�ایم. ثابت را ها باریون تعداد البته است. نوکلئون یک mجرم آن در که کرد، تعریف
می�شود فریدمان معادله�ي

ȧ2 =
κm

3a +
1
3Λa

2 (701)

داریم (24) پیوستگی معادله�ي از صورت این در است. صادق اولیه عالم براي تقریب .این p = 1
3ρ تابش: ب)

ρ̇+ 4ρȧ
a
= 0 ⇒ ρ =

K

a4
(702)

می�شود مورد این براي فریدمان معادله�ي پس است. ثابت Kیک آن در که

ȧ2 =
κK

3a2 +
1
3Λa

2 − k (703)

را (31) و (29) معادله�ي دو می�توان باشد، داشته کنشوجود برهم بدون هم کنار تابشدر و ماده که مواردي در
کرد ادغام هم در صورت این به
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ȧ2 =
κK

3a2 +
κm

3a − k +
1
3Λa

2 =: F (a) (704)

کرد: متمایز عالم تاریخچه�ي در را گوناگونی دوره�هاي می�توان فریدمان معادله�ي این مبناي بر

aبزرگ مقادیر ازاي به قائدتاً است. غالب F تابع در κm3a جمله�ي دوره دراین ماده. غلبه�ي دوره�ي الف)
داریم فریدمان معادله�ي از صورت این در می�دهد. دست مورد این عالم بزرگ شعاع�هاي یا

ȧ2 =
κm

3a (705)

رفتار با جواب

a(t) ∝ t
2
3 (706)

می�آید دست به چگالی رفتار (27) ي رابطه ار پس می�آید. دست به

ρ ∝ 1
a3
∝ 1
t2

(707)

می�یابد. کاهش زمان عکسمجحذور با چگالی یعنی

Fغالب (a) تابع در κK
a2

جمله�ي کوچکاستو بسیار عالم شعاع دوره این در تابش. ي غلبه ي دوره ب)
است:

ȧ2 =
κK

3a2 (708)

جواب از

a =

(4κK
3

) 1
4
· t

1
2 (709)

رفتار

ρ ∝ 1
a4
∝ 1
t2

(710)

گفته�اند! هم غالب تابش را دوره این آوریم. می دست به چگالی براي را

يخمیدگیصحبتمی�کنیم. غلبه دوران از باشد Fغالب (R) در k هرگاه يخمیدگی. غلبه ي دوره پ)

دوره�ي مانند باشد. غالب 13Λa
2 جمله�ي آن در که گویند می را دوره�اي . انرژيخلاء ي غلبه ي دوره ت)

گفته�اند! هم غالب خلأ را دوره این تاریک! انرژي حضور با اخیر دوره�ي و تورم
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فریدمان معادله�ي جواب�هاي بحث 6.10
می�گیریم دارد؟ ایستا جواب غبار، یعنی کنونی، شرایط براي که (25) فریدمان معادله�ي آیا . ایستا جواب الف)

ȧ = ä = 0 (711)
می�آوریم دست به (28) و (24) معادله�هاي از

κρ = 2Λ (712)

κm

3a +
1
3Λa

2 = K (713)

یعنی کند. می مشروط k = 1 به را جواب گاه آن (40) معادله�ي باشد. Λ > 0 باید که بینیم می (39) معادله�ي از
به (22) ي رابطه از بسته عالم این تعادل شرط بسته. عالمی با است متناظر و دارد Λوجود > براي0 فقط ایستا جواب

آید می دست به زیر صورت

a2 =
3

κρ+ Λ
=

2
κρ

(714)

Λ > 0 از ناشی ي دافعه و گرانش از ناشی ي جاذبه مدل این در است. معروف اینشتین مدل نام به ایستا مدل این
شود. می آن انقباض و انبساط موجب اختلال کوچکترین و نیست پایدار اینشتین مدل کنند. می خنثی را یکدیگر
شد مجبور ایستاست، عالم که این تصور به می�گشت، عالم براي هایی مدل دنبال به که 1918/1297 سال در اینشتین
سال در عالم انبساط کشف از پس باشند. داشته ایستا جواب میدان معادلات تا کند وارد را کیهانشناختی جمله�ي
زائد عام نسبیت معادلات در را کیهانشناختی ي جمله اینشتین میلادي گذشته�ي قرن بیست 1300/دهه اول دهه�ي هاي

دارد. معادلات در را خلاء نقشچگالی و است کرده حفظ را خود اهمیت کماکان جمله این امروزه دانست.
چگالی بر (Λ) خلاء چگالی است ممکن عالم تحول از مراحلی در . خلاء انرژي تانسور و نمایی انبساط ب)
که نوشت را خلاء انرژي تانسور باید (Tµν) ماده انرژي تانسور براي صورت این در کند. غلبه (ρ)متعارف ماده�ي
که ، Tµν = gµνρ0 یعنی است، متریک با متناسب تعریف طبق خلاء انرژي تانسور است. صفر مخالف آن چگالی
منفی. فشار یعنی p0 = −ρ0 < 0 ، ρ0 > 0 با است متناظر انرژي تانسور ایم.این گرفته خلاء چگالی را ρ0 آن در

آوریم می دست به بنشانیم (25) معادله�ي در را مقادیر این اگر

ä

a
=
κρ0
3 =

λ

3 (715)

دهد می گیري انتگرال

a = e
√

λ
3 ·t (716)

طور به عالم شعاع مقیاس بنابراین باشد. a(0) = 1 ، t = 0 براي که شده انتخاب چنان گیري انتگرال ثابت
حالت این شد. خواهد متورم عالم باشد داشته غلبه خلاء چگالی عالم از مرحله�اي در اگر پس یابد. افزایشمی نمایی
عالم فعلی رفتار چون کرد، پیدا تورم قطع براي سازوکاري باید صورت این در بیاید. پیش اولیه عالم در است ممکن

شود متریکمی (43) ازاي به نیست. طور این

ds2 = dt2 − e
√

λ
3 ·t [dr2 + r2 (dϑ2 + sin2 ϑdφ2)] (717)
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.k = 1 Λو = 0 ونیز Λ < 0 ازاي به فریدمان معادله�ي مبناي بر عالم شعاع رفتار :2 شکل

.Λ > 0 ازاي Fبه (a) تابع رفتار :3 شکل

کنونی عالم در را (خلاء) ماده نوع نقشاین عالم شتابدار انبساط تاریکو کشفانرژي است. متریکدوسیته که
است. کرده اهمیت پر

مقادیر ازاي Fبه (a) تابع رفتار روي از را (31) ي معادله جوابهاي رفتار مورد این در . ناایستا هاي مدل پ)
آوریم. می دست به Λمختلف

ازاي به که دهد می نشان (31) ي معادله است. خلاء انرژي از ناشی اضافی ي جاذبه معنی به مورد این : Λ < 0
می صفر انبساط سرعت آن ازاي به که دارد وجود بیشینه�اي a براي یعنی شود. می منفی ȧ2 همواره بزرگ هاي a
ندارد. مورد این در کننده تعیین نقش k مقدار . (2 (شکل شد منقبضخواهد دوباره عالم انبساط قطع از پس شود.

را F (a) تابع رفتارها این شناخت براي شود. می مشاهده a براي گوناگونی رفتارهاي مورد این در : Λ > 0
مثبت همواره F (a) مقادیر تمام ازاي به تابع این k = 0,−1 ازاي به که کنیم می مشاهده .(3 (شکل کنیم می رسم
اما ندارد. حد انبساط یعنی می�شود، منبسط نهایت بی تا صفر از a ها آن در که داریم سروکار هایی مدل با پس است.
کمینه مقدار این دارد. کمینه F (a) تابع آن ازاي به که ، Λc دارد، Λوجود براي بحرانی مقداري باشد، k = 1 اگر
عالمی a > ac ازاي .به F (ac) = dF (ac)

da
= 0 آن ازاي به که ac شعاع با اینشتین، ایستاي عالم با است متناظر

.(4 (شکل می�شود منبسط نهایت بی تا اینشتین عالم شعاع از آن شعاع که انبساط حال در داشت خواهیم
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.k = 1 Λو = Λc =
4

(κm)2
با متناظر جواب�هاي :4 شکل

حد. بدون انبساط با مدل چند :5 شکل

اگر اما (شکل5). شود می منبسط حد بی که داریم سروکار عالمی با هم باز (k = 1)Λ > Λc ازاي به
با جوابی و انبساط براي شعاع بیشینه�ي با که جوابی داریم: سروکار جواب نوع دو با آنگاه باشد، 0 < Λ < Λc

.( (شکل6 شعاع کمینه�ي

که Λباشد، = Λc(1+e) گیریم است. مهم جالبو نظري حیث از ساختکه جوابی می�توان k = 1 مورد در
فریدمان معادله�ي جواب رفتار است. معروف (Lemaitre) لومتر مدل به مورد این با متناظر جواب .e≪ 1 آن در
متوقفشده انبساط رسد می نظر به تحول از مرحله�اي در مدل این در است. شده داده نشان 7 شکل در مورد این در

باشد.

که است k = حالت0 مورد، ترین ساده کرد. حل راحتی به را فریدمان معادله�ي می�توان مورد این در :Λ = 0
آید می دست به (29) از نامند. می دوسیته - اینشتین مدل را آن

ȧ2 =
κm

3a ⇒ a =
(3κm

4
) 1

3
t
2
3 (718)
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.0 < Λ < Λc،k = 1 مورد به مربوط جواب�هاي :6 شکل

می�شود. متوقف عملاً مرحله�اي لومتر.انبساط مدل :7 شکل
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شود. می منبسط بینهایت تا t 23 مانند عالم پسشعاع

آوریم می دست به زیر صورت به را (29) جواب Λ = 0 و k = 1 مورد در

t =
f

2 arccos

(
1− 2a

f

)
−
√
f · a− a2 (719)

در رمبیده کاملاً حالت در عالم نهایت . tmax =
πf

2 ي لحظه در است انبساط حداکثر f =
κm

3 آن در که
τ جدید زمان کار این براي است. یکچرخزاد (46) خم که دید توان می راحتی به رسد. می فرا t = 2tmax زمان

کنیم: می وارد را

dt = a(t)dτ =: b(τ)dτ (720)
شود متریکمی پس

ds2 = b2(τ) (dτ 2 − dσ2) (721)
براي اما است. صادق k مقادیر تمام براي متریک این شود. می تخت همدیس متریک τ زمان معرفی با یعنی

آوریم می دست به k = 1

b(τ) =
f

2 (1− cos τ)

t =
f

2 (τ − sin τ) (722)

است. چرخزاد معروفخم پارامتري صورت که

نوشت زیر صورت�هاي به را فریدمان معادله�ي جواب توان می k = 1 ازاي به

t =
√
a(f + a)− f

2 arccosh(1+
2f
a
) (723)

یا

b(τ) =
f

2 (cosh τ − 1) (724)

t =
f

2 (sinh τ − τ) (725)

شود. می منبسط همواره عالم مدل این در
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فریدمان مدل�هاي خواصسینماتیکی 7.10
کند: می تغییر a(t) با متناسب عالم در نقطه دو میان طول ویژه که است متریکروشن شکل از

l(t) ∝ a(t) یا l(t)

l(t0)
=

a(t)

a(t0)
(726)

است: چنین ، ω0 شده، رصد بسامد به ، ωe شده، گسیل بسامد میان رابطه�ي ترتیب همین به

ωe
ω0

=
a(t)

a(te)
= 1+ z (727)

است. مربوط تابش سرخ به انتقال z آن در که

می�شود: داده بسط t0 کنونی زمان حول زیر صورت به معمولاً a(t) تابع

a(t) = a(t0)
[
1+H0(t− t0)−

1
2q0H

2
0 (t− t0)2 + . . .

]
(728)

آن در که

H0 ≡
(
ȧ

a

)
t=t0

, q0 ≡ −
(
äa

ȧ2

)
t=t0

(729)

در ثانیه بر کیلومتر 50 < H < 100 آن مقدار چون است. کنونی زمان در هابل پارامتر یعنی هابل، ثابت ،H0 مقدار
صورت به را آن که شده مرسوم است، شده تعیین مگاپارسک

H0 = 100h kms−1Mpc−1 0/5 < h < 1
می�نویسند.

فریدمان دینامیکمدل�هاي 8.10
به�صورت کامل فرضشاره�ي با فریدمان دینامیکعالم بررسی براي

T νµ = ,ρ−)قطر p, p, p) (730)
آمد: به�دست فریدمان مستقل معادله�ي واکر - متریکرابرتسون نیز و

ȧ2 + k

a2
=

ΛπG

3 ρ (731)

2ä
a

+
ȧ2 + k

a2
= −8πGp (732)

موجود ماده�ي مقدار میان ارتباط (59) ي معادله p = p(ρ)حالت معادله با نیز و . p(t) و ρ(t) ، a(t) مجهول سه با
می�شود: تعریف آستانه یکچگالی k = حالت0 در می�آید. دست به ، k،هندسه نیز و ،ρ چگالی عالم، در

ρc =
3

8πG ·H
2 (733)
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کمتر هرگاه است؛ بسته عالم هندسه�ي آنگاه و ،k = 1 داریم باشد، بیش�تر آستانه این از عالم چگالی هرگاه
داریم هابل شده�ي رصد مقدار با کنونی زمان است.براي باز هندسه آنگاه و ،k = −1 باشد،

ρ0c =
3

8πGH
2
0 ≃

{ 1/88× 10−29h2 gcm−3

1/06× 104h2 evcm−3 (734)

است: عالم هندسه�ي گویاي است، بی�بعدي عدد که آستانه، چگالی به عالم موجود چگالی نسبت بنابراین

Ω =
ρ

ρc
(735)

Ω0 =
ρ0
ρc

(736)

می�توان (58) معادله�ي از ترتیب این به است. ،t0 حال، زمان در کمیت�ها مقدار نمایانگر شاخص0 که کنید توجه
نوشت

k

a2
= H2 (Ω− 1) (737)

کرد: حذف (59) ي معادله از توان می را k می�شود. دیده وضوح به Ω و k ي رابطه آن در که
ä

a
= −4πG

3 (ρ+ 3p) (738)

چون باشد. داشته وجود کیهانی شاره�ي حرکت براي پیوستگی معادله�ي یک باید نیوتونی مورد مانند نیز جا این در
پیوستگی ي معادله تغییراتآن که دارد، را ماده نقشمقدار ρa3پس می�شود، داده a(t) با شعاع، یا فاصله، بخشمتغیر

می�آوریم: دست به (65) و (58) هاي معادله روي از را تغییرات این می�دهد. را
d

dt
(ρa3) = −p d

dt
a3 (739)

یا و
d

dt
(ρa3) + p

d

dt
a3 = 0 (740)

نیست. مستقل دیگر معادله�ي دو از پیوستگی معادله�ي پس است. پیوستگی معادله�ي همان که

عالم خاصتحول مراحل خاصو جواب�هاي 9.10
ساده�ي شکل معمولاً است. داشته مختلفی هاي صورت عالم مختلفتحول مراحل در کیهانی شاره�ي حالت معادله�ي
ثابت معمولاً ω آن در که می�شود نوشته p = ω · ρبه�صورت متفاوت حالت�هاي برگیرنده�ي در که حالت معادله�ي
یا زمان تابع را حالت تابع این می�توان کلی�تر حالت در می�شود. گفته هم حالت تابع آن به و می�شود گرفته درنظر
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موردها این براي است. تابش براي ω =
1
3 و (غبار) نانسبیتی ماده�ي حالت براي ω = 0 دانست. a(t) طول مقیاس

به�دست�آورد: aحسب بر را ρ چگالی و کرد حل را پیوستگی معادله�ي می�توان

ρnr = ρnr(t0) ·
(a0
a

)3
= ρcΩnr (1+ z)3 (741)

و

ρr = ρn(t0) ·
(a0
a

)4
= ρcΩr (1+ z)4 (742)

داریم حال زمان براي

Ωnr ≃ 0/2 , Ωr ≃ 2/56× 10−5 (743)
پس

Ωکل ≃ Ωnr

اگر که می�بینیم (69) و (68) هاي رابطه از است. غالب تابش(نسبیتی) بر نانسبیتی) (ي ماده که هستیم دورانی در یعنی
برابر تابش و ماده چگالی که می�رسیم زمانی به پس افزایشمی�یابد، تابشسریع�تر چگالی بازگردیم عقب به زمان در

داریم هنگام این در می�نامیم. ،teq تساوي، زمان را زمان این است.

(1+ zeq) =
a0
aq

=
Ωnr

Ωr

≃ 3/9× 104(Ωh2) (744)

پس ، a−1 با است متناسب تابش دماي
Teq = T0 (1+ zeq) = 9/24(Ωh2) ev (745)

تابش کرد.چگالی مقایسه سمتراست در چگالی جمله�ي با را انحنا، جمله�ي ، k
a2

ي جمله توان می (58) معادله�ي در
و دارد غلبه تابش چگالی کوچک هاي a ازاي به پس است. a−3 با متناسب ماده چگالی و a−4 با است متناسب

شود: می برقرار z = zc ازاي به جمله دو این تساوي کرد. نظر صرف انحناء جمله�ي از می�توان

(1+ zc) =
[
Ω−1

0r (1− Ω0)
] 1

2 ≃ 200 (1− Ω0)
1
2 · h (746)

پس
z ≤ 200

کرد. نظر صرف کلاً توان می تابش چگالی مقابل در انحنا جمله�ي از z ≫ zc ازاي به

ازاي به می�کنیم. مقایسه ماده چگالی ي جمله با را انحنا جمله�ي حالا

zf = Ω−1
0 − 2 (747)

می�توان z ≫ zf ازاي به و دارد غلبه فریدمان معادله�ي در انحنا جمله�ي z ≪ zf ازاي به پس برابرند. جمله دو این
مگر ، z مقادیر همه�ي براي انحنا نقشجمله�ي zf ≃ 3 Ω0و = 0/2 مقدار به باتوجه گرفت. نظر در صفر برابر را k

صورت به بزرگ هاي z ازاي به فریدمان معادله�ي ترتیب این به اغماضاست. قابل ، z < 10

ȧ2

a2
=

8πG
3 ρeq

[(aeq
a

)4
+
(aeq
a

)3] (748)

158



10 فصل :1 عام نسبیت

است: حل قابل سهولت به که شود می نوشته

Heq · t =
2√2
3

( a

aeq
− 2
)(

a

aeq
+ 1
)1
2 + 2

 (749)

آن در که

Heq = 2H2
0Ω (1+ zeq)

3 = 2H2
0Ωr (1+ zeq)

4 (750)
و

aeq = a0 (1+ zeq)
−1 = H−1

0 | Ω− 1 |− 1
2
Ωr

Ω
(751)

می�آوریم دست به teq براي همچنین و
(752)

teq =
2√2
3 H−1

eq

(2−√2) ≃ 0/39H−1
0 Ω− 1

2 (1+ zeq)
− 3

2 ≃ 1/57×1010((Ωh2)−2s) ≃ 49(Ωh2)−2سال

نوشت چنین a براي می�توان را بالا جواب

a

aeq
=


(3
2
√2
) 2

3
(Heq · t)

2
3 ماده )غلبه�ي 3√2

) 1
2
(Heq · t)

1
2 تابش غلبه��ي

(753)

هابل شعاع 10.10
تعریف dH مشخصه�ي طول آن با متناظر می�دهد. دست به مدل هر براي را مشخصه�اي زمان هابل پارامتر معکوس

است: معروف هابل شعاع به که می�شود

dH = H−1(t) =

(
ȧ

a

)−1
(754)

می�گذارند. اثر یکدیگر همدوسروي طور به فیزیکی پدیده�هاي آن در که به�دستمی�دهد را فاصله�اي نوعاً شعاع این
L≪ فاصله�هاي ازاي به ترتیب این به می�شوند. مهم عامی نسبیت اثرهاي آن در که است مشخصه�اي شعاع به�علاوه،

به�کاربرد. را نیوتونی گرانش خوبی به می�توان dH
آنگاه ، a(t) ∝ tn فرضکنیم بتوانیم هرگاه

dH =
1
n
· t (755)

بگیرید: teq زمان در را هابل شعاع مثلا بزرگمی�شود. طول ویژه از سریع�تر هابل پسشعاع ، n < 1 چون اما

dH(teq) = H−1
eq ≃ 0/85× 1021(Ωh2)−2cm (756)
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می�شود است بوده� dH(teq) برابر teq زمان در که منطقه�اي کنونی شعاع ویژه

Leq(اکنون) = dH(teq) (1+ zeq) ≃ 11(Ωh2)−1 Mpc (757)
دیگر طرف از

dH(اکنون) ≃ 3000h−1 Mpc (758)
زمان در هابل شعاع بزرگی به منطقه�اي شعاع ویژه از بزرگتر بسیار کنونی هابل شعاع که می�بینیم ترتیب این به
عقب به زمان در که .هنگامی (λ < dH (اکنون) ) λ کنونی اندازه�ي ویژه�ي با بگیرید نظر در را منطقه�اي است. teq
سریع�تر. یعنی ، tنسبت به هابل شعاع اما ؛ (n < 1) می�شود کوچک a(t) ∝ tn نسبت به ناحیه این برمی�گردیم
یعنی آن، از قبل ، t = tentrance(λ) می�شود: هابل شعاع برابر منطقه این شعاع آن در که رسید خواهد زمانی پس،
در λ طول مقیاس می�گوئیم که است معمول بود. خواهد بزرگ�تر هابل شعاع از منطقه شعاع ، t < tentrance براي

ابعاد به ناحیه�اي براي که می�دانیم (84) محاسبه�ي از مثلا می�رسد. هابل شعاع به t = tentrance(λ) زمان

λeq = 11 Mpc(Ωh2)−1 (759)
( λ < λeq ) این از کوچک�تر ابعاد با منطقه�هایی . tentrance = teq یعنی است، برابري زمان همان ورود زمان
یعنی آن، از )قبل λ < λeq) بزرگ�تر ابعاد با منطقه�هایی رسیده�اند. هابل شعاع به تابش غلبه�ي دوران در ،یعنی زودتر

می�رسند. هابل شعاع به ماده، غلبه�ي دوره�ي در
بوده�اند. کیهانی زمینه�ي تابش فوتون�هاي نسبیتی ماده�ي تنها که است بوده مبنا این بر تاکنون عددي تخمین�هایی

شود. تصحیح باید ارقام این شوند گرفته درنظر نوترینوها، مانند دیگر، نسبیتی ذرات که درصورتی
بازه�ي در بگیرید. n < 1 و a = a0tn را طول مقیاس است. افق اندازه�ي فریدمان عالم در دیگري مهم طول مقیاس

مختصاتی مسافت فوتون�ها (0, t)

r(t) =

∫ t

0

dt

a
=

1
a0

t1−n

(1− n) (760)

می�شود مختصاتی مسافت این با متناظر طول ویژه�ي می�کنند. طی را

h(t) = a(t)r(t) =
1

1− n · t (761)

با معمولاً هابل شعاع بنابراین دارد. یک بزرگی مرتبه�ي از تفاوتی افق اندازه�ي این ، n−1t هابل، شعاع با مقایسه در
باشد. n > 1 عالم طول مقیاس در که می�شود ظاهر هنگامی تفاوت است. یکی افق طول

افق 11.10
این در ذره افق و رویداد افق مفهوم با فریدمان مدل�هاي براي پنروز نمودارهاي بحث هنگام به قبل هاي بخش در
دارد، وجود k = 0,±1 با فریدمان مدل�هاي همه�ي در اولیه، تکینگی علت به ذره، افق که دیدیم شدیم. آشنا مدل�ها
ذره. افق اندازه�ي بررسی به بخشمی�پردازیم این در ندارد. وجود k = 0,−1 با مدل�هاي در رویداد افق که حالی در
به فریدمان مدل�هاي براي اساسی سوال این دارد. علّی ارتباط ما با عالم از بخشی چه که می�گوید ما به افق ي اندازه�
رویت�پذیر ما براي هنوز فاصله�اي ویژه چه کرد: فرمولبندي این�گونه می�توان را سوال همین می�شود. داده پاسخ راحتی
در علامتی اگر می�گیریم. نظر r0در = 0 درنقطه�ي ناظري می�پوشیم. چشم φ و ϑمختصات از محاسبه براي است؟
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است؟ مقدار چه علامت آن rH مختص برسد، ما به آن از قبل یا ، t لحظه�ي در و باشد شده گسیل t0 = 0 لحظه�ي
∫داریم t

0

dt́

a(t́)
=

∫ r(t)

0

dr√1+ kr2
(762)

می�شود: افق تا فاصله ویژه بنابراین

dH(t) = a(t)

∫ rH

0

dr√1+ kr2
= a(t)

∫ t

0

dt́

a(t́)
(763)

عالم میان حدّ ذره افق این می�کند. تعیین ذره افق یک ما گذشته�ي نور مخروط باشد متناهی فاصله این هرگاه
آیا که می�کند تعیین تکینگی نزدیکبه a(t) رفتار است. نرسیده ما به نوري آن از که است عالم از بخش آن و مرئی
داریم. سروکار ذره افق با ما و است، متناهی dH ، n < 1 ازاي به آنگاه ، a(t) ∝ tn هرگاه نه. یا است متناهی dH
با عالم از بخشی تنها اما می�کند، میل سمتصفر به فیزیکی فاصله�ي و رود می a→ 0 ، t→ ازاي0 به گرچه یعنی،
پرداخت. خواهیم آن به تورمی مدل�هاي فصل در که مهبانگاست مدل شکلات از یکی این دارد. علّی ارتباط ما

اولیه (k)درعالم انحنا اثر از ابتدا به�دست�آورد. متفاوت شرایط در فریدمان مدل�هاي براي می�توان را افق فاصله�ي
داریم: پس . k = 0 یعنی می�کنیم، چشم�پوشی

ȧ

a
=

√
8πGρ
3 (764)

می�آوریم: به�دست a براي بگیریم، p = γ · ρ را ماده حالت معادله اگر

a ∝ t
2

3(1+γ) =

{
t
1
2 تابش غلبه�ي
t
2
3 ماده غلبه�ي (765)

می�آید: دست به افق فاصله�ي براي ترتیب این به

dH =

{ 2t ماده غلبه�ي
3t تابش غلبه�ي (766)

داریم: کرد. حساب نیز را آن می�توان که می�دهد، تغییر کمی تنها را نتایج این انحنا جمله�ي کردن منظور

dH = a

∫ t

0

dt

a(t)
= a(t)

∫ a(t)

0

da(t́)

ȧ(t́)a(t́)
(767)

رابطه�ي از استفاده با
k

a20
= H2

0 (Ω0 − 1) (768)

می�نویسیم: زیر صورت به را فریدمان معادله�ي

ȧ2 = a20H
2
0

[
1− Ω0 + Ω0

(a0
a

)1+3γ] (769)

می�دهد: dH براي بالا معادله�ي در نشاندن تعریفشده�است. p = γ · ρ رابطه�ي در γ آن در که

dH =
1

H0 (1+ z)

∫ (1+z)−1

0

dx

[x2 (1− Ω0) + Ω0x1−3γ]
1
2

(770)
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ماده، غلبه�ي هنگام به ندارد. وجود ذره افق γ < −1
3 ازاي به پس است؛ نامتناهی γ < −1

3 ازاي به انتگرال داریم:این ، γ = 0 و p = 0

dH


=

1
H0 (1+ z)

√
Ω0 − 1 cos

−1
[
1− 2 (Ω0 − 1)

Ω0 (1+ z)

]
Ω0 > 1

= 2H−1
0 (1+ z)−

3
2 Ω0 = 1

=
1

H0 (1+ z)
√1− Ω0

cosh−1
[
1+ 2 (1− Ω0)

Ω0 (1+ z)

]
Ω0 < 1

(771)

داریم: 1+ z ≫ Omega−1
0 ازاي به که دید می��توان

dH →
2

H0
√
Ω0 (1+ z)

3
2
= 3t (772)
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پرسش�ها
چگالی داریم انتظار که است حالی در این . a(t) چهار توان عکس با است متناسب تابشچگالی غلبه�ي 1.دردوران

دارید؟ توجیهی چه اختلاف این براي کند. تغییر a(t)مقیاس تابع سوم توان عکس با متناسب
کند؟ غلبه کیهانشناختی جمله�ي بر و ماده چگالی بر فریدمان معادله�ي در انحنا جمله�ي زمانی چه دارید 2.انتظار

چرا؟ است. ناپایدار κρ = 2Λ چگالی با اینشتین ایستاي 3.مدل
مقدار این با متناظر جواب�هاي می�شود. صفر فریدمان معادله�ي در ȧ، Λبراي (آستانه) بحرانی مقدار یک ازاي 4.به

کنید. بحث را آستانه
می�کند. تغییر a−1نسبت با بسامدها کنیدچرا توجیه می�کند. تغییر a(t) با متناسب فریدمان مدل�هاي در 5.فاصله�ها

را محفظه انبساط جلوي نیرویی مگر می�شود، گاز یک انبساط باعث فشار که می�کنیم استنباط ترمودینامیک 6.از
انقباضمی�شود. باعث منفی فشار یعنی بیفتد، اتفاق این عکس باشد منفی فشار اگر داریم انتظار ترتیب این به بگیرد.
فرض منفی را آن فشار شد داده نسبت تاریک انرژي به پدیده این و کشفشد عالم انبساط در شتاب که هنگامی اما

چرا؟ بالاست. استنباط با مغایر که کردند
معادله�هاي اینشرطدر کرد. استفاده تقریبخوبی با گرانشنیوتونی از می�توان کم انحناء هنگام به 7.معروفاستکه

چرا؟ هابل. شعاع از کوچک�تر خیلی فاصله�هاي براي یعنی می�شود، نوشته l≪ dH صورت به فریدمان
Λي جمله وجود آنگاه شود، (منقبض) منبسط δaکوچک مقدار به عالم شعاع اینشتین مدل در اگر که دهید 8.نشان

شد. خواهد آن، ناپایداري نتیجه�ي در عالم، بیشتر (انقباض) انبساط موجب
a > acازاي به که بحثکنید را خصوصجوابهایی به دهید. توضیح اند شده رسم شکل4 در که را 9.جوابهایی

منقبضمی�شوند. a < ac و
کنید. توجیه را (54) ي رابطه (53) ي رابطه از استفاده 10.با

شرط با چه�طور گفته این باشد. کم فضا انحناي که به�کاربرد می�توان هنگامی را نیوتونی گرانش که می�شود 11.گفته
است؟ سازگار نیوتونی تقریب براي L≪ dH

کنید! توجیه است؟ خوبی تقریب اولیه عالم براي غالب تابش حالت معادله�ي چرا .12
به�دست فریدمان معادله�هاي از را همسانگرد و همگن کیهان�شناسی مدل�هاي در کامل شاره�ي پیوستگی معادله�ي .13

آورید!
می�گیریم؟ یکی غالب ماده دوران در را جرم چگالی با (ذره) یونی بار چگالی چرا .14
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تمرین�ها
در دیگر هرتابع حضور دهید نشان دارد؟ بستگی a(t) تابع یک به تنها همسانگرد و همگن عالم براي متریک 1.چرا
می�زند. هم به را همسانگردي همگنیو یا نیست، دینامیکی یعنی قابلحذفاست، انتخابمختصاتجدید با متریکیا

باشد زیر صورت به f از روشن�تر کهکشان�هاي یا ستاره�ها توزیع که است این عالم در همگنی 2.لازمه�ي

N(< m) ∝ f− 3
2 ∝ 100�6m (773)

کنید. توجیه را رابطه این است. کهکشان یا ستاره mقدر آن در که

تعریف را همراه ناظر ،که uµ بردارهاي Σtبر همگنی سطوح همسانگرد و همگن یکفضازمان در دهید 3.نشان
است. عمود می�کند،

است صورت این به hij متریکسه�بعدي ،برحسب Σt همگنی سطوح انحناي 4.تانسور

Rijkl = β(x) (hikhjl − hilhjk) (774)
است. ثابت β(x) دهید نشان بیانکی اتحاد از استفاده با

دهید نشان بگیرید. نظر در کلاهکی α = نقطه�ي0 حول بگیرید. نظر در (11) صورت به را بعدي سه متریککره .5
با است برابر مساحت این دهید نشان آورید. دست به را آن مساحت Rآنگاه = a · α با است برابر آن شعاع

A = 4πa2 sin2 χ = 4πa2 sin2
(
R

a

)
شعاع همان با یککره مساحت از که Aمی�رسد = 4πa2 به حداکثر و می�شود زیاد مساحت افزایشRابتدا با
R = πaبراي تا کاهشمی�یابد دوباره مساحت Rاین > πa

2 ازاي به است. کمتر (A = π2a3) اقلیدسی فضاي در
کنید. توجیه را فضا بودن متناهی نیز طریق این از بشود. صفر برابر

دهید. توضیح لورنتس تبدیل کمک به را مینکوفسکی فضاي در هذلولیوار سطح همسانگردي و همگنی .6
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