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ŵ���ŹřŶƤƯ�Ƶŵřŵ�ƲƿźŤĭŹżŝ�ƶŝ�źĭř  xx İƯ�İƣŚŝ�źǀƜţ�ƱƹŶŝ�ƶƳŚǀƯ�Śƿ�ŶƯ�źƿŵŚƤƯ�Żř�ĨǀƯřŶĩ�Ʈǀƴĩ�ƶƟŚƋř�Ŷůřƹ��ŶƴƳŚƯ���
��
Ƶ���ŢſŶŝ�řŹ�ƭƺſ�ƹ�Ʃƹř�ħŹŚģōŞſŚŰƯ�řŹ�ŚƸĩŹŚģ�ƶƴƯřŵ�ƹ�ŶƿŹƹ�Ŷǀƴĩ�ƶ���ŚƸĩŹŚģ�ƶƴƯřŵ�� QQ ���
��
ƹ���Ŷǀƴĩ�ƶŞſŚŰƯ�řŹ�ƭŹŚƸģ�ĨƷŵ�ŹřŶƤƯ����ƱŚưƷ�ƭŹŚƸģ�ĨƷŵ/QİƯ��ŶƃŚŝ����
��
æç��ƩƺƏ�Źŵ�šŹřźů�ƶūŹŵ�ƱřżǀƯ�źƸƃ�Ĩƿ�Źŵ�èåŢſř�źƿŻ�Źřźƣ�ƶŝ�ŻƹŹ����

� �




//////

/////

////

��

��
ƞƫř��Ƶŵřŵ�įřźŝ��ƩƹŶū�Ĩƿ�ơƺƟ�įŚƷĪƄţ�İƳřƹřźƟǀ�Ŷǀƴĩ�ƮſŹ�řŹ�İƳřƹřźƟ�źŝ�Ŷƴģ�ƹ�ƭřźĭƺǀŤƀƷ�ƹ�ŶǀƷŵ�ƪ��
��
ś��Ŷǀƴĩ�ƶŞſŚŰƯ�řŹ�ŶƯ�ƹ�ƶƳŚǀƯ��ƲǀĮƳŚǀƯ�źƿŵŚƤƯ���
��
ũ��Ŷǀƴĩ�ƶŞſŚŰƯ�řŹ�źǀƜţ�ŜƿźƋ�ƹ�žƳŚƿŹřƹ�źƿŵŚƤƯ���
��
ŵ��Ƶŵřŵ�ŶƇŹŵ�Ŷƴģ��ƶƬƇŚƟ�Źŵ�ŚƷ)SX,SX( Ƶŵřŵ�ŶƇŹŵ�Ŷƴģ�ƹ���ƶƬƇŚƟ�Źŵ�ŚƷ)SX,SX(  �ŶƳŹřŵ�Źřźƣ���
��
Ƶ��Ƶŵřŵ�ŶƇŹŵ�Ŷƴģ��ŶƳŹřŵ�Źřźƣ�ƭƺſ�ƹ�Ʃƹř�ħŹŚģ�Ʋǀŝ�ŚƷ��
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�ƭƹŵ�ƪƈƟ 
ƩŚưŤůř�ƹ�İŞǀĩźţ�żǀƫŚƳō 

��
İƯ�Śƴƃō�ƁŹŚưƃ�ŶƗřƺƣ�ƹ�ŚƸƃƹŹ�Śŝ�řŶŤŝř�ƪƈƟ�Ʋƿř�Źŵ�Ŷƿƺƃ��İƯ�Ĩưĩ�Śưƃ�ƶŝ�ƲǀƳřƺƣ�Ʋƿř��İưŤưţ�Ʋǀŝ�Żř�ƅŚų�ŢƫŚů�Ĩƿ�ƕƺƣ�šŚƘƟŵ�ŵřŶƘţ�ƶĩ�Ŷƴƴĩ

ŶƿŹƹŚǀŝ�Ţſŵ�ƶŝ�řŹ�šǇŚů��ŹŚĪŝ�ƹ�ƵŶƯō�šŶŝ�ŪƿŚŤƳ�Żř�ƵŵŚƠŤſř�Śŝ�ƶƯřŵř�Źŵ�İƯ��šǇŚưŤůř�ƲǀƳřƺƣ�įźǀĭ�ŶƿŹƹō�ŢſŶŝ�řŹ�ƅŚų�ŢƫŚů�Ĩƿ�Ɩƣƹ�ƩŚưŤůř�ŶǀƳřƺţ���
��
ç�æİŞǀĩźţ�żƿŚƳō���

ŶƷŶŝ�űŹ�Ţſř�ƲĪưƯ�ŢƫŚů�ƹŵ�ƶĪſ�Ʋƿř�śŚţźě�Śŝ�ŶƿźǀĮŝ�źƔƳ�Źŵ�řŹ�ƶĪſ�Ĩƿ���śŚţźě�Śŝ�ƮǀƳřŶŝ�ƮǀƷřƺŴŝ�źĭř�ƩŚů�Ǝų�Śƿ�źǀƃè�űŹ�ŢƫŚů�Ŷƴģ�ƶĪſ�ŵŶƗ�
İƯ�İƯ�ŶƷŵ�Ʈǀƴĩ�ƵŵŚƠŤſř�ƁŹŚưƃ�ƲǀƳřƺƣ�Żř�İŤƀƿŚŝ���

ƯŚưţ�İƬĩ�ŹƺƏ�ƶŝİƯ�Ɩưū�ƹ�śźƋ�ƪƇř�ƹŵ�źŝ�İƴŤŞƯ�ƁŹŚưƃ�ƲǀƳřƺƣ�İ�ŶƴƃŚŝ��İƯ�ƪƇř�ƹŵ�Ʋƿř�Żř�ƵŵŚƠŤſř�Śŝ�ƶĩ��İĭŵŚſ�ƶŝ�řŹ�ƁŹŚưƃ�ƪƿŚƀƯ�İƯŚưţ�Ʊřƺţ
ŵƺưƳ�ƪů���
Ɩưū�ƪƇř���ƶŝ�ƱřƺŤŝ�řŹ�įŹŚĩ�źĭřn�ƶŝ�řŹ�įźĮƿŵ�ŹŚĩ�ƹ�ƢƿźƏ�nŹ�ŹŚĩ�ƹŵ�Ʋƿř�ƹ�ŵřŵ�ƭŚŬƳř�ƢƿźƏ��řŹ�ƭƹŵ�ŹŚĩ�Śƿ�Ʃƹř�ŹŚĩ�ƵŚĮƳō��ŵřŵ�ƭŚŬƳř�ƱŚƯżưƷ�ƱřƺŤƳ�ř

İƯ��ƶŝ�Ʊřƺţ nn ŵřŵ�ƭŚŬƳř�ƢƿźƏ�����
�ƩŚŨƯæ���źƸƃ�Żř�Ʈǀƴĩ�ƉźƟA�źƸƃ�ƶŝ�ƢƿźƏ�ƶſ�ƶŝ�ƱřƺŤŝ�B�źƸƃ�ƶŝ�ƢƿźƏ�ŹŚƸģ�ƶŝ�ƹ�CŵƺưƳ�źƠſ���İƯ�ƢƿźƏ�Ŷƴģ�ƶŝ��źƸƃ�Żř�ƱřƺţA�źƸƃ�ƶŝ�B�Śƿ�
�źƸƃC�ŵƺưƳ�źƠſ���

��
��
��
��

ƪů���źƸƃ�Żř�źƠſ�řŹ�Ʃƹř�ŹŚĩA�ƶŝ�B�ƶŝ�ƶĩ�ŶƿźǀĮŝ�źƔƳ�Źŵ�n�źƸƃ�Żř�źƠſ�řŹ�ƭƹŵ�ŹŚĩ�ŹƺƐƴǀưƷ�Ţſř�ƭŚŬƳř�ƪŝŚƣ�ƢƿźƏ�A�ƶŝ�C�ƶĩ�ŶƿźǀĮŝ�źƔƳ�Źŷ�
�ƶŝ n�ƶŝ�žě�ŶƴŤƀǀƳ�ƭŚŬƳř�ƪŝŚƣ�ƱŚƯżưƷ�żǀƳ�ŹŚĩ�ƹŵ�źƷ�ŭƺƋƹ�ƶŝ�Ţſř�ƭŚŬƳř�ƪŝŚƣ�ƢƿźƏ�  nnnİƯ�ƢƿźƏ��š��źƸƃ�Żř�ƱřƹA�ƶŝ�B�Śƿ�
CŵƺưƳ�źƠſ����

ƶūƺţ��İƯ�řŹ�Ɩưū�ƪƇř��ƶŝ�Ʊřƺţnŵřŵ�ƮǀưƘţ�żǀƳ�ŹŚĩ���ŵřŵ�ƭŚŬƳř�ƱŚƯżưƷ�ƱřƺŤƳ�řŹ�įŹŚĩ�ŢƠū�ƹŵ�ĢǀƷ�ƶĩ�İƏźƃ�ƶŝ���
śźƋ�ƪƇř���ƶŝ�ƱřƺŤŝ�řŹ�įŹŚĩ�źĭřn�ƶŝ�řŹ�įźĮƿŵ�ŹŚĩ�ƹ�ƢƿźƏ�n�ƭŚŬƳř�įźĮƿŵ�Żř�žě�İĪƿ�ƹ�ƱŚƯżưƷ�šŹƺƈŝ�ƱřƺŤŝ�řŹ�ŹŚĩ�ƹŵ�Ʋƿřƹ�ŵřŵ�ƭŚŬƳř�ƢƿźƏ�

İƯ�řŹ�ŹŚĩ�ƹŵ�źƷ�ƵŚĮƳō��ŵřŵ���ƶŝ�Ʊřƺţ nn ŵřŵ�ƭŚŬƳř�ƢƿźƏ����
��

�ƩŚŨƯæ��źƸƃ�Żř�Ŷǀƴĩ�ƉźƟ�A�źƸƃ�ƶŝ�ƱřƺŤŝ�ƢƿźƏ�ƶſ�ƶŝ�BŵƺưƳ�źƠſ����źƸƃ�Żř�ƹB�źƸƃ�ƶŝ�ƢƿźƏ�ƹŵ�ƶŝ�żǀƳ�C�ŵƺưƳ�źƠſ��İƯ�ƢƿźƏ�Ŷƴģ�ƶŝ��Żř�Ʊřƺţ
�źƸƃC�ŵƺưƳ�źƠſ���

��
��
��

İƯ�ƪĪƃ�ƶŝ�ƶūƺţ�Śŝ��źƸƃ�Żř�řŶŤŝř�İŤƀƿŚŝA�ƶŝ�B�ƶŝ�žĜſ�ƹ�CİƯ�ƪưƗ�ƹŵ�Ʋƿř�ƶĩ�ŵƺưƳ�źƠſ���źƸƃ�Żř�řŶŤŝř�İŤƀƿŚŝA�ƶŝ�B�ƶŝ�žĜſ�ƹ�c�ƶƯ�ŵƺưƳ�źƠſ�
İƯ�ƪưƗ�ƹŵ�Ʋƿř��ŹŚĩ�ƪĩ�Śţ�ŶƳƺƃ�ƭŚŬƳř�įźĮƿŵ�Żř�žě�İĪƿ�İƀƿŚŝ��źƸƃ�Żř�źƠſAŝ��ƖC��ŵźƿŸě�ƭŚŬƳř���źƸƃ�Żř�źƠſ�Ʃƹř�ŹŚĩ�Ʋƿř�źŝŚƴŝA�ƶŝ�B�ƶŝ�ƶĩ�

n� źƸƃ� Żř� źƠſ� ƭƹŵ� ŹŚĩ� ƹ�Ţſř� ƭŚŬƳř� ƪŝŚƣ�ƢƿźƏ�B� ƶŝ�C� nİƯ� řŹ� ŹŚĩ�ƪĩ� ƶĩ�Ţƃřŵ� ƮǀƷřƺų� řŹ�Ţſř� ƭŚŬƳř� ƪŝŚƣ�ŦƿźƏ���ƶŝ� Ʊřƺţ
  nnnİƯ�ƢƿźƏ��ƭŚŬƳř�Ʊřƹŵřŵ����

�źƸƃ�Żř�ŚƸƷřŹ�źĭřA�ƶŝ�B�Śŝ�řŹ�ia�źƸƃ�Żř�ƹ�B�ƶŝ�C�Śŝ�řŹ�ib�Ʋƿř�Ʈǀƴĩ�įŹřŸĮƯŚƳ�ëİƯ�řŹ�ƢƿźƏ��ŵƺưƳ�Ţƀǀƫ�źƿŻ�šŹƺƇ�ƶŝ�Ʊřƺţ���

� �
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ƶūƺţ��İƯ�řŹ�śźƋ�ƪƇř��ƶŝ�ƱřƹnŹŚĩ�ƮŤưţ�ƶĩ�İƏźƃ�ƶŝ�ŵřŵ�ƮǀưƘţ�żǀƳ�ŹŚĩ��ŵřŵ�ƭŚŬƳř�ƱřƺŤŝ�ƱŚƯżưƷ�ƹ�įźĮƿŵ�Żř�žě�İĪƿ�řŹ�ŚƷ���
��

�ƩŚŨƯè��śŚţźě�è�ŵŹřŵ�İě�Źŵ�řŹ�ƲĪưƯ�ŢƫŚů�Ŷƴģ�ƱŚƯżưƷ�šŹƺƈŝ�ƶĪſ���
ƱŚĪƯř�Ǝų�ƹ�źǀƃ�ƲĪưƯ�ŢƫŚů�ƹŵ�ƶŝ�ƶĪſ�Ĩƿ�śŚţźě��ƪŝŚƣ�ƢƿźƏ�ƹŵ�ƶŝ�ƭřŶĩ�źƷ�ƶĩ�ƶĪſ�śŚţźě�Żř�ŶƴţŹŚŞƗ�ƶĩ�ŶƿźǀĮŝ�źƔƳ�Źŵ�řŹ�ŹŚĩ�ƶſ�ƩŚů�Ţſř�źƿŸě

�ŶƴŤƀƷ�ƭŚŬƳřŻř�ŢƀţŹŚŞƗ�ƲĪưƯ�šǇŚů�ƪĩ�ƲƿřźŝŚƴŝ�ŶƳƺƃ�ƭŚŬƳř�ƱŚƯżưƷ�ŹŚĩ�ƶſ�Ʋƿř�ŢſŚƴŝ�ƹ���
� �  nnnn��

İƯ�řŹ�šǇŚů�Ʋƿř�Ŷƴƿƺĭ�ƶƳƺưƳ�įŚƌƟ�Ʊō�ƶŝ�ƶĩ�ŵƺưƳ�Ţƀǀƫ�ƶƘƯŚū�Ĩƿ�Źŵ�Ʊřƺţ���

� �
 )ƁƹűƹƁ(ƹ)űƹƁƹű(ƹ)Ɓƹűƹű(ƹ)ƁƹƁƹű(ƹ)űƹƁƹƁ(ƹ)űƹűƹű(ƹ)űƹűƹƁ(ƹ)ƁƹƁƹƁ

Ǝų:űźǀƃ:Ɓ
(S

��

Ŷǀƴĩ�ƶūƺţ�źƿŻ�ƞƿźƘţ�ƶŝ�ơƺƟ�ƩŚŨƯ�ƶŝ�ƶūƺţ�Śŝ���
ƞƿźƘţ��ů�ƭŚưţ�ƶƗƺưŬƯ�Śŝ�ƹ�ŶƴƯŚƳ�ƶƳƺưƳ�įŚƌƟ�řŹ�İƟŵŚƈţ�ƂƿŚƯŻō�Ĩƿ�ƭŚŬƳř�Żř�ƲĪưƯ�šǇŚSİƯ�ƂƿŚưƳ��ŶƴƷŵ���

�İƴƘƿ�ƶƳƺưƳ�įŚƌƟ�ƶƗƺưŬƯ�įŚƌƗř�ŵřŶƘţ�ƶŝ�ƪƿŚƀƯ�Źŵ�ŜƬƛř|S|�ŶƴŤƀƷ�İƷŚƴŤƯŚƳ�İŤů�Śƿ�ŵŚƿŻ�ŹŚǀƀŝ�ŚƌƗř�ŵřŶƘţ�šǇŚů�Żř�įŹŚǀƀŝ�Źŵ�řźƿŻ�ƮƿŶƴƯŻŚǀƳ�
İưƳ�ƶŬǀŤƳ�Źŵ��įŚƌƗř�ƱřƺţŵƺưƳ�Ţƀǀƫ�řŹ�ƶƗƺưŬƯ���

ŶǀƴƯ�ƶūƺţ�źƿŻ�ƩŚŨƯ�ƶŝ�ŜƬƐƯ�ƱŶƃ�ƲƃƹŹ�įřźŝ���
��

�ƩŚŨƯé�ŶǀƷŵ�ƂƿŚưƳ�řŹ�ƂƿŚƯŻō�ƶŝ�ƍƺŝźƯ�ƶƳƺưƳ�įŚƌƟ��ŶƿŚǀŝ�Ǝų�ŹŚŝ�Ʋǀƫƹř�įřźŝ�Śţ�Ʈǀƴĩ�śŚţźě�ŹŶƤƳō�řŹ�ƶĪſ�Ĩƿ�źĭř����
Ǝų��źǀƃ�ŹŚŝ�ƲƿŶƴģ�Żř�žě�Ţſř�ƲĪưƯ�Śƿ�ƹ�ŶƿŚǀŝ�Ǝų�śŚţźě�Ʋǀƫƹř�Źŵ�ƶĪſ�Ĩƿ�Ţſř�ƲĪưƯ�ŭƺƋƺŝ�Ĩƿ�Śŝ�šǇŚů�Ʋƿř�ƲŤƟźĭ�źƔƳ�Źŵ�Śŝ�ƶĩ�ŶƿŚǀŝ�

�ƮǀƴĪƳ�ƵŶƷŚƄƯ�řŹ�Ǝų�ƹ�ŶƿŚǀŝ�źǀƃ�ƮƷ�ŻŚŝ�śŚţźě�ŹŚŝ�ŹřżƷ�Żř�žě�İŤů�Ţſř�ƲĪưƯ�řźƿŻ�ƮǀŤƀƷ�ƹźŝƹŹ�İƷŚƴŤƯŚƳ�ƶƳƺưƳ�įŚƌƟ���
İƯ�ƶŞſŚŰƯ�ƪƈƟ�Ʋƿř�ƶƯřŵř�Źŵ�řŹ�İŤƫŚů�Ʋǀƴģ�Ɩƣƹ�ƩŚưŤůř�ƶŤŞƫř�ƶĩ�Ʈǀƴĩ���

� � ƹ)ƁƹƁƹƁ(ƹ)űƹƁƹƁ(ƹ)űƹƁƹ)ű( Υϭ(S��
źŝ�ƶƯřŵř�ŹŵİƯ�śźƋ�ƪƇř�Żř�ƵŵŚƠŤſř�Śŝ�řŹ�İƳƺƴƟ�ƁŹŚưƃ�įŚƸƃƹŹ�įř�ƮƿŹƹō���

��
ç�æ�æŢƄĮƿŚū���

ƮǀƷŵ�Źřźƣ�ƞƿŵŹ�Ĩƿ�Źŵ�Ŝǀţźţ�ƶŝ�řŹ�Ōİƃ�ƲƿŶƴģ�ƮƿŹřŵ�Ŷƈƣ�ƪƿŚƀƯ�Żř�įŹŚǀƀŝ�Źŵ��İƯ�İƟźƘƯ�řŹ�ŢƄĮƿŚū�ƭƺƸƠƯ�řŶŤŝř�ƪƿŚƀƯ�ƶƳƺĭ�Ʋƿř�ƪů�įřźŝ�Ʈǀƴĩ���
ƞƿźƘţ���Żř�ŢƄĮƿŚū�Ĩƿn�ŚƸƳō�Ʊŵřŵ�Źřźƣ�Żř�ŢƀţŹŚŞƗ�İŘƃ�ƆŴƄƯ�Ŝǀţźţ�ƹ�ƮƔƳ�Ĩƿ�ŢƿŚƗŹ�Śŝ�ƞƿŵŹ�Śƿ�ƞƇ�Ĩƿ�Źŵ���
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  به نام خدا
  فصل سوم 

  متغير های تصادفی و توابع توزيع 
Jalase 1 – sco 1  

  تعريف متغير تصادفی
 

مثلا شير يا . نتايج حاصل از يک آزمايش تصادفی را به صورت های مختلفی می توان بيان نمود 
فی ظاهر به صورت تصاد از آنجا که اين اعداد در آزمايش.  نيز نمايش داد 1- و 1خط را با نمواد 

با استفاده از متغير تصافی .  نمايش داد xمی شوند ، می توان آنها را با يک متغير تصادفی مثل 
  . تفسير نتايج حاصل از آزمايش های تصادفی ساده تر می شود 

  : تعريف 
يک متغير تصادفی ، تابعی است از فضای نمونه به زير مجموعه ای ناتهی از اعداد حقيقی که آن 

  .  نمايش می دهيم X,Y,…وف بزرگ مانند را با حر
برای نمايش برد يک متغير تصادفی يا مجموعه مقاديری که متغير اختيار می کند ، از حروف 

  .  استفاده می کنيم x,y,…کوچک مثل 
  

   : 1مثال 
 تومان به او می دهيم و اگر 100در يک بازی شخصی تاسی را می ريزد ، اگر عدد زوج بياورد 

 در آمد شخص در نظر گرفته xاگرمتغير تصادفی .  تومان از او می گيريم 100ياورد عدد فرد ب
  . شود ، مقادير آن را بدست آوريد 

  : حل 
  . ابتدا فضای نمونه را بدست می آوريم 

  
 به يک زير مجموعه از x تحت تابع Sهمان طور ی می بينيد با توجه به نمودار زير فضای نمونه 

Rبرده شده است -100و + 100  متشکل از دو عضو  .  

  
  .  را برای پرداخت پول در نظر می گيريم -100را برای دريافت و + 100عدد 
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 برابر 6 تا 1از آنجا کع احتمال هر يک از اعداد 
1
  : می باشد داريم 6

  
  حاسبه کنيم حال می توانيم ميانگين درآمد شخص را پس از تکرار بازی به دفعات م

   
0Xبا توجه به   . می توان نتيجه گرفت که شخص با تکرار بازی پولی به دست نمی آورد =

 
  

Jalase 1 – sco 2  
   انواع متغير های تصادفی

  
  :  دسته می باشند 2متغير های تصادفی عموما بر 

ه اختيار می کند ، به صورت از هم متغير هايی که برد آن يا مجموعه مقاديری ک: گسسته  .1
 . جدا و يا شمارش پذير از اعداد حقيقی باشند 

مقاديری اختيار می کند ، که در مجموعه ای پيوسته يا شمارش ناپذير از اعداد حقيقی  .2
 . قرار دارند 

  :توجه 
همان طور که در فصل قبل اشاره کرديم احتمال وقوع هر عضو منفرد از مجموعه ای پيوسته 

يعنی . اين مطلب برای متغير های تصادفی پيوسته نيز برقرار می باشد . رابر صفر می باشد ب
 بت هر عنصر منفرد از فضای برد آن xاحتمال برابر بودن مقدار يک متغير تصادفی پيوسته 

  . برابر صفر می باشد 
  

   : 2مثال 
 5 و4و3و 2و 1ره های  مهره موجود می باشد که هر مهره دارای يکی از شما22در يک جعبه 

در ضمن به تعداد عدد نوشته شده بر روی هر مهره از همان مهره درون جعبه .  می باشد 6و
 شماره مهره خارج xاگر متغير تصادفی . يک مهره از جعبه خارج می کنيم . موجود می باشد 

  .  به خود می گيرد xشده باشد ، مطلوبست مقادير احتکالی که متغير 
  : حل 
 و به همين 2مهره با شماره 2وجه به صورت مثال يک مهره با شماره يک خواهيم داشت ، با ت

  :  اختيار می کند xفضای نمونه مقاديری که .  داريم 6 مهره با شماره 6ترتيب 
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  :  در نتيجه تابع احتمال به صورت زير بدست می آيد 

  

مثلا
6
21 P(x=6)= است  .  

) احتمال آن را به فرم xانيم به ازای هر مقدار می تو )XP x نشان داد که به آن تابع احتمال متغير
  .  گوييم xتصادفی 

) که با  x ، تابعی است که از يک متغير حقيقی xتابع احتمال متغير تصادفی : تعريف  )XP x 
  : نمايش داده می شود

   
  .  بايد در شرايط زير صدق کند xتابع احتمال برای متغير تصادفی گسسته هر 

  

  
  

Jalase 1 – sco 3   
 

  توابع توزيع و چگالی برای متغير تصادفی پيوسته 
  

)اگر  )XP x تابع احتمال متغير تصادفی گسسته x باشد ، تابع توزيع ( )XF x زير به صورت
  : تعريف می شود 

  
  

   :4مثال 
  . تابع توزيع را برای متغير تصادفی که در مثال قبل حل شد را بدست آوريد 

  : حل 
  :  داريم xبا توجه به جدول احتمالات متغير تصادفی 
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0xبه ازای هر  p داريم . مقدار تابع توزيع برابر صفر می باشد :  

  
  

 مشابه تعريف فراوانی تجمعی x که مشاهده می شود تعريف تابع توزيع متغير تصادفی همان طور
 ، 2 تا نزديک 1 از 0 برابر 1مقدار فراوانی تجمعی قبل از .  است 1نسبی تعريف شده در فصل 

1
  . الی آخر است 21

  
Jalase 2 – sco 1 

 خواص توابع توزيع 
  

اين . که با توجه به تعريف آنها بدست می آيد . ای خواص مشترکی می باشند توابع توزيع دار
  : خصوصيات در مسائل قبل نيز مشاهده می شوند که عبارتند از 
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Jalase 2 – sco 2  
  . همواره از روی يک تابع توزيع متغير تصادفی می توان مقادير احتمال را محاسبه نمود 

)ر مثال قبل مقدار به عنوان مثال اگر بخواهيم د 4)P x  را محاسبه کنيم ، با توجه به گسسته =
  :  داريم xبودن متغير تصادفی 
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)در اين صورت  4)P x )برای محاسبه.  را خواهيم داشت = )P a x b≤p به صورت زير
  . عمل می کنيم 

  

  
) را از تابع xنوشتن می توان انديس در برای سادگی : توجه  )XF x حذف نمود و نوشت
( )F x .  البته اگر به شرطی که بدانيم با متغير تصادفیx بنابراين .  کار می کنيم :  

  
  : و داريم 

  

  
0که 

lim (4 )
h

F h
→

4) می باشد و با 4در نقطه XF برابر حد چپ تابع − )F −
  . نمايش می دهيم 

  : XFحال با توجه به ضابطه تابع 

  
  : و داريم 

  
)درستی حاصل عبارت بالا از روی تابع احتمال  )XP x نيز آشکار است . 

 
  

Jalase 2 – sco 3 
  :در حالت کلی می توان رابطه زير را نوشت 

  
)مقدار  )P x b= برابر با ميزان جهش نمودار تابعXF در نقطهb همچنين تمامی .  می باشد

  . حالات ديگر را با توجه به فرمول بالا و تعريف تابع توزيع می توان بدست آورد
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   : 5مثال 
تابع احتمال آن را بدست بياوريد .  به صورت زير است Tتابع توزيع برای متغير تصادفی گسسته 

  . و نمودار آن را رسم کنيد

  
  :حل

  . ابتدا نمودار تابع توزيع را رسم می کنيم 
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)مقاديری که تابع احتمال  )P T t=انفصال تابع می پذيرد ، در نقاط ( )F t زيرا . رخ می دهد
  :  داريم T=1در نقاط ديگر مثل 

  
  : به دست می آوريم F(t) را در نقطه انفصال تابع توزيع  P(t)مقدار 

  
  

  . شبيه به نمودار ميله ای است P(t)نمودار احتمال 

  
  

 
Jalase 3 – sco 1  

 توابع چگالی
   

) تابع چگالی  که به فرم Xفی گسسته برای متغير تصاد )Xf x نمايش داده می شود به صورت زير 
  : تعريف می شود 

  
 می باشد که در رابطه  Xبه عبارت ديگر تابع چگالی همان تابع احتمال متغير تصادفی گسسته

  :زير صدق کند 
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در برخی از کتاب ها به جای تابع احتمال برای متغير های تصادفی گسسته مفهوم تابع چگالی را  
 . که دقيقا همان تعريف را دارد به کار می برند 

  
  

Jalase 3 sco 2  
  توابع توزيع و چگالی برای متغير تصادفی پيوسته 

  
  : قبل از هر چيز به مثال زير توجه کنيد 

  : مثال 
 15 الی 0ت زمان توقف اتوبوس در ايستگاه و قبل از حرکت به صورت تصادفی فرض کنيد مد

 دقيقه 5 را مدت زمان تأخير حرکت اتوبوس پس از Xدر اين صورت متغير تصادفی . دقيقه باشد 
  .  دقيقه تأخير داشته باشد 6 الی 5مطلوب است احتمال لين که اتوبوس به مدت . تعريف می کنيم 

  : حل 
  :ل با يک فضای نمونه پيوسته مواجه ايم که می توان آن را به صورت زير نمايش داد در اين مثا

  
5tx عبارت است از Xنمايش تابعی متغير تصادفی  t= ) و − )t S∈ که ميزان تأخير

  . حرکت اتوبوس را نشان می دهد 
 دقيقه تأخير داشته باشد را محاسبه 6 الی 5اتوبوس به مدت به اين ترتيب می توان احتمال اين که 

  . نمود 
5احتمال اين که  6tx≤ ] باشد برابر است با طول بازه ی  ≥  تقسيم بر طول بازه 5,6[

[ ]5,15 .   

  
يک فاصله پيشامد مورد نظر به طول فاصله فضای لازم به تذکر است که در اين جا تابع احتمال 

  . نمونه ، تعريف شده است 

 
حال با توجه به اين مثال به تعريف تابع چگالی ، تابع توزيع احتمال برای متغير تصادفی پيوسته 

  . می پردازيم 
متغير تصادفی پيوسته باشد در اين حالت نيز تعاريف تابع توزيع و چگالی در  = xفرض کنيد 

با اين تفاوت که در اين حالت برای بدست آوردن تابع توزيع با .  صدق می کند xمورد متغير 
. توجه به پيوسته بودن از انتگرال گيری به جای جمع بستن روی تابع چگالی استفاده می کنيم 

  : داريم 
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)که  )Xf x تابع چگالی متغير تصادفی پيوسته x است .  
 رابطه می توان تابع چگالی را بر حسب تابع توزيع بدست آورد ، به کمک مشتق گيری از اين
  يعنی 

  
با توجه به تعاريف می . به عبارتی با مشتق گرفتن از تابع توزيع مقدار چگالی به دست می آيد 

  .  بدست آوردxتوان خواص زير را توابع توزيع و چگالی متغير تصادفی پيوسته 
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x برای هر -1 R∈ داريم ،( ) 0Xf x ≥ .  

)توجه کنيد که در حالت پيوسته  )Xf x الزاما کوچکتر يا مساوی يک نمی باشد زيرا همان طور 
صفر می باشد و که قبلا اشاره کرديم مقدار تابع احتمال برای متغير تصادفی در يک نقطه 

  . احتمالات می بايستی در اين حالت در يک بازه محاسبه شوند 
2-   
  

 
  :در يک بازه به اين ترتيب عمل می کنيم  x برای محاسبه احتمال قرار گرفتن متغير تصادفی

 
بنابراين می .  برابرعدد ديگری باشد صفر می باشد xاز طرفی در حالت پيوسته احتمال اين که 

 : تتوان نوش
 
 

 
برابر است با سطح b  تاa در بازه xاز لحاظ هندسی احتمال قرار گرفتن متغير تصادفی پيوسته 

  : مطابق شکل زير  . b تا aزير منحنی تابع چگالی از 
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  : مثال 

  :  به صورت زير می باشد xتابع چگالی احتمال متغير تصادفی پيوسته 

  
  

  .  را بدست آوريد c مقدار متغير) الف 
  .  را بدست آوريد xتابع توزيع متغير تصادفی ) ب 

احتمال ) ج 
1 3( )
2 2

P x≤ )را يکبار با استفاده از تابع چگالی ≥ )Xf x و يکبار با استفاده از تابع 

)توزيع  )XF x در نقطهx محاسبه کنيد  .  
   :حل 
يعنی تابع چگالی می بايستی Xf می دانيم مساحت زير منحنی cبرای بدست آوردن متغير ) الف 

  : بنابراين . برابر واحد باشد 
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  : می دانيم . را محاسبه می کنيم Xfمقدار تابع توزيع ) ب 

  
0xستی اين مقدار را در چهار حالت برای حل می باي p 0 و 1x≤ p 1 و 2x≤ p 

2و x≤ .  
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)بنابراين ضابطه تابع توزيع  )XF x برابر است با :  

  
  :  و توزيع توجه کنيد حال به نمودار دو تابع چگالی

 2 تا 0 ها حدفاصل xنمودار تابع چگالی به صورت يک مثلث که قاعده پايينی آن بر روی محور 
  . است ، می باشد 

  
  

  
Jalase 4 – sco 3 

ابتدا مقدار ) ج 
1 3( )
2 2

P x≤ )را با استفاده از تابع چگالی≥ )Xf xم  بدست می آوري.  

  

 تا 1و اين به خاطر اين است که ضابطه تعريف تابع چگالی از 
3
با 2

1
  .  متفاوت است 1تا 2

  

مجدادا مقدار 
1 3( )
2 2

P x≤ )را با استفاده از تابع توزيع ≥ )XF xه است  که در بند ب محاسبه شد

  .بدست می آوريم
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  : ملاحظه ی کنيد که مقدار احتمال از هر دو راه حل برابر است

  
  

Jalase4 - sco 4 
  : مثال 

) دارای تابع توزيع xمتغير تصادفی پيوسته  )XF x با ضابطه زير می باشد:  

  
   را بدست آوريد ؟ cمقدار متغير ) الف 
) چه مفاديری می تواند بگيرد ، به شرطی که aير تعيين کنيد متغ) ب  )XF x همچنان تابع توزيع

  . باقی بماند 
  .  را بدست بياوريد xتابع چگالی احتمال متغير تصادفی ) ج 
)مقادير احتمال ) د  1)P x 0)و ≥ 2)P x≤ )و ≥ ln10)P x   .را بدست آوريد ≤

 مقدار yبه ازای چع مقداری از متغير ) ه 
1( )
2

P x y≤    می باشد ؟ =

  : حل 
)می دانيم شرط اين که تابعی مثل  )XF x تابع توزيع باشد برابر است با :  

  
  . پس از آن باقی شروط را بررسی می کنيم 
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Jalase 4 – sco 5   

0xهمچنين به ازای هر   تابع ≤
axe−

1بنابراين تابع. پيوسته می باشد  axe−− نيز حداقل از 
  :  داريم  x=0سمت راست پيوستگی دارد و در نقطه 

  
 شرط می توانيم بگوييم 4قراری هر با توجه به بر.  پيوسته می باشد 0بنابراين تابع در نقطه 

( )XF x با ضابطه زير يک تابع توزيع احتمال می باشد .  

  
)از آنجايی که تابع ) ب  )XF x مستقل از مقدار a در شرايط تابع توزيع صدق می کند ، بنابراين 

0aبه ازای همه مقادير  f تابع( )XF x نيز تابع توزيع می باشد .  

)برای بدست آوردن تابع چگالی ) ج )Xf x کافی است از تابع توزيع مشتق بگيريم به اين ترتيب
  : که 

  
  

ندارد زيرا اما تابع در اين نقطه مشتق .  پيوسته می باشد x=0توجه کنيد که تابع توزيع در نقطه 
  .  با هم برابر نمی باشند x=0مشتق چپ و راست در 
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  : بنابراين تابع چگالی احتمال برابر است با 
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  ) د 

  
  : به فرم زير عمل می کنيم ) ه 
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ŹřŶƤƯ�įƹŹ�źŝ�ŽŚǀƤƯ�źǀƜţ�ŚƯř�ŵŹřŶƳ�žƳŚƿŹřƹƺĩ�ŹřŶƤƯ�įƹŹ�įźǀŧŚţ�ŏŶŞƯ�źǀƜţ�ƲƿřźŝŚƴŝİƯ�źŧƺƯ�žƳŚƿŹřƹƺĩ��ŶƃŚŝ���

� ��X , Y , ZźǀƜŤƯ��İƟŵŚƈţ�įŚƷ��)Y,X(cov)Y,X(cov)ZY,X(cov ��
šŚŞţř�� �]ZY[E]X[E])ZY(X[E)ZY,X(cov ��

� �

 
 

)Z,X(cov)Y,X(cov

)]Z[E]X[E)ZX[E(]Y[E]X[E]YX[E

]Z[E]X[E]Y[E]X[E])ZX[E]YX[E

]Z[E]Y[E]X[E])ZXYX[E









��

��
æè�ê� ..�Ʋǀŝ�İƐų�İĮŤƀŞưƷ�ŜƿźƋ�X�ƹ�Y��
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êî�æå���ë���ìƲǀĮƳŚǀƯ�ƪƋŚƠţ�įřźŝ�ƱŚƴǀưƏř�ƶƬƇŚƟ��ƩŚƯźƳ�ƶƘƯŚū�ƹŵ�įŚƷ��


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
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�įŚƸƀƳŚƿŹřƹ�Śŝ�ƩŚƯźƳ�ƶƘƯŚū�ƹŵ�Żř
�ƹ�
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







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



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İƯ�ŵŹřŶƳŚŤſř�ƩŚƯźƳ�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�ŶƃŚŝ��İƯ�ƲƿřźŝŚƴŝ��ƱŚƴǀưƏř�ƶƬƇŚƟ�Ĩƿ�ƮǀƳřƺţ)( æååƲǀĮƳŚǀƯ�ƪƋŚƠţ�įřźŝ�ŶƇŹŵ���Śŝ�ƩŚƯźƳ�ƶƘƯŚū�ƹŵ�įŚƷ
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� �











 






























 )

nn
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nn
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
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� � 

















 )
nn

S)nn(tXX
nn

)nn(tXX(p p��

ëå�ƩŚŨƯ�çê��źƸƃ�ƹŵ�İƟźƈƯ�ơźŝ�ƱřżǀƯ�A�ƹ�BİƯ�ƩŚƯźƳ�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�Ĩƿ���ƶƳƺưƳ�Ĩƿ�ƝźƈƯ�ƎſƺŤƯ�ƶƀƿŚƤƯ�įřźŝ�ŶƃŚŝæê�źƸƃ�ƹŵ�Żř�İƿŚţ�
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İƯ�ƶƔůǈƯ��ƵŶƃ�ƞƫř�ŢƫŚů�ƶŝ�ĨƿŵżƳ�įŹřŶƤƯ�ƱŚƴǀưƏř�ƶƬƇŚƟ�ƮƷ�ŻŚŝ�ƮƿŵƺưƳ�ƶŞſŚŰƯ�İŞƿźƤţ�šŹƺƈŝ�řŹ�ħźŤƄƯ�žƳŚƿŹřƹ�ƶĩ�ƭƹŵ�ŢƫŚů�Źŵ�ƶĩ�Ŷǀƴĩ��
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ƮƷŵŻŚƿ�ƪƈƟ��
æ�ææƉźƟ�ƱƺƯŻō���

źŤƯřŹŚě�ŵŹƹōźŝ�įŚƸƃƹŹ�Śŝ�ƪŞƣ�ƪƈƟ�Źŵ�İƯ�ƶƳƺĮģ�ƶĩ�Ʈƿŵřŵ�ƱŚƄƳ�İţŹŚŞƗ�ƶŝ��ŶƿŶƃ�Śƴƃō�ƶƘƯŚū�ƩƺƸŬƯ�įŚƷ��Żř�ƪƇŚů�ŪƿŚŤƳ�Żř�ƵŵŚƠŤſř�Śŝ�Ʊřƺţ
ƶƳƺưƳ�ŵŹƹō�ŢſŶŝ�řŹ�ƭƺƬƘƯ�ƖƿŻƺţ�Śŝ�įŹŚƯō�ƶƘƯŚū�Ĩƿ�ƩƺƸŬƯ�įŚƷźŤƯřŹŚě�įźǀĭ��İƯ�ƱŚƄƳ�ƪƈƟ�Ʋƿř�Źŵ�ƩŚů�ĩ�ƮǀƷŵİƯ�ƶƳƺĮģ�ƶ��ŢŰƇ�ŵŹƺƯ�Źŵ�Ʊřƺţ

ŵƺưƳ�šƹŚƌƣ�įŹŚƯō�ƶƘƯŚū�Ĩƿ�ŽŚſř�źŝ�ƶǀƋźƟ�Ĩƿ��İƯ�ƉźƟ�ƩŚŨƯ�ƱřƺƴƗ�ƶŝ��Ʋƿř�ƶŝ�ŵŹřŵ�İŤŞŨƯ�źŧř�įŹŚưǀŝ�Ĩƿ�įƹŹ�źŝ�ƅƺƈŴŝ�įƹŹřŵ�Ĩƿ�ƶĩ�Ʈǀƴĩ
İƯ�Ŝǀţźţ�ƵŶƗ��ƶǀƋźƟ�Ʋƿř�šŚŞŧř�įřźŝ�İŤƀƿŚŝ�İƯ�ƂƿŚƯŻō�ŚƸƳō�įƹŹ�řŹ�ƹŹřŵ�ƹ�Ƶŵźĩ�śŚŴŤƳř�řŹ�ƱřŹŚưǀŝ�Żř�įř�ĩ�ŵŹƺƯ�Źŵ�ƵŶƯō�ŢſŶŝ�ŪƿŚŤƳ�ƶŝ�ƶūƺţ�Śŝ�ƹ�Ʈǀƴ

İƯ�Ʈǀưƈţ�źƔƳ�ŵŹƺƯ�ƶǀƋźƟ�ŢŰƇ�ƭŶƗ�Śƿ�ŢŰƇ�Ʈƿźǀĭ��İƯ�ŵŹ�Śƿ�ƶŤƟźƿŸě�řŹ�ƶƏƺŝźƯ�ƉźƟ�Ʊō�Źŵ�ƶĩ�İƃƹŹ�İƯ�ƝƹźƘƯ�ƉźƟ�ƱƺƯŻō�ƶŝ�Ʈǀƴĩ��Źŵ��ŶƃŚŝ
İƯ�İƟźƘƯ�řŹ�ƞƬŤŴƯ�įŚƸƋźƟ�ƱƺƯŻō�ƵƺŰƳ�ƪƈƟ�Ʋƿř�Ʈǀƴĩ���

��
ç�ææ��
ææ���æ�ŚƸƳƺƯŻō�ƹ�ŚƸƋźƟ��

ǀƣŵ�ƞƿźƘţŻř�ŶƴţŹŚŞƗ�ƉźƟ�ƱƺƯŻō�ƹ�ƉźƟ�Ƣ���
ƉźƟ��ƵŹřżĭ�Żř�ŢƀţŹŚŞƗ�ƉźƟ�Ĩƿ��İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�Ĩƿ�ƩŚưŤůř�ƱƺƳŚƣ�ƵŹŚŝŹŵ�įř�ƶƳƺưƳ�ƪŝŚƣ�ƶĩ�ŶƃŚŝ�įźǀĭ���

ƉźƟ�ƱƺƯŻō��ƶƳƺưƳ�Ʈǀưƈţ�ƹ�ƶƏƺŝźƯ�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�Żř�įźǀĭ�ƵŶƯō�ŢſŶŝ�ƶƳƺưƳ�ŽŚſř�źŝ�źƔƳ�ŵŹƺƯ�ƉźƟ�ŵŹ�Śƿ�ƲŤƟźƿŸě�ŵŹƺƯ�Źŵ�įźǀĭ���
ƶŬǀŤƳ�İƬĩ�ŹƺƐŝİƯ�źƿŻ�ŵŹƺƯ�ŹŚƸģ�Żř�İĪƿ�ƉźƟ�ƱƺƯŻō�Ĩƿ��ŶƃŚŝ���

��
æ�İƯ�ŵŹ�řŹ�ƉźƟ��ŶƃŚŝ�ŮǀŰƇ�ľŚƘƣřƹ�ƶĩ�İƯŚĮƴƷ�Ʈǀƴĩ���
ç�İƯ�ŵŹ�řŹ�ƉźƟ��ŶƃŚŞƳ�ŮǀŰƇ�ľŚƘƣřƹ�ƶĩ�İƯŚĮƴƷ�Ʈǀƴĩ���
è�İƯ�ŵŹ�řŹ�ƉźƟ��ƮƿźƿŸěŶƃŚŝ�ŮǀŰƇ�ľŚƘƣřƹ�ƶĩ�İƯŚĮƴƷ����
é�İƯ�ŵŹ�řŹ�ƉźƟ��ŶƃŚŞƳ�ŮǀŰƇ�ľŚƘƣřƹ�ƶĩ�İƯŚĮƴƷ�ƮƿźƿŸě���

�Ʋƃƹ�įřźŝŶǀƴĩ�ƶūƺţ�źƿŻ�ƩŚŨƯ�ƶŝ�ŜƬƐƯ�ƱŶƃ���
��
è�ææ�ƩŚŨƯ�æ�İƯ�řŻƹźǀƳ�ƹŹřŵ�Ĩƿ�ŶƳŶƤŤƘƯ�ƱŚĪƃżě�Żř�İƷƹźĭ��ŶƃŚŝ��Ʈǀưƈţ�įřźŝ��įƹŹ�řźƳō�ŵŹƺƯ�Ʋƿř�Źŵ�įźǀĭçåİƯ�ƂƿŚƯŻō�ƱřŹŚĪƃŻŹƹ�Żř�źƠƳ��Ŷƴƴĩ��

�Żř�źŤƄǀŝ�Źŵ�ƹŹřŵ�ƶĩ�İţŹƺƇ�Źŵìåƃżě��ŶƃŚŝ�ƶŤƃřŵ�ƱřŹŚĪƃŻŹƹ�įŵŚƗ�ŵźĪƬưƗ�źŝ�İŤŞŨƯ�ƖƣřƺƯ�ŶƇŹŵ�ƹŹřŵ�Ōżū�řźƳō�ƱŚĪ�İƯ�įŶƴŝ�ƶƤŞƏ�řŻƹźǀƳ�įŚƷ�Ŷƴƴĩ���
�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯX�Ʋǀŝ�Źŵ�İƳřŹŚĪƃŻŹƹ�ŵřŶƘţ�źŝřźŝ�řŹ�çåİƯ�źƔƳ�Źŵ�źƠƳ��Ţſř�ƶŤƃřŵ�ŚƸƳō�ŵźĪƬưƗ�źŝ�İŤŞŨƯ�źǀŧŚţ�ƹŹřŵ�ƶĩ�Ʈƿźǀĭ���šŹƺƇ�Ʋƿř�ŹŵX�Ĩƿ�

ƶƬưū�ƹŵ�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�źŤƯřŹŚě�Śŝ�įř��įŚƷ),p(B~X İƯ��ŶƃŚŝ��ƶĩ�Ʊō�Źŵ�pİƯ�ƹŹřŵ�Ʊŵƺŝ�źŧƺƯ�ŶƇŹŵ��İƯ�ƭƺƬƘƯŚƳ�įŹřŶƤƯ�ƹ�ŶƃŚŝ�ŶƃŚŝ���
�ƶĩ�Ţſř�İƴƘƯ�Ʋƿř�ƶŝ�ƹŹřŵ�Ʊŵƺŝ�řŻƹźǀƳ/p ƶƳƺưƳ�įƹŹ�Żř�źĭř�İţŹŚŞƗ�ƶŝ���ƶĩ�Ʈǀſźŝ�ƶŬǀŤƳ�Ʋƿř�ƶŝ�ŚƷ/p İƯ���šŹƺƇ�Ʋƿř�Źŵ�ŶƃŚŝ

İƯ�Ţſř�Ƶŵƺŝ�řŻƹźǀƳ�ƹŹřŵ�ƶĩ�ŢƠĭ�Ʊřƺţ��ƶƳƺưƳ�Żř�ƪƇŚů�ŪƿŚŤƳ��ŢƫŚů�ƹŵ�Żř�İĪƿ�řş�ƉźƟ��İƯ�ƶŬǀŤƳ�řŹ�źƿŻ�ŶƷŵ���
��
æ�İƯ�řŻƹźǀƳ�źƔƳ�ŵŹƺƯ�įƹŹřŵ���ŶƃŚŝ��/p ��
ç�İưƳ�řŻƹźǀƳ�źƔƳ�ŵŹƺƯ�įƹŹřŵ���ŶƃŚŝ��/p ��
��
é�ææİƯ�źƔƳ�Źŵ�źƠƇ�ƉźƟ�Śƿ�İŨƴų�ƉźƟ�řŹ�ŚƸƋźƟ�Żř�İĪƿ�ƱƺƯŻō�ƁƹŹ�Źŵ���Ʈƿźǀĭ�Śŝ�řźƳō�ƹ


HİƯ�ƂƿŚưƳ���İţŹŚŞƗ�ƶŝ�ƮǀƷŵ


H�ƱŚưƷ�ƩŚŨƯ�Ʋƿř�Źŵ�

İƯ�ƱŚĪƃżě�įŚƗŵř�ŵŹƺƯ�ƶĩ�Ţſř�ƉźƟ�İƯ�řŻƹźǀƳ�źƔƳ�ŵŹƺƯ�įƹŹřŵ�ƉźƟ�İƴƘƿ�ŶƃŚŝ��ŶƃŚŝ)/p( �ƉźƟ�


Hŵƺŝ�ŶƷřƺų�����
�İƋźƟ�źƷ�ƪŝŚƤƯ�Źŵ�ƉźƟ�ƶĩ


HİƯ�ƵŶǀƯŚƳ�ƪưĪƯ�Śƿ�ƞƫŚŴƯ�ƉźƟ�Ŷƴĩ�ŵŹ�řŹ���Śŝ�ƹ�ŵƺƃHİƯ�Ƶŵřŵ�ƂƿŚưƳ��ŵƺƃ���ŵŹƺƯ�įƹŹřŵ�ƉźƟ�ƩŚŨƯ�Ʋƿř�Źŵ�ƶĩ

İưƳ�řŻƹźǀƳ�źƔƳ��ŶƃŚŝ)/p( �ƉźƟ�HİƯ��ŶƃŚŝ��ƲƿřźŝŚƴŝ���
��

ŢſřŻƹźǀƳ�ƹŹřŵ�/pH 


��
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�ŢƀǀƳ�řŻƹźǀƳ�ƹŹřŵ /pH ��
İƯ�İţƹŚƠŤƯ�įŚƸţŹƺƇ�ƞƫŚŴƯ�ƉźƟ�ƶĩ�Ŷǀƴĩ�ƶūƺţ��ƉźƟ�źĭř�ľǈŨƯ�ŶƃŚŝ�ƶŤƃřŵ�ŶƳřƺţ


H�źŝřźŝ�/p İƯ���ƉźƟ�šŹƺƇ�Ʋƿř�Źŵ�ŵƺŝH�Żř�Ĩƿ�źƷ�

Ż�šǇŚůİƯ�źƿ�ŶƃŚŝ�ŢƀƳřƺţ���

� �








/p:H

/p:H

/p:H







��

Ʈǀưƈţ�ŵŹřŵ�İĮŤƀŝ�ƶƫŚƀƯ�šŹƺƇ�ƶŝ�ľǇƺưƘƯ�ƹ�ŵŹřŵ�įŵŚƿŻ�ŢǀưƷř�ƮƿźǀĮŝ�źƔƳ�Źŵ�ƞƫŚŴƯ�ƉźƟ�řŹ�ƉźƟ�ƭřŶĩ�ƶĪƴƿř�ŵŹƺƯ�Źŵ�įźǀĭ���
�ŵƺų�įŚƗŵř�šŚŞŧř�įřźŝ�ƱŚĪƃżě�ƩŚŨƯ�Ʈƿř�Źŵçå�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�ƶŝ�ƶūƺţ�Śŝ�ƹ�ƵŵƺưƳ�śŚŴŤƳř�řŹ�ŹŚĪƃŻŹƹ�XƲƿř��ŢſŶŝ�įŹƺƏ�ŪƿŚŤƳ�ƶĩ�ŵŹřŵ�ŵƺūƹ�ƩŚưŤůř�

Ţſř�Ƶŵƺŝ�řŻƹźǀƳ�ƹŹřŵ�ľŚƘƣřƹ�ƶĩ�İƫŚů�Źŵ�Ŷƴƴĩ�İƟźƘƯ�řŻƹźǀƳ�řŹ�ƹŹřŵ�ƱŚĪƃźě�ƶĩ�Ŷƴƿō����
��
ê�ææ�řŹ�ƶĪſ�Ĩƿ�Ŷǀƴĩ�ƉźƟ�źĮƿŵ�İƫŚŨƯ�ƱřƺƴƗ�ƶŝ�çå�ƹ�Ʈǀƴĩ�śŚţźě�ƶŞţźƯ�æëŶƷŚƄƯ�ŭƺƋƺŝ�Ʈǀƴĩ�ƵŶƷŚƄƯ�źǀƃ؝��æë�Śŝ�ŚƸƴţ�źǀƃ�çå�śŚţźě�ƶŞţźƯ�

Ƭǀƫŵ�ƶĪſİưƳ�ƶĪſ�Ʊŵƺŝ�ƮƫŚſŚƳ�źŝ�İ�İƯ�ơŶƇ�ŜƬƐƯ�Ʋƿř�ƮƷ�řŻƹźǀƳ�įƹŹřŵ�ƩŚŨƯ�Źŵ�ŶƃŚŝ�Ŷƴĩ��İƯ�ŢſŶŝ�źƿŻ�ŢƫŚů�ŹŚƸģ�İƬĩ�ŢƫŚů�Źŵ�ƲƿřźŝŚƴŝ�Ŷƿō���
��
æ��


HİƯ�řŹ��ŶƃŚŝ�ŮǀŰƇ�ľŚƘƣřƹ�ƶĩ�İƯŚĮƴƷ�ƮƿźƿŸě���

ç��


H�řŹ�İƯ�ŵŹ�Ʈǀƴĩŝ�ŮǀŰƇ�ľŚƘƣřƹ�ƶĩ�İƯŚĮƴƷ�ŶƃŚ���
è��


HİƯ�řŹ��ŶƃŚŞƳ�ŮǀŰƇ�ľŚƘƣřƹ�ƶĩ�İƯŚĮƴƷ�ƮƿźƿŸě���

é��


HİƯ�ŵŹ�řŹ��ŶƃŚŞƳ�ŮǀŰƇ�ľŚƘƣřƹ�ƶĩ�İƯŚĮƴƷ��Ʈǀƴĩ���
��

İƯ�ƵŶƷŚƄƯ�Ʈǀưƈţ�Źŵ�ŚƐų�ƵŶƴƷŵ�ƱŚƄƳ�ƭƺſ�ƹ�ƭƹŵ�ŢƫŚů�ƶĩ�Ŷǀƴĩ�İƯ�įźǀĭ��Ʃƹř�ƕƺƳ�įŚƐų�řŹ�ƭƹŵ�ŢƫŚů�ŶƴƃŚŝ��ƵŶƴƃƹźƟ�ĨƀƿŹİƯ��ŢƫŚů�ƹ�ƮǀƯŚƳ
�ƭƹŵ�ƕƺƳ�įŚƐų�řŹ�ƭƺſ�įźŤƄƯ�ĨƀƿŹ��İƯ�ƮǀƯŚƳ���Śŝ�řŹ�Ʃƹř�ƕƺƳ�įŚƐųİƯ�ƂƿŚưƳ��İƴƘƯ�ŮƐſ�řźƳō�ƹ�ŶƴƷŵ�İƯ�ƱƺƯŻō�ƆǀŴƄţ�ŮƐſ�Śƿ�Źřŵ��ƹ�ŶƴƯŚƳ
�Śŝ�řŹ�ƭƹŵ�ƕƺƳ�įŚƐųBİƯ�ƂƿŚưƳ��ŶƴƷŵ����

��
ë�ææ�ææ���çƱƺƯŻō�ƵŹŚƯō�ƹ�İƳřźŰŝ�ƶǀůŚƳ���

ůŚƳ�ƱŚǀŝ�įřźŝ�ƩŚŨƯ�ƶŝ�ľřŵŶŬƯ�ƱƺƯŻō�ƵŹŚƯō�ƹ�İƳřźŰŝ�ƶǀæŶǀƴĩ�ƶūƺţ����ƩŚŨƯ�Źŵæƶĩ�Ʈƿŵřŵ�ƱŚƄƳ����

� �



 /p:H

/p:H




��

�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�ƶĩ�Ţſř�Ŝǀţźţ�Ʋƿř�ƶŝ�ƱƺƯŻō�ƭŚŬƳř�İĮƳƺĮģXİƯ�źƔƳ�Źŵ�ƶŤƃřŵ�İŤŞŨƯ�źǀŧŚţ�ŚƸƳō�ŵźĪƬưƗ�įƹźŝ�ƹŹřŵ�ƶĩ�ƱřŹŚĪƃŻŹƹ�ŵřŶƘţ�źŝřźŝ�řŹ���Ʈƿźǀĭ

�źĭř�šŹƺƇ�Ʋƿř�Źŵ�ƵŶƃ�ƵŶƷŚƄƯ�ŹřŶƤƯX�źŝřźŝ�ľǈŨƯ�æê�ƶŬǀŤƳ�Źŵ�ŶƃŚŝ�






/p �ƉźƟ�ƹ�


HİƯ�ƩƺŞƣ�řŹ���řźƿŻ�Ʈǀƴĩ/p �ŚƯř�

�ƵŶƃ�ƵŶƷŚƄƯ�ŹřŶƤƯ�źĭřX�źŝřźŝ�ľǈŨƯ�ê�ƉźƟ�ŭƺƋƺŝ�ŶƃŚŝ�


HİƯ�ŵŹ�řŹ���ƉźƟ�ƹ�ƮǀƴĩHİƯ�řŹ���řźƿŻ�ƮƿźƿŸě



/p �ƹ�/p ���

�ƉźƟ�İƳŚƯŻ�İƬĩ�ŢƫŚů�Źŵ


HİƯ�řŹ��Ŷƃ�ƵŶƷŚƄƯ�ŹřŶƤƯ�ƶĩ�ƮƿźƿŸě؝�X�ŵŶƗ�Żř�æéřźƿŻ�ŶƃŚŝ�źŤƄǀŝ��� �



/p ��

�ƵŶƃ�ƵŶƷŚƄƯ�ŹřŶƤƯ�źĭř�ƹXįƹŚƀƯ�Śƿ�źŤĪģƺĩ��æé�ƉźƟ�ŶƃŚŝ�


HİƯ�ŵŹ�řŹ���ƵŶƃ�ƵŶƷŚƄƯ�źƿŵŚƤƯ�źĭř�İƴƘƿ�ƮǀƴĩX�ƶƗƺưŬƯ�ƶŝ�ƢƬƘŤƯ�
  x|xC�ƵŚĮƳō�ŶƃŚŝ�


HİƯ�ŵŹ�řŹ���šŹƺƇ�Ʋƿř�źǀƛ�Źŵ�ƹ�Ʈǀƴĩ


HİƯ�řŹ��ƮƿźƿŸě���ƵŹŚƯō�ƶŝXƄƯ�źƿŵŚƤƯ�ŽŚſř�źŝ�ƶĩ��Ʊō�ƵŶƃ�ƵŶƷŚ


HİƯ�ŵŹ�řŹ��İƯ�Śƿ�Ʈǀƴĩ��ƶǀůŚƳ�ƶŝ�ƹ�Ŷƴƿƺĭ�ƱƺƯŻō�ƵŹŚƯō�ƮƿźƿŸěC�Ʊō�źƿŵŚƤƯ�įřŻř�ƶŝ�ƶĩ�


HİƯ�ŵŹ��İƯ�İƳřźŰŝ�ƶǀůŚƳ�ŵƺƃ�Ʈǀƿƺĭ���ƶūƺţ�źƿŻ�ƞƿźƘţ�ƶŝ

Ŷǀƴĩ���
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ì�ææƞƿźƘţ����ƵŹŚƯō�ƶŝ)X,,X,X(TT nŵŚƤƯ�ŽŚſř�źŝ�ƶĩ�İƯ�řŹ�ƉźƟ�Ĩƿ�Ʊō�ƵŶƃ�ƵŶƷŚƄƯ�źƿ�İƯ�ŵŹ�Śƿ�ƮƿźƿŸě��ƱƺƯŻō�ƵŹŚƯō��Ʈǀƴĩ
Ŷƴƿƺĭ���ƉźƟ�ŚƸƳō�ŽŚſř�źŝ�ƶĩ�ƵŹŚƯō�Ʋƿř�Żř�įźƿŵŚƤƯ�ƶƗƺưŬƯ�įřŻř�ƶŝ�ƹ


HİƯ�ŵŹ��İƯ�ƱƺƯŻō�İƳřźŰŝ�ƶǀůŚƳ�ŵƺƃ��ŵŚưƳ�Śŝ�ƹ�ƮǀƿƺĭCİƯ�ƂƿŚưƳ���ƹ�ƮǀƷŵ

�Śŝ�ƶĩ�İƳřźŰŝ�ƶǀůŚƳ�ƮưŤƯ�ƶŝCİƯ�ƂƿŚưƳ��İƯ�ƱƺƯŻō�ƁźƿŸě�ƶǀůŚƳ�ƮǀƷŵ�Ʈǀƿƺĭ���
ƾƯ�ƪưƗ�šŹƺƇ�Ʋƿř�ƶŝ�ƉźƟ�Ĩƿ�ƱƺƯŻō�Źŵ�ƞƿźƘţ�ƶŝ�ƶūƺţ�Śŝ�ƶƳƺưƳ�źƿŵŚƤƯřŶŤŝř�ƶĩ�Ʈǀƴĩ��įŚƷnX,,X,X İƯ�įŹƹō�Ɩưū�řŹ���ŽŚſř�źŝ�ƹ�Ʈǀƴĩ

�ƪĪƄŝ�ƶĩ�řŹ�ƱƺƯŻō�ƵŹŚƯō�ŚƸƳō)x,,x,x(Tt nİƯ��ǀĪƄţ�ŶƃŚŝİƯ�ƪ��źĭř�ƩŚů�ƮǀƷŵCt �ƉźƟ�ŶƃŚŝ�


HİƯ�ŵŹ�řŹ���Ʋƿř�źǀƛ�Źŵ�ƹ�Ʈǀƴĩ
İƯ�řŹ�Ʊō�šŹƺƇ�ƮƿźƿŸě���

��
í�ææ���èƱƺƯŻō�įŚƐų���

Ʈǀưƈţ�ŵŹ�ƶĩ�Ʈƿŵźĩ�ƵŹŚƃř��Ʃƹř�ƕƺƳ�įŚƐų�ƕƺƳ�ƹŵ�Ţſř�ƲĪưƯ�įźǀĭ)(�ƭƹŵ�ƕƺƳ�ƹ�)(İưƳ�śƺƬƐƯ�ƶŬǀŤƳ�ŢƫŚů�ƹŵ�źƷ�Źŵ�ƶĩ��ŶƷŵ�űŹ���Źŵ�ƹ�ŶƃŚŝ
İƯ�ƪưƗ��įŚƐų�ŹřŶƤƯ�ƲĪưƯ�įŚū�Śţ�ƮǀƷřƺų�ƹ�ƮǀƷŵ�ƂƷŚĩ�řŹ���İƯ�ŢſŶŝ�źƿŻ�šŹƺƈŝ�ƭƹŵ�ƹ�Ʃƹř�ƕƺƳ�įŚƐų�İƏźƃ�šǇŚưŤůř�Żř�ƵŵŚƠŤſř�Śŝ�Ŷƴƿō���

�


HſŹŵ��ŶƃŚŝ�Ţ|C)X,X(T(p n  �


H�ŶƃŚŝ�ŢſŹŵ��_�ƉźƟ


Hŵƺƃ�ŵŹ���p��
�H�ŶƃŚŝ�ŢſŹŵ�|C)X,X(T(p n  �H�ŶƃŚŝ�ŢſŹŵ��_�ƉźƟ


HŤƟźƿŸě�ŵƺƃ�ƶ��p��

�ƶĩ�Ʈǀſźŝ�ƶŬǀŤƳ�Ʋƿř�ƶŝ�ƉźƟ�ƱƺƯŻō�Źŵ�źĭř


H�ƶĩ�İƫŚů�Źŵ�ƹ�ŵƺƃ�ŵŹ�ŶƿŚŝ�HƮǀƃŚŝ�ƶŤƃřŵ�řŹ�źƿŻ�ƩŚưŤůř�ŹřŶƤƯ�İƴƘƿ�ŶƃŚŝ�ŢſŹŵ�ľŚƘƣřƹ����
� ��H�ŶƃŚŝ�ŢſŹŵ��_


Hŵƺƃ�ŵŹ��� p 

� ��


H�ŶƃŚŝ�ŢſŹŵŚƳ�ľŚƘƣřƹ��_


Hŵƺƃ�ŵŹ���p��
Ƣǀƣŵ�ƶŬǀŤƳ�ƱƺƯŻō�ŶƃŚŝ�źŤƄǀŝ�ƩŚưŤůř�Ʋƿř�ŹřŶƤƯ�ƶģ�źƷ�ƶĩ�Ţſř�ŹŚĪƃō�İƯ�ƶŤƠĭ�ƱƺƯŻō�Ʊřƺţ�ƩŚưŤůř�Ʋƿř�ƶŝ�ƪǀƫŵ�ƲǀưƷ�ƶŝ�Ţſř�Ƶŵřŵ�ŢſŶŝ�įźţ�ŵƺƃ��

�Śŝ�ƹ�ŢƯǈƗİƯ�Ƶŵřŵ�ƂƿŚưƳ��ŵƺƃ����
�ŹřŶƤƯ�ƶĩ�Ŷǀƴĩ�ƶūƺţ�Śŝ�źŝřźŝ�İƯ��ŶƃŚŝ���

� ��H�ŶƃŚŝ�ŢſŹŵ��_


H�ŵƺƃ�ƶŤƟźƿŸě���p��H�ŶƃŚŝ�ŢſŹŵ��_


H�ŵƺƃ�ŵŹ���p���
��

î�ƩŚŨƯ�ç�İƯ�ŚƗŵř�İƈŴƃ���ƩŚưŤůř�Śŝ�ƹ�ƵŵƺŞƳ�ŢųřƺƴĪƿ�ƩŚŞţƺƟ�ƶƤŝŚƀƯ�Ĩƿ�Źŵ�įŻŚŝ�ƲǀƯŻ�ƲǀƘţ�įřźŝ�ƵŶƃ�ƵŵŚƠŤſř�ƶĪſ�ƶĩ�Ŷƴĩë�åİƯ�źǀƃ���ƵŶƯō
Ţſř��ſ�įƹ�įŚƗŵř�ŢŰƇ�ƢǀƤŰţ�įřźŝ�řŹ�ƶĪçåİƯ�śŚţźě�ƶŞţźƯ��ŢƀŝƺƬƐƯ�Ʈǀƴĩ���
ƞƫř��ƱƺƯŻō�įŚƸƋźƟ�ƹ�ƱƺƯŻō�İƳřźŰŝ�ƶǀůŚƳ�ƲǀƘţ���
ś��ƭƹŵ�ƕƺƳ�įŚƐų�ƹ�Ʃƹř�ƕƺƳ�įŚƐų�ƩŚưŤůř�ŹřŶƤƯ�ƶŞſŚŰƯ���
ũ��ƱƺƯŻō�Ʊřƺţ�ƶŞſŚŰƯ���
��

ƪů��ƞƫř��X�Źŵ�ƵŶƯō�ŢſŶŝ�įŚƷźǀƃ�ŵřŶƘţ�řŹ�çåİƯ�źƔƳ�Źŵ�ƶĪſ�śŚţźě�ƶŞţźƯ���šŹƺƇ�Ʋƿř�Źŵ�ƮƿźǀĭX�źǀƜŤƯ�Ĩƿ�ƶƬưū�ƹŵ�İƟŵŚƈţ��źŤƯřŹŚě�Śŝ�įřp�ƹ�
çåİƯ��ŶƃŚŝ��)p,(~X ���
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Ð��ƱƺƯŻō�ƵŹŚƯō�ƲǀƘţ�)X,,X(TT nƶƐƤƳ�źĭŵŹƹōźŝ�ŽŚſř�źŝ�ľŚƯƺưƗ�ƶĩ���ƩƺƸŬƯ�źŤƯřŹŚě�įřİƯ�ŢſŶŝ��Ŷƿō���
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