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رشـي مـدرن ارائـه شـده      گدر اين كتاب روشهاي تحليل و طراحي سيستمهاي كنترل خطي با ن           
رايش گ ـهـارم كارشناسـي     چكتاب به عنوان مرجعي مناسب بـراي دانشـجويان سـال            اين  . است

رايشـهاي مختلـف مهندسـي بـرق،     گكنترل در مهندسي برق و يا سال اوّل كارشناسي ارشد در          
يشـنياز لازم بـراي بهـره بـرداري         پ. شـود  يشـنهاد مـي   پ هامهندسي مكانيك و مهندسي فرآيند    

لات ديفرانسيل، جبر خطي، فيزيك مكانيـك، فيزيـك         مناسب از مطالب اين كتاب، دروس معاد      
  .الكتريسيته، مدارهاي الكتريكي و سيستمهاي كنترل خطي است

اصـول تحليـل    . رشـي مـدرن اسـت     گارش طراحي سيستمهاي كنترل خطي بـا ن       گموضوع اين ن  
ايـة اصـول رياضـي      پسيستمهاي كنترل خطي و طراحي كنترل كنندة مناسـب بـراي آنهـا، بـر                

بـدين  . شـود  ده است و در كاربردهاي مختلف مهندسي مورد اسـتفاده واقـع مـي         محكمي بنا ش  
ارش، رياضيات لازم به صورت دقيق ارائه شده، امّا روند كاربردي روشـها             گجهت در تدوين اين ن    

مطالـب  بخشـي از  . با ارائة مثالهاي متنوع صنعتي در متن كتاب و مسائل آن تعقيب شده اسـت         
به رشته  و تلخيص مراجع مختلف      ترکيب ،ترجمهديگر از    بخشهاي   و ليفأ ت مستقيماًاين كتاب   

 در "مـدرن کنتـرل  "ن نگارش طي چنـد سـال بـه صـورت درس     موضوع اي. تحرير در آمده است 
دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسـي ارائـه گرديـده اسـت و حجـم فصـول                 دانشكدة برق   

  .متناسب با نياز برازش گرديده اند
در فصـل اوّل ضـرورت و مشخصـات          . اسـت  ي بـه شـرح زيـر تـدوين شـده          در فصـول   كتاباين  

سيستمهاي كنترل معرفي شده و با ارائـة مثالهـاي مختلـف صـنعتي و اجتمـاعي علّـت اصـلي                     
س عناصر اصـلي سيسـتمهاي كنتـرل در         پس. شته است گاستفاده از سيستمهاي كنترل تشريح      

معرفي شده و روشهاي طراحي عمومي      ونه سيستمها   گقالب المانهاي فيزيكي و مفهومي در اين        
رش طـراح بـه ايـن مسـائل، روشـهاي           گ ـبا توجه به نحـوة ن     . سيستمهاي كنترل بيان شده است    

ايان نحوة ارائة روش مدرن طراحـي       پدر  . طراحي به دو دستة كلاسيك و مدرن تقسيم شده اند         
  .رديده استگكنترلر به صورت خلاصه معرفي 
 اولين مرحله در طراحي كنترل كننده، شناخت سيستم يا در فصل دوّم با عنايت به اينكه

باشد، با استفاده از قوانين و اصول فيزيكي حاكم بر سيستمهاي الكتريكي،  فرآيند مي
الكترومكانيكي، مكانيكي و هيدروليكي دستة قابل توجهي از سيستمهاي صنعتي را مورد تجزيه 

فرم فضاي حالت با .  بدست آورده شده استو تحليل قرار داده و مدل آنها به فرم فضاي حالت
يري از متغير حالت مبناي اصلي روشهاي مدرن تحليل و طراحي در سيستمهاي كنترل گ بهره
با توجه به خصوصيت متغير حالت در فشرده سازي اطلاعات، اهميت استفاده از آن . باشد مي
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ثالهايي از سيستمهاي در تكميل اين بررسي م. در مدلسازي سيستمهاي خطي بيان شده است
ردند و با گ مهم حرارتي، شيميايي و الكترومغناطيسي در بخش مسائل اين فصل معرفي مي

براي مدلسازي سيستمهاي . رداختپارائة اصول فيزيكي حاكم، به مدلسازي آنها خواهيم 
ن باشد به عنوا ونه سيستمها ميگي در اين ژكه مبتني بر معادلات انرگرانژ مكانيكي روش لا

نين روش عمومي خطي سازي سيستمهاي غير خطي چهم. تكنيكي مؤثر معرفي شده است
ايان اين فصل با اشاره به اين موضوع كه كلية پدر . رفته استگمورد بحث و بررسي قرار 

از سيستم واقعي مي باشند، كه ارتباط بين ورودي   غير دقيقيمدلهاي بدست آمده تنها تقريب
دلات ديفرانسيل مشخص مي سازند، توجه خواننده را به عدم دقتها در و خروجي را به فرم معا

  .مدلسازي معطوف ساخته و انواع نامعيني هاي مدلسازي معرفي شده اند
اسـخ سيسـتمهاي خطـي در اثـر شـرايط اوليـه و ورودي               پدر فصل سوّم با هدف بدست آوردن        

پاسـخ  بدين ترتيب   .  است رفتهگمعين، خصوصيات سيستمهاي خطي مورد تجزيه و تحليل قرار          
سيستم به دو بخش بدون ورودي و بدون شرايط اوليه تجزيه شـده اسـت و بـا توجـه بـه اصـل               

سخ كامل سيستم با تعيين اين دو جزء بـه صـورت مسـتقل          پاذاري سيستمهاي خطي،    گرويهم  
اين نمايش نـه    . در اين راستا ماتريس تبديل حالت سيستم تعريف شده است         . بدست آمده است  

اسخ كلية سيستمهاي خطي را به صورت عمومي تعيين مـي كنـد، اهميـت بـردار متغيـر                   پنها  ت
در ادامه، خصوصـيات اصـلي      . دهد حالت را در فشرده سازي اطلاعات ورودي در خود نشان مي          

ماتريس انتقال حالت و مشابهت آن با توابع نمائي نشـان داده شـده اسـت و روشـهاي مختلـف                     
ايان فصل سوّم نيز روشهاي نمايش سيستم بـه   پدر  .  بررسي شده اند   تعيين تحليلي و عددي آن    

صورت غير مزدوج يا قطري را كه در تسريع عمليات عددي سيسـتمها حـائز اهميـت اسـت، بـا            
 جـوردن بدسـت آمـده       –معرفي تبديل همانندي تشريح نموده و در حالت عمومي فرم  بلـوكي            

  .است
تشـريح  پـذيري     و آشـكار   پـذيري ايـدار   پ،  پذيري، رؤيت    پذيري هارم مفاهيم كنترل  چدر فصل   

اشتي بين توابع بـي نهايـت بعـدي ورودي و           گ در واقع به عنوان ن     پذيريراتور كنترل   اپ. اند شده
 بعدي، فشرده سازي اطلاعات ورودي به مقدار اوليـة متغيـر حالـت را بـه عهـده                   nمتغير حالت   

بـه  . ودش ـ  ناميـده مـي    پذير كنترل   اشت كامل باشد سيستم   گداشته و در صورتي كه رتبة اين ن       
 بعدي و خروجي nاشتي خطي بين متغير حالت گ به عنوان نپذيريراتور رؤيت اپان، گصورت دو 

يـدمان  چ در واقـع تعـداد و        پـذيري بي نهايت بعـدي سيسـتم، عمـل كـرده و خاصـيت رؤيـت                
قبـل از   اين دو خصوصيت    . يردگ سنسورهاي لازم را به منظور تعيين وضعيت سيستم در بر مي          

بـا  . يـرد گطراحي هر نوع كنترل كنندة مدرن براي سيستمهاي خطي بايستي مورد ارزيابي قرار         
 و  پـذيري استفاده از تعاريف و قضاياي مربـوط بـه ايـن خصوصـيات، روشـهاي تحليـل كنتـرل                    
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نهان يـا حـذف     پرديده و ارتباط آن با وجود مودهاي        گ در سيستمهاي خطي ارائه      پذيري رؤيت
در انتهـا بـا ارائـة    . ر نمايش ماتريس تبديل سيستم به بحث كشـيده شـده اسـت        صفر و قطب د   

 نحـوة   پذير و رؤيت نا   پذيرنا ، كنترل پذير، رؤيت   پذيرروشهاي تجزية سيستم به مودهاي كنترل       
  .تفكيك اجزاء سيستم به فرم كالمن تشريح شده است

اري آنهـا آشـنا     ايـد پنجم با روشهاي تحقـق سيسـتمهاي خطـي و روشـهاي تحليـل               پدر فصل   
تحقق سيستم به معناي نمايش يك سيستم به فرم فضاي حالـت در صـورت معـين                 . شويم مي

از آنجائي كه بر خلاف نمايش ماتريس حالت، فرم فضاي          . باشد بودن فرم ماتريس حالت آن مي     
از . ي بسياري براي يك ماتريس تبديل قابل بيان اسـت  تحقق هاباشد،  حالت سيستم يكتا نمي  

د نباش ـ ر، كنترلر و تحقق جوردن مـي گذيري، رؤيتپذيري، رؤيت پي كنترل    تحقق ها  مله  آن ج 
فرم جامع تحقـق    . كه در اين فصل تشريح شده اند، و به خصوصيات اصلي آنها اشاره شده است              

  . تشريح شده استند خروجي نيز در نهايت چ -ند وروديچدر حالت 
مهـم در طراحـي هـر نـوع سيسـتم كنترلـي             ايداري سيستمهاي كنترل شرط اوليـه و        پتحليل  

نجم ارائه شـده اسـت، بررسـي    پايداري كه در فصل پاين مهم توسط قضاياي مبسوط  . باشد مي
ايداري سيستمهاي غير خطي و خطي را طرف توجه قرار داده ايـم             پدر ابتدا تعاريف    . شده است 

خطي قضاياي منتج شـده     ايداري سيستمهاي غير    پانوف در تحليل    پس از ارائة قضية مهم ليا     پو  
ايـداري سيسـتمهاي    پايداري داخلي كه مهمترين نوع      پ. براي سيستمهاي خطي ارائه شده است     

  .رفته استگباشد، در انتها مورد تجزيه و تحليل دقيق قرار  خطي مي
ارائـه   LQRدر فصل ششم اصول طراحي فيدبك حالت با دو روش جايابي قطب و كنترل بهينة                

طراحـي كنترلـر بـراي سيسـتمهاي صـنعتي را بـر        صل ابتدا اهداف عمومي   در اين ف  . شده است 
ايداري سيستم به علاوه مسئله تنظيم و يا تعقيب، بـه صـورت دقيـق تعريـف                 پشمرده، و حفظ    

نين نشان داده شده اسـت كـه مسـئلة تعقيـب بـا تعمـيم روش تنظـيم قابـل                     چهم. شده است 
سط دو روش جايـابي قطـب و كنترلـر بهينـة            لذا در ادامه، حل مسئلة تنظيم تو      . دستيابي است 

LQR در . وريتمهاي مختلف حل عددي اين مسائل نيـز تشـريح شـده انـد             گ و آل  ه است ده ش ئ ارا
ايان اين فصل به منظور بررسي روشهاي رفع اغتشاش ثابت و متغير در سيستمهاي كنترل بـه                 پ

رال حالـت  گيدبك انتنين ف چيش خور رفع اغتشاش و هم     پتعميم روش فوق و اضافه نمودن ترم        
  .رداخته شده استپ

اين در حاليسـت كـه      . باشد روش مدرن كنترل سيستمهاي صنعتي مبتني بر فيدبك حالت مي         
معمولاً در اين سيستمها كلية حالتهاي سيستم در دسترس نبوده و تنها خروجيهـاي خاصـي از                 

بـا  رهـاي حالـت     در فصـل هفـتم ايـدة تخمـين متغي         . شوند يري واقع مي  گسيستم مورد اندازه    
ر حالت به عنوان سيستم دينـاميكي       گرؤيت. خروجيهاي سيستم بسط داده شده است     استفاده از   

و كنترل مدرناي بر  مقدمه

شـود، نيـاز طـراح را بـه      كه مبتني بـر مشخصـات سيسـتم و اطلاعـات خروجـي تشـكيل مـي         
سازد و متغيرهاي تخمـين زده شـده را در حلقـة             يري كلية متغيرهاي حالت مرتفع مي     گ اندازه

بدين منظور در ادبيـات كنتـرل مـدرن         گر حالت   علي رغم اينكه رؤيت   . نمايد ده مي فيدبك استفا 
يهاي منحصر بفرد خود، مورد مقبوليت و استفاده در بسياري از   ژگمعرفي شده است، به خاطر وي     

حـل  . رفته استگيش بيني مورد نياز است، قرار      پري كه به نوعي فيلتر سازي يا        گكاربردهاي دي 
ان حل مسئلة فيدبك حالت بوده، و كلية روشهاي تشريح          گ، خوشبختانه دو  ر حالت گمسئلة رؤيت 

شده در تعيين بهرة فيدبك حالت، به صورت متناظر در حل مسـئلة رؤيتگـر حالـت نيـز مـورد                     
ر بهينة فيدبك حالت كـه بـه   گبدين ترتيب روشهاي جايابي قطب و رويت  . يردگ استفاده قرار مي  

رهـاي بـا كـاهش مرتبـه يـا         گدر ادامه اين فصل رويت    .  اند فيلتر كالمن مشهور است تشريح شده     
ر حالت و فيـدبك حالـت       گايان با تركيب رؤيت   پو در   . رفته است گر نيز مورد بررسي قرار      گلوئنبر

  .خصوصيات استفاده از متغير حالت تخمين زده شده در حلقة فيدبك بررسي شده است
نظيم كنترل كنندة فيدبك حالت و بررسي       در كلية بخشها با ارائة مثالهاي صنعتي نحوه عملي ت         

و با ارائـه مثالهـاي      . يوتري محقق شده است   پعملكرد سيستم حلقه بسته با مشابه سازيهاي كام       
نين بررسـي   چر و هم  گارامترهاي كنترل كننده و رؤيت    پصنعتي همانند فصول قبل، نحوة تنظيم       

  .ذيرفته استپعملكرد سيستم حلقه بسته صورت 
  

، بـه  يه کساني که با تلاش خود در تهيه و تدوين اين کتـاب مـرا يـاري کـرده انـد     در انتها از کل   
خصوص سرکار خانمها سعيديان و سماواتيان که در تايـپ مطالـب و طـرح روي جلـد زحمـات              

 تشـکر   زيادي را متحمل شده اند و سرکار خانم شکوهي يکتا که در ويرايش آن ياري نموده اند                
  . در خدمت دانش پژوهان و متخصصين صنعتي کشور قرار گيردنموده و اميدوارم اين مجموعه
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   مقدمه)۱-۱

نيـاز بـه    ,  نگهداريم مطلوبيدر بسياري از موارد اگر بخواهيم کميتي فيزيکي را نزديک به مقدار             
هـدف سيسـتم کنتـرل      ,  ثابت باشـد   مطلوباگر مقدار   .  خواهيم داشت  اتوماتيكسيستم کنترل   

 ٢قيبتعرا   يهدف کنترل اين   با زمان تغيير کند      مطلوب و اگر اين مقدار      شود ناميده مي  ١تنظيم
ميزان رطوبـت موجـود در      , ديسک کامپيوتر  دور چرخش هارد  كنترل   به عنوان مثال     .ناميم مي

 کتـور شـيميائي   آو يا غلظت مواد خروجـي از يـک ر         , مخلوط خمير کاغذ در صنايع کاغذ سازي      
گـر حرکـت بـازوي يـک        از طـرف دي   .  مي باشـند   مثالهاي صنعتي از سيستمهاي کنترلي تنظيم     

کنتـرل پـرواز هواپيمـا يـا        , Migجوشـکاري   ظور   مشخصي در فضا به من     روبات براي طي مسير   
 مثالهـائي از  و يا تعقيـب هـدف متحـرک توسـط رادار يـا تلسـکوپ      , موشک در مسير مورد نظر  

  .باشد  مي٣وتعقيب يا سيستمهاي سرسيستمهاي كنترل 
درجـه حـرارت بـدن      . ال به اجرا رسانده است    خداوند متعال قطعاً علم مهندسي کنترل را به کم        

در حاليکـه تعـداد زيـادي    . شـود   درجه سانتيگراد نگهداري مي۳۷ انسان تقريباً همواره نزديک
عرق , باشد و مکانيزمهاي مختلفي همانند تنفس      سنسور حرارتي در طول بدن انسان پخش مي       

 نيز براي کنترل درجه حرارت در بدن انسان طراحـي شـده             . . .  گردش خون و     ،لرزيدن, کردن
 دست خود را دراز کـرده و يـک فنجـان چـاي را جابجـا                 ،روش بظاهر ساده اي که در آن      . است
  .باشد حال حاضر مي  درکراه حل تحسين آميز مسئله بسيار مشکل در روباتي, کنيم مي

مسـائل اقتصـادي و     , وان عملکـرد  ت ـ چهار دليل عمـدة اسـتفاده از سيسـتمهاي کنتـرل را مـي             
مها به عملکرد مناسب    ستبسياري از سي  . نام برد امنيت کاربر و قابليت اطمينان      , سودآوري توليد 

عملکــرد مناســب . ددنخواهنــد رســيد مگــر از سيســتم کنتــرل مناســب در آنهــا اســتفاده گــر 
نورهـاي مختلـف    هواپيماهاي مسافربري در حمل و نقل انسان و هواپيماهاي جنگي در ايجاد ما            

                                                 

1 Regulation 
2 Tracking 
3 Servo system 

۲ كنترل مدرناي بر  مقدمه

, مديون سيستم کنترل آنست دقت عملکردي يک روبات توسط سيستم کنترل آن تأمين شـده              
کيفيـت مناسـب    ,  سيستم هاي کنتـرل    ،ها ها و پالايشگاه   گاه، نيرو در کلية پروسه هاي توليدي    

  .کنند محصولات را ايجاد مي
 سيسـتمهاي کنتـرل در   مسائل اقتصادي و بهره وري مناسب نيز دليل عمـدة ديگـر اسـتفاده از            

نيروگاههـاي  . اين امر بخصوص در فرآيندهاي توليدي بسيار حائز اهميت است         . باشد صنعت مي 
دستگاههاي توليد کاغذ و کلية فرآينـدهاي توليـدي         , ستونهاي تجزية پالايشگاهها  , توليد انرژي 

شـده بسـتگي مسـتقيم بـه         فيت و قيمـت فرآينـد توليـد       پيوسته از جمله مثالهائي است که کي      
,  حـداقل ضـايعات اه رسيدن به کيفيـت مناسـب و   رسرعت توليد به هم  . آن دارد  سيستم کنترل 

قابـل دسترسـي      بسيار مهم اقتصادي است که توسط سيسـتمهاي اتوماسـيون و کنتـرل             عوامل
 محصـولي کـه بـه       دقت کنيد که تنها درصد کوچکي بهبود کيفيـت و کـاهش قيمـت در              . است

از طـرف ديگـر   . كنـد  ايفا مي بسيار مهمينقش شود در بهره وري آن    صورت پيوسته توليد مي   
  . وري ديگر اقتصادي آنستانجام شده بهرهسرمايه گذاري ه نسبت افزايش ظرفيت توليد ب

هواپيمـا تنهـا توسـط      . باشـد  امنيت کاربر نيز دليل ديگر اسـتفاده از سيسـتمهاي کنتـرل مـي             
اي  يک نيروگاه هسته  . باشد  دقيق قادر به فرود در حداقل ديد مي        يهاي کنترل و امنيت   سيستم

تنها درصورت وجود سيستمهاي کنترل و امنيتي دقيق قادر به توليد انـرژي بـه صـورت کامـل                   
باشـند    در عملکرد مي   ك خطي چكوبسياري از سيستمها داراي محدوده هاي       . من خواهد بود  يا

مسئلة .  کار خواهند نمود   ايمن به صورت خودکار در محدودة       لتوسط سيستمهاي کنتر  تنها  که  
  اسـت  توان به آن اشاره نمود درجة اطمينان بيشتر در محصولات توليـدي            ميدر اينجا   آخر که   

 يهـا   سيستمهاي کنترل تغييرات سريع كمّيت.شوند  کنترل تنظيم ميايکه توسط سيستم ه 
موضوعي کـه بـه صـورت طبيعـي     , رسانند  سيستمهاي کنترل شده را به حداقل مي     فيزيکي در 

  .شود باعث افزايش قابليت اطمينان سيستم مي

   عناصر فيزيکي سيستمهاي کنترل)۱-۲

بـه  , ١فرآينـد . دهـد  نشان مي  صورت عمومي  شکل زير عناصر فيزيکي يک سيستم کنترل را به        
در اينصـورت يـک هواپيمـا نيـز         . شـود  لاق مـي  گرفته است اط ـ   موضوعي که تحت کنترل قرار    

باشد که برخي     مي ٢فرآيند داراي متغيرهاي خروجي   . تواند فرآيند تحت کنترل ناميده شود      مي

                                                 

1 Plant 
2 Outputs 
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 يـا سنسـورها انـدازه گيـري         ١ها توسـط حساسـه هـا       اين كمّيت . از آنها تحت کنترل قرار دارند     
بـه  مورد نظر   يت فيزيکي   کمّن  آ، كه توسط    شدبا  مي ٢ معمولاً يک مبدل   يک حساسه . شوند مي

شـتاب  , تـاکومتر , شـود  تبديل مي ) معمولاً الکتريکي  (يصورت تناسبي به کميت فيزيکي ديگر     
  .باشد  از جملة اين مبدل ها ميPHهاي کرنش سنجها و اندازه گير, رموکوپل ت،سنج

کـه در واقـع بـا تأثيرگـذاري بـرروي           باشـد،    مي ٣هاي ورودي همچنين يک فرآيند داراي متغير    
عناصـري کـه متغيرهـاي ورودي را ايجـاد       . دهنـد  يـر مـي   ي خروجـي را تغ    يهـا   كمّيت ،فرآيند

انـواع موتورهـاي    ,  نيومـاتيکي  ،عملگرهـاي هيـدروليکي   . شـوند   ناميده مي  ٤عملگرها, کنند مي
 .باشند لة عملگرهاي متداول صنعتي ميو شيرهاي کنترلي از جم متغير منابع ولتاژ, الکتريکي

  

  

  عناصر فيزيكي سيستم كنترل) ١-١(شكل 

 از بر عهده داشته و ايـن عمـل را   کنترل کننده وظيفة اجراي استراتژي کنترل را برروي فرآيند
تواننـد   کنتـرل کننـده هـا مـي       . دهـد  ام مي انجطريق عملگرها و با دريافت اطلاعات سنسورها        

 و يا به صـورت ديجيتـال و توسـط           بودهالکتريکي يا الکترونيکي    , کييبه صورت نيومات  و  آنالوگ  
 و  ٥A/Dمبـدلهاي  توسـط    ، كه در اين حالـت     عددي پياده سازي شوند   رهاي  گدازشکامپيوتر و پر  

D/Aفرآيند مـورد   در واقع پنجره اي است که        ماشينکاربر و   ط  راب. شوند  به فرآيند متصل مي    ٦
                                                 

1 Sensors 
2 Transducer 
3 Inputs 
4 Actuators 
5 Analog to digital convertors 
6 Digital to analog convertors 

 حساسه ها فرآيند عملگرها

 کنترل کننده

HMI 
  ورابط كاربر 
 ماشين

۴ كنترل مدرناي بر  مقدمه

يـات مـورد    نـين كمّ  چهم و   هـا  هاي كنتـرل كننـده     را مونيتور نموده و اجزاء تنظيم کننده      نظر  
در . دهـد  مي در اختيار کاربر قرار   نمايند،   مشخص مي عملکرد سيستم را    يند را كه    آنظري از فر  

تنظـيم  قابـل  و  مهـم    يهـا   و كمّيـت   همونيتـور شـد    اطلاعات سنسـورها و عملگرهـا        واحد،اين  
 در  ١انـواع نشـانگرها   . گيـرد  کاربر در اختيار او قرار مي     ه و تنظيم     جهت استفاد  ها كننده کنترل

  باشند مونيتورهاي مختلف کامپيوتري  شامل  تواند    اين نشانگرها مي   .گيرند اين قسمت قرار مي   
انتها بايد خاطر نشان ساخت كه      در  . کند يجاد مي  لازم با سيستم را ا     ارتباط ،که توسط نرم افزار   

انـواع سيسـتمهاي    نبوده، و   مهندسي  يندهاي  آوب منحصر به فر   چهارچبررسي سيستمها در اين     
بدين ترتيب مورد تجزيه و     تواند به صورت اصولي      نيز مي . غيرهرشد اقتصادي جامعه    , اجتماعي

  .يرندگتحليل قرار 

  رلسيستمهاي کنت  عناصر مفهومي)٣-١

 بودن آن در زمينـه هـاي مختلـف مهندسـي و حتـي               يمهمترين شاخص تئوري کنترل کاربرد    
, علت توفيـق تئـوري کنتـرل در زمينـه هـاي مختلـف مهندسـي بـرق                 . باشد مهندسي مي  غير

توانائي توصيف مسائل مختلف در يک چهارچوب       , تحقيق در عمليات و اقتصاد    , شيمي, مکانيک
  .باشد سيستمهاي کنترل مي شکل زير نمايش مفهومي. دباش  مهندسي يکسان مي ورياضي

 
  سيستم هاي كنترل عناصر مفهومي) ٢-١(شكل 

. شـود  ن مـي  يعي ـت کـه توسـط مـدل رياضـي آن           ، نمايش دهندة فرآيند است    Pدر اين نمايش    
u,وروديهاي آن    yخروجي فرآيند    w در هـا بصـورت بـرداري        باشند که کلية اين كمّيت     مي

. شـود  ورودي اغتشاشـي فرآينـد ناميـده مـي         wورودي کنتـرل و      u .شـوند  گرفته مـي  نظر  
 که در اثر اندازه گيري متغيرهاي خروجـي          نشان داده شده است    Sسنسورها نيز با نماد رياضي    

                                                 

1 Gauges 
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کنتـرل  . کنـد   را توليـد مـي  myمقدار اندازه گيـري شـدة   , n نويز اندازه گيريتحت yند  يفرآ
 و my اندازه گيري شده ايه  نمايش داده ايم که با استفاده از اطلاعات خروجي       Cکننده را با    

 در  .کنـد  را توسط عملگرها ايجـاد مـي       uفرمان کنترل   , استراتژي کنترل از پيش تعيين شده     
  .اين نمايش عملگرها جزئي از فرآيند ديده شده اند

  ترل کنندهفرآيند طراحي کن )٤-١

  :کنترل کننده اينست کهاز طراحي هدف 
  

  وPعدم دقت در مدلسازي فرآيند, nنويز اندازه گيري, wعليرغم وجود اغتشاشات
)خروجي سيستم  سنسورها حتي المقدور  ومحدوديتهاي عملگرها )y t به مقدار  نزديک

)مطلوب )dy tباقي بماند .  
  
 Cطراحي کنترل کننده به معناي ايجاد رابطة رياضي مناسب يا اسـتراتژي منطقـي مناسـب                  

يدبک يعني در دسترس داشتن اطلاعات خروجـي        المان مهم ف  . براي رسيدن به هدف فوق است     
my      براي توليد فرآيند کنترلي u  مي توان نشان داد كه با وجود فيدبك ميتوان          . ضروري است 

بـه منظـور طراحـي       .هدف كنترلي فوق را عليرغم محدوديتها و خواستهاي متعدد بدسـت آورد           
  .محقق گرددبايستي مراحل زير كنندة مناسب كنترل 

  مدلسازي فرآيند •
,مشخص نمودن مشخصات فيزيکي  • dw yدر حوزة زمان يا فرکانس  
)مشخص نمودن معيار يا معيارهاي عملکرد  • ( ))dy y t�  
 اندازه گيري مبدلها و مشخصات فيزيکي نويز ،سنسورها، مدلسازي رياضي عملگرها •
 يا فيدبک حالـت و يـا        PIDکنترل کننده به عنوان مثال       مشخص نمودن فرم عمومي    •

 غيره

که با اسـتفاده از تئـوري       شود    تعقيب مي  در اينحالت مرحلة طراحي کنترل کننده بدين صورت       
قـة فيـدبک حالـت تعيـين         يـا بهـرة حل     (PID)کنترل کلاسيک يا مدرن ضرايب کنترل کننـده         

پس از طراحي کنترل کننده نحوة پياده سازي آن توسط کنترل کننده هاي آنـالوگ               . گردد مي

۶ كنترل مدرناي بر  مقدمه

. بايسـتي طراحـي و اجـرا گردنـد        لازم   ١HMI رابـط كـاربر   تال بايستي بررسـي شـده و        ييا ديج 
همانگونـه  .  عملگرهاي مناسب براي سيستم ضروري اسـت        و همچنين انتخاب مناسب سنسورها   

مهندسـي   (چند تخصصنياز به  مشخص است طراحي موفق کنترل کننده و پياده سازي آن     که
 لذا غالباً اين عمليات به صـورت گروهـي صـورت            داشته،. . .) يوتر و   پبرق، مكانيك، شيمي، كام   

يـا يكـي از افـراد كليـدي آن،          پـروژه    به عنوان مـدير       ولي در هرحال مهندس کنترل     دپذير مي
  .کلية زيرمجموعه ها را داشته باشدبايستي آشنائي با 

 پل واسط بين تئـوري کنتـرل و پيـاده سـازي آن در               ،همانگونه که از اين مقدمه مشخص است      
در  طـراح نحوة مدلسازي و نگـرش  . باشد ند مي يفرآآن  فرآيندهاي مختلف مدلسازي ديناميکي     

, در ديـدگاه کلاسـيک    . سـبب شـده اسـت      را   كننـده  رلکنتاين زمينه، روشهاي متنوع طراحي      
مدلسازي در حوزة فرکانسي به صورت توابـع تبـديل صـورت پذيرفتـه و کليـة مشخصـه هـاي                     

 ۵۰ة  ايـن تئـوري کـه در ده ـ       . کنـيم   را در اين حوزه بررسي مـي       سيستمعملکردي و پايداري    
در وشـهاي تحليلـي    و ر٣تس ـ و نايکوي  ٢ميلادي به اوج خود رسيده اسـت بـا تئوريهـاي بـودي            

بـه صـورت کامـل در کليـة صـنايع و سيسـتمهاي کنتـرل                , PIDكنترل كننـده هـاي      طراحي  
  . کرده استرسوخفرآيندهاي صنعتي 

 نگرش مدرن به مدلسازي سيستمهاي ديناميکي به صورت فضاي          ۶۰ و دهة    ۵۰در انتهاي دهة    
هاي عددي و کامپيوتري به جاي روشهاي تحليلي جاي خود را در ميان             حالت و استفاده از روش    
 و موضـوع ايـن كتـاب     مدرن مشـهور اسـت     اهگديد اين نگرش به     .ه است تئوري کنترل باز نمود   

مدرن مورد تجزيه و     كنندة   کنترلة طراحي   مسئلو با ترتيب فصول زير       با اين نگرش     .باشد مي
  .يردگ ميتحليل قرار 

در فصل دوّم با عنايت به اينكه اولين مرحله در طراحي كنترل كننده، شناخت سيستم يا 
باشد، با استفاده از قوانين و اصول فيزيكي حاكم بر سيستمهاي الكتريكي،  فرآيند مي

د تجزيه الكترومكانيكي، مكانيكي و هيدروليكي دستة قابل توجهي از سيستمهاي صنعتي را مور
فرم فضاي حالت با . و تحليل قرار داده و مدل آنها به فرم فضاي حالت بدست آورده شده است

يري از متغير حالت مبناي اصلي روشهاي مدرن تحليل و طراحي در سيستمهاي كنترل گ بهره
با توجه به خصوصيت متغير حالت در فشرده سازي اطلاعات، اهميت استفاده از آن . باشد مي

در تكميل اين بررسي مثالهايي از سيستمهاي . لسازي سيستمهاي خطي بيان شده استدر مد
ردند و با گ مهم حرارتي، شيميايي و الكترومغناطيسي در بخش مسائل اين فصل معرفي مي

                                                 

1 Human machine interface 
2 Bode theorem 
3 Nyquist criteria 
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براي مدلسازي سيستمهاي . رداختپارائة اصول فيزيكي حاكم، به مدلسازي آنها خواهيم 
باشد به عنوان  ونه سيستمها ميگي در اين ژ بر معادلات انركه مبتنيگرانژ مكانيكي روش لا

نين روش عمومي خطي سازي سيستمهاي غير خطي چهم. تكنيكي مؤثر معرفي شده است
ايان اين فصل با اشاره به اين موضوع كه كلية پدر . رفته استگمورد بحث و بررسي قرار 

 واقعي مي باشند، كه ارتباط بين مدلهاي بدست آمده تنها تقريب غير دقيق رياضي از سيستم
ورودي و خروجي را به فرم معادلات ديفرانسيل مشخص مي سازند، توجه خواننده را به عدم 

  .دقتها در مدلسازي معطوف ساخته و انواع نامعيني هاي مدلسازي معرفي شده اند
ي اسـخ سيسـتمهاي خطـي در اثـر شـرايط اوليـه و ورود              پدر فصل سوّم با هدف بدست آوردن        

معين، خصوصيات سيستمهاي خطي كه به فرم فضاي حالت مدلسازي شده اند، مورد تجزيـه و                
سيستم به دو بخش بـدون ورودي و بـدون شـرايط            پاسخ  بدين ترتيب   . رفته است گتحليل قرار   

سخ كامل سيسـتم    پاذاري سيستمهاي خطي،    گاوليه تجزيه شده است و با توجه به اصل رويهم           
در اين راستا مـاتريس تبـديل حالـت       . به صورت مستقل بدست آمده است     با تعيين اين دو جزء      

اسخ كلية سيستمهاي خطي را به صورت عمومي پاين نمايش نه تنها . سيستم تعريف شده است 
تعيين مي كند، اهميت بردار متغير حالت را در فشرده سازي اطلاعـات ورودي در خـود نشـان                   

 انتقال حالت و مشابهت آن با توابـع نمـائي نشـان             در ادامه، خصوصيات اصلي ماتريس    . دهد مي
ايـان فصـل   پدر . داده شده است و روشهاي مختلف تعيين تحليلي و عددي آن بررسي شده انـد   

سوّم نيز روشهاي نمايش سيستم به صورت غير مزدوج يا قطري را كه در تسريع عمليات عددي  
ح نموده و در حالـت عمـومي فـرم           سيستمها حائز اهميت است، با معرفي تبديل همانندي تشري        

  . جوردن معرفي شده است–بلوكي
تشـريح  پـذيري     و آشـكار   پـذيري ايـدار   پ،  پذيري، رؤيت    پذيري هارم مفاهيم كنترل  چدر فصل   

اشتي بين توابع بـي نهايـت بعـدي ورودي و           گ در واقع به عنوان ن     پذيريراتور كنترل   اپ. اند شده
ت ورودي به مقدار اوليـة متغيـر حالـت را بـه عهـده                بعدي، فشرده سازي اطلاعا    nمتغير حالت   

بـه  . ودش ـ  ناميـده مـي    پذيراشت كامل باشد سيستم كنترل      گداشته و در صورتي كه رتبة اين ن       
 بعدي و خروجي nاشتي خطي بين متغير حالت گ به عنوان نپذيريراتور رؤيت اپان، گصورت دو 

يـدمان  چر واقـع تعـداد و        د پـذيري بي نهايت بعـدي سيسـتم، عمـل كـرده و خاصـيت رؤيـت                
اين دو خصوصيت قبـل از      . يردگ سنسورهاي لازم را به منظور تعيين وضعيت سيستم در بر مي          

بـا  . يـرد گطراحي هر نوع كنترل كنندة مدرن براي سيستمهاي خطي بايستي مورد ارزيابي قرار         
 و  يپـذير استفاده از تعاريف و قضاياي مربـوط بـه ايـن خصوصـيات، روشـهاي تحليـل كنتـرل                    

نهان يـا حـذف     پرديده و ارتباط آن با وجود مودهاي        گ در سيستمهاي خطي ارائه      پذيري رؤيت
در انتهـا بـا ارائـة    . صفر و قطب در نمايش ماتريس تبديل سيستم به بحث كشـيده شـده اسـت           

۸ كنترل مدرناي بر  مقدمه

 نحـوة   پذير و رؤيت نا   پذيرنا ، كنترل پذير، رؤيت   پذيرروشهاي تجزية سيستم به مودهاي كنترل       
  .ء سيستم به فرم كالمن تشريح شده استتفكيك اجزا

ايـداري آنهـا آشـنا      پنجم با روشهاي تحقـق سيسـتمهاي خطـي و روشـهاي تحليـل               پدر فصل   
تحقق سيستم به معناي نمايش يك سيستم به فرم فضاي حالـت در صـورت معـين                 . شويم مي

فرم فضاي  از آنجائي كه بر خلاف نمايش ماتريس حالت،         . باشد بودن فرم ماتريس حالت آن مي     
از . ي بسياري براي يك ماتريس تبديل قابل بيان اسـت  تحقق هاباشد،  حالت سيستم يكتا نمي  

باشـد   ر، كنترلر و تحقق جـوردن مـي  گذيري، رؤيتپذيري، رؤيت  پي كنترل    تحقق ها  آن جمله   
فرم جامع تحقـق    . كه در اين فصل تشريح شده اند، و به خصوصيات اصلي آنها اشاره شده است              

  . ند خروجي نيز در انتها تشريح شده استچ -ند وروديچلت در حا
ايداري سيستمهاي كنترل شرط اوليـه و مهـم در طراحـي هـر نـوع سيسـتم كنترلـي                    پتحليل  

نجم ارائه شـده اسـت، بررسـي    پايداري كه در فصل پاين مهم توسط قضاياي مبسوط  . باشد مي
و خطي را طرف توجه قرار داده ايـم         ايداري سيستمهاي غير خطي     پدر ابتدا تعاريف    . شده است 

ايداري سيستمهاي غير خطي قضاياي منتج شـده        پانوف در تحليل    پس از ارائة قضية مهم ليا     پو  
ايـداري سيسـتمهاي    پايداري داخلي كه مهمترين نوع      پ. براي سيستمهاي خطي ارائه شده است     

  .رفته استگباشد، در انتها مورد تجزيه و تحليل دقيق قرار  خطي مي
ارائـه   LQRر فصل ششم اصول طراحي فيدبك حالت با دو روش جايابي قطب و كنترل بهينة                د

طراحـي كنترلـر بـراي سيسـتمهاي صـنعتي را بـر        در اين فصل ابتدا اهداف عمومي     . شده است 
ايداري سيستم به علاوه مسئله تنظيم و يا تعقيب، بـه صـورت دقيـق تعريـف                 پشمرده، و حفظ    

ده شده اسـت كـه مسـئلة تعقيـب بـا تعمـيم روش تنظـيم قابـل                   نين نشان دا  چهم. شده است 
لذا در ادامه، حل مسئلة تنظيم توسط دو روش جايـابي قطـب و كنترلـر بهينـة                  . دستيابي است 

LQR در . وريتمهاي مختلف حل عددي اين مسائل نيـز تشـريح شـده انـد             گ و آل  ه است ده ش ئ ارا
ابت و متغير در سيستمهاي كنترل بـه        ايان اين فصل به منظور بررسي روشهاي رفع اغتشاش ث         پ

رال حالـت  گنين فيدبك انت چيش خور رفع اغتشاش و هم     پتعميم روش فوق و اضافه نمودن ترم        
  .رداخته شده استپ

اين در حاليست كه معمولاً     . باشد كنترل مدرن سيستمهاي صنعتي مبتني بر فيدبك حالت مي        
ه و تنها خروجيهاي خاصي از سيسـتم        در اين سيستمها كلية حالتهاي سيستم در دسترس نبود        

در فصـل هفـتم ايـدة تخمـين متغيرهـاي حالـت از روي               . شـوند  يـري واقـع مـي     گمورد اندازه   
ر حالت به عنوان سيستم ديناميكي كـه مبتنـي   گرؤيت. خروجيهاي سيستم بسط داده شده است 

يـري كليـة   گشود، نياز طراح را به اندازه      بر مشخصات سيستم و متغيرهاي خروجي تشكيل مي       
سازد و متغيرهاي تخمـين زده شـده را در حلقـة فيـدبك اسـتفاده                 متغيرهاي حالت مرتفع مي   



 مقدمه: فصل اول

 

۹

بدين منظور در ادبيات كنترل مدرن معرفي شده است،         گر حالت   علي رغم اينكه رؤيت   . نمايد مي
يهاي منحصر بفـرد خـود، مـورد مقبوليـت و اسـتفاده در بسـياري از كاربردهـاي                   ژگبه خاطر وي  

حـل مسـئلة    . رفتـه اسـت   گيش بيني مورد نياز است، قـرار        په به نوعي فيلتر سازي يا       ري ك گدي
ان حل مسئلة فيدبك حالت بوده، و كلية روشهاي تشـريح شـده             گر حالت، خوشبختانه دو   گرؤيت

در تعيين بهرة فيدبك حالت، به صورت متناظر در حل مسئلة رؤيتگر حالت نيز مـورد اسـتفاده                  
ر بهينة فيدبك حالـت كـه بـه فيلتـر           گيب روشهاي جايابي قطب و رويت     بدين ترت . يردگ قرار مي 

ر گرهاي با كاهش مرتبه يا لـوئنبر      گدر ادامه اين فصل رويت    . كالمن مشهور است تشريح شده اند     
ر حالت و فيدبك حالت خصوصيات   گايان با تركيب رؤيت   پو در   . رفته است گنيز مورد بررسي قرار     

  .ده شده در حلقة فيدبك بررسي شده استاستفاده از متغير حالت تخمين ز
در كلية بخشها با ارائة مثالهاي صنعتي نحوه عملي تنظيم كنترل كنندة فيدبك حالت و بررسي                

و با ارائـه مثالهـاي      . يوتري محقق شده است   پعملكرد سيستم حلقه بسته با مشابه سازيهاي كام       
نين بررسـي   چر و هم  گنده و رؤيت  ارامترهاي كنترل كن  پصنعتي همانند فصول قبل، نحوة تنظيم       

  .ذيرفته استپعملكرد سيستم حلقه بسته صورت 

  جمع بندي) ٥-١

در اين فصل ابتدا ضرورت و مشخصات سيسـتمهاي كنتـرل معرفـي شـده و بـا ارائـة مثالهـاي                      
س پس. شته است گمختلف صنعتي و اجتماعي علّت اصلي استفاده از سيستمهاي كنترل تشريح            

ونـه سيسـتمها    گ كنترل در قالب عناصـر فيزيكـي و مفهـومي در ايـن               عناصر اصلي سيستمهاي  
بدين ترتيب و با توجـه      . معرفي شده و روش طراحي عمومي سيستمهاي كنترل بيان شده است          

رش طراح به اين مسائل، روشهاي طراحي به دو دستة كلاسيك و مدرن تقسيم شده               گبه نحوة ن  
 روش مدرن طراحي كنترلر كه در ساير فصول اين با توجه به محتوي اين كتاب نحوة ارائة. است

  .رديده استگرداخت، به صورت خلاصه معرفي پكتاب به تشريح آنها خواهيم 
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 نمايش سيستمهاي خطي: فصل دوم
 
 
 
  

   مقدمه)١-٢

 مشخصات فيزيکي و يا مـدل       دانستنبراي سيستمهاي خطي    كننده  نقطة شروع طراحي کنترل     
ابـع تبـديل    وتفركانسـي يـا     در طراحي هاي کلاسـيک از مـدل هـاي           . باشد رياضي سيستم مي  

از معادلات ديفرانسـيل    و  زماني  اه مدرن در فضاي     گديدليکه در    درحا ،شود سيستم استفاده مي  
در اين راستا توصيف فضاي حالـت تصـوير         . بريم براي مدلسازي سيستمهاي ديناميکي بهره مي     

دهـد کـه متغيرهـاي       اين مدل نشـان مـي     . دکن را توليد مي  کاملي از ديناميک داخلي سيستم      
ة ورودي سيسـتم بـر خروجـي از طريـق           داخلي سيستم چگونـه بـا هـم تـداخل کـرده و رابط ـ             

 ،زيت است که سيستمهاي غيرخطـي     ماين روش داراي اين     . شود متغيرهاي حالت مشخص مي   
توسـط آن   تـوان    چند خروجـي را مـي      –سيستمهاي چند ورودي     سيستمهاي متغير با زمان و    

  .مدلسازي نمود

   نمايش فضاي حالت)۲-۲

توان توسط يک دستگاه معادلات ديفرانسيل مرتبـة يـک مدلسـازي             مها را مي  بسياري از سيست  
  .نمود

)١-٢( ( ( ), ( ), )t t t=x f x u� 
 مطابق شکل زير F را تحت نيروي Mحرکت جرم : اجازه دهيد با يک مثال ساده شروع کنيم

  .درنظر بگيريد
  
  
  

   Mا اصطکاک يک جرم  حرکت ب)١-٢(شکل 

F
D(V)نيروي اصطکاک   M 
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  :کنيم از قانون دوّم نيوتن استفاده مي

)٢-٢( )(vDF
dt
dvM −= 

)٣-٢( 
M

vD
M
F

dt
dv )(−= 

  :شود لذا معادلات حالت به صورت زير نوشته مي

)٤-٢( 










=

−=

v
dt
dx

M
vD

M
F

dt
dv )(

 

 و تعريف سرعت دقت کنيد دو معادلة فوق از اصول فيزيکي مختلف يعني قانون دوم نيوتن
اما هر دو شکل مشترکي دارند و معادلة ديفرانسيل رتبة اول , مکانيکي بدست آمده اند

ين دستگاه معادلات درجة يک به صورت طبيعي مدل رياضي از سيستم توليد ا. باشند مي
غيرخطي , D(v)  که خصوصيات اين مدل با توجه به وجود تابع غيرخطي از سرعت،کند مي
توان به صورت  حالت کلي بسياري از مدلهاي سيستمهاي مختلف صنعتي را ميدر . باشد مي

سيستم گفته  معادلات حالتکه به آن . رتبة اول نمايش دادمدسته اي از معادلات ديفرانسيل 
  . شود مي

)٥-٢( 

1 1 1 2 1 2

1 2 1 2

1 1 1 2 1 2

1 2 1 2

( , ,..., , , ,..., , )

( , ,..., , , ,..., , )
( , ,..., , , ,..., , )

( , ,..., , , ,..., , )

n r

n n n r

n r

m m n r

x f x x x u u u t

x f x x x u u u t
y h x x x u u u t

y h x x x u u u t

=

=
=

=

�
#
�

#

 

  
ruuuکه در آن  ,...,, myyyتم و  وروديهاي سيس21 ,..., باشند،   خروجيهاي سيستم مي21

  .باشند که اندازه گيري شده و در دسترس مي
  
  
  

  خروجي-نمايش سيستم به صورت ورودي )٢-٢ (شکل

 سيستم
( )tu ( )ty
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1متغيرهاي اين در حاليست كه  2, ,... nx x x=xناميم سيستم مي" متغيرهاي حالت"   را. 
براي مثال قبل . کنند رها رفتار ديناميکي سيستم را به صورت کامل مشخص ميمتغياين 
  : را به صورت زير مشخص نمودتعريف شدهتوان متغيرهاي  مي

)٦-٢( 






==

=

dt
dxvx

xx

2

1

 

)٧-٢( Fu = 
)٨-٢( xy = 

لـذا  و  ) شـود  معمولاً کنترل مـي   (مهم بوده   ي  به لحاظ كنترل  خروجي سيستم متغيري است که      
لـذا   . در اين مثال ميزان جابجائي بلوک بـراي مـا اهميـت دارد    .گيرد مي گيري قرار  مورد اندازه 

  :شوند معادلات حالت به صورت زير نمايش داده مي

)٩-٢( 

1 2 1 1 2 1

2
2 2 1 2 1

1 1 2 1

( , , )

( ) ( , , )

( , , )

x x f x x u

D x ux f x x u
M M

y x h x x u

 = =


 = − + =


= =

�

� 

ت به صورت طبيعـي از معـادلات        شود متغيرهاي حال   لذا همانگونه که در اين مثال مشاهده مي       
درحالت کلي معادلات ديفرانسيل حـاکم بـر        . باشند قابل انتزاع مي  حاكم بر سيستم    ديفرانسيل  

  .باشد سيستمها به فرم زير مي

)١٠-٢( 
( , , )
( , , )

t
t

=
 =

x f x u
y h x u
� 

عـلاوه  . نامند مي ١غير متغير با زمان   وده لذا اين توابع را       تابعي از زمان نب    ifدر اين مثال توابع     
iiبر آن اگر توابع      fh x, نسبت به متغيرهـاي      , u    سيسـتم  "سيسـتم نهـائي را     , خطـي باشـند

h, توابعدرصورتي که . ناميم ي م٢LTIيا "  غير متغير با زمانخطي f برحسب, ,x u t   خطـي
 .شود باشند اين معادله به فرم ماتريسي متغير با زمان زير تبديل مي

  

                                                 

1 Time invariant 
2 Linear Time invariant 
 

 متغيرهاي حالت

 ورودي

 جيخرو
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)١١-٢( 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
t t t
t t t

= +
 = +

x A x B u
y C x D u
� 

 )١٠-٢لـة  معاد ( جالب توجه است که اين دستگاه معادلات ديفرانسيل در کلي ترين فرم خـود 
 Lipschitz شـرط . باشـد   داراي پاسخ يکتـا مـي      Lipschitzدرصورت وجود شرايط بسيار ملايم      

باشـد و از لحـاظ رياضـي          سيسـتم مـي    ١وجود رابطة علت و معلول يا علّي بودن       رياضي  ترجمة  
h,شود که شيب توابع  بدين صورت تعبير مي    f    نسبت بـه متغيرهـاي خـود, ,x u t  در هـيچ 

اين خصوصيت در کلية سيستمهاي فيزيکي برقرار بوده لذا با استفاده            . نشود نامتناهيجاي فضا   
قانون بقاي اندازه حرکت خطـي      , از قوانين فيزيکي حاکم بر سيستمها همانند قانون بقاي انرژي         

تـوان بـه صـورت طبيعـي معـادلات حالـت حـاکم بـر                  مـي  . . . قانون بقاي جرم و   , يا زاويه اي  
  .گيرد  بررسي قرار ميدر ادامه موردمثالهاي متنوعي در اين مورد . سيستمها را تعيين نمود

 
...,1 حالت اما ويژگي اصلي متغيرهاي nx x=x چيست؟  

  
اين متغيرها و نقـش اساسـي آنهـا در حـل معـادلات               رياضي   يرتعبال به   ئواسخ به اين س   پبراي  

تواند تنهـا داراي يـک       يک سيستم مي  در ابتدا بايستي توجه داشت كه       . پردازيم ميديفرانسيل  
  . باشدnو يا حتي  ٣، ٢ اما تعداد متغيرهاي حالت آن 2(SISO)ورودي و يک خروجي باشد 

    
  
  

  خروجي با متغير حالت-نمايش سيستم به صورت ورودي )٣-٢ (شکل

باشـند کـه توسـط آنهـا        مشخصة اصلي متغيرهاي حالت اينست کـه متغيرهـاي مسـتقلي مـي            
گاه ديـد اگـر بـا     . تعيـين نمـود   توسط معـادلات حالـت      توان رابطة بين ورودي و خروجي را         مي

 است که   سيستم ديناميکي يک تابع رياضي يا يک نگاشت رياضي         ،نگاشت به سيستم نگاه کنيم    
  .سازد  ميمرتبط y(t) را به خروجي u(t)ورودي 

)١١-٢( : ( ) ( )S t t→u y 
 را به يک تـابع  ∞− تا ∞+در بازة زماني  u(t) بوده و يک تابع زماني بينهايتلذا بعد اين تابع  

متغير حالت پل واسطي است بين اين نگاشـت بـدين           .  بايستي تبديل کند   ∞− تا   ∞+زماني  
                                                 

1 Causality 
2 Single input single output 

 سيستم
x 

( )tu ( )ty

 كنترل مدرناي بر  مقدمه

 
 

۱۶

 به بعد بيابيم و فرض کنيم از اين لحظه 0tترتيب که اگر بخواهيم خروجي سيستم را در لحظة 
 متغيرهـاي مسـتقلي     x ،ستم عمل نمايد  فر است تا ديناميک خود سي     صبه بعد ورودي سيستم     

)0 يعني   0tاست که در لحظة      )tx        0 کلية اطلاعات ديناميکي ورودي سيستم را( ) tu t
−∞

 را در   
)0 داشته باشيم کافي است تنها       خود داشته و براي اينکه خروجي از اين لحظه به بعد را            )x t  را 

  .داشته باشيم

  

  ن با متغير حالتآخروجي سيستم و ارتباط -مشخصات ورودي )٤-٢ (شکل

)بينهايت  بعد  با  متغير  يك  بدين ترتيب کلية اطلاعات      )u t،      محدود  د  عب در يک متغير دارايn 
لذا نوشتن معـادلات     .دارداين مقدار اطلاعات وجود ن    هداري  شود و ديگر نيازي به نگ       مي فشرده

 ديفرانسيل سيستم برحسب متغيرهاي حالـت در واقـع نگاشـتي اسـت کـه يـک تـابع بـا بعـد                      
)بينهايت )u t،    ابع با بعد   را به يک ت n ( )ox t،          تبديل نموده و آنرا قابـل اسـتفاده بـراي تعيـين 

) بينهايتتابع با بعد     )y t اين فشرده سازي اطلاعات نه تنها از لحاظ فيزيکـي داراي           . سازد  مي
تعيـين  (عـادلات   اهميت است بلکه توسط محاسبات عددي و کامپيوتري کمک زيادي به حل م            

( )y t (خواهد نمود.  

 

  اشت رياضي گتعبير سيستم به صورت ن) ٥-٢(شکل 

  مدلسازي سيستم بر اساس اصول فيزيكي) ٣-٢

 با استفاده از قوانين فيزيکـي حـاکم بـر سيسـتمها هماننـد               توان با توجه به توضيحات فوق مي     
 به صورت   . . . قانون بقاي جرم و   , قانون بقاي اندازه حرکت خطي يا زاويه اي       , اي انرژي قانون بق 

( )u t  
) با بعد بينهايت )y t  

 با بعد بينهايت

( )ox t با بعدn

  ديناميكيسيستم
ot  

ot

( )u t ( )y t

t  t  
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در ادامـه سيسـتمهاي مختلفـي را بـا          . آوردبدست  طبيعي معادلات حالت حاکم بر سيستمها را        
داده و معـادلات حالـت سيسـتم را بدسـت            بررسـي قـرار      نهـا مـورد    آ توجه به ماهيت فيزيكـي    

  .يمآور مي
 

  يستمهاي الکتريکي س)۲-۳-۱

بـا  . ردنـد گ  و جريان معادلات حالت سيستمهاي الكتريكي تعيين مـي         ژبا استفاده از قوانين ولتا    
  .كنيم ة يك مثال نحوة تعيين اين معادلات را مرور ميئارا
 

  : مدار الکتريکي زير را درنظر بگيريد)۱-۲(مثال 

L1

L2

C2

C1     i1
L3    i3i(t)

v1v3

i2

 

  كتريكيدار ال م)۶-۲(شکل 

  :توان نوشت با استفاده از قوانين جريان ولتاژ مي

)١٢-٢( 

1
1 1

2
2 2 1

3
2 3

2 1 1 1

3 2 2 2

( )

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

div t L
dt
div t L v t
dt
div t L
dt

di t c v t i t
dt

di t i t C v t i t
dt

=

= +

=

= +

= + +

 

3با نوشتن معادلة حلقة دربرگيرندة  2 1, ,L L Lگيري از آن داريم  و انتگرال:  
)١٣-٢( 3 3 2 2 1 1( ) ( ) ( )L i t L i t L i t k= + + 

 k=0 کـه بـا شـرايط اوليـة صـفر            ،ايط اوليه است  گيري و تابعي از شر      ثابت انتگرال  kکه در آن    
دهد که جريان يک سـلف مسـتقل نبـوده و تـابعي از جريـان                 اين معادله نشان مي   . خواهد شد 
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1لذا عليرغم وجود پنج المان ذخيره و تبـديل انـرژي            . سلفهاي ديگري است   2 3 1 2, , , ,L L L C C ,
بر ي است اين چهار متغير را به صورت زير          چهار متغير حالت براي نمايش معادلات سيستم کاف       

  .کنيم انتخاب ميحسب جريانهاي سلف و ولتاژهاي خازن 

)١٤-٢( 1 1 3 1

2 2 4 2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

x t v t x t i t

x t v t x t i t

= =

= =
 

  : خواهيم داشت3iبا حذف جريان وابسته 

)١٥-٢( 

[ ]

1 1

1 12 31

3 2 3 22 2
2

1 1

12 2

2 2

1 10 0
0

0 0 1
( )

1 0 0 0 0
0

1 1 0 0

( ) 1 0 0 0 ( )

C C
v vL LL

L C L Cv v
C u t

i i
Li i

L L

y t t

 − 
   

   +   − −      
    = = + 
      
                 

− 
  

=

x

x

�
�

� �
�

 

 1v درنظـر گرفتـه شـده و خروجـي سيسـتم ولتـاژ            iدر اينحالت ورودي سيستم جريان منبع       
  .باشد مي

  

  سيستمهاي الکترومکانيکي) ٢-٣-٢

   مغناطيس دائمDC موتور )۲-۲(مثال 
 و روباتيک موتـور      اجزاء مختلف فرآيندهاي صنعتي    يکي از سيستمهاي بسيار متداول در کنترلِ      

DC در اين مثال موتور     . باشد  ميDC   کنتـرل دور   . کنيم بررسي مي مغناطيس دائم را    هستة   با
فرض نمائيـد   . پذيرد اين موتور که به جعبه دنده مجهز است توسط ولتاژ آرميچر آن صورت مي             

 Jسيستم براي کنترل زاوية حرکتي يک ضد هوائي استفاده شود که داراي ممان اينرسي               از اين   
 کلية اغتشاشات وارد بر سيستم و ديناميکهاي مدل نشده به صورت گشتاور             ينچنهم. باشد مي

  . مدل شده استLTخارجي 



  نمايش سيستمهاي خطي: فصل دوّم
  

۱۹

  
   DC سرو موتور )۷-۲(شکل 

 و اغتشاشي   يکنترلورودي  دو   LT يگشتاور اغتشاش  و   vچر موتور   ولتاژ آرمي : ورودي و خروجي  
  .باشند سيستم مي

يـا سـرعت زاويـه اي آن بسـته بـه             θخروجي سيستم زاوية ميز ضد هـوائي        : خروجي سيستم 
ωکاربرد  θ=   .باشد  مي�

   مکانيکي-روتکم بر سيستم هاي الکاصول فيزيکي حا
, ايسـت بـراي کـاهش دور موتـور و افـزايش گشـتاور آن                وسـيله  Nجعبه دنده با نسبت تبديل      

  :درحالت ايده آل

)١٦-٢( mmN or N
θω

ω θ
= = 

  :درصورتيکه گشتاورهاي تلفات و اصطکاک در جعبه دندة وجود نداشته باشد

)٢-۱۷( 1 mT
N T

= 

  : با مغناطيس دائم برابر است باDC در موتورهاي mTگشتاور توليد شده توسط موتور 
)٢-۱۸( 1m mT K i K iφ= ⋅ ⋅ = ⋅ 

موتـور  . ي اسـت  مغنـاطيس دائـم مقـدار ثـابت       موتـور   در  ي بوده كـه      شار مغناطيس  φن  آكه در   
 در آن نيـز     ١باشد و ولتـاژ ضـدمحرکه       مي L و اندوکتانس    R داراي مقاومت الکتريکي     الکتريکي

  .باشد متناسب با سرعت موتور مي
)٢-۱۹( 2Emf m m mv K Kφ ω ω= ⋅ ⋅ = ⋅ 

                                                 

1 Back electro-motive force (Emf) 

 : زاوية موتور
  : زاوية بار

 كنترل مدرناي بر  مقدمه
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 mKرابطة فـوق بـا يـک ضـريب     دو  و 2K برابر 1K استفاده شود   SIدرصورتيکه از واحدهاي    
 .شود  فرض ميmJ ممان اينرسي موتور نيز .باشند ميقابل نمايش 

  
  .کنيم را اعمال مي) يا قانون اويلر براي حرکتهاي زاويه اي(قانون دوم نيوتن :  مدلسازي-
)٢-۲۰( m m m eJ T Tω = −� 

در واقع گشتاور اينرسي . باشد  گشتاور منتقل شده از طرف موتور به سمت بار ميeTکه در آن   
mحرکتي موتور  mJ ω� از ميزان گشتاور توليدي موتور m mT K i=شود  کم مي.  

  لذا 
)٢-۲۱( e m m mT J Tω= − +� 

  .كنيم استفاده مي بار هم در سمتقانون اويلر را 

)٢-۲۲( e L

m m m L

J NT T
NT NJ T

ω
ω

⋅ = −
= − −

�
�

 

):  جعبه دندهثربا توجه به ا )m Nω ω=خواهيم داشت :  
2( )

e

m m L

J

J N J NT Tω+ = −���	�
   

هر ميزان کـه    , 2Nباشد و با توجه به ترم        موتور مي  و ن اينرسي معادل بار    مما eJدقت کنيد   
 با توان دوم    eJممان اينرسي موتور نسبت به بار کوچک باشد تأثير آن در ديناميک مجموعه و               

و (دم صرفنظر از ديناميک موتور      اين دليل اصلي ع   . يابد ضريب يا نسبت جعبه دنده افزايش مي      
لـذا در نهايـت   . باشـد  مـي ) خطي شدن معادلات حرکت سيستمهاي روباتيـک     درحالت عمومي 
  :خواهيم داشت

)٢-۲۳( .e m LJ NT Tω = −� 
  :معادلة حالت اول

)٢-۲۴( 
1 ( )m L

e

N K i T
J

ω = ⋅ ⋅ −� 

  :نويسيم معادلة مدار الکتريکي را نيز مي

)٢-۲۵( emf
diL Ri v v
dt

+ = − 
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LR

v(t) M

  

 DCمدار الكتريكي معادل موتور ) ٨-٢(شكل 

  :معادلة حالت دوم

)٢-۲۶( 1 mNKdi R i v
dt L L L

ω= − + − ⋅ 

  :ست او آخرين معادلة حالت نيز رابطه سرعت زاويه اي
)٢-۲۷( θ ω=� 

تريسـي زيـر قابـل نمـايش        باشـند و بـه فـرم ما        خوشبختانه معادلات حالت همگي خطـي مـي       
   .باشند مي

)٢-۲۸( 
A B

C
= +

 =

x x u
y x

�
 

  :نآكه در 

)٢-۲۹( 
0 1 0 0 0
0 0 / 0 1/
0 / / 1/ 0

m e e
L

m

vd NK J J
Tdt

i NK L R L i L

θ θ
ω ω
       

        = + −                  − −       

 

  . کنيميريگ اندازه را به عنوان خروجيهاي سيستم ω و هم θدرصورتيکه هم 

)٢-۳۰( 
1 0 0
0 1 0

i

θ
θ

ω
ω

 
     =           

 

,که در آن  ,
L

v
T

i

θ
θ

ω
ω

 
    = = =          

y u xدرنظر گرفته شده است .  

   مشابه سازي-
 را به صـورت عـددي محاسـبه         C,B,Aبا دانستن مقادير عددي پارامترهاي سيستم ماتريسهاي        

  .کنيم مي

 كنترل مدرناي بر  مقدمه
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4 2 2 2

0.05 / , 1.2 , 0.05 ,

8 10 , 2 10 , 12
m

m

K Nm A R L H

J Kgm J Kgm N− −

= = Ω =

= × = × =
  

  

)٢-۳۱( 
0 1 0 0 0

1 0 0
0 0 4.438 , 0 7.396 ,

0 1 0
0 12 24 20 0

A B C
   

    ⇒ = = − =         − −   

 

 Simulinkبسـتة نـرم افـزاري     يـا  (. . . ,Lsim, ode45) و توابـع   Matlabنرم افزار با استفاده از 
  : به عنوان مثال ورودي مشخص و)در اينجا صفر(شرايط اوليه خاص هر توان براي  مي

3 0 2
( )

3 2 4
t

v t
t

≤ <
− ≤ <

  

) ٩-٢(مطابق شـكل    حسب زمان    سيستم را مشابه سازي نمود و تغييرات متغيرهاي حالت را بر          
  .ترسيم نمود

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
-5

0

5

10

time (sec)

S
ta

te
 v

ar
ia

bl
es

 
   DC پاسخ هاي سيستم سرو موتور )۹-٢ (شکل

( )radθ

( / sec)radω

( )i A
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   مكانيكي سيستمهاي)۲-۳-۳

  سيستم تعليق فعال اتومبيل) ۳-۲(مثال 
  

يك مدل به  در اين مدل که .دهد مايش مي سيستم تعليق فعال يک اتومبيل را ن    )١٠-٢(شکل  
 1x بـا متغيـر      M تنها حرکت عمودي خودرو با جرم        خودرو مشهور است،  سيستم تعليق   هارم  چ

باشـد تـاير      مـي  2x و جابجـائي عمـودي       mاکسل خودرو نيز داراي جـرم       . مشخص شده است  
  و ضريب استهلاک1Kو فنر و کمک فنر خودرو با ضرايب سختي  2K خودرو با ضريب سختي

علاوه بر وجود فنر و کمک فنر هماننـد سيسـتمهاي متـداول           .  مدل شده اند   D) خطي(ويسکوز  
ا به بدنة خـودرو      ر uيک عملگر هيدروليکي يا نيوماتيکي نيروي       ) تعليق غيرفعال (تعليق خودرو   

 را بـا ورودي اغتشاشـي       ده جـا  نـاهمواري . کند که از نوسانات خودرو جلوگيري نمايد       اعمال مي 
Ryيمه ا نمايش داد.  

  

  نآهارم خودرو و سيستم تعليق فعال چمدل يك ) ١٠-٢(شكل 

 ورودي کنتـرل    باشد كه به صـورت      مي فعالتعليق  تم   سيس دي عملگرِ و ور u: دي و خروجي  وور
. شـود  اعمـال مـي   سيستم  به  ورودي اغتشاشي   به صورت    Ryو اغتشاش جاده    عمل كرده   شده  

  .باشد که بايستي به حداقل برسد  مي1xخروجي مورد نظر در اين سيستم نوسانات خودرو 
  

  :زيکي حاکماصول في
Fنيروي فنر به صورت خطي       K x= ⋅   و نيروي کمک فنـر بـه صـورت اسـتهلاک ويسـکوز     ∆

F D x= ⋅ در اينجـا   . باشـد  مـي معادلات نيـوتن    , معادلات حاکم بر سيستم   . کند  عمل مي  �∆

m

M

D K1 

u 

u 

K2 

yR 

x2 

x1 

 كنترل مدرناي بر  مقدمه

 
 

۲۴

روي فنـر قـرار      زمانيکـه جرمـي    .يردگ مورد توجه قرار     بايستيدر مورد حالت آزاد فنر      اي   نكته
ر در اين حالت طول فنر را در حالت        گا. كند جابجا مي  ∆xگيرد آنرا از حالت آزاد به اندازة         مي

 .مشخص کنيم در اين حالت نيروي وزن با نيروي فنر خنثي شده است oxتعادل با 
  

  

  نآحالت تغادل فنر و برابري نيروهاي ) ١١-٢(شكل 

يري نيرو هـاي ايجـاد شـده در فنـر در نظـر              گدر صورتيكه حالت تعادل فنر را مبناي اندازه         لذا  
 سيستم را بدست  مجموع نيروهاي خارجي وارد بر    اوليه  دو نيروي    با حذف اين     توان يريم، مي گب
  .وردآ
  
  مدلسازي -

  .كنيم ميرسم  M, mدياگرام آزاد نيروها را براي دو جرم 
 

  

   در سيستم تعليق فعال اتومبيلM, mدياگرام آزاد نيروها را براي دو جرم ) ١٢-٢(شكل 

ext                           :کنيم قانون نيوتن را اعمال مي
dvM F
dt

=∑  

M

fx  

Mg  

x∆
ox  Mg K x= ⋅∆

حالت 
 تعادل

حالت 
 آزاد

Mg  

1 1K x⋅ ∆  

1 1 10 2 20( ( ))K x x x x− − −  

1 2( )D x x−� �

1 1 10 2 20( ( ))K x x x x− − −

1 2( )D x x−� �

mg

1x  2x  
M  m

2 2K x⋅∆  
u  

u  

2 2 20( )K x x−
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)٢-۳۲( 
1

1 1 2 10 20 1 2

2
1 1 2 10 20 1 2 2 20

( ) ( )

( ) ( ) ( )R

dvM K x x x x D x x u
dt

dvm K x x x x D x x u K x x y
dt

= − − − + − − +

= − − + + − − − − −

� �

� �
 

10که در آن     20,x x   فنرهـا از    مبدأ سنجش جابجـائي   رفتن  گدر نظر    با   .باشند  مقادير ثابتي مي 
10ها  نحالت تعادل آ   20 0x x= تـوان بـه صـورت زيـر         عادلات حالـت را مـي     م لذا   .باشد  مي =

  .زنويسي نمودبا

)٢-۳۳( 

1 1

2 2

3 1 1 1 1 2 1 2

2 2
4 2 1 1 1 2 1 2

1 1[ ]

1 [ ] R

x v
x v

x v K x K x Dx Dx u
M M

u K Kx v K x K x Dx Dx x y
m m m m

=
 =

 = = − + − + +



= = − + − − − +


�
�

� � � �

� � � �

 

  :معادلة خروجي عبارتست از

)٢-۳۴( [ ]
1

2

1

2

1 0 0 0

x
x

y
v
v

 
 
 =
 
 
  

 

  : عددي زيرمقاديربا درنظر گرفتن 
3 4 1

1 2300 , 50 , 3 10 , 3 10 600M Kg m Kg K N m K N m D N ms−= = = × = × = =  
  :خواهيم داشت

)٢-۳۵( 

1 1

2 2

3 3

4 4

0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
10 10 2 2 0.0033 0

60 660 12 12 0.02 600

R

x x
x xd u y
x xdt
x x

        
        
        = + +
        − −
        − − −           

  

[ ]1 0 0 0y = x 
  
  و بـا شـرايط اوليـه   Simulink و يـا توسـط     ode45 يـا    Lsimمجدداً بـا دسـتور      : سازي مشابه   -

  .نمائيم وروديهاي زير سيستم را مشابه سازي مي
  

  :وريدآسخ سيستم به شرايط اولية زير را بدست پا )الف

 كنترل مدرناي بر  مقدمه
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1 2

1 2

(0) 0.2, (0) 0.0
(0) (0) 0
( ) ( ) 0, 0 7secr

x x
v v
u t y t t

= =
= =

= = ≤ ≤
 

)شده توسط تابع    پاسخ مشابه سازي     , , )oinitial sys x t   آورده شـده اسـت     )١٣-٢(شـكل   در .
ن با سرعت مناسـبي  آي بدنة خودرو و محور ئشود جابجا ونه كه در اين شكل مشاهده مي   گهمان

  .كنند به سمت حالت تعادل خود ميل مي
  
نـد ورودي  چب از تركي ـبه ورودي جـاده اي را کـه   تعليق غير فعال خودرو را پاسخ سيستم   ) ب

4:زير تشكيل شده استبه صورت سينوسي 

0
( ) 0.1 (5 4 )r n

y t Sin n t
=

= +   . را بدست آوريد∑⋅
)استفاده از دستور    با   , , )lsim sys u t   مده و در شـكل  بدست آسيستم به ورودي مورد نظر     پاسخ
  .ي تضعيف شده استن اغتشاش جاده تا حدّآنشان داده شده است كه در ) ١٤-٢(

0 1 2 3 4 5 6 7
-0.1

-0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

time (sec)

st
at

e 
va

ria
bl

es

  
  اسخ سيستم تعليق خودرو به شرايط اولية غير صفرپ) ١٣-٢(شكل 

2 ( )x m

1( )x m
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-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

time (sec)

st
at

e 
va

ria
bl

es

 
  اسخ سيستم تعليق خودرو به نوسانات جادهپ) ١٤-٢(شكل 

  قطار) ۴-۲(مثال 
  

باشد که در صفحة افق    و تعدادي واگن مي    يشرانقطاري را درنظر بگيريد که داراي لوکوموتيو پ       
 مکـانيکي مشـابهي بـه يکـديگر         هـاي وپلينگكها و لوکوموتيو توسط      واگن   .درحال حرکت است  

 و  هدف کنترلي در اين مثال ثابت نگهداشتن سرعت کلية واگن ها و لوکوموتيو            . اند متصل شده 
  .باشد  مکانيکي بين واگنها ميهاينيروي قابل تحمل کوپلينگناليز آ
  

  
  آنيرهاي حالت مدل قطار و متغ) ١٥-٢(شكل 

  

M m m m "

1x

2x3xnx

F  D
K

1( )x m

2 ( )x m

 كنترل مدرناي بر  مقدمه

 
 

۲۸

  خروجيو  ورودي -
 خروجي هاي سيسـتم نيـز بـا توجـه بـه             .باشد نيروي پيشران لوکوموتيو مي   ،  Fورودي کنترلي   

و ي ـهدف کنترلي سرعت لوکوموتيو و فاصلة نسبي بـين واگنهـا بـا هـم و واگـن اول بـا لوکوموت                     
  .باشد مي

  
   مدلسازي -

)٢-۳۶(
1 1 2 20 1 2( ) ( )Mv F K x x D v v= − − − يولوکوموت:   �−

1 1 1 10 1( ) ( ) ( ) ( )   2,3, , 1i io i i i i i imv K x x D v v K x x D v v i N− + + += − + − − − − − = −� …: iواگن امين

0 1( ) ( )N N N N Nmv K x x D v v−= − + واگن آخرين:�−
  :توان به فرم زير انتخاب نمود لذا متغيرهاي حالت را مي

)٢-۳۷( 

1 1

2 1 2

3 2 5

1N N N

x v
x v v
x v v

x v v−

=
= −
= −

= −

�
�
�
#
�

 

  
3ي مياني   ها متغير ة کلي و 1vو خروجيهاي سيستم را      2,..., ,Nx x x   ايـن  . دهنـد   تشکيل مـي

 ix بايستي کنترل شود و متغيرهاي       1vچرا که سرعت    كند   انتخاب هدف كنترلي را تأمين مي     
  .بايستي محدود بمانند تا نيروي کوپلينگ بين واگنها محدود باقي بماند

 
  :نظر بگيريماگر مقادير عددي زير را در

  
5 4 6 5 12 10 , 4 10 , 2.5 10 , 1.5 10M Kg m Kg K N m D N ms−= × = × = × = ×  

  
20ioxو فاصلة اوليه کلية واگنها را برابر         m=    معـادلات حالـت بـه فـرم زيـر          ,  درنظـر بگيـريم

  .خواهند بود
  

)٢-۳۸( 
1 2 1 2 1

1 1 1

1

12.5 0.75 0.75 250 0.005
62.5 62.5 3.75 7.5 3.75 2,... 1
62.5 3.75 3.75 1250

i i i i i i

N N N N

v x v v F
v x x v v v i N
v x v v

+ − +

−

= − − + + +
 = − + − + = −
 = + − −

�
�
�
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متغيرهای حالت اين دسـتگاه معـادلات بـا         . فته ايم  درنظر گر  KN را   F مورد استفاده برای     دواح
  .شود مي بيشترنيز متناسباً  محاسبات حجمو درنتيجه زايش يافته افزايش تعداد واگنها اف

  
1 و شرايط اولية     N=5نظر گرفتن    با در  750 , (0) 20iF KN x m=  شـكل   مطـابق تـوان    مـي   =

  : بدست آوردMatlab در ode45دستور استفاده از را با  سيستمها پاسخهاي) ١٦-٢(
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  اسخ مدل ديناميكي قطار به شرايط اولية غير صفرپ) ١٦-٢(شكل 

   هيدروليكي سيستمهاي)۲-۳-۴

  کنترل سطح تانک) ۵-۲(مثال 
 

 به آن   Fin جريان سيال ورودي     .دنگهداري آب را با سطح مقطع يکسان درنظر بگيري        زن  يک مخ 
ثابـت   ، هدف سيستم کنترل  .شود وارد شده و توسط شير کنترلي جريان خروجي آن تنظيم مي          

  .باشد نگهداشتن ارتفاع آب در مخزن مي
  

 و جريـان ورودي     u : شـير کنترلـي    ١سـوزن ورودي کنترلي ميـزان جابجـائي       : ورودي و خروجي  
  .باشد  ميA سيستم نيز ارتفاع آب در مخزن يا خروجي مورد نظر. باشد  ميFinاغتشاشي 

                                                 

1 Spool 

 كنترل مدرناي بر  مقدمه

 
 

۳۰

  

  مدلسازي ارتفاع آب در مخزن روباز)۱۷-۲(شکل 

   اصول فيزيکي حاکم بر سيستم -
  : اصل بقاي جرم) ١

  ديآب وروحجم  -  ب خروجيآحجم  =  تغييرات حجم آب
   مخزنبه    از مخزن    داخل مخزن

  
  . ستون آب بالاي آن نقطه استوزنفشار آب در هر نقطه معادل : نيروي هيدروستاتيکي) ۲

  
)٣٩-٢(  0P P ghρ= +  
 

  . فشار اتمسفر يا فشار گاز فوقاني روي سيال است0Pکه در آن 
 

فشار دو  ذور   متناسب با مج   ١ه يا اريفيس  جريان عبوري از يک گذرگا    : شير کنترل يا اريفيس   ) ۳
  .باشد  مييا اريفيس, و متناسب با سطح عبوري سيال در گذرگاهن طرف آ

)٢-۴۰( 2F S
ρ
∆Ρ∝ 

 داراي سطح مقطع کنترل شونده ايسـت کـه متناسـب بـا حرکـت                اگر فرض کنيم شير کنترلي    
  :توان نوشت  در اينصورت مي.کند يير ميشير تغسوزن 

              2F C u
ρ
∆Ρ′= ⋅  

                                                 

1 Orifice 

Fin 

u 

l 

Fo 

کنترل کننده
Ld 

-

P 

Po 

h 
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۳۱

  :کنيم خواهيم داشت  را درهم ضرب مي ثابتهاکليةر گا
)٢-۴۱( F C u= ⋅ ∆Ρ 
  :از بقاي جرم داريم: مدلسازي -

)٢-۴۲( in o
dV A F F
dt

= = −A� 

  :از طرفي

)٢-۴۳( 0 0,
o b a

b a

o

F C u Cu P P
P P g P P

F C u g Cu

ρ

ρ

′= ∆Ρ = −
= + =

′⇒ = =

A

A A

 

  :لذا معادلة حالت حاکم بر سيستم عبارتست از

)٢-۴۴( inFd Cu
dt A A

= −A A 

 غيرخطـي  قبلـي، ستة يک بوده ولي برخلاف کلية مثالهـاي ارائـه شـده        راين معادلة ديفرانسيل    
اده  اسـتف  Simulink يـا از     ode45تـوان از دسـتور       براي مشابه سازي اين سيستم مي     . باشد مي

  .نمود
2با فـرض : مشابه سازي - 3/21 m ;  C=2.0 m /A s= 0  و, ( ) 0.01 , (0) 1inF u t m m= = =A  در مـدت 

  .باشد ميشکل زير مطابق  ثانيه پاسخ سيستم ۱۰۰
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  پاسخ مشابه سازي سيستم ارتفاع آب در مخزن روباز)۱۸-٢(شکل 

Pb                   Pa 

 كنترل مدرناي بر  مقدمه

 
 

۳۲

  غيرخطي اسـت   نآ نمائي نبوده چراکه معادلة ديفرانسيل    , ظاهريشعليرغم شکل   سيستم  پاسخ  
بسياري از سيستمهاي فيزيکـي     . نمودير محسوسي خواهد    ي با تغيير شرايط اوليه شکل فوق تغ       و

  .باشند داراي معادلات غيرخطي مي

  لاگرانژبر اساس روش مدلسازي ) ٤-٢

, لاگرانژ روش شناخته شده و بسيار کارآمدي براي مدلسازي سيستمهاي مکانيکيمعادلة 
اين معادله براساس اصل . باشد  مي,شوند  ميبخصوص سيستمهايي که از چند جرم تشکيل

در اين روش با مشخص کردن . کارمجازي و بقاي انرژي در سيستمهاي مکانيکي بنا شده است
)(کنند   ميکتهاي مستقل را معرفيمتغيرهاي تعميم يافته که کلية حر iq،بايست ابتدا   مي

),(انرژي جنبشي . انرژي پتانسيل و جنبشي کلية اجزاء سيستم را بدست آوريم ii qqT  تابعي �
 تنها qV)(باشد، درصورتيکه انرژي پتانسيل   مياز متغيرهاي تعميم يافته و مشتقات آنها

، انرژي سام صلباي اج براي حرکتهاي صفحه. باشد  ميتابعي از متغيرهاي تعميم يافته
  :جنبشي عبارتست از

)٤٥-٢( 2 21 1
2 2

c
cT mv Iω= + 

  . باشد  ممان اينرسي جسم حول مركز جرم آن ميcI سرعت مركز جرم و cvكه در آن 
  :داشت سه بعدي خواهيم حركتهايبراي 

)٤٦-٢( 1 1
2 2c c cT v P Hω= ⋅ + ⋅ 

حول مرکز جرم   اندازه حرکت زاويه ايHc و رکز جرمم  اندازه حرکت خطيPcکه در آن 
  :شود  ميانرژي پتانسيل نيز درصورت وجود فنر و اختلاف ارتفاع به صورت زير تعيين. باشد مي

)٤٧-٢( ....
2
1 2 ++= KxmghV 

  :آيد معادلة لاگرانژ با تعيين لاگرانژين به فرم زير بدست مي
)٤٨-٢( VT −=L 

  : لاگرانژمعادلة

)٤٩-٢( 
L L( ) 1,2,...,i

i i

d Q i n
dt q q

∂ ∂− = =
∂ ∂�

 

 iqنيروهاي تعميم يافته خارجي وارد بر سيستم در راستاي متغيرهاي  iQکه در آن 
  .باشند مي
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۳۳

  پاندول معکوس) ۶-۲(مثال 
  

روي ارابه   را درنظر بگيريد که برl و به طول mيک پاندول معکوس به جرم , مطابق شکل زير
 و متعاقباً M باعث حرکت Fنيرو کنترل .  که حرکت افقي دارد نصب شده استMبه جرم 

فرض کنيد ميلة پاندول داراي جرم قابل صرفنظر بوده و . گردد  ميتعادل پاندول معکوس
  .هيچگونه اصطکاکي در سيستم وجود نداشته باشد

  
   مدلسازي پاندول معکوس توسط روش لاگرانژ)۱۹-۲(شکل 

  : ورودي و خروجي-
  .باشد  ميx و ميزان جابجائي ارابه θو خروجيهاي آن زاوية پاندول  F ورودي سيستم نيروي 

  
   مدلسازي توسط معادلة لاگرانژ-

: کنند عبارتند از  ميمتغيرهاي تعميم يافته که حرکت سيستم را به صورت کامل توصيف
,x θ . فرض کنيد سرعت خطي ارابهx� و سرعت زاويه اي پاندول θ� باشد براي تعيين 

 ارابه و حرکت زاويه اي �xنرژي جنبشي ابتدا سرعت مطلق پاندول را که در اثر حرکت خطي ا
  .کنيم  ميابتدا اندازة موقعيت مطلق جرم را تعيين. کنيم  مي تعيين،شود  مي ناشي�θپاندول 

                      m

m

X x sin
Y cos

θ
θ

= +
=

A
A

  

  :ا مشتق گيري از اين رابطه خواهيم داشتب

                          x

y

V x cos

V sin

θ θ
θ θ

= +

= −

�� A
�A

  
Xm 

Ym 

θ
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  :لذا انرژي جنبشي کل سيستم برابر است با

)٢-۵۰( 

2 22

2 2 2

2 2

1 1 ( )
2 2
1 1 [( ) ( ) ]
2 2
1 1( ) ( )
2 2

x yT Mx m v v

T Mx m x cos sin

T M m x m mx cos

θ θ θ θ

θ θ θ

= + +

= + + + −

= + + +

�

� �� � A A

� �� �A A

 

اگر سطح انرژي . شود  مياز طرفي انرژي پتانسيل تنها در اثر تغيير ارتفاع در جرم پاندول ايجاد
  :انرژي پتانسيل مجموعه عبارتست از,  درنظر بگيريمDVارابه را پتانسيل 

)٢-۵۱( θCosmgVVV A++= 00 
  :لذا تابع لاگرانژين سيستم عبارتست از

)٢-۵۲( θθθθ CosmgVCosxmmxmML AA���A� −−+++= 0
22 2)(

2
1)(

2
1

 
 ولي به علت عدم تحريک مستقل پاندول F عبارتست از xنيروي تعميم يافته در جهت 

 θ,xحال معادلة لاگرانژ را در امتداد .  وجود نخواهد داشتθنيروي تعميم يافته اي در جهت 
  :نويسيم مي

  
  x در امتداد -

 
( ( )) 0

d L L F
dt x x
d Mx m x Cos F
dt

θ θ

∂ ∂  − = ∂ ∂ 

+ + − =

�

�� � A

 

  :ائي عبارتست ازلذا معادله نه
)۲-۵۳( 2( )M m x m cos m sin Fθ θ θ θ+ + − =�� ��� A A 
  
  θ در امتداد -

)۲-۵۴( 2

2

0

( ) 0

0

d L L
dt
d m x cos m mg sin
dt
m x cos m mg sin

θ θ

θ θ θ

θ θ θ

∂ ∂  − = ∂ ∂ 

+ − =

+ − =

�

��A A A

����A A A

 

  :با ساده سازي نهائي خواهيم داشت
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۳۵

)۲-۵۵( 0x cos g sinθ θ θ+ − =���� A 
  

  :اگر معادلات حرکت سيستم را به صورت ماتريسي نمايش دهيم
  

)۲-۵۶( 
2F m sinM m m cos v

g sincos
ω θθ

θθ ω
 ++   

⋅ =     
      

A�A
�A

 

  
با حل اين . اين معادلات به صورت مزدوج بوده و به فرم استاندارد معادلة حالت تعبير نشده اند

��v حسبمعادلة ماتريسي بر ,ω) معادلات حالت سيستم ) بدست آوردن ماتريس معکوس جرمي
  .شوند  ميبه فرم زير نوشته

  

)۲-۵۷( 

2

2

2

2

(1 )
( )

[ (1 )]

F m sin mg sin cosv
M m cos

F cos m sin cos M m g sin
M m cos

x v

ω θ θ θ
θ

θ ω θ θ θω
θ

θ ω

 + −= + −
 − − + + = + −
 =


=

A�

A�
A

�
�

 

  
دقت کنيد دو معادلة اول غير خطي بوده در حاليکه معادلات آخر بر حسب تعريف سرعت 

  : با فرض مقادير عددي.خطي زاويه اي به صورت خطي نوشته شده اند
1,  1,  9.8l M m g= = = =  

  :معادلات حالت سيستم عبارتند از

2

2

2

2

9.8
2

19.6
2

x v

F sin sin cosv
cos

F cos sin cos sin
cos

θ ω
ω θ θ θ

θ
θ ω θ θ θω

θ

=
 =
 + − =

−
 − − + =

−

�
�

�

�

  

   مشابه سازي-
  :شرايط مشابه سازي به شرح زير است
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۳۶

10,0)(,1.0)0(,0)0()0()0( ≤≤===== ttFvx θω  
  

پاسخ مشابه سازي سيستم  Ode45 همانند Matlabبا استفاده از توابع مشابه سازي غير خطي 
  .مطابق شکل زير خواهد بود
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   نتايج مشابه سازي سيستم پاندول معکوس)۲۰-۲(شکل 

 2Rروبات ) ۷-٢(مثال 

مشخصات هندسي و اينرسي . يريدگيك روبات با دو محور حركتي كنترل شده را در نظر ب
مطلوبست تعيين معادلات حركت سيستم با استفاده از . ارائه شده است) ٢١-٢(روبات در شكل 

  .گرانژروش لا

  
  2Rرخشي چشماتيك روبات دو محورة ) ٢١-٢(شكل 

1τ

2τ  

1θ

2θ  

1 1,I m  

2 2,I m

1l

2l  
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  .كنيم ابتدا متغيرها و نيروهاي تعميم يافته را تعيين مي :اسخپ
1 1

2 2

    q Q
θ τ
θ τ
   

= → =   
   

  

  
ي جنبشي روبات، معادلات سرعت بازوها را با استفاده از هندسة حركت تعيين ژبراي تعيين انر

  .كنيم مي

1 1 1

1 1 1

/ 2 cos
/ 2 sin

x l
y l

θ
θ

=
 =

  

يري سرعت مركز جرم بازوي اوّل گبا مشتق 
  .شود تعيين ميبه صورت زير 

1 1 1 1

1 1 1 1

/ 2  sin

/ 2  cos

x l

y l

θ θ
θ θ

 = −


=

��
��

  

( )22 2 2
1 1 1 1 1 / 2 v x y l θ→ = + = �� �  

  .توان نوشت براي مركز جرم بازوي دوّم به صورت مشابه مي

  2 1 1 2 1 2

2 1 1 2 1 2

cos / 2 cos( )
sin / 2 sin( )

x l l
y l l

θ θ θ
θ θ θ

= + +
 = + +

  

2 1 1 1 2 1 2 1 2

2 1 1 1 2 1 2 1 2

 sin / 2 ( ) sin( )

 cos / 2 ( ) cos( )

x l l

y l l

θ θ θ θ θ θ
θ θ θ θ θ θ

 = − − + +


= + + +

� � ��
� � ��

  

  :لذا معادلة نهائي سرعت عبارتست از
22 2 2 2

2 2 2 1 1 2 1 2 1 2 1 1 2 2(  ) / 2 ( )    ( ) cos v x y l l l lθ θ θ θ θ θ θ = + = + + + + 
� � � � � �� �  

  1 2
2 c 2 2 c 2

1 1 1 1 2 2 2 21/ 2 m 1/ 2 I 1/ 2 m 1/ 2 Ic c

T T T

v vω ω
= +

= + + +
  

{ }
2 2 2

1 1 1 1 1 2 1 2
22

2 1 1 2 1 2 1 2 1 1 2 2

1/ 2 m ( /2 ) 1/ 2 I  1/ 2 I ( )

1/ 2 m (  ) / 2 ( )    ( ) cos 

T l

l l l l

θ θ θ θ

θ θ θ θ θ θ θ

= + + +

 + + + + + 

� � � �

� � � � � �
  

  : عبارتست ازTمعادلة نهائي 
22 2 2

1 1 1 2 1 2 2 2 1 2 2 2 1

2
2 2 2 1 2 2 2 1 2

22
2 2 2 2

1/2 m ( /2 ) I m m ( /2 ) m  cos I  

1/2 2m ( /2 )  m   cos 2I

1/2  m ( /2 ) I

T l l l l l

l l l

l

θ θ

θ θ θ

θ

 = + + + + + 
 + + + 
 + + 

�

� �

�

  

1x 2x

1y

2y

1 / 2l

2 / 2l
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  .تانسيل نيز به شرح زير مي باشدپي ژمعادلة انر
  0 1 1 1 0 2 1 1 2 2 1 2/ 2 cos( )  cos( ) /2 cos( ) V V m gl V m gl m glθ θ θ θ= + + + + +  

  :ين به فرمژرانگبا تشكيل لا
  L T V= −  

  :كنيم يين ميژ تعرانگادلات حالت را با استفاده از معادلة لامع
L L 1,2i

i i

d Q i
dt q q
 ∂ ∂− = = ∂ ∂ �

  

1qبراي  θ=داريم :  

  

{
}

{ }

2 2 2
1 1 1 2 1 2 2 2 1 2 2 2 1

2
2 2 2 1 2 2 2 2

1 1 1 2 1 1 2 2 1 2 1

m ( /2 ) I m m ( /2 ) m  cos I

      m ( /2 )  1/2 m   cos I

         m g / 2 sin( ) m g  sin( ) m g /2 sin( )

d l l l l l
dt

l l l

l l l

θ θ

θ θ

θ θ θ θ τ

 + + + + + 

 + + + 
− + + + =

�

�  

  :لذا
2 2 2

1 1 1 2 1 2 2 2 1 2 2 2 1 2 1 2 2 1 2

22
2 2 2 1 2 2 2 2 2 1 2 2 2

1 1 2 1 1 2 2

m ( /2 ) I m m ( /2 ) m  cos I  m   sin  

              m ( /2 )  1/2 m   cos I 1/ 2 m   sin  

              (m / 2 m )g sin( ) m g /2 

l l l l l l l

l l l l l

l l l

θ θ θ θ θ

θ θ θ θ

θ

 + + + + + − 
 + + + − 

− + +

�� � �

�� �

{ }1 2 1sin( )θ θ τ+ =

  

  
2qبراي  θ=داريم :  

{ }2 2
2 2 2 1 2 2 2 1 2 2 2 2

2 2 1 2 2

m ( /2 )  1/2 m   cos I m ( /2 ) I

         m g /2 sin( )

d l l l l
dt

l

θ θ θ

θ θ τ

   + + + +   

− + =

� �
  

  :و نهايتاً
2 2

2 2 2 1 2 2 2 1 2 2 2 2

2 1 2 2 1 2 2 2 1 2 2

m ( /2 )  1/2 m   cos I m ( /2 ) I

     1/2 m   sin  m g /2 sin( )

l l l l

l l l

θ θ θ

θ θ θ θ θ τ

   + + + +   
− − + =

�� ��

� �
  

  
  :توان به فرم ماتريسي زير نوشت معادلات حركت روباتها را مي

  ( , ) ( )Mq V q q G q Q+ + =�� �  
  : خواهيم داشت2Rكه در مورد اين روبات 
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2 2 2 2

1 1 1 2 1 2 2 2 2 2 1 2 2 2

2 1 2 2 2
2 2

2 2 2 1 2 2 2 2 2 2

m ( /2 ) I m m ( /2 ) m ( /2 )  1/2 m   cos I
m  cos I

m ( /2 )  1/2 m   cos I m ( /2 ) I

l l l l l l
M l l

l l l l

θ
θ

θ

 + + + + +
 = + + 
 + + +   

2
2 1 2 2 1 2 2 1 2 2 2

2 1 2 2 1 2

1 1 2 1 1 2 2 1 2

2 2 1 2

1

2

 m   sin  1/ 2 m   sin  
 1/2 m   sin  

(m / 2 m )g sin( ) m g /2 sin( )
m g /2 sin( )

l l l lV
l l

l l l
G

l

Q

θ θ θ θ θ
θ θ θ

θ θ θ
θ θ

τ
τ

 − −=  
− 

− + − + 
=  − + 

 
=  
 

� � �
� �

  

  .وان از معادلة زير استفاده نمودت براي بدست آوردن فرم فضاي حالت مي

[ ]1 ( , ) ( )
q

q M Q V q q G q
ω

ω −

=
= = − −

��
� �� �

  

  خطي سازي رياضي) ٥-٢

بسياري از سيستمهاي صنعتي داراي ديناميک ,  قبل مشاهده نموديمهايهمانگونه که در مثال
 براي اين به منظور استفاده از تکنيکهاي طراحي کنترل کننده هاي خطي. باشند غير خطي مي

گونه سيستم ها لازم است ابتدا معادلات غيرخطي سيستم را به صورت رياضي خطي سازي 
کند  تقريب خطي از يک مدل رياضي غير خطي خوب عمل مي, در سيستمهاي کنترل. کنيم

چرا که اگر سيستم کنترلي درست طراحي شده باشد هدف سيستم کنترل يعني تنظيم 
لذا تقريب خطي که در . ارضاء خواهد شد ي شرايط کارکرد ناميپارامترهاي خروجي در نزديک

  .باشد سيستم مي پردازيم داراي درجة اعتبار خوبي در نزديکي نقطة کارنامي زير بدان مي
 .براي خطي سازي سيستم لازم است دو مرحلة زير صورت پذيرد

  
روجي و خ ميتعيين شرايط ماندگار سيستم يا نقطة تعادل با توجه به مقادير نا -۱

  .ورودي
 .طراحي سيستم کنترلي براساس تغييرات تفاضلي سيستم از شرايط نامي -۲

تغييرات پاسخ سيستم از شرايط  گردند  مي سببuبا اين توصيف متغيرهاي کنترلي سيستم 
باقي  ميماندگار با سرعت مناسبي به سمت صفر ميل نموده و همواره در نزديکي شرايط نا

 كنترل مدرناي بر  مقدمه

 
 

۴۰

شود تقريب خطي از يک معادلة غير خطي معتبر   ميبة خود باعثاين موضوع به نو. بمانند
  .کنيم  مييک سيستم غيرخطي شروع ميبا معادلة برداري و عمو. بماند

)٢-۵۸( 
),(
),(

uxhy
uxfx

=
=� 

در عمل براي انجام اين دو مرحله به صورت سيستماتيک، ابتدا مقادير ماندگار را تعيين نموده و 
کي سيستم را براي تغييرات کوچک حول مقادير ماندگار بدست سپس معادلات دينامي

درحالت ماندگار ديگر تغييراتي در متغيرهاي حالت وجود نداشته لذا در حالت تعادل . آوريم مي
0x∗ وروديهاي لازم و خروجيهاي نتيجه , از حل معادلة زير مقادير متغيرهاي حالت. است �=

  .شوند اندگار و يا تعادل تعيين ميشده در حالت م

)٢-۵۹( 
}
}

( , ) 0

( , )

f x u n

h x u y m

∗ ∗

∗ ∗ ∗

 =
 =

 

  با توجه به ابعاد معادله بوده اماm+nدقت کنيد اين معادله داراي 
11 1, ,

nm ry u x
×

∗ ∗ ∗
× تعداد  ×

r+m+nتعادلبايستي براي تعيين مقادير . يستحل نقابل كلي لذا در حالت .  مجهول دارد 
به ازاي  چراکه ،طبق با فيزيک مسئله استناين کاملاً م.  فرض نمودنستهول را دا مجهrتعداد 
u(ورودي دلخواه به سيستم اعمال  به مقدار ماندگار متناظراً  مسلماً خروجي سيستم نيز ،)∗

dyيا لذا بايستي . ميل خواهد نمودري گدي y∗ dx يا = x∗ du يا = u∗  معادله r به تعداد =
در عين . بدست آوريم) ٥٩-٢(از معادلات تعادل را  و ساير مقادير شده درنظر گرفتهمفروض 

. لذا ممکن است جواب نداشته و يا جواب تکراري داشته باشند, حال اين معادلات غيرخطي اند
لذا براي . باشد  مشکل ميلي به صورت تحليلي معمولاًل بسيار مهم وانجام اين مرحله در عم

فيزيک ار از روي گتعيين مقادير ماند همانند يتوان از طرق ديگر ميحل اين معادلات در عمل 
  .استفاده نمود، حل عدديسيستم و يا مسئله و يا مشابه سازي 

 تفاضلي متغير .باشد مي١فاضليت معادلات ديناميکي براي متغيرهاي بدست آوردنمرحلة بعدي 
, ,u y x∆ ∆   :دنباش اختلاف جزئي متغيرهاي حالت نسبت به حالت تعادل خود مي ∆

)٢-۶۰( ( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( )x t x x t u t u u t y t y y t∗ ∗ ∗= + ∆ = + ∆ = + ∆ 
∗0xبا توجه به اينکه   به فرم زير ∆اي جديد باشد معادلات سيستم براساس متغيره  مي�=

  .شود  ميرتعبي

                                                 

1 incremental variables 
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) ٢-۶۱( 
* *

* * *

( , )

( , )

x f x x u u

y h x x u u y

∆ = + ∆ + ∆


∆ = + ∆ + ∆ −

� 

  با تقريب چند متغيره سري تيلور نمايش*u و وروديهاي *xرا حول متغيرهاي حالت  f, hتوابع 
  .دهيم مي

)٢-۶۲( 

* * * *
1

1 * *

2 2
1

1 * *

( , ) ( , )

( ) ( )

i i
i i n

n

i i
r

r

f ff x x u u f x u x x
x x

f fu u x u
u u

∂ ∂+ ∆ + ∆ = + ∆ + + ∆
∂ ∂

∂ ∂+ ∆ + + ∆ + Ο ∆ + Ο ∆ +
∂ ∂

"

" "

 

)که در آن نماد  )
*

با توجه به فرض . باشد  مي*u*,x به معناي تعيين مقادير توابع در 

ux ميخطي سازي که در آن تغييرات متغيرهاي حالت و وروديهاي سيستم از شرايط نا ∆∆ , 
 اين . ترمهاي رتبة بالاتر صرفنظر نمودتوان براحتي از  ميباشند  ميu, xبسيار کوچک تر از 

توان   مي لذا.ر عمل در زماني كه سيستم كنترل خوب عمل نمايد معتبر استفرض مهم د
  .را به فرم زير نمايش داد  f, gتوابع 

)٢-
۶۳( 

* *

* *

( , ) i i
i

f ff x x u u x u
x u

∂ ∂+ ∆ + ∆ ≈ ∆ + ∆
∂ ∂

 

fکه در آن 
x

∂
∂

  .آيد باشد و از رابطة زير بدست مي  ميx نسبت به f ژاکوبين تابع 

)٢-۶۴( 

1 1 1

1 2

*

1 2 *

n

n n n

n

f f f
x x x

f
x

f f f
x x x

∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂ ∂  =

∂  
∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂ 

"

# #

"

 

  :توان به فرم زير نگاشت  حالت تغييرات را ميمعادلاتبه طريق مشابه 

)٢-۶۵( * *

* *

f fx x u
x u
h hy x u
x u

 ∂ ∂∆ = ∆ + ∆ ∂ ∂


∂ ∂∆ = ∆ + ∆ ∂ ∂

�
 

 لذا ماتريسهاي معيني را .دهي شده اند دقت کنيد کلية ژاکوبين ها در نقطة تعادل مقدار
ير متغير با توان معادلة فوق را به فرم استاندارد معادلات حالت خطي غ دهند و مي تشکيل مي

  .زمان نمايش داد

 كنترل مدرناي بر  مقدمه

 
 

۴۲

)٢-۶۶( 






∆+∆=∆

∆+∆=∆

uDxCy

uBxAx� 

u,ول يک نقطة تعادل ثابت ح به جاي خطي سازي :۱نکته  x∗ توان معادلات خطي  مي، ∗
)مسير عبارتست از توابع .  بدست آوردTrajectory يا حول يک مسيررا سيستم  ), ( )u t x t∗ ∗ 

توان حول مسير   سيستم را ميقبلدر اينحالت مشابه حالت  .دنصدق کنحالت که در معادلات 
سيستم  A, B, C, Dآنست که ماتريسهاي مورد تنها اختلاف مهم در اين , خطي سازي نمود

  . مراجعه شود١٨-٢لة ئبراي بررسي اين روش به مس. (TV)تابعي از زمان خواهند بود 
  

و به  نيز باشد v گيري  و نويز اندازهw  اگر سيستم غيرخطي داراي وروديهاي اغتشاشي:۲نكتة 
  :صورت زير قابل نمايش باشد

)٢-۶۷( 
( , , )
( , , , )

x f x u
y h x u v

ω
ω

=
=
�

 

به صورت زير خطي سازي توان  را مير ول نقاط کار يا مسيح تفاضليبه صورت مشابه سيستم 
  .نمود

)٢-۶۸( * * *

* * * *

f f fx x u w
x u w
h h h hy x u v
x u w v

ω

∂ ∂ ∂∆ = ∆ + ∆ + ∆
∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂∆ = ∆ + ∆ + ∆ + ∆
∂ ∂ ∂ ∂

�
 

  . به صورت زير تعبير نمودماتريسيو يا به صورت 
  

)٢-۶۹( 
x A x B u F w
y C x D u G H vω

∆ = ∆ + ∆ + ∆
∆ = ∆ + ∆ + ∆ + ∆

�
 

  
  :DC موتور )۸-٢(مثال 

, به ازاي DCنقطة تعادل را براي سيستم موتور  0d LTθ θ∗ =  محاسبه نموده و مدل خطي =
  .مقدار تعادل را محاسبه کنيداين حول 

  
.  را داراستاصليمدل فرم  لذا مدل حول نقطة تعادل نيز همان ،باشد  سيستم خطي مي:پاسخ

  :محاسبه نمودتوان   ميبراحتينقطة تعادل را معادلات، به علت خطي بودن 
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)۲-۷۰( 

[ ]

0 0 1 0 0
0 0 0 / 0
0 0 / / 1/

1 0 0

m e

m

d

NK J v
NK L R L i L

i

θ
ω

θ
θ ω

∗

∗ ∗

∗

∗

∗

∗

      
      = +      
      − −      

 
 =  
  

 

)٢-۷۱( 
, 0

, , ,
d

d

i v
i i v v

θ θ ω
θ θ θ ω ω

∗ ∗ ∗ ∗= = = =

∆ = − ∆ = ∆ = ∆ =
 

  :عبارتست ازهمانند قبل مدل خطي 

)٢-۷۲( 

0 1 0 0
0 0 / 0
0 / / 1/

1 0 0
0 1 0

m e

m

d NK J v
dt

i NK L R L i L

i

θ θ
ω ω

θ
θ

ω
ω

∆ ∆       
       = +       
       − −       

∆ 
∆     =           

 

  
  :مخزن) ۹-۲(مثال 

in,نقطة تعادل را به ازاي  d dF F∗ = =A A محاسبه نموده و مدل خطي حول نقطه تعادل را 
  .دست آوريدب

  
  :كنيم را باز نويسي مي غيرخطيبراي سيستم مزبور معادلة  :پاسخ

)٢-۷۳( 
A

uc
A

Fin A
A� −= 

  :لذا تابع غيرخطي عبارتست از

)٢-۷۴( 
A

uc
A

FFuF in
in

A
A −=),,( 

مورد نظر  ميفرض کنيد نقطة نا. کنيم  ميجهت خطي سازي ابتدا نقطة تعادل را تعيين

dAA din به ازاي ورودي مورد نظر ثابت *= FF   : باشد لذا*=

)٢-۷۵( * *0 d d
d

d

c F Fu u
A A c

= − + ⇒ =A
A

 

  .کنيم حال ژاکوبين ها را تعيين مي

 كنترل مدرناي بر  مقدمه

 
 

۴۴

)٢-۷۶( 

*

*

*

1.
2 2 2

1 1

d d

dd d

d

in in

f c u f c F F
A A Ac

f c f c
u A u A

f f
F A F A

∂ ∂= − → = − = −
∂ ∂

∂ ∂= − → = −
∂ ∂

∂ ∂= → =
∂ ∂

A A AA A A

A A 

  
  :لذا معادلة حالت تغييرات عبارتست از

)٢-۷۷( 1( ) ( )
2

d
d in

d

F c u F
A A A

∆ = − ∆ − ∆ + ∆�A A A
A

 

  کوس پاندول مع)١٠-٢(مثال 
  .خطي حول آنرا محاسبه کنيدو مدل  نقطة تعادل ،پاندول معکوسسيستم براي 

  
  : کنيم استفاده ميبراي محاسبة نقطة تعادل از فيزيک مسئله  :پاسخ

)٢-۷۸( 0, 0x xθ θ∗ ∗ ∗ ∗= = = =�� 
کوبين توابع غيرخطي را توان ژا ول نقطة تعادل ميحبراي محاسبة مدل خطي سازي شده 

مجدداً معادلة لاگرانژ ,  در اينجا با يک روش تيزبينانه.محاسبه نمود که البته بسيار دشوار است
 نقطة تعادل با توجه به  .کنيم  مي سيستم بازنويسيتفاضليرا براي اجراي معادلة حالت 

 x  و هم ميزان جابجائي ارابهθکنيم هم زاوية پاندول   ميبراي تقريب خطي فرض، سيستم
 علاوه بر آن سرعت زاويه اي پاندول و سرعت خطي ارابه نيز کوچک فرض. استبسيار کوچک 

  :توان در نوشتن لاگرانژين استفاده نمود  ميدر اينصورت از تقريبات زير. شوند مي

)٢-۷۹( 21,          1
2

sin cosθ θ θ θ≈ ≈ − 

  :لذا

)٢-۸۰( 2 2 2
0

1 1 1( ) 2 (1 )
2 2 2

L Mx m x l V mgθ θ= + + − − −�� � 

  .کنيم حال معادلة لاگرانژ را برروي لاگرانژين اعمال مي

)٢-۸۱( ( ) i
i i

d L L Q
dt q q

∂ ∂− =
∂ ∂�

 

  :لذا

)٢-۸۲( 
2

( )
0

M m x m F
m x m mg

θ
θ θ

 + + =


+ − =

���� A
����A A A
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����θبا حل معادلات برحسب  ,xخواهيم داشت :  

)٢-۸۳( 















∆=∆

∆=∆

∆−∆+=∆

∆+∆−=∆

ωθ

θω

θ

�
�

AA
�

�

vx
m

F
M

gmM
M
F

M
mgv

)( 

 .استفاده شده است سيستم ي تفاضلياهتغيرماز  اين مدل  درکه

  نامعيني مدل) ٦-٢

است که به منظور پيش بيني رفتار متغيرهاي  مدل سيستم در واقع يک ساختار مفهومي
اينکه يک . خروجي سيستم براساس وروديهاي مشخص سيستم برحسب زمان توليد شده است

گيرد، بلکه تنها خصوصيت مورد نظر مدل نحوة  وع بحث قرار نميمدل واقعي است يا نه موض
باشد که ميزان صحت مدل با اين معيار سنجيده  پيش بيني رفتار خروجي سيستم مي

باشد،  از طرف ديگر ايدة اصلي سيستمهاي کنترل توليد وروديهائي براي سيستم مي. شود مي
به اين ترتيب کاملاً مشهود است که . دکه رفتار خروجي سيستم رابه رفتار مطلوب نزديک کن

طراحي کنترل کننده و موفقيت عملکرد آن کاملاً مرهون قابليت ساختار مدل در پيش بيني 
فلذا عملکرد قابل دستيابي توسط سيستم کنترل به کيفيت . باشد رفتار خروجي سيستم مي

سيستم دقيق تر و سخت گيرانه تر باشد، نياز مدل مربوط شده و هر ميزان عملکرد مورد نياز 
از طرف ديگر افزايش دقت مدل با تغيير در . به مدل دقيقتري براي سيستم بيشتر خواهد بود

آيد كه اين موضوع باعث افزايش پيچيدگي  ساختار آن و يا تعيين دقيق پارامترهاي بدست مي
يک مقاومت الکتريکي به صورت براي مثال ساده ترين مدل . گردد در عمليات مدلسازي مي

اين درصورتي است که در . شود رابطة خطي بين ولتاژ و جريان عبوري از آن نمايش داده مي
فرکانسهاي بالا به هيچ وجه اين مدل قابليت پيش بيني خروجي سيستم را به صورت دقيق 

وامل غير نداشته و عوامل ديگري نظير ظرفيت خازن و ميزان اندوکتانس سلفي و همچنين ع
تعيين مدل با چنين مشخصاتي نيازمند صرف . خطي ديگر در مدل آن بايستي لحاظ گردند

باشد، که  زمان بيشتر براي مدلسازي و انجام آزمايشات مختلف جهت تعيين پارامترهاي آن مي
  .باشد بسيار پرهزينه و پيچيده مي

راي رسيدن به عملکرد خاصي بدين ترتيب استفاده از مدلي که داراي حداقل پيچيدگي لازم ب
با اين توصيف توجه به عدم دقتها در مدل درحين . باشد باشد همواره مورد توجه طراحان مي

اگر اين دقتها را به صورت . باشد عمليات طراحي عامل مهم در رسيدن به عملکرد مورد نظر مي
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 يک مدل واقعي يا بناميم بايستي توجه کرد که در واقع سيستم واقعي داراي" نامعيني"کلي 
اين درحالي است که . بهترين مدل رياضي است که رفتار ورودي و خروجي را توصيف نمايد

يا يک نگاشت ساده تري از مدل واقعي " مدل طراحي"براي طراحي کنترل کننده از يک مدل 
به عنوان مثال استفاده از يک مدل خطي براي يک سيستم غيرخطي و يا . شود استفاده مي

اده از يک مدل فضاي حالت خطي سازي شده حول يک نقطه تعادل در کلية نقاط عملکرد استف
  .کند سيستم اين حالت را توصيف مي

نامعيني "گيرند که به آن  تغييرات پارامترهاي سيستم را دربرمي, برخي از نامعيني ها در مدل
ي سيستمهاي فيزيکي داراي پارامترهاي فيزيکي همانند کلية مدلها. شود گفته مي" پارامتريک

رامترها را در عمل با دقت باشند که اين پا مي. . . مقاومت الکتريکي يا , سختي فنر, جرم
از طرف ديگر در اثر تغيير شرايط عملکرد سيستم . توان تعيين نمود گيري معيني مي اندازه

. اين مقادير ممکن است مورد تغييرات جزئي قرار گيرند.  . .فشار و , همچون درجه حرارت
تفاوت بين مقدار واقعي پارامترها با مقادير استفاده شده در مدل از نوع نامعيني پارامتريک 

  .شود شناخته مي
باشد،  برخي ديگر از نامعيني ها در مدل به علت صرفنظر کردن از عواملي واقعي در سيستم مي

به عنوان مثال وجود عوامل خازني يا . علت ساده سازي مدل از آنها صرفنظر شده استکه به 
ديناميک ارتعاشي سيستمهاي , ارتعاشات سازه اي در سيستمهاي غيرصلب, سلفي در مقاومتها

اين گونه . باشند از انواع اين نامعيني مي.  . .هيدروليکي در اثر قابليت تراکم روغن و 
باشند، در عمل به وفور وجود  مشهور مي ١فرم نامعيني غيرساختار يافتهها که به  نامعيني

با دو ديدگاه زماني و . باشند سازي مي داشته و از لحاظ مهندسي بسيار مشکل قابل کمي
ل و که انجام آزمايشات مفص. گردد هايي براي اينگونه نامعيني ها تعيين مي فرکانسي محدوده

پيچيده و يا با قضاوت مهندسي صحيح از رفتار سيستم، مبناي اصلي براي تعيين اين مورد 
  .باشد مي

اثر "توان در اثر وروديهاي ناخواستة اعمالي به سيستم يا  نهايتاً برخي از نامعيني ها را مي
در سيستمهاي غيرخطي مدلسازي نامعيني به اين صورت بسيار . مدلسازي نمود" اغتشاش

رسوم بوده و اختلاف بين مدل واقعي و مدل طراحي را در حداكثر اندازة وروديهاي اغتشاشي م
در برخي از موارد اين وروديهاي اغتشاشي داراي عوامل فيزيکي . گردند سازي مي سيستم کمي

به عنوان مثال جريان دريا در حرکت اقيانوس پيماها و يا بادهاي . باشند محرک آنها مي
در برخي از موارد عوامل فيزيکي مشخصي . باشند  به اجسام پرنده از اين نوع ميمختلف اعمالي

                                                 

1 Unstructured uncertainty 
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توان يافت و تنها اختلاف بين مدل واقعي و مدل طراحي را توسط اين نوع  براي آنها نمي
در هر دو صورت نمايش اين نوع وروديها به صورت . کنند وروديهاي اغتشاشي معين مي

دهاي اتفاقي با توزيع فرکانسي مشخص و يا سيگنالهائي فرآين, سيگنالهاي مشخص همانند
انجام .  . .معين با دامنه مشخص و يا جمعي از چند ورودي سينوسي با پهناي باند مشخص و 

  .گيرد مي
تا كنون روشهاي طراحي مختلفي مبتني بر نوع نامعيني تدوين گرديده است، که عموماً به آنها 

زمينه هاي م داراي جالب توجه است که روشهاي مقاو. شود ميگفته   يا١روشهاي طراحي مقاوم
 مختلفي است که منبعث از نحوة نمايش نامعيني بوده و به روشهاي طراحي کنترل تحقيقاتي

  .گردند کننده خطي و غيرخطي ختم مي

  جمع بندي) ٧-٢

ا در اين فصل ب. باشد اولين مرحله در طراحي كنترل كننده، شناخت سيستم يا فرآيند مي
استفاده از قوانين و اصول حاكم بر سيستمهاي الكتريكي، الكترومكانيكي، مكانيكي و 
هيدروليكي دستة قابل توجهي از سيستمهاي صنعتي را مورد تجزيه و تحليل قرار داده و مدل 

يري از متغير حالت گ فرم فضاي حالت با بهره. آنها را به فرم فضاي حالت بدست آورده ايم
با توجه به . باشد شهاي مدرن تحليل و طراحي در سيستمهاي كنترل ميمبناي اصلي رو

خصوصيت متغير حالت در فشرده سازي اطلاعات، اهميت استفاده از آن در مدلسازي 
در تكميل اين بررسي مثالهايي از سيستمهاي مهم حرارتي، . سيستمهاي خطي بيان شده است

ردند و با ارائة اصول گ صل معرفي ميشيميايي و الكترومغناطيسي در بخش مسائل اين ف
براي مدلسازي سيستمهاي مكانيكي روش . رداختپفيزيكي حاكم، به مدلسازي آنها خواهيم 

باشد به عنوان تكنيكي مؤثر و  ونه سيستمها ميگي در اين ژكه مبتني بر معادلات انرگرانژ لا
خطي مورد بحث نين روش عمومي خطي سازي سيستمهاي غير چهم. سريع معرفي شده است

ايان با اشاره به اين موضوع كه كلية مدلهاي بدست آمده تنها پدر . رفته استگو بررسي قرار 
تقريبي رياضي از سيستم واقعي مي باشند، كه ارتباط بين ورودي و خروجي را به فرم معادلات 

ته و ديفرانسيل مشخص مي سازند، توجه خواننده را به عدم دقتها در مدلسازي معطوف ساخ
  .انواع نامعيني هاي مدلسازي معرفي شده اند

                                                 

1 Robust 
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  مسائل

که روشهاي , شوند غالباً سيستمها از ترکيب چند بلوک در دياگرام بلوکي تشکيل مي )۲-۱
در سيستمهاي زير که از ترکيب سري و . ساده سازي توابع تبديل آنها قبلاً ارائه شده است
 تمعادلة حالت نهائي سيستم را بدس, ده اندموازي دو سيستم مجزا به فرم فضاي حالت مدل ش

  .فرض کنيد هر بلوک بفرم زير مدل شده باشد. آوريد
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x  بوده و ورودي و خروجي به ترتيبy,uباشند  مي.  

 
  مت ترکيب سري و موازي دو سيس)۲۲-٢(کل ش

  .براي ترکيب فيدبک حل نمائيدرا  ۱-۲ مسئله) ۲-۲

  
   ترکيب فيدبک دو سيستم)۲۳-٢(کل ش

  و هارمونيک درايو DCسرو موتور ) ۲-۳
 
 kانعطاف پذير بوده و با ضريب سختي  DCرض کنيد مطابق شکل زير، سمت بار در موتور ف

)( پذيري معادل فدر اينصورت گشتاور انتقال يافته از مسير اين انعطا. مدل شود 21 θθ −Κ 
  .باشد مي
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تعيين نموده با اين تفاوت که يکي از  DCمدل اين سيستم را همانند مثال سرو موتور  )لفا
21را متغيرهاي حالت  θθ بدين ترتيب . را تعريف نمائيد �∆=Ωفرض نمود و  ∆=−

  .و جريان بدست آوريد ∆برحسب  Vمعادله حالت مربوط به 
 K=500Nm/radرنظر گرفته و با فرض د  نيزمسئلهرا براي اين  DCپارامترهاي سرو موتور  )ب
  .الت را تعيين نمائيدماتريسهاي معادله ح, 
 DCو با درنظر گرفتن وروديها و شرايط اوليه مثال سرو موتور  Matlab يا Simulinkتوسط  )پ

سيستم را شبيه سازي نموده و پاسخ متغيرهاي حالت و خروجيهاي سيستم را برحسب زمان 
  .رسم نمايد

  
  و هارمونيک درايو DC سرو موتور  )۲۴-٢(کل ش

  ک سرعت غلطنترلک) ۲-۴
 
يکسان همزمان با يکديگر به منظور  DCتور وکه در آن دو م, يستم شکل زير را درنظر بگيريدس

اين غلطک براي نورد ورقهاي . به دوران در آوردن يک غلطک سنگين بکار گرفته شده اند
موتورها داراي ممان . کند  ميرا بهمراه حرکت تحمل  oTفولادي استفاده شده و لذا گشتاور 

. باشند مي Kبوده و محور خروجي آنها انعطاف پذير با ضريب سختي  mJاينرسي روتور 
  .همچنين از اثرات سلفي موتور صرفنظر شده است

  .معادلات حالت سيستم را با مراحل پيشنهادي زير بدست آوريد )لفا
12نيوتن را براي انون دوم ق ,ωω 12 گشتاورهاي با در نظر گرفتنرا  �� ,TT  موتور تدوين نموده

2211و نيروهاي فنر را متناسب با  , ϕθϕθ   .درنظر بگيريد −−
 R/rدقت کنيد که گشتاور انتقالي به غلطک با ضريب , قانون دوم نيوتن را براي غلطک نوشته

  .باشد  ميسرعت خروجي موتورها r/Rافته و سرعت غلطک معادل افزايش ي
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222111عادلات حالت را براي م , ϕθϕθ ه در اين دقت کنيد ک. سي کنيدبازنوي ∆=−∆=−

orمعادله 
R ωϕϕ −== 21 12و لذا   �� , ∆∆ 12برحسب  �� ,, ωωωo نوشته خواهند شد.  

فرض نمائيد ثابت گشتاور موتورها , به آن نوشتهي حسب ولتاژ اعمالعادلة گشتاور موتور را برم
mK  و مقاومت آرميچرهاaR 2متغيرهاي حالت سيستم عبارتند از . باشد 1,∆ و  ∆

0 2 1, ,ω ω ω  120سه ورودي سيستم  و ,, uuTباشند  مي.  
 
  .ماتريس معادلات حالت را براي پارامترهاي عددي زير تعيين نمائيد )ب

2

4 4 2
0

6.0 / , 0.2 , 1

7.5 10 / , 10 , 1 , 0.07

m a mK Nm A R J kgm

K Nm rad J kgm R m r m

= = Ω =

= × = = =
  

 
  يستم را براي شرايط اوليهس )پ

0)0()0(,67.4)0(,/68.66)0()0( 21021 =∆=∆=== ωωω srad  
1وروديو  2 4u u V=   .مشابه سازي نمائيد To=1000Nm و =
  

  
   کنترل سرعت غلطک توسط دو موتور)۲۵-٢(کل ش

  ظت و ارتفاع در مخزنکنترل غل )۲-۵
  
دبي جريان ) بعنوان مثال رنگ روغني و تينر(را درنظر بگيريد  B,Aخزن اختلاط دو مادة مک ي

مواد داخل . شوند  ميو مادة خروجي هر دو کنترل Aشود ولي دبي مادة  ميکنترل ن Bمادة 
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يک کنترل کننده مورد , شوند  ميده و به صورت يکنواخت از تانک خارجمخزن کاملاً بهم خور
 .ظت مخلوط و ارتفاع آن در مخزن را کنترل کندلنياز است که غ

  
   کنترل غلظت و ارتفاع مايع)۲۶-٢(کل ش

  .مدل سيستم را مطابق با مراحل پيشنهادي زير بدست آوريد )لفا
ي ورودي و خروجي در مخزن معادلة حالت را بدست ا استفاده از قانون بقاي جرم و اختلاف دبب

  .آوريد
د يدقت کن. بدست آوريد  را،A ،AVمانند بند قبل معادلة ديفرانسيل مربوط به  حجم مادة ه

TAAبرابر  Aغلظت مادة , با شرط مخلوط شدن يکنواخت مواد VVC باشد و نرخ   مي=/
  .باشد  مي0FCAابر بر Aجريان خروجي مادة 

21.0طح مخزن را  معادل س )ب mA   .فرض نموده و  معادلات را بازنويسي کنيد =
  .ا براي پارامترهاي عددي زير شبيه سازي نمائيدرسيستم فوق  )ج

stsmFsmFFCm BAA 600,/103,/102,5.0)0(,2.0)0( 34
0

34 ≤≤×=×==== −−A  
)0,()0(را از روي مقادير  TV)0(قت کنيد که بايستي د AAC تعيين نمود.  
  
  مبدل حرارتي )۲-۶
  

که  دهد  ميشکل زير يک مبدل حرارتي با جهت حرکت مخالف سيال سرد و گرم را نمايش
سيال گرم مطابق جهت نشان داده شده در . پذيرد  ميرت از طريق هدايت صورتاانتقال حر

به  Fc و حرارت لازم را به سيال سرد که با دبي به سمت چپ حرکت نموده Fhشکل با دبي 
  . کند  ميکند از طريق لوله هاي مجاورتي منتقل  ميسمت راست حرکت
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   مبدل حرارتي با جهت مخالف حرکت سيال)۲۷-٢(کل ش

براي . از معادلات ديفرانسيل پاره اي استفاده نمود راي مدلسازي دقيق اين سيستم بايستيب
  .کنيم  سيستم سطوح انتقال حرارت را به فرم شکل زير تبديل ميتعيين معادلات  حالت

  

  
   تقسيم مبدل حرارتي به اجزاء محدود)۲۸-٢(کل ش

  .مدل سيستم را در مراحل پيشنهادي زير تعيين کنيد )لفا
رض کنيد ف

111 cc TVQ
C

ρ=  نرخ ,  باشدلرارتي موجود در مخزن سرد اوميزان انرژي ح
نک معادل حرارت ورودي به تا

0cc TFρ  و نرخ حرارت خروجي از تانک
1cc TFρ 

علاوه بر آن . را محاسبه کنيد C1ميزان حرارت دقيق ورودي و خروجي به مخزن . باشد مي
)(را معادل  C1ه مخزن سرد ب H3ميزان انتقال حرارت از مخزن گرم 

13 ch TTk درنظر   −
  .را تدوين نمائيد TC1و سپس  QC1ن قانون اول ترمودينامک معادلة ديفرانسيل با نوشت. گرفته

متغيرهاي . مخزن بازنويسي کنيدمتغيرهاي حالت همين عمليات را به صورت مشابه براي کلية 
شش درجه حرارت بوده و وروديها عبارتند از  سيستم در اين حالت حالت 

00
,., 21 ch TTFF.  

  .ن کنيدييستم را براي مقادير عددي زير تعي ستمعادلات حال )ب
3 3 3 50.2 , 10 / , 4180 / , 2 10 / mino

rV m kg m C J kg C K J Cρ= = = = × D  
  سيستم را براي شرايط اوليه  )ج

2 3 1 2 31
(0) (0) (0) (0) (0) (0) 20c c c H H HT T T T T T C= = = = = = D 

 :و ورودي هاي زير مشابه سازي نمائيد 

0

3 3 0 00.05 / min, 0.15 / min, 20 , 80c H C hF m F m T C T C= = = =  
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  راکتور شيميائي )۲-۷
  
 اب Aمحلول شيميائي . دهد ميا نمايش ر CSTR شيميائيکل مقابل مشخصات يک راکتور ش

0و غلظت  0Tدرجه حرارت 
3)/( ACmmoleskg  .شود  ميوارد راکتور Fو با دبي  −

در درجه . شود مييا از آن خارج  وارد راکتورات وQ با توان ميزان کنترل شده اي حرارت 
CBA جزيه شدهت B,Cبه اجزاء  ئياحرارت مناسب محلول شيمي که با بهم  به نحوي →+

يکنواخت باقي  ،Vدر حجم ثابت مخزن راکتور  A,B,Cزدن مناسب محلول همواره غلظتهاي 
  .مانند مي

  
   راکتور شيميائي)۲۹-٢(کل ش

اصول . باشد  ميFشود و دبي خروجي سيال نيز   ميانسيته و ظرفيت حرارتي مواد ثابت فرضد
  .توان تعبير نمود  ميرتيب زيرتفرآيند را به شيميائي حاکم بر اين 

  .پذيرد  ميصورت r (Kg-moles/sec)جزيه مواد در راکتور با نرخ ثابت ت -
  .گردد  ميتجزيه Cو يک مول  Bبه يک مول  Aهر مول  -
باشد که در آن نرخ تجزيه از   مي rرارت توليد شده در اين تجزية شيميائي متناسب با نرخ ح -

RTEرابطه 
AeCAVr  Aغلظت مادة  AC, حجم Vه در آن ککند،   ميعيتبت =−/

)( 3m
moleskg −، T  درجه حرارت برحسب کلوين وR,E,A نرخ ايجاد . باشند  ميوابت سيالث

r∆Η: حرارت عبارتست از   .باشد  ميثابت مثبتک  يΗ∆که در آن  ⋅
 
 براي راکتور شيميائي مدل فضاي حالت را با استفاده از مراحل پيشنهادي زير بدست )لفا

 :آوريد
tN)(فرض کنيد . انون بقاي جرم را استفاده نمائيدق A مول موجود از - مقدار کيلوگرمبرابر

t∆,  AoFباشد در فاصله زماني  tدر مخزن در زمان  Aمادة  C t⋅ ⋅ کيلوگرم مول از ماده  ∆

 كنترل مدرناي بر  مقدمه
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A  وارد مخزن گرديده وAF C t⋅ در اينصورت . شود  مي مول از آن خارج-کيلوگرم  ∆⋅
Tr )(توان   ميگرديده لذا B,Cتبديل به مواد  Aکيلوگرم مول از مادة  .∆ ttN A را  +∆

tN)(بر حسب A  به علاوه مقدار خالص افزايشA  در زمانt  تاtt عادلة م. نوشت +∆
A/با توجه به اينکه . را از معادلة قبل بدست آوريد ANديفرانسيل مربوط به  AC N V=  با

  .توان بدست آورد  ميرا CAمعادلة حالت  Vثابت بودن حجم
وارد مخزن راکتور  B,Cدقت کند هيچکدام از مواد . انجام دهيد CCوCB عمليات را براي نيا
rبلکه مقدار . شوند مين T∆ مول از هر يک طي فرآيند شيميائي در زمان -کيلوگرمT∆ 

C,شود و به ميزان   ميايجاد BF C T F C T∆   .شود  ميجراز مخزن خا ∆
ميزان انرژي حرارتي موجود در , طبق اصل اول ترموديناميک. انون بقاي انرژي را اعمال کنيدق

)()(مخزن برابر است با  tTCVtH vρ=  در طول زمانT∆ , جريان ورودي
tTCF ov ∆ρ  ژول انرژي وارد شده درحاليکهtTCF v ∆ρ  شود   ميخارجژول انرژي

r مقدار خودتجزية شيميائي  t⋅ ∆Η ⋅ يز به صورت کنترل شده ن ∆tQکند و   ميايجاد ∆
)(لذا ميزان حرارت در زمان . شود  مياضافه ttH به علاوة  tH)(توان برحسب  ميار +∆

معادلة  t∆→0نوشته و با ميل دادن  ∆Tن ه مخزن در زمابميزان خالص انرژي داده شده 
  .را بدست آورد tH)(ديفرانسيل مربوط به 

 فرض ير تعيين کنيد واحد زمان را دقيقه معادلات حالت سيستم را براي مقادير عددي ز)ب
  .نمائيد

9 1 0 8

3 3 3 3 3 3

3 0
0

2.68 10 , / 7553 , 2.09 10 / ,
10 / , 4180 / , 18 10 , 3.6 10 / min,

3 / , 293
o

o
v

A

A mim E R k J kg moles
kg m C J kg K V m F m

C kg moles m T k

ρ

−

− −

= × = ∆Η = × −
= = = × = ×

= − =

  

0سيستم را براي شرايط اوليه, ت فوق با استفاده از معادلا)پ 445oT K= و  
3/05.0)0( mmoleskgCA 51.2 و =− 10 / min, (0) (0) 0B cQ J C C= − × = = 
100و زمان ) مقدار ثابت( << t و پاسخ متغيرهاي حالت سيستم , قيقه مشابه سازي نمودهد

  .دبرحسب زمان را رسم نمائي
  
  کنترل جريان در خط لوله) ۲-۸
  

يک قسمت از خط لوله انتقال آب را درنظر بگيريد که دبي جريان توسط شير کنترلي اريفيس 
  . شود  مينترلک S=A.uبا سطح مقطع کنترل پذير 
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 اختلاف و L خير ناشي از خط انتقال به طولأل ديناميکي سيستم را با احتساب ت مد)الف

  .يدردست آوب H ارتفاع

  
   کنترل جريان در خط لوله)۳۰-٢(کل ش

9.0,104 فرض کنيد ضرايب ثابت شير برابر )ب 2 =×= − CmA  و دانسيته سيال
310=ρ  بوده و طول خط لولهmL mHاختلاف ارتفاع آن  =1000 مدل . باشد =100

  .ت آوريدفضاي حالت را در اين حالت بدس
smF با فرض )ج /1)0( mLمعادل هد  0Pو فشار پشت شير  =3 با تغيير  =1000

2105به  −210ناگهاني مقطع اريفيس به صورت يک پله از مقدار  تغييرات دبي خروجي را  ×−
  .مشابه سازي نمود و ترسيم نمائيد

  
  ل سقفييجرثق )۲-۹
  

از يک نقطه به نقطة  Mبراي حمل و نقل جرم  زير جرثقيل سقفي نشان داده شده در شکل 
 Fتشکيل شده است که توسط نيروي  mجرثقيل از يک ارابه به جرم . شود  ميديگر استفاده

به نوسان  Lبه طول درانتهاي سيم بکسل جرثقيل  Mهر بار . کند  ميروي يک ريل حرکت
  .آيد ميدر

H

 كنترل مدرناي بر  مقدمه
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   جرثقيل سقفي)۳۱-٢ (کلش

معادلات حالت را براي  .ا استفاده از رابطة لاگرانژ مدل سيستم را بدست آوريدب
kgmkgMm 500,2000,10 ===A يستم را با شرايط اوليه صفر و س .بدست آوريد

NFنيروي    .شبيه سازي نمائيد =1000
  
  بندباز) ۲-۱۰
  

. کند  مياستفاده اري خود برروي يک بندديک بندباز حرفه اي از يک ميلة تعادل براي پاي
باشد که در آن شخص بندباز به صورت يک ميلة   ميشکل زير نمايش ساده اي از حرکت بندباز

ينرسي ممان ا.  مدل شده است ،که در نقطة تماس با بند به صورت يک مفصل Mmبلند با جرم 
 صورت ههمچنين ميلة تعادل را ب. کنيم  ميفرض Jmشخص بندباز حول نقطة دوران فرضي را 

از بند به بدن بند باز مفصل شده  lدرنظر بگيريد که آنهم در فاصله  Meيک ميله بلند با جرم 
. کند  مياست اعمال JR داراي ممان اينرسي را به اين ميلة تعادل که τبندباز گشتاور . است

از رابطة لاگرانژ معادلات  ا استفادهب .مراکز جرم هر دو ميله را در وسط آن درنظر بگيريد
عادلات حالت سيستم را براي مقادير عددي زير تعيين م .ديناميکي سيستم را بدست آوريد

  .کنيد
ϕωθω ϕθ ��A ======== ,,1,8.1,5.1,2,2.3,75 22 mmLkgmJkgMkgmJkgM Remm  
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   يک بند باز مدل ديناميکي)۳۲-٢(کل ش

  کنترل غلظت و ارتفاع در مخزن )۲-۱۱
  

  )۵-۲( مسئلهبراي مخزن معرفي شده 
Fo نقطة تعادل سيستم  )۱

*,FA
*ا با فرض دانستن مقادير ر* **, ,A BC FAحاسبه کنيدم.  

oBAفرض کنيد . مدل خطي سيستم را طول اين نقطة تعادل تعيين کنيد )۲ FFF ,, 
 .باشند  ميمتغيروروديهاي سيستم و 

 و مقادير زير تعيين کنيد ۵-۲ مسئلهمدل خطي سيستم را براي مقادير عددي  )۳
** 5 30.2 , 0.8, 5 10 /A Bm C F m s−= = = ×A 

  
   مبدل حرارتي)۲-۱۲
  

  ):۶-۲( مسئله براي مبدل حرارتي معرفي شده در 
****معادله تعادل درجه حرارت ها را برحسب مقادير  )۱ ,,, cAcoho FFTT  نوشته ولي

  .ة آن نيستتنيازي به حل بس
 .معادلات را حول نقطة تعادل خطي سازي نمائيد )۲
  مسئلهنقطة تعادل و معادلات خطي شده حالت را براي مقادير عددي ارائه شده در  )۳

 . بدست آوريد)۲-۶(

 كنترل مدرناي بر  مقدمه
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  :راکتور شيميائي) ۲-۱۳
  
****قادير تعادل م )۷-۲( مسئله معرفي شده در براي راکتور شيميائي -  ,,, QCCC ABc  را

****برحسب مقادير  ,,, Aoo CTTF بدست آوريد .  
QTCF. دل خطي سيستم را حول نقطة تعادل فوق تعيين کنيدم - oAo را به صورت  ,,,

  .متغيرهاي ورودي فرض کنيد
 . و مقادير زير تعيين کنيد۷-۲ مسئله دل خطي شده سيستم را براي مقادير عدديم -

3 * 3 33  moles / , 346 , 3.6 10 / mino
AC kg m T K F m−= = = ×  

  
  : جرثقيل سقفي)۲-۱۴
  

  ):۹-۲( مسئله براي جرثقيل سقفي 
مدل خطي شده را تعيين ) کليه متغيرهاي حالت صفر باشند(راي نقطة تعادل واقع در مبدا ب -

  .کنيد
  .بدست آوريد )۹-۲( مسئلهمترهاي داده شده در مدل خطي سيستم را براي پارا -
  
  : بندباز) ۲-۱۵
  

  ):۱۰-۲( مسئلهبراي مدل غير خطي بندباز 
  .مدل خطي شده را تعيين کنيد) کلية متغيرهاي حالت صفر باشند(راي نقطة تعادل در مبدا ب -
  .ت آوريدس بد۱۰-۲ ئلهمسمدل خطي سيستم را براي پارامترهاي داده شده در  -
  
  پاندول دوتائي معکوس) ۲-۱۶
  

به پاندولهائي به طول  mدهد که در آن جرم   ميپاندول دوتائي معکوس را نشان) ۳۳-۲(شکل 
21,AA  متصل شده اند و توسط اعمال نيرويF  به ارابه به جرمMهر دو لخواهيم تعاد  مي 
  .اندول را بدست آوريمپ
ا توجه به روش تعيين مستقيم مدل خطي توسط معادلة لاگرانژ مدل خطي سيستم را حول ب

  .بدست آوريد) کليه متغيرهاي حالت صفر باشند(نقطة تعادل مبدا 
  .بدست آوريد AA,21 هايو پارامتر M=m=1معادلات حالت را براي  -
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  تائي معکوس پاندول دو)۳۳-٢(کل ش

۲-۱۷( Maglev   
  

چرخ هاي اينگونه وسايل به صورت , km/h ۲۵۰با افزايش سرعت وسائل نقليه به بالاي 
مسطح بودن جاده و يا هم نياز به اقتصادي عمل نکرده وسائل و مشکلات زيادي را از جمله 

براي قطارهاي فوق سريع که تا . کند  ميا در وسايل نقليه ريلي ايجادرسطح بودن ريل ها 
. شود  ميکند از سيستم تعليق مغناطيسي استفاده  ميحرکت km/h ۵۷۰سرعت 

"Magnetically Levitated" دهد که   ميشکل زير مدل ساده شده اي از اين سيستم را نشان
فحه ر اين مدل حرکت در صد. باشد  ميتوسط آن حرکتهاي عرضي وسيلة نقليه قابل بررسي

y,z)  و رولθ (  درنظر گرفته شده و از حرکتهاي طولي وyaw, pitch صرفنظر شده است.  
همانگونه که در شکل فوق نشان داده شده است از دو جفت مغناطيس براي ايجاد نيروي 

اطيس نيروي معادل نهر مغ. عمودي و افقي ايجاد شده است
2

2

S
ik کند که   ميتوليدi  جريان

ريلها در هر دو طرف . باشد  ميفاصلة هوايي مغناطيس و ريل Sکنترل شدة سلف مغناطيس و 
ين بتواند   ميباشد و در برخي نقاط  مينسبت به خط تعادل ريل گذاري tZG)(داراي ارتفاع 

را در فاصله موثر نشان داده شده  wFباد نيروي اغتشاشي  .دو ريل اختلاف ارتفاع مشاهده شود

 كنترل مدرناي بر  مقدمه
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کنيم کلية حرکات بسيار کوچک بوده و حالت   ميدر شکل زير اعمال نموده و فرض
  .حرکت قطار فوق سريع برروي ريل در شکل زير نشان داده شده است ميعمو

  
  تم تعليق مغناطيسي مقطعي از يک وسيله نقليه داراي سيس)۳۴-٢(کل ش

  . مراحل پيشنهادي زير بدست آوريدامدل سيستم را ب
*يروهاي مغناطيس را در حالت تعادل ن -

2
*

1 , LL FF  براي واگن به جرم
kgMFv 4000,0   .بدست آوريد ==

3با فرض اينکه نيروهاي مغناطيسي  - 2 25.4 10 /i s−×  باشد، مقدار تعادل جريان*i را در هر 
*014.0مت تعليق مغناطيسي به گونه اي تعيين کنيد که سق =S  
1 را براي نيروهاي ۲رحلة م -

*
2

** 5000, GG FFNS داده شده در  مرحلة دو تکرار  ==
  .کنيد

zyانون دوم نيوتن را براي ق - ������ ,,θ  1212برحسب نيروهاي جزئي ,,, LLGG FFFF و  ∆∆∆∆
بنويسيد و در آن ممان اينرسي واگن را حول مرکزجرم آن  ZGاع ريل فو ارت Fwنيروي باد 

  .درنظر بگيريد 2kgm ۲۵۰۰معادل
2iuيروهاي کنترلي را معادل ن - درنظر بگيريد و نيروهاي مغناطيسي را حول مقادير نقطة  =

uSFادير تعادل خطي سازي کنيد تا برحسب مق ∆∆∆   .به صورت خطي تعبير شود ,,
GZzyرا برحسب ∆sابطة خطي براي ر ,,, ∆∆θ) θبدست آوريد و نتيجه را در ) وچکک

معادلات بدست آمده در مرحلة چهار قراردهيد و معادلات حالت را براي شش متغير حالت 
  .بدست آوريد
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  . نمايش حالت تعادل با خطوط نقطه چين-دياگرام فواصل هوائي و نيرو ها) ۳۵-٢(کل ش

  .ت از متغيرهاي ميانگين زير در مدل استفاده نمائيمسناسبتر ام

)(
2
1)(

2
1

)(
2
1)(

2
1

2121

2121

GGGDLLLD

GGGcLLLc

uuuuuu

uuuuuu

∆+∆=∆∆−∆=∆

∆+∆=∆∆+∆=∆  

  .معادلات حالت را براي وروديهاي جديد فوق تعيين کنيد -
  
۲-۱۸(  

ي را حول مسير حرکت آن بدست طخواهيم خطي سازي يک سيستم غير خ  ميمسئلهدر اين 
توان سيستم را حول  در بسياري از مسائل که نقطة تعادل واحدي وجود نداشته باشد مي. آوريم

سيستم غير خطي زير را . خطي سازي نمائيم, کند مسيري که در معادلة حالت صدق مي
  .يريددرنظر بگ

),(
),(

uxhy
uxfx

=
=�

  

),(),()(فرض نمائيد  *** txtuty سيستم باشند که در  ميورودي و خروجي نا, مسير نامي
  . را مطابق زير تعريف کنيدافزايشيکنند متغيرهاي   ميمعادلة حالت فوق صدق

)(*)()()(*)()()(*)()( tytytytutututxtxtx −=∆−=∆−=∆  
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xuyا فرض کوچک بودن متغيرهاي تغييرات ب )۱ ∆∆∆ معادلات حالت را براي اين  , ,,
نشان دهيد در حالت . اي پيدا کنيد متغيرها با استفاده از بسط تيلور لحظه

 .سيستم متغير با زمان خواهد بود ميعمو

  
  .يستم غير خطي زير را درنظر بگيريدس )۲

1

2
3
212

21

xy
uxxxx

xx

=
+−−=

=
�
�

  

*)(ابتدا مسير  tx  50را براي زمان ≤≤ t 2 شرايط اوليه با( ) , (0) 0u t xτ=  و =
1(0) 1x ن المانهاي ماتريس سيستم خطي سازي شده را برحسب يبدست آوريد همچن =

  .زمان بدست آوريد
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  وري سيستمهاي خطيئت: فصل سوم
  
  
  

  مقدمه) ١-٣

يكـي  .  است (LTI) غير متغير با زمان      وري سيستمهاي خطي  ئموضوع مورد بحث در اين فصل ت      
ي نقاط تعادل، كلية    گوري سيستمهاي خطي اينست كه در همساي      ئررسي ت يزه هاي مهم ب   گاز ان 

 ـ. توان با يك مدل خطي تقريـب زد        سيستمهاي فيزيكي را مي    ا دليـل اصـلي بررسـي دقيـق         امّ
وري كامـل و كـاربردي تـدوين        ئونه سيستمها ت  گسيستمهاي خطي اينست كه تنها در مورد اين       

اربردهاي صنعتي از كلية عوامل غيـر خطـي در          بدين دليل است كه در بسياري از ك       . شده است 
ونه كه در فصل قبـل نمـايش        گدر اين حالت همان   . شود فاز طراحي كنترل كننده صرف نظر مي      

يـرد و در    گ داده شد، يك مدل خطي غير متغير با زمان مبناي طراحي كنترل كننده قـرار مـي                
نظـور بررسـي عملكـرد      عمل عوامل غير خطي تنها در مشابه سازي سيستم حلقـه بسـته بـه م               

جالب توجه است كه مدلهاي خطي در اغلب مـوارد منجـر بـه              . شوند كنترل كننده استفاده مي   
 توليـد   ،استنباط مناسبي از رفتار سيستم شده و كنترل كننده هاي قابل قبـولي بـراي سيسـتم                

  .كنند مي

  خصوصيات سيستمهاي خطي) ٢-٣

  . را با معادلات حالت بفرم ماتريسي زير درنظر بگيريدLTI متغير با زمان سيستم خطي غير

)٣-۱( 
x Ax Bu
y Cx Du

= +
 = +

�
 

. باشـد   مـي  m برابـر    yخروجـي   بعـد    و   r برابـر    uورودي  بعـد   , n برابر   xکه در آن بعد ماتريس      
) تغيـر بـا زمـان   غيـر م (داراي عناصر ثـابتي   A, B, C, Dدرحالت غير متغير با زمان ماتريسهاي 

x(0)0فرض کنيد شرايط اوليـه      . باشند مي x=  شـرايط بـا وجـود     تـوان نشـان داد       مـي .  باشـد 
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Lipshitz    پاسخ سيستم x(t)   شرايط اوليه    از که 
0x شـود وجـود داشـته و يکتاسـت      شروع مـي .

  .توان تقسيم نمود به دو جزء ميسيستم " خطي بودن" يستم را با توجه به خصوصيت پاسخ س
)٣-۲( ( ) ( ) ( )h px t x t x t= + 

   ديگريذارييا با نمادگ
)٣-٣( ( ) ( ) ( )zi zsx t x t x t= + 

 ـ مربوط به پاسخ همگن يا       zixيا  hxکه در آن     باشـد کـه بـا        مـي  ”Zero-input“ دون ورودي ب
  .توجه به تعريف بايستي معادلة زير را ارضاء نمايد

)٣-۴( 
0

zi zi

zi zi

x Axzi
y Cxu

=
 == 

�
 

zi(0)با شرايط اوليه ox x=  
ايـن  . باشـد   مـي  ”Zero-State“ يا با شرايط اوليـه صـفر       مربوط به پاسخ خصوصي      pxاز طرفي   

  .پاسخ بايستي معادلة زير را ارضاء کند

)٣-۵( 
(0) 0

zs zs

zs zs zs

zs x Ax Bu
x y Cx Du

= +
= = +

�
 

توان خواص خطي بودن در اجزاء پاسـخ را           مي LTIطبق خواص خطي بودن پاسخ سيستمهاي       
  .عيين نمودتبه صورت زير نيز 

  
   ”zi“ خطي بودن پاسخ همگن )الف

)1فرض کنيد پاسخ     )x t     1 مربوط به شرايط اولية 10(0)x x=  2و ( )x t    پاسخ مربوط بـه شـرايط
2اولية   20(0)x x= 10ط اوليه   ايصورتي که شر  طبق خاصيت خطي سيستم در    .  باشد 20x xα β+ 

 :باشد پاسخ سيستم برابر است با 
)٣-۶( 1 2( ) ( ) ( )x t x t x tα β= + 
 

  :اثبات
1 2 1 2

1 2( )
x x x Ax Ax

A x x

Ax

α β α β
α β

= + = +
= +

=

� � �
  

 .باشد  پاسخ با شرايط اوليه مزبور ميx(t)لذا 
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1 2

10 20

(0) (0) (0)x x x
x x

α β
α β

= +
= +

 

 موجودتنها پاسخ   ,  جواب براي معادله بدون ورودي است      با توجه به يکتائي جواب چون اين يک       
  .با شرط اولية فوق است

 ”zs“ خطي بودن پاسخ خصوصي )ب
)1فرض کنيد    )x t        1 پاسخ خصوصي مربوط بـه ورودي( )u t     2 بـوده و ( )x t     پاسـخ خصوصـي 

2مربوط به    ( )u t 1در اينحالت اگر ورودي     .  باشد 2( ) ( ) ( )u t u t u tα β=  به سيستم اعمال    +
  :شود پاسخ سيستم برابر است با

1 2( ) ( ) ( )x t x t x tα β= +  
 

  .شود  مجدداً از خصوصيت خطي سيستم استفاده مي:اثبات
  

1 2

1 1 2 2

1 2 1 2

1 2

( ) ( )
( ) ( )

( )

x x x
Ax Bu Ax Bu

A x x B u u
Ax B u u

α β
α β

α β α β
α β

= +
= + + +
= + + +
= + +

� � �

  

  
1 پاسخ سيستم با ورودي x(t)لذا  2x xα β+باشد از طرفي شرط اوليه نيز صفر است  مي:  

1 2(0) (0) (0) 0 0 0x x xα β= + = + =  
  .باشد مجدداً با توجه به يکتائي پاسخ اين تنها پاسخ مي

  
   خاصيت رويهم گذاري)ج

پاسـخ  . باشـد  ن خصوصـيت مـي    در حل معادلات حالت اي    سيستمهاي خطي   مهمترين خاصيت   
باشد از جمـع دو پاسـخ    ميu(t)   و وروديx(0)کامل يک سيستم خطي که داراي شرايط اوليه 

  .شود همگن و خصوصي تعيين مي
)٣-۷( ( ) ( ) ( )zi zsx t x t x t= + 

با توجه به اين خاصيت منطقي است که براي تعيين پاسخ کامل معادلات حالـت يـک بـه يـک                     
، که در بخشهاي آتي به ايـن        يعني پاسخ همگن و پاسخ خصوصي را بدست آوريم        اجزاء پاسخ را    

  .پردازيم مهم مي
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  LTIحل معادلات حالت سيستمهاي ) ٣-٣

   حل پاسخ همگن يا بدون ورودي)۳-۳-۱

)ماتريس انتقال حالت  - )tφ  
  . را درنظر بگيريدن وروديدوسيستم خطي ب

)٣-۸( 
0

( )
(0)

x A x
x x

=
 =

�
 

 .گيريم از اين معادله مشتق مي

)٣-۹( 

2

2 3

( )

( )
0(0) (0)

k k

k k k

x Ax A x
x A x A x

x A x
x A x A x

= =

= =

=

= =

�� �
��� �
# 

) آنكه در    )kx   مشتقk  دهـد کـه      اين معادله نشـان مـي     . دباش ام می( ) (0)kx     بـراي کليـة 
  .خواهد داشتتوانهاي محدود وجود 

  .کنيم  مير را برحسب مشتقات آن در زمان صفر تعبيx(t)حال با استفاده از سري تيلور پاسخ 

)٣-۱۰( 

2 ( )

2 2
0 0 0 0

2 2
0

1 1( ) (0) (0) (0) (0)
2! !

1 1
2

1 1( )
2

k k

k k

k k

x t x x t x t x t
k

x Ax t A x t A x t
k

I At A t A t x
k

= + + + +

= + + + + +

= + + + + +

� �� " "

" "

" "

 

  .شود لذا پاسخ همگن بفرم سادة زير تعبير مي
  

)٣-۱۱( 2 21 1( )
2

At k kt e I At A t A t
K

ϕ = = + + + + +" " 
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)که در آن     )tϕ  دقـت کنيـد عـلاوه بـر        . باشـد   مـي  ١ئی يا مـاتريس نمـا      حالت نتقال ماتريس ا
 به  ate به صورت يک ماتريس با       Ateخصوصيات مهم ماتريس انتقال حالت و فرم کاملاً مشابه          

 ايـن معادلـه از اهميـت        ،) آنـرا نشـان خـواهيم داد       به صورت دقيـق   که در ادامه    (صورت اسکالر   
 متغيري است که کلية اطلاعات لازم 0xهمانگونه که قبلاً اشاره شد     . ديگري نيز برخوردار است   

ايـن معادلـه بـه روشـني نشـان          .  را در خـود محفـوظ دارد       x(t)براي بدست آوردن تابع زمـاني       
براحتي از اطلاعات موجـود  متغير با  زمان و با بعد نامحدود  يک تابع   ن  به عنوا  x(t)دهد که    مي
) و مشخصات سيستم 0xدر  ) Att eϕ   . قابل محاسبه است=

توان معادلـة حالـت را بـراي تعيـين پاسـخ             علاوه بر آن به صورت برگشتي توسط کامپيوتر مي        
  .نيد زمان را به قسمتهاي کوچکي تقسيم کنيمفرض ک. همگن حل نمود

)٣-۱۲( 

1 2 3 4 1

1

1

2 1

1

0, , , , ,..., , ,...

( ) (0)
( ) ( )

( ) ( )

k k

k k

A t

A t

A t
k k

t t t t t t t
t t t

x t e x
x t e x t

x t e x t

+

+

∆

∆

∆
+

=
∆ = −

=

=

=
#

 

توان پاسخ را به صـورت بازگشـتي          مي بار،يک  براي  با محاسبة ماتريس انتقال     تنها  در اينحالت   
  .تعيين نمود

   خصوصيات ماتريس انتقال حالت -
Property I: 0 (0)Ae Iϕ= =  

Property II: 1 2 1 2 2 1( )A t t At At At Ate e e e e+ = ⋅ = ⋅  
   :يا

                 1 2 1 2 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )t t t t t tϕ ϕ ϕ ϕ ϕ+ = ⋅ = ⋅  
  :اثبات

1

1 1 2

1 2

1 2 1 1

1

1 2 1
( )

1 2
( )

( ) (0)

( ) ( ) (0)

( ) (0)

At

At At At

A t t

A t t At At

x t e x

x t t e x t e e x

x t t e x

e e e

+

+

=

+ = ⋅ = ⋅ ⋅

+ = ⋅

= ⋅

  

  .شود طرف بعدي نيز به همين صورت تعيين مي

                                                 

1 Exponential matrix 

:از طرفي
 :لذا
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Property III: 1( )At Ate e− −= )1 يا  ( )) ( )t tϕ ϕ− = −  

  :دقت کنيد
( ) ( ) (0). .At At At A t A t t Ae e e e e e I− − −= = = =  

  .باشد لذا ماتريس انتقال حالت همواره معکوس پذير مي
Property IV: ( )

TA t At Te e=  

ي اثبـات   گبسـاد ) ١١-٣ (Ateسـري  ماتريسـها طبـق تعريـف      کردن   ترانهادهاين خاصيت نيز با     
  .شود مي

Property V: At AtA e e A⋅ = ⋅  
  .شود اثبات مي Ateزير در تعريف سرياين خاصيت نيز با توجه به معادله 

1( ) ( )k k kA A t A t A t A+= = 

Property VI: At Atd e A e
dt

= ⋅ ) يا  ) ( )d t A t
dt

ϕ ϕ= ⋅  

  :اثبات

0

0

( ) ( )

( )

At

At

d dx x e x
dt dt

d e x
dt

= =

=

� �
  

  از طرفي 

0
At

At At

x Ax Ae x
d e Ae
dt

= =

⇒ =

�
  

   حل کامل معادلات حالت)۳-۳-۲

  .کنيم  معادلة حالت را بفرم زير بازنويسي مي،براي تعيين حل کامل
( ) ( ) ( )x t Ax t Bu t− =�  

  :كنيم  ضرب مي−Ateدو طرف معادله را در 

( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

At At At

At At At

At At

e x t e Ax t e Bu t
e x t Ae x t e Bu t
d e x t e Bu t
dt

− − −

− − −

− −

− =
⇒ − =

⇒ =

�
�  
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  :يمئنما يري ميگرال گحال انت

]
0 0

0

0
0

( ) ( )

( ) ( ) ( )

t tA A

t t

tAtAt A

t

d e x d e Bu d
d

e x t e x t e Bu d

τ τ

τ

τ τ τ τ
τ

τ τ

− −

−− −

 =

− =

∫ ∫

∫
  

  : در دو طرف معادله خواهيم داشتAteبا ضرب 
0

0

( ) ( )
0( ) ( ) ( )

tA t t A t

t
x t e x t e Bu dτ τ τ− −= + ∫  

  :اگر از ماتريس انتقال حالت استفاده کنيم

)٣-۱۳( 
0

0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )
zszi

t

t
xx

x t t t x t t Bu dϕ ϕ τ τ τ= − + −∫ ���	��
���	��
 

zi, مشخص است پاسخ کلي از دو جـزء       همانطور که    zsx x           تشـکيل شـده اسـت کـه قسـمت 
بق انتظار فرم انتگرال کانولوشن     اطم يا خصوصي نيز     ”zs“همگن قبلاً بدست آمده است و پاسخ        

) تـابع    بـا اسـتفاده از    را دارد که اين انتگرال کانولوشـن         )tϕ τ−      ل محاسـبه    يـا مـاتريس انتقـا
  .توان از معادلة زير بدست آورد از طرفي خروجي سيستم را مي .شود مي

( ) ( ) ( )y t Cx t Du t= +  
  :بر اينبنا

)٣-۱۴( 
0

0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
t

t
y t C t t x t C t Bu d Du tϕ ϕ τ τ τ= − + − +∫ 

  

0 پاسخ کامل سيستم زير را به ازاي ):۱-۳مثال 

1
1

x
 

=  
 

  . و ورودي پلة واحد تعيين کنيد

1 0 1
( ) ( ) ( )

1 1 1
x t x t u t

   
= +   
   

�  

  
) )الف )tϕکنيم  را تعيين مي.  

2 31 0 1 0 1 0
, , ,...

1 1 2 1 3 1
A A A

     
= = =     
     

  

  لذا
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2 2 3 3

2

2 3 2

1 1
2 3

11 0
2
1 11
2 2

Ate I At A t A t

t t

t t t t t

= + + + +

 + + + 
=  
 + + + + + +  

"

"

" "

  

  
  پاسخ خصوصي )ب

2 3

2

1
( ) 1 0

1

1 11
2 3

31 2
2

At Ate Bu e t

t t t

t t

τ− −  
= ⋅ ⋅ ∀ ≥ 

 
 − + − + 

=  
 − + −  

"

"

  

2 3

2 30

1 1
2 6( )

1
2

t
A

t t t
e Bu d

t t t

τ τ τ−

 − + − 
⇒ =  

 − + −  

∫
"

"

  

  :پاسخ کامل عبارتست از
2

2
0

1 2
( ) (0) ( ) 51 3

2

t
At A

t t
x t e x e Bu d

t t
τ τ τ−

 + + +   = + = =   + + +    
∫

"
"

"
  

) روشهاي تعيين ماتريس انتقال حالت )٤-٣ )tϕ  

   روش تبديل لاپلاس)۳-۴-۱

 براي پياده سازي    ،هر روشي که براي محاسبات دستي مناسب است       معتقد است    ”Laub“ آقاي  
ين قاعـده مسـتثني     روشهاي تبديل ماتريس انتقال حالت نيز از ا       . باشد کامپيوتري مناسب نمي  

 ، براساس تعريـف Ateسري  بسط  شود روش    همانگونه که از مثال قبل مشاهده مي      . باشند نمي
تبـديل لاپـلاس پاسـخ کامـل        توسـط   خوشبختانه  . روش مناسبي براي محاسبات دستي نيست     

 را در نظـر      سيسـتم خطـي زيـر      .دوتعيـين نم ـ  توان به صورت تحليلـي       ميرا در   سيستم خطي   
  :يريدگب
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x Ax Bu= +�  
  با استفاده از تبديل لاپلاس 

1 1

( ) (0) ( ) ( )
( ) ( ) (0) ( )

( ) ( ) (0) ( ) ( ) ( )( (0) ( ))
zi zsx x

sx s x Ax s Bu s
sI A x s x Bu s

x s sI A x sI A Bu s s x Bu sϕ− −

− = +
− = +

= − + − = +���	��
 ���	��


  

zs,اين پاسخ مشابه با حالت قبل از دو جزء           zix x   با اين تفاوت که در حـوزة         تشکيل شده است 
  :ا برقراري تساوي اين دو معادله خواهيم داشتب.  شده استبيان s فرکانس

)٣-۱۵( ( )1 1( ) ( )Att e sI Aϕ − −= = −L 
  . تبديل لاپلاس مي باشدمعکوس  معرفL−1که در آن 

  
  : پاسخ کامل به ورودي پلة واحد سيستم زير را تعيين کنيد)۲-۳مثال 

0 1 0
( ) ( ) ( )

3 4 1
x t x t u t

   
= +   − −   

�  

 sيس انتقال حالت در حوزة  تعيين ماتر)الف

1
2

1 1

1

3 3

3

1 4 11( ) ( )
3 4 3 34 3

4 11(( )
3( 1)( 3)

3 1 1 1
1 1 3 1 3

3 3 1 32
1 3 1 3

31
2 3 3

At

t t t t
At

t

s s
sI A sI A s

s s s

s
e sI A

ss s

s s s s

s s s s

e e e e
e

e e

ϕ−

− −

−

− − − −

−

− +   
− = → − = =   + −+ +   

+ 
= − =  −+ +  

 − − + +   + + + +=   − −  + +
  + + + +  

− −
⇒ =

−

L L

L

33t t te e− − −

 
 − 

  

 امل تعيين پاسخ ک)ب
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0 1( ) ( ) (0) ( )
1

11( ) (0)
( 1)( 3)

2 3 1
1 5 1 3( ) (0)

1 16
1 3

x s s x s
s

s x
ss s s

s ss x

s s

ϕ ϕ

ϕ

ϕ

 
= + ⋅ 

 
 

= +  + +  
− + + + += +  

− + + +   
3 3 3

3 3 3

3 2 31 1( ) (0)   0
2 63 3 3

t t t t t t

t t t t t t

e e e e e e
x t x t

e e e e e e

− − − − − −

− − − − − −

   − − − +
= + ∀ ≥   − − −   

  

   مودهاي ديناميکي)۳-۴-۲

)اگر فرم فرکانسي  )sϕرا به شکل زير نمايش دهيم   

)٣-۱۶( 1 ( )( ) ( )
det( )
Adj sI As sI A

sI A
ϕ − −= − =

−
 

بـه    براي اطلاعات بيشتر     (باشد معکوس ماتريس مي   كرامر در تعيين     روشاين معادله مبين    که  
مخـرج بسـط   مينـان  رتتوان برحسب ريشه هـاي د      اين معادله را مي    ،)مراجعه شود ) ۱(ضميمة  

  :داد

)٣-۱۷( 11 12 21 22
2 2

1 1 2 2

( )
( ) ( ) ( )

A A A As
s s s s s s s s

ϕ = + + + + +
− − − −

" " 

نوشـته شـده و فـرض       دترمينان  از ريشه هاي     ١يئكسرهاي جز ت  که در آن معادلة فوق به صور      
حـال بـا اسـتفاده از     . تکراري باشند  توانند مي دترمينان که در حالت کلي ريشه هاي        است شده

  .تبديل معکوس لاپلاس خواهيم داشت
)٣-۱۸( 1 1 2 2

11 12 21 22( ) s t s t s t s tt A e A t e A e A t eϕ = + ⋅ + + + ⋅ +" " 
1که در آن  2, ,...s sباشند  ميزير  ريشه هاي معادلة.  

)٣-۱۹( det( ) 0is I A− = 

                                                 

1 Partial fraction 

 s
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 A مقـادير ويـژة مـاتريس    is لـذا . باشد  ميAاما اين معادله دقيقاً معادلة مقادير ويژة ماتريس        
 Aمقدار ويژة مـاتريس     توان مساوي با    باشد و ماتريس انتقال از ترکيب خطي توابع نمائي با            مي

  .زمان نيز گرفته اندضريب شود که درصورت تکراري بودن  تشکيل مي
. شود  مودهاي ديناميکي گفته مي     ماتريس سيستم،  در تئوري سيستمهاي خطي به مقادير ويژة      

دقـت  . کنـد  ويژگي خاص مود ديناميکي اينست که اجزاء اصلي ديناميکي سيستم را معين مي            
 که باشد  ميويژه اي نيز بردار داراي کنيد هر مقدار ويژه به صورت متناظر 

)٣-۲۰( i i iAv s v= 
  

  .دهد را از خود بروز ميي در ماتريس انتقال حالت نيز ويژگ ، سيستمحال اين بردار ويژه

)٣-۲۱( 2 2

0

1 1
2! ! !

k k
At k k i

i i i i i
k

A v te v v Av t A v t A v t
k k

∞

=

= + + + + + =∑" " 

  :اما
22

i i i i i i i i

kk
i i i

A v AAv As v s Av s v

A v s v

= = = =

=

#  

  بنابراين
2 2

2 2

0

1 1
2

1 1(1 )
2

( ).

.i

kAt k
i i i i i i i

k k
i i i i

k k
i

i
k

s t
i

e v v s v t s v t s t
k

s t s t s t v
k

s t v
k

e v

∞

=

= + + + +

= + + + +

=

=

∑

" "

" "  

ماتريس سيستم در مورد ماتريس انتقال حالت نيز وجـود دارد كـه   ة مشابه با بردار ويژه  لذا رابط 
  :عبارتست از

)٣-۲۲( is tAt
i i i i iA v s v e v e v⋅ = → = 

  
  

 و  باشـد  مـي  نيز   Ateبردار ويژة ماتريس    , باشد  مي A علاوه بر اينکه بردار ويژة ماتريس        ivلذا  
isباشـد،    ة سيستم مي  ژ مقدار وي  isونه كه   گهمان te     ة مـاتريس انتقـال حالـت       ژ نيـز مقـدار وي ـ

 اسكالر  ماتريس اسكالر  ماتريس
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 رياضي بدين ترتيب است که پاسخ همگن يـا          خصوصيتاهميت فيزيکي اين    . باشد سيستم مي 
0،  ط اوليه اي که در جهت يک بردار ويژه قرار گيرد          اي به شر  zixبدون ورودي سيستم     ix v= ،

)برابر است با     ) .is t
ix t e v=   تنها مـود دينـاميکي      به ازاي اين شرايط خاص       يعنيis   تحريـک 

 در هر x(t) بدين ترتيب در اين حالت .ماند نيز در امتداد همان مود باقي مي  آن    و خروجي  شده
isبه اندازة   بوده و     iv امتداد   لحظه از زمان در    te    لـذا بردارهـاي ويـژة       .  تقويت شده اسـتiv  

 تنها مود دينـاميکي     هن شرايط اولي  آ به ازاي    دهند که  هاي هندسي را در فضا نمايش مي       جهت
 نيـز  ١به اين مودهاي ويژه بردارهاي مـودال  .دهد و پاسخ تغيير جهت نميشده  مربوطه تحريک   

  .شود گفته مي
  

 R=C=1 براي شبکة مدار زير مودهـاي دينـاميکي و بردارهـاي مـودال را بـه ازاي                   ):۳-۳مثال  
 ـبـردار ويـژه     و  دو پاسخ بدون ورودي سيستم را به شرايط اوليه معادل            تعيين کنيد  را بدسـت   آن

  .آوريد
 

 ،دنباش ـ در مدارها ولتاژ خازنها و جريان سلف معمولاً انتخاب مناسبي براي متغيرهاي حالت مي            
  . نمودمعينتوان توسط آنها  چراکه شرايط اوليه مدار را مي

x1    C
R

R

x2    C
R

R

i3

  

  )٣-٣(مدار الكتريكي مثال ) ١-٣(شكل 

ز منبع ولتاژ استفاده نمود و از قاعدة جمع         توان به جاي خازنها ا     براي تعيين معادلات حالت مي    
  .آثار با تقسيم مدار به سه مدار زير استفاده نمود

R R

RR ic2       x2ic1R R

R R

i3

ic2ic1R R

RR

ic1       x1
+

-
ic2

  
                                                 

1 Modal Vectors 
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1 1 2

2 1 2

1 1 1 2

2 2 1 2

3 1
2 2 2
1 3

2 2 2
1 3 1 1

2 2 2
1 1 3 1

2 2 2

s
c

c

s
c

c s

c s

ii x x dv iR R
i dt Ci x x

R R

x i x x i
C RC RC C

x i x x i
C RC RC C

 = − + + =
 = + −

 = = − + +⇒ 
 = = − +


�

�

  

  : خواهيم داشتR=C=1به ازاي 
3 1 1
2 2 2

1 3 1
2 2 2

sx x i

   −   
= +   
   −      

�  

  :براي محاسبة مقادير ويژه داريم

2

1 2

3 1
2 2det( ) det 3 2 ( 1)( 2)

1 3
2 2

1, 2

s
sI A s s s s

s

s s

 + − 
− = = + + = + + 

 − +  
= − = −

  

  :ويژه داريمبراي محاسبة بردارهاي 

11 11

12 12

3 1
2 2 1
1 3
2 2

v v
v v

 −     
= −     

    − −  

iيا    i iAv s v=  

  :لذا

11 12 11

11 12

11 12 12

3 1
2 2 1
1 3
2 2

v v v
v v

v v v

− + = − ⇒ = =
 − = −


  

  .است45o تواند هر اندازه اي داشته باشد ولي جهت آن  لذا بردار ويژه مي

1

1
1

v α  
=  

 
  

  .شود بهمين ترتيب بردار ويژه دوم نيز محاسبه مي
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2

1
1

v β  
=  − 

  

1لذا اگر شرايط اوليه 
(0)

1
x α  

=  
 

  : باشد پاسخ سيسستم برابر است با

1
( ) .

1
tx t e α−  

=  
 

  

1لذا اگر شرايط اوليه
(0)

1
x β  

=  − 
  :  باشد پاسخ سيسستم برابر است با

2 1
( ) .

1
tx t e β−  

=  − 
  

ر در  گ ـاکنـد کـه       مـي  توجيهار مودهاي ديناميکي آنرا بدين صورت       منطق مد , از لحاظ فيزيکي  
] ،دنابتدا هر دو ولتاژ خازنها با هم برابر باش         ]1 1 Tα   0درصورتي که   وsi  باشد ولتاژها برابـر     =

لـذا هـر دو ولتـاژ بـه         باقي مانده و هيچ جرياني از مقاومتهاي بالائي مدار عبور نخواهـد کـرد و                
  .يابند ميکاهش  RC=1 زماني ثابتصورت متقارن با 

افتد که ولتاژ اولية خازنها برابر ولـي بـا علامـت مخـالف      مود دوم ديناميکي در حالتي اتفاق مي   
] :است ]1 1 Tβ شود که اين وضعيت درحـال کـاهش ولتـاژ نيـز بـاقي          تقارن مدار سبب مي   . −

2ي بماند يعن 1( ) ( )x t x t=   .کنيم  افت ولتاژ را مشاهده مي2زماني بار با ثابت  اما اين −

  ١ميلتونهُ-يليكِ روش )۳-۴-۳

  .يممنا  را معادلة مشخصه ميAمعادلة تعيين مقادير ويژة 
)٣-۲۳( ( ) det( )Q I Aλ λ= − 

  .شود ي معادله مشخصه با صفر تعيين ميبرو مقادير ويژه از برا
)٣-۲۴( 1

1 1 0( ) 0n n
nQ a a aλ λ λ λ−

−= + + + + =" 
  کند لذا  کند که هر ماتريس در معادلة مشخصة خود صدق مي  بيان مي.C.Hقضية 

) ٣-۲۵( 1
1 1 0( ) n n

nQ A A a A a A a I−
−= + + + + =0" 

تـوان اسـتفاده     از اين قضيه مـي    . باشند  مي Aصة ماتريس    ضرايب معادلة مشخ   iaكه در آن    
 نمايش يافتـه اسـت را       A را که به صورت بسط چند جمله اي از           A ينمود تا هر تابع ماتريس    

                                                 

1 Caley-Hamilton 
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) فرض كنيد تابع     .تعيين کنيم  )N A       اي از    ند جمله چ را كه به صورت بسطA   نمايش يافته 
  :است را بخواهيم تعيين كنيم

)٣-۲۶( 1
1 1 0( ) m m

mN A A c A c A c I−
−= + + + +" 

)٣-۲۷( 1
1 1 0( ) m m

mN c c cλ λ λ λ−
−= + + + +" 

)با تقسيم چند جمله اي )N λ هيم داشتچند جمله اي مشخصة سيستم خوا بر:  

)٣-۲۸( ( ) ( )( )
( ) ( )

N RF
Q Q

λ λλ
λ λ

= + 

)که در آن  )F λ خارج قسمت و ( )R λ د لذانباش ميمستقيم  باقيماندة تقسيم  
  
)٣-۲۹( ( ) ( ) ( ) ( )N F Q Rλ λ λ λ= + 

iλاما در  λ=براين بنا. معادلة مشخصه صفر است  
)٣-۳۰( ( ) ( )i iN Rλ λ= 

  . نيز اين خاصيت برقرار استA براي ماتريس .C.Hبه همين ترتيب براساس قضية 
)٣-۳۱( ( ) ( )N A R A= 

   را بخواهيم محاسبه کنيم حالتحال اگر تابع انتقال

)٣-۳۲( 
0

( )
k k

At

k

A tN A e
k

∞

=

= =∑ 

  دانيم اشد اما ميب که يک سري بي نهايت مي
1

1 1 0
1 1

0 1 1 1

0

( ) ( ) ( , , )

n n
n

n n n
n

A a A a A a

A a a A a A f A A

−
−

− −
−

+ + + + =

= − + − + + − =

"
" …

  

  بهمين ترتيب
1 2

0 1 1

2 1 1
0 1 2 1 0 1 1

1 1
0 1 1 2

( )

( , , )

n n
n

n n
n n n

n n
n

A a A a A a A

a A a A a A a a a A a A

b b A b A f A A

+
−

− −
− − −

− −
−

= − − − −

= − − − − − − − −

= + + + =

"

" "

" …

  

)1توان برحسب    لذا کلية ترمهاي بالاتر را مي      , , )nf A A از رابطـة باقيمانـده     ( نمايش داد    …−
  ).آيد نيز همين نتيجه بدست مي

)٣-۳۳( 1
0 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )At k n

k ne N A t I t A t A t Aα α α α −
−= = + + + + +" " 

  . از ضرايب باقيماندة تقسيم بدست آورد.C.Hتوان طبق قضية   را ميiα ضرايب که در آن
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)٣-۳۴( ( ) ( )Ate N A R A= = 
  

  . ماتريس انتقال حالت را براي سيستم زير تعيين کنيد):۴-۳مثال 
0 6
1 5

A
 

=  − − 
  

   .ايستي حداکثر درجة اول باشدچون معادلة درجة دوم است باقيمانده ب
0 1( ) ( )i i iN Rλ λ α α λ= = +  

) آنكه در  ) i
iN eλλ   :كنيم اين معادله را براي هر دو مقدار ويژه باز نويسي مي. =

2
0 1

3
0 1

2 3
1

2 3
0

( 2)
( 3)

3 2

t

t

t t

t t

e
e

e e
e e

α α
α α

α
α

−

−

− −

− −

 = + −
 = + −

 = −
⇒  = −

  

0 1
0 1

0 1 1

0 0 6
( ) ( )

0 5
Ate N A R A I A

α α
α α

α α α
   

= = = + = +   − −  
  

2 3 2 3

2 3 3 2

3 2 6 6
2 3 2

t t t t
At

t t t t

e e e e
e

e e e e

− − − −

− − − −

 − −
= =  − + − 
"  

  
  .ست دو در اين باره حل شده استمثالهاي متنوعي در پيو

  ١ روش سيلوستر)۳-۴-۴

 و در اينجا ماتريس انتقال حالـت  A براي محاسبة توابع ماتريسي   سيلوستردر اين روش از بسط      
( ) Att eϕ  را  N(A)درحالتيکه مقادير ويژه متمـايز باشـند چندجملـه اي           . شود  استفاده مي  =

   . دادتوان به فرم زير نمايش مي

                                                 

1 Silvester method 

 كنترل مدرناي بر  مقدمه

 
 

۸۰

)٣-۳۵( 

1

1

1

( ) ( ) ( )

( )

( )
( )

n
At

i i
i

n

j
j
j i

i n

i j
j
j i

e N A N Z

A I

Z

λ λ

λ

λ
λ λ

=

=
≠

=
≠

 = =


 −

 =


−


∑

∏

∏

 

  .باشند اين ماتريسها داراي ويژگي هاي زير مي. نامند  مي١ را سازاiZماتريسي هاي 
0i                                   بودنمتعامد) الف jZ Z i j= ≠  

                                                          کامل بودن) ب
1

n

i
i

Z I
−

=∑  

r                                                                  خودتواني) ج
i ir Z Z∀ ∈ =` 

يـات آن در    ئتوان ايـن روش را تعمـيم داد، کـه جز          درحالتيکه مقادير ويژه متمايز نباشند نيز مي      
  .آورده شده است) ۷-۳(لة ئ حل شدة فصل سوم و در مسئلدر بخش مسا) ۲(ضميمة 

  .را با روش سيلوستر حل نمائيد) ۴-٣( مثال )۵-۳مثال 

1 2

2
1

1 2

2
2

2 1

0 6
1 5

2, 3
0 3 6 3 61

1 5 3 1 22 ( 3)

0 2 6 2 61
1 5 2 1 31

A

A Iz

A Iz

λ λ
λ

λ λ

λ
λ λ

 
=  − − 
= − = −

+   −= = =   − − + − −− − − −    
+ − −   −= = =   − − +− −    

  

 با بکارگيري معادلة سيلوستر
1 2

1 2

2 3

2 3 2 3

2 3 2 3

( )
3 6 2 6
1 2 1 3

3 2 6( )
2 3

t tAt

t t

t t t t

t t t t

t e z e z e

e e

e e e e
e e e e

λ λϕ

− −

− − − −

− − − −

= = +
− −   

= +   − −   
 − −

=  − + − + 

  

                                                 

1 Consistent 



  سيستمهاي خطيئوري ت: فصل سوّم
 

۸۱

   سيستمهاي خطيس تبديل ماتري)٥-٣

بـه فـرم     SISOدر حالـت    توان   مي سيستمهاي خطي غير متغير با زمان را         نمايش فضاي حالت  
 سيستم خطي زيـر را در نظـر   .ماتريس تبديل نمايش داد فرم  به   MIMOتابع تبديل و درحالت     

  :يريدگب
x Ax Bu
y Cx Du

= +
 = +

�
  

 zsxشود کلية شرايط اوليه صـفر بـوده و پاسـخ خصوصـي يـا                 در نمايش تابع تبديل فرض مي     
  :گيريم تبديل لاپلاس مياز معادلات فوق با اين فرض . باشد درنظر مي

1

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

sx s Ax s Bu s x s sI A Bu s
y s Cx s Du s

y s C sI A B D u s

−

−

 = + → = −


= +
 = − + 

  

  :در اينحالت ماتريس تبديل عبارتست از

)٣-۳۶( 1( )( ) ( )
( )

y sH s C sI A B D
u s

−= = − + 

  
  :يريدگزير را در نظر ب سيستم )۶-۳مثال 

[ ] [ ]

0 1 1
2 3 1

1 0 0

x x u

y x u

   
= +   − −   
= +

�
  

باشد لذا تابع تبديل آن براحتي قابل محاسبه          مي (SISO)اين سيستم تک ورودي تک خروجي       
  .است

[ ]

[ ]

1

2

2 2

( ) ( )
3 1 111 0

2 13 2

41 41 0
23 2 3 2

H s C sI A B
s

ss s

s s
ss s s s

−= −
+   

=    −+ +    
+  += = −+ + + + 

  

  
  : توابع تبديل را بدست آوريدθ بادرنظر گرفتن خروجي DC براي موتور )۷-۳مثال 

 كنترل مدرناي بر  مقدمه

 
 

۸۲

  : داريمDCموتور در مورد مدل ) ٢-٢(با استفاده از نتايج مثال 
  

[ ]
0 1 0 0 0
0 0 4.438 , 0 7.396 , 1 0 0
0 12 24 20 0

A B C
   
   = = − =   
   − −   

  

کنـيم و توابـع تبـديل را محاسـبه            اسـتفاده مـي    Matlabنـرم افـزار      ss2tf يـا    ss2zpاز دستور   
  .کنيم مي
 

88.76
( 21.526)( 2.474)

7.396( 24)
( 21.526)( 2.474)L

v s s s
s

T s s s

θ

θ

=
+ +

− +=
+ +

  

   قطب ها و صفرهاي انتقال)٦-٣

بـاز نويسـي     را   )٣٦-٣ (مجـدداً معادلـة مـاتريس تبـديل       سيستم  براي تعيين قطبها و صفرهاي      
   .كنيم مي

1( ) ( )H s C sI A B D−= − +  
 نمايش icرا به صورت سطري با  C نمايش دهيم و ibرا به صورت ستوني با  Bاگر ماتريس 

  :دهيم خواهيم داشت

)٣-۳۷( 

1

2
1 2 ,r

m

c
c

B b b b C

c

 
 
  = =   
 
  

"
#

 

  
  :حالت عبارتست ازماتريس انتقال 

)٣-۳۸( 

1

2 1
1 2( ) ( ) r

m

c
c

H s sI A b b b D

c

−

 
 
   = − +  
 
  

"
#

 

  :لذا هر عنصر اين ماتريس عبارتست از



  سيستمهاي خطيئوري ت: فصل سوّم
 

۸۳

)٣-۳۹( 
( ) ( )

( ) det( )
( )

det( )

ij rxm
T

i j ij
ij

H s H s

c Adj sI A b d sI A
H s

sI A

 =  

− + −
=

−

 

لـذا  . باشد  مي n-1 بعد تشکيل شده و لذا داراي حداکثر        j و ستون    i از حذف سطر     Adjماتريس  
)اي چند جمله درجة   )T

i jc Adj sI A b−     حداکثر از رتبة n-1 اين درحاليسـت کـه     . باشد  مي
)detمخرج  رتبة   )sI A−    از مرتبة n 0 اگر   .باشد  ميD  باشد تـابع تبـديل بدسـت آمـده         =

0Dدرحالتيکه  .  خواهد بود  ١اکيداً سره   باشد درجة صورت و مخرج با هم برابر است و تـابع             ≠
 نخواهيم داشت و ايـن  ٣ غير سرهورت تابع تبديلِبه هر حال در هيچ ص   . خواهد شد  ٢تبديل سره 

  .باشد طبق با علّي بودن معادلات ديفرانسيل مينم
 ريشه هـاي معادلـة    يعني ريشه هاي مخرج تبديل سيستم،اما قطبهاي تک تک عناصر ماتريس    

det( )sI A−دنباش  مي :  

 
يعني ممکن است يکـي از مقـادير ويـژه بـا عنصـري       .باشد نمي صحيحعبارت ن  اي اما معکوس   

جالـب توجـه اسـت کـه         .درصورت تابع تبديل حذف شده و در قطبهاي سيسـتم ظـاهر نشـود             
,ماتريسهاي   ,B C D          ة ماتريس    در محل قطبها هيچ تأثيري ندارند و تنها مقادير ويژA  در 

 .اما اين ماتريسها در محل صفرهاي سيستم تأثير بسزائي دارند. آن تأثير دارد
)0 که در آن     ،0s :مينام  صفر مي  SISOيک تابع تبديل    را در   نقطه اي    ) 0H s ايـن  .  باشـد  =
 يصـفر انتقـال عـدد     . دادتعمـيم   نيز   MIMOفر انتقال در سيستمهاي     به ص توان   ميتعريف را   

0sمختلط است    ∈ ∃0w که در آن به ازاي يک بردار غير صفر           ^  صـفر   عبارت زيـر   مقدار   ≠
  .گردد

)٣-۴۰( 0( )H s w = 0 
 .نويسيم اين معادله را بفرم ماتريسي مي

)٣-۴۱( 1
0( )C s I A B D w− − + =  0 

  فرض کنيد
)٣-۴۲( 1

0( )s I A Bwθ −= − 

                                                 

1 Strictly proper 
2 Proper 
3 Improper 

 .دنباش ميAمقادير ويژة ماتريس،کلية قطبهاي سيستم

 كنترل مدرناي بر  مقدمه

 
 

۸۴

  .رسيم در اينصورت به دو معادلة صفر مي

)٣-۴۳( 
0( )

 

s I A Bw

C Dw

θ

θ

− − + =


+ =

0

0
 

  يا 

)٣-۴۴( 0s I A B
C D w

θ− +   
=   

   
0 

0wاين معادله تنها زماني جواب  غير صفر دارد         در اين  , باشد ١ که ماتريس اصلي آن تکين     ،≠
  .شود  از معادلة زير تعيين مي0sانتقال صفر حالت 

)٣-۴۵( 0
0

0
det det

0 0
s I A B I A B

s
C D C D

 − + −     
= +      

      
 

ه براي حل آن روشـهاي عـددي         است ک  ر مشهو "مسئله مقدار ويژة تعميم يافته    "اين مسئله بنام    
  .بسيار مناسبي وجود دارد

 
  : قطبها و صفرهاي انتقال را پيدا کنيدسيستم خطي زير،براي  )۸-۳مثال 

[ ] [ ]0 1 1
, , 1 0 , 0

2 3 1
A B C D

   
= = = =   − −   

  

  :پاسخ
  .قبلاً محاسبه شده اند  كهدنشو  محاسبه ميAقطبها از مقادير ويژة ماتريس 

1 21, 2λ λ= − = −  
  :ي انتقال سيستمصفرهامحاسبة 

[ ]

0

0

0

0

0

1 1
det 2 3 1

1 0 0

1 1 ( 3 ) 0 0 0
1 3 0

4

s
s

s
s

s

 −
 

− − − = 
 
 
− − − + + =

+ + =

⇒ = −

0

 

                                                 

1 Singular 
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۸۵

   ١تبديلهاي همانندي) ٧-٣

 يکـي   H(s)عليرغم نکات مثبت معادلات حالت در نمايش سيستمها در قياس با ماتريس تبديل              
يعني ممکن است بـراي يـک سيسـتم    . باشد مين آبودن  منحصر به فرد ن    شاز نقايص اين نماي   

تفـاوت در   .  تعيـين نمـود    [A,B,C,D]هاي نمايش سيسـتم      سري ماتريس  ند بتوان چ  H(s)واحد  
حتـي تعـداد متغيرهـاي     . باشـد  انتخاب متغيرهاي حالت در سيستم مـي      زادي  نمايش به علت آ   

در بسياري از مواقع مناسب است متغيرهـاي  . تواند بيش از درجة سيستم اختيار شود     حالت مي 
. ات ماتريسي را ساده و تسريع نمايـد حالت يا سيستم مختصات مناسبي را اختيار نمود که عملي    

بـا سـهولت بيشـتري      .  را قطري نمـائيم    A اگر ماتريس    ATeبه عنوان مثال براي بدست آوردن       
تبـديل مختصـات در سيسـتمها توسـط تبـديلهاي           .  نمـود  دنبـال توان عمليات ماتريسي را      مي

  .گيريدسيستم زير را درنظر ب .پذيرد همانندي صورت مي
x Ax Bu
y Cx Du

= +
 = +

�

  
 x ترکيـب خطـي از       z. کنيم  را به صورت زير تعريف مي      z و متغير جديد     Tتبديل همانندي   

  : در اينحالت.اي خواهد بود  ماتريس ثابت و ناويژهT، لذا باشد مي

)٣-۴۶( 
1 ( )

( ) ( )
z T x t
x t T z t

−=
=

 

  
  .کنيم  با متغير حالت جديد تعيين ميحال معادله حالت را

                         
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
T z t AT z t Bu t
y t CT z t Du t

= +
 = +

�
  

)٣-۴۷( 
1 1( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
z t T AT z t T Bu t
y t CT z t Du t

− − = +


= +

� 

  .توان رسيد ميلذا با استفاده از روابط فوق از يک معادله به معادلة ديگر 
  

  نامند؟ ميچرا اين تبديل را همانندي  -
  :وريمآ ختصات جديد بدست ميتابع تبديل سيستم را در م

                                                 

1 Similarity transformations 

 كنترل مدرناي بر  مقدمه

 
 

۸۶

  
1 1 1( ) ( )newH s CT sI T AT T B D− − −= − +  

  .دقت کنيد
1 1 1 1

1 1 1 1

1 1

( )
( ) [ ( ) ]

( )

sI T AT sT T T AT T sI A T
sI T AT T sI A T
T sI A T

− − − −

− − − −

− −

− = − = −
− = −

= −  
  .کنيم در معادله قبل جايگذاري ميحاصل را 

1 1 1

1

( ) ( )

( ) ( )
new

old

H s CTT sI A TT B D

C sI A B D H s

− − −

−

= − +

= − + =  
كليـة   لـذا    .کند تغيير نمي سيستم  ماتريس تبديل   مختصات  با اين تبديل    اين بدان معناست كه     

ر ي ـقطبهـا و صـفرها بـا ايـن تبـديل تغي           , معادلـة مشخصـه   خصوصيات اصلي سيستم از جملـه       
  .گويند ه آن تبديل همانندي ميکند و لذا ب نمي

1Tدقت کنيد    خصوصيات تبديل  تبديل  هر دو   و   ، است ريگ دي  تبديل همانندي  T نيز همانند    −
  .دنهمانندي را دار

)٣-۴۸( 1

2

x T z
z T x

=
=

 

  :در مدار زير )٩-٣ مثال

1

1

1
+
-u z1 z2

x1
x2

 
1Lبا درنظر گرفتن     R C= =  درنظـر   2x و ولتاژ خازن را      1xصورتيکه جريان سلف را      در =

  : بااستبگيريم معادلات حالت سيستم برابر 
1 1

2 2

0 1 1
( )

1 1 0
x x

u t
x x

−      
= +      −      

�
�  

  .باشد  ولتاژ خازن مي،خروجيدر اين حالت 
  [ ]( ) 0 1 ( )y t x t=  

2حال اگر به جاي  1,x x2نهاي حلقه ها جريا 1,z zرا به عنوان متغير حالت درنظر بگيريم .  
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۸۷

[ ]

1 1

2 2

1

2

1 1 1
( )

1 0 1

( ) 0 1

z z
u t

z z

z
y t

z

−      
= +      −      

 
= −  

 

�
�

  
کننـد و از     و يک سيسـتم را توصـيف مـي        بوده  يک بعد   داراي  دو دستة معادلات ديناميکي بالا      

  .توان از رابطة زير تعيين نمود تبديل همانندي بين دو نمايش را مي. باشند اينرو معادل مي
1 1

2 1 2

( ) ( )
( ) ( ) ( )

x t z t
x t z t z t

=
 = − 

1 0
1 1

z x
 

=  − 
1يا    0

1 1
x z

 
⇒ =  − 

  

1Tکه در اينجا استثنائاً  T 2Tباشد يا   مي=− I=است .  

  )فرم جوردن( قطري سازي معادلات حالت )٨-٣

   فرم قطري ماتريس)۳-۸-۱

 بردار ويژة مستقل    n مقدار ويژة متمايز باشد و يا بتوان         n داراي   Aماتريس  در حالت خاصي که     
فـرض کنيـد    . تـوان بـه حالـت قطـري کامـل تبـديل نمـود               را مـي   A مـاتريس    ،براي آن يافت  

2 1, , ,nv v v… بردارهاي ويژة ماتريس Aباشند در اينصورت :  
)٣-۴۹( [ ]1 2  nT v v v= " 

  :در اين حالت. كند  كه سيستم را به فرم قطري تبديل مي تبديل همانندي استTماتريس
)٣-۵۰( 1 1 2 2 n nx T z z v z v z v= ⋅ = + + +" 

تـوان بـه صـورت بردارهـاي سـطري           نيز تبديل همانندي است که آنرا مـي        Tمعکوس ماتريس   
iwنوشت:  

)٣-۵۱( 

1

1 2

T

T

T
n

w
w

T

w

−

 
 
 =  
 
  

#
 

1Tبا توجه به اينکه  T I−   :باشد داريم  مي=
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)٣-۵۲( 
11 1 1 2

1

1 2

 

 

TT T
n

n n
T T T
n n n n

w vw v w v
T T I

w v w v w v

−
×

 
 = = 
  

"
# #

"
 

  :اين بدان معناست كه اين بردارها متناظراً بر هم عمودند

)٣-۵۳( 
1 if
0 if

T
i j

i j
w v

i j
==  ≠

 

باشند که متناظر با مقـدار ويـژة       مي TA ماتريس   بردارهاي ويژه  نيز   iwتوان نشان داد که    مي
is1 که ماتريس هيم د  حال نشان مي.باشند  ميT AT−دباش  قطري مي:  

[ ]
[ ]
[ ]

1 2

1 2

1 1 2 2

n

n

n n

AT A v v v

Av Av Av

s v s v s v

=

=

=

"

"

"

  

)٣-۵۴( 

[ ]
1

1
1 2 2

1

2

0 0
0

0
0 0

T

T
v n n j i j

T
n

n

w
T A T s v s v s v s w v

w

s
s

s

−

 
   = =   
  
 
 
 =
 
 
  

"#

"
#

# %
"

 

  :دقت کنيد

)٣-۵۵( [ ]
1

1
1 2,

T

n
T
n

w B
T B CT Cv Cv Cv

w B

−

 
 = = 
  

"# 

  :توان به صورت زير نوشت لذا معادلات حالت به فرم قطري را مي

)٣-۵۶( 

[ ]

11

2 2

1 2

0 0
0

0
0 0

T

T

T
n n

n

w Bs
s w Bz z u

s w B

y Cv Cv Cv z Du

   
   
   = +             
 = +

"
#

�
# % #
"

"
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 نمـايش   )٢-٣(شکل بلـوکي    . شود ميفرم جوردن در اينحالت به ساده ترين فرم ممکن نوشته           
  .باشد تجزيه شدة سيستم مي

  
  نمايش بلوكي سيستم به فرم قطري) ٢-٣(شكل 

  : ضد هوائيDCموتور ) ١٠-٣ مثال
yبه ازاي  θ=فرم قطري سيستم را بدست آوريد .  

  
  :ورده ايمآة ماتريس سيستم را قبلاً بدست ژدير ويقام :پاسخ

1 2 30, 2.474, 21.526λ λ λ= = − = −  
 با استفاده از معادلات سيستم 

1

1 0.4042 0.0096 1 0.4507 0.0833
0 1 0.2062 0 1.1299 0.2329
0 0.5575 1 0 0.6299 1.1299

T T −

−   
   = − → =   
   −   

  

  توان نشان داد مي

[ ] [ ]

1

1

0 0 0
0 2.474 0
0 0 21.526

1.667 3.3330
4.6588 8.3564
22.5971 4.6584

1 0 0 1 0.4042 0.0096

T AT

T B

C CT

−

−

 
 = − 
 − 

− 
 = − 
 − 

= → = −

  

1

1
s s−

T
nw B

1
Tw B

2
Tw B

1Cv

nCv

2Cv
2

1
s s−

1

ns s−

1z

2z

nz

Σu y
## #

 كنترل مدرناي بر  مقدمه

 
 

۹۰

   تبديل ماتريس سيستم با مقادير ويژة مختلط)۳-۸-۲

 مختلط باشند بردارهاي ويژه مختلط بوده و فرم اسـتاندارد           ،Aسيستماگر مقادير ويژة ماتريس     
براي محاسبات بعـدي     يمناسبيد، كه فرم    آ به صورت ماتريسهاي مختلط بدست مي     حالت قبل   

توان معـادلات    ة سيستمهاي حقيقي، مي   مزدوج بودن مقادير ويژ   توجه به   در اينحالت با    . نيست
  :را به صورت زير نوشت ويژة مختلط اردمربوط به دو مق

)٣-۵۷( * *
1 1

*
1

( )

( )

T
i i i i

T
ii i i

i i i i

z s z w B u

z s z w B u

y Cv z Cv z
+ +

+

 = +


= +

= +

�

� 

* مزدوج مختلط    isن  آكه در   
is نتيجـة ضـرب    ،با توجه به حقيقي بودن معادلات حالت      .  است 

  .بردارهاي ويژه در مقادير اوليه بايستي حقيقي باقي بماند

)٣-۵۸( 

*
1

1 1

(0) (0)
( (0)) ( ) ( (0)) ( )
( (0)) ( ) ( (0)) ( ) 0

i i i i

i i i i

i i i i

z v z v
z v z v
z v z v

+

+ +

+ ∈
ℜ ℑ + ℑ ℜ −
ℜ ℑ + ℑ ℜ =

\
 

  يا

)٣-۵۹( 
[ ] [ ]1 1

*1
1

1

( (0)) ( (0)) ( ) ( (0)) ( (0)) ( ) 0

( (0)) ( (0))
(0) (0)

( (0)) ( (0))

i i i i i i

i i
i i

i i

z z v z z v

z z
z z

z z

+ +

+
+

+

ℜ − ℜ ℑ + ℑ + ℑ ℜ =

ℜ = ℜ
⇒ ⇒ =ℑ = −ℑ

 

  : داريمبا مزدوج گيري از معادلة اول
)٣-۶۰( * * * *( )T

i i i iz s z w B u= +� 
*چون 

1,i iz z+کنند و   هر دو يک معادله را ارضاء مي*
1(0) (0)i iz z+   :، بنابراين=

)٣-۶۱( t∀*
1( ) ( )i iz t z t+ = 

  : معادلات فوق را جداگانه بازنويسي کنيممختلطحال اگر مقادير حقيقي و 
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)٣-۶۲( 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )

2 ( )( ) 2 ( )( )

T
ii i i i i

T
ii i i i i

i i i i

d z s z s z w B u
dt
d z s z s z w B u
dt

y C v z C v z

 ℜ = ℜ ℜ − ℑ ℑ + ℜ

 ℑ = ℑ ℜ + ℜ ℑ + ℑ


= ℜ ℜ − ℑ ℑ


 

 حقيقي به فرم زير   مزدوجتوان به صورت دو معادلة       ولي مختلط را مي   غير مزدوج   لذا دو معادلة    
  .تعبير کرد

1m با فرض بدين ترتيب    ويژة مختلط مزدوج مقدار +
 1,2 1 3,4 3 3 , 1, , m m m mj j jλ σ ω λ σ ω λ σ ω+= ± = ± = ±"   

2 و مابقي مقادير ويژه به صورت حقيقي 3, ,...,m m nλ λ λ+   : خواهيم داشت+
  
)٣-۶۳( [ ]1 3 3 2 3( ), ( ), ( ), ( ),... ( ), ( ), , ,...,i m m m m nT v v v v v v v v v+ += ℜ ℑ ℜ ℑ ℜ ℑ 
  

  . شد زير تبديل خواهد١ بفرم قطري بلوکيAماتريس 

)٣-۶۴( 

1 1

1 1

3 3

3 3

2

3

0

0

m m

m m

m

m

n

σ ω
ω σ

σ ω
ω σ

σ ω
ω σ

λ
λ

λ

+

+

 
 − 
 
 − 
 
 
 
 −
 
 
 
 
 
 
  

"

#
%

#

%
"

 

  
 ) ١١-٣ مثال

  :سيستم زير را به فرم قطري حقيقي تبديل كنيد

                                                 

1 Block diagonal matrix 
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۹۲

0 1 0
( ) ( ) ( )

2 2 1
x t x t u t

   
= +   − −   

� 

 :مقادير ويژة ماتريس عبارتند از
2

1,2( ) 2 2 0 1I A jλ λ λ λ− = + + = → = − ± 
 :بردارهاي ويژه عبارتند از

1 1,2

1
( ) 0

1iI A v v
j

λ  
− = → =  − ± 

 

  :تبديل همگن برابر است با, با توجه به مقادير ويژة ماتريس

[ ]1 1

1 0
( ), ( )

1 1
T v v

 
= ℜ ℑ =  − 

  

  :لذا معادله حالت برابر است با

1 1 1

2 2

1 1

1 1 0
( )

1 1 1

1 0 0 0
1 1 1 1new

z z
T u t

z z

T b T

−

− −

−      
= +      − −      
     

= ⇒ = =     
     

�
�

  

   قطري جوردن-بلوکي  مي فرم عمو)٣-٨-٣

اگر . رددگ  درحالتيکه مقادير ويژة آن تکراري باشد پيچيده تر مي         Aيس  شکل ساختار ويژة ماتر   
تـوان يـک بـردار ويـژة          گاهي اوقات تنهـا مـي      ، باشد Kماتريسي داراي يک مقدار ويژه با تکرار        

.  بردار ويژه براي مـاتريس قابـل محاسـبه اسـت    Kمستقل براي آن يافت و گاهي اوقات حتي تا          
از بايسـت     باشد براي تشکيل تبديل همانندي مي      Kيژه کمتر از    درصورتي که تعداد بردارهاي و    

   . استفاده نمود" ويژة تعميم يافتههايبردار"
0فرض کنيد   

iv       يک بردار ويژه مـاتريس A          متنـاظر بـا مقـدار ويـژة is  اگـر بردارهـاي    .  باشـد
2 1..., ,i iv v        اين بردارها معادلات زير را ارضـاء        ، مجموعه اي از بردارهاي ويژة تعميم يافته باشند 

   .کنند مي

)٣-۶۵( 

1 0

2 1

1

( )

( )

( )

i i i

i i i

j j
i i i

A s I v v

A s I v v

A s I v v+

− =

− =

− =

#
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يابد تا زمانيکه معادله جواب غيـر صـفر داشـته            اين زنجير بردارهاي ويژة تعميم يافته ادامه مي       
 بردار ويژة مستقل بتوان     رار شده باشد اما به عنوان مثال دو       بار تک  is  ،Kار ويژة   اگر مقد . باشد

هر يک از اين بردارها يک زنجير از بردارهاي ويژة تعميم يافتـه در امتـداد خـود                  , محاسبه نمود 
  . يافته از يکديگر مستقلند توان نشان داد کلية بردارهاي ويژة تعميم مي. تشکيل خواهند داد

 را از بردارهاي ويژة مستقل و       T بلوکي جوردن را تشکيل دهيم ماتريس        -براي اينکه فرم قطري   
 داراي دو مقدار A فرض کنيد ماتريس به عنوان مثال. دهيم تعميم يافته به فرم زير تشکيل مي 

2 ويژة 1,s s  1باشد کهs   2 پنج بار تکرار شـده اسـت وs    از مقـدار   و دوبـار تکـرار شـده باشـد 
0 آنها را رگا.  دو بردار ويژة مستقل قابل محاسبه باشند     1sويژة 0

12 11,v v ناميم و زنجير بردارهاي ب
  :به عنوان مثال. آوريم ويژة تعميم يافته را براي هر يک بدست

 0 1 0 1 2
12 12 11 11 11,v v v v v→ → →   

  :همچنين
 0 1

21 21v v→  
  :در اين صورت 

)٣-۶۶( 0 1 2 0 1 0 1
11 11 11 12 12 21 21T v v v v v v v =   

  . به صورت زير قابل محاسبه استT معکوس ماتريس و

)٣-۶۷( 

0
11
1
11
2
11

1 0
12
1
12
0
21
1
21

T

T

T

T

T

T

T

w
w
w

T w
w
w
w

−

 
 
 
 
 

=  
 
 
 
   

 

  
1Tتوان نشان داد که      همانند قبل مي   باشـند کـه زنجيـر        مـي  TA مـاتريس     بردارهاي ويژة  −

  .بردارهاي ويژة تعميم يافته براي آنها نيز بدست آمده است
  :دهيم  جوردن را تشکيل ميحال فرم

 
)٣-۶۸( 1T AT−Λ = 
  
)٣-۶۹( 0 0 1 1 2 0 0 1 0 0 1

1 11 11 1 11 11 1 11 1 12 12 1 12 2 21 21 2 12AT s v v s v v s v s v v s v s v v s v = + + + +  
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باشد که به مقدار زنجيرها يا رشته هاي بردارهاي          بلوکي جوردن مي   -ماتريس به صورت قطري   
حـاوي  خـود   روي قطـر اصـلي      در   بلوکهـا    . است  ماتريس ايجاد شده   رويژة تعميم يافته بلوک د    

  :خواهند شد يکقطر  مطابق معادلة زير حاوي و روي قطر اصلي بوده )تکراري(مقدار ويژة 
  

)٣-۷۰( 

1

1

1
1

1

1

2

2

1 0
1

1
0

1
0 0

s
s

s
T AT s

s
s

s

−

 
 
 
 
 Λ = = 
 
 
 
  

"

#

#

"

 

  
  .استنشان داده شده ) ٣-٣(سيستم فوق در شكل  جوردن اول دياگرام بلوکِفرم بلوک 

  
   جوردن-به فرم بلوكينمايش بلوكي سيستم ) ٣-٣(شكل 

   )۱۲-۳مثال 
  :توان نمايش داد سيستم پاندول معکوس خطي شده حول نقطة تعادل را بفرم زير مي

2
11

Tw B 1
11

Tw B  0
11

Tw B  

1

1
s s− 1

1
s s−

 
1

1
s s−

2
11Cv 1

11Cv  0
11Cv

Σ  
y  

u  
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0 1 0 0 0
0 0 9.8 0 1
0 0 0 1 0
0 0 19.6 0 1

1 0 0 0
0 0 1 0

x x u

y x

   
   −   = +
   
   −   
 

=  
 

�
  

  :مقادير ويژة ماتريس برابر است با
1,2 3,40, 4.4272λ λ= = ± 

0isر بامتناظتنها يک بردار ويژة مستقل    :وجود دارد كه عبارتست از =

0
1

1
0
0
0

v

 
 
 =
 
 
 

  

  :شود  سيستم از رابطة زير تعيين مي بدين ترتيب بردار ويژة تعميم يافته

1 0
1 1

1
0

( 0 )
0
0

A I v v

 
 
 − = =
 
 
 

   

1
1

1
0
0

v

α 
 
 =
 
 
 

0α به ازاي  1: خواهيم داشت=
1

0
1
0
0

v

 
 
 =
 
 
 

  

3,4بردارهاي ويژة مربوط به      4.4272λ = شـوند و مـاتريس      تعيـين مـي    نيز به ترتيب زيـر       ±
  :تبديل همانندي به فرم زير خواهد بود

1

1 0 1 1 1 0 0.5 0
0 1 4.4272 4.4272 0 1 0 0.5
0 0 2 2 0 0 0.25 0.0565
0 0 8.8544 8.8544 0 0 0.25 0.0565

T T −

   
   −   = → =
   − − − −
   − −     
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1 :    همانگونه که انتظار داشتيم

0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 4.42 0
0 0 0 4.42

T AT−

 
 
 = Λ =
 
 − 

.  

1

0
0.5 1 0 1 1

,
0.0565 0 0 2 2
0.0565

T B CT−

 
    = =    − − 
 − 

 

  
  :يريدگ سيستم زير را در نظر ب)۱۳-٣مثال 

0 1 0 3
0 1 1 1
0 0 0 1
0 0 1 2

A

 
 − =
 
 − − 

  

 :            مقادير ويژه

1,2,3 4

1 0 3
0 1 1 1

det 0
0 0 1
0 0 1 2

1, 0

I A

λ
λ

λ
λ

λ
λ λ

− − 
 + − − − = =
 −
 + 

= − =

  

  
1تنها بردار ويژة متناظر با  1λ =   : عبارتست از−

  
[ ]0

11 2 1 1 1 Tv = −  
  : افتهبردارهاي ويژة تعميم ي

[ ]

1 0
11 11

1
11

( ( 1) )

1 0 0 1 T

A I v v

v

− − =

⇒ = −
  

1بردار ديگري نيز که مستقل از  0
11 11,v vتوان بدست آورد  باشد را مي:  

[ ]0
12 1 1 0 0v = −  

4بردار ويژة مربوط به  0λ   : نيز عبارتست از=
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[ ]0
21 1 0 0 0v =  

  :مانندي عبارتست ازلذا ماتريس تبديل ه
  

1

1

2 1 1 1 0 0 1 0
1 0 1 0 0 0 1 1
1 0 0 0 0 1 1 0
1 1 0 0 1 1 2 1

1 1 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0

T T

T AT

−

−

−   
   −   = → =
   −
   − −   

− 
 − ⇒ Λ = =
 −
 
 
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   جمع بندي)٩-٣

اسخ سيستمهاي خطي در اثر شرايط اوليه و ورودي معين،          پدر اين فصل با هدف بدست آوردن        
سيستم پاسخ بدين ترتيب . رفته استگخصوصيات سيستمهاي خطي مورد تجزيه و تحليل قرار         

وجـه بـه برقـراري اصـل        تاوليه تجزيه شده است و بـا        به دو بخش بدون ورودي و بدون شرايط         
سخ كامل سيستم با تعيين اين دو جزء بـه صـورت مسـتقل          پاذاري سيستمهاي خطي،    گرويهم  

در اين راستا ماتريس تبديل حالت يا ماتريس نمـائي سيسـتم تعريـف شـده                . بدست آمده است  
ريس در بردار شرايط اوليـه      اسخ بدون ورودي از ضرب اين مات      پاست و نشان داده شده است كه        

. شـود  رال كانولوشن اين ماتريس و بردار ورودي تشـكيل مـي          گاسخ بدون شرايط اوليه از انت     پو  
اسخ كلية سيستمهاي خطي را به صورت عمومي تعيين مي كنـد، اهميـت              پاين نمايش نه تنها     

 ادامـه،   در. دهـد  بردار متغير حالت را در فشـرده سـازي اطلاعـات ورودي در خـود نشـان مـي                  
خصوصيات اصلي ماتريس انتقال حالت و مشابهت آن با توابع نمـائي نشـان داده شـده اسـت و                    

ايـان روشـهاي نمـايش      پدر  . روشهاي مختلف تعيين تحليلي و عـددي آن بررسـي شـده اسـت             
سيستم به صورت غير مزدوج يا قطري را كه در تسريع عمليات عددي سيستمها حـائز اهميـت                  

 قطـري و    –ل همانندي تشريح نموده و در حالت عمومي فرم قطري، بلوكي          است، با معرفي تبدي   
  . جوردن بدست آمده است–بلوكي
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  مسائل

شود بـه    ف مي ي که توسط دو متغير حالت تعر      LTIيک سيستم خطي غير متغير با زمان         )۳-۱
  .شرايط اوليه زير پاسخهائي بدون ورودي مطابق معادلات زير داده است

21
(0) ( ) 0.5

0.5
t tx y t e e− − 

= → = − 
 

   اگر

21
(0) ( ) 0.5

1
t tx y t e e− −− 

= → = − 
 

   اگر

2با توجه به خاصيت خطي بودن سيستم فوق پاسخ سيستم را به شرايط اوليـه          
(0)

0.5
x

 
=  
 

 

  .بدست آوريد
  :ه واحد برابر است با به ورودي پلLTIّپاسخ يک سيستم خطي غيرمتغير با زمان ) ۳-۲

21
(0) ( ) 0.5 0.5

1
t tx y t e e− − 

= → = − + 
 

  

  و درحالتيکه
22

(0) ( ) 0.5 1.5
2

t tx y t e e− 
= → = − + 
 

  

  پاسخ بدون شرايط اوليه سيستم فوق را به ورودي پله واحد بدست آوريد
  
باشـد کـه      مي (Pade) فرمول پده    Aeيک الگوريتم براي محاسبة ماتريس انتقال حالت        ) ۳-۳

   .شود زير محاسبه مي توسط تقريب Aeدر آن 
2 1 21 1 1 1( ) ( )

2 12 2 12
Ae I A A I A Aϕ −= = − + + +  

  . درنظر بگيريدϕبسط سري زير را براي 
2

1 1I C A C Aϕ = + + +"  
  :و ضرايب اين سري را با برابر قراردادن دو طرف معادله زير محاسبه کنيد

2 21 1 1 1( ) ( )
2 12 2 12

I A A I A Aϕ− + ⋅ = + +  

  گيرد؟ مي فاصله Ae از مقدار واقعي ϕ در سري فوق مقدار Aزاي چه تواني از به ا
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  : را براي سيستمهاي زير بدست آوريدAteبا استفاده از روش لاپلاس ) ۳-۴

                  1 2
2 1

A
− − 

=  − 
0ب                    ( 1

1 2
A

 
=  − − 

  الف (

  
۳-۵ (  

  : را براي سيستم زير بدست آوريدAteبا استفاده از روش لاپلاس ) الف
1 1 0

0 1 1
0 1 1

A
− 
 = − − 
 − 

  

  . بدست آوريدt=1,2,4مقادير ماتريس انتقال حالت را براي زمانهاي ) ب
  . صحت محاسبات خود را تعيين کنيدMatlab نرم افزار expmده از دستور با استفا) ج
  .به صورت عددي صحت معادلات فوق را براي سيستم فوق بدست آوريد) د

( )22 2 4 2( ) ,A A A Ae e e e= =  
  
  براي سيستم زير  )۳-۶

0 1
3 4

x x
 

=  − − 
�  

1به ازاي ) الف
(0)

1
x

 
=  
 

2 پاسخ  1( ), ( )x t x tرا برحسب زمان رسم نمائيد .  

)1منحني هاي ) ب )x t 2 را برحسب ( )x tنمودار فاز(د ي رسم نمائ(.  
را بـراي   ) و ب ) بردارهاي ويژه و مقادير ويژه سيستم فـوق را تعيـين نمـوده و مراحـل الـف                 ) ج

  .ردارهاي ويژه انجام دهيدشرايط اوليه منطبق با ب
  
  .سيستم زير تکرار کنيدبراي  را ۶-۳مسئله  )۳-۷

  
1 1
1 0

x x
 

=  
 

�  
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  براي سيستم زير )۳-۸
0 1
1 0

x x
 

=  − 
�  

  . را محاسبه کنيدAteماتريس انتقال حالت ) الف

1به ازاي) ب
(0)

1
x

 
=  
 

)1  و )x t 2 را برحسب ( )x tرسم نموده و نتيجه را توضيح دهيد .  

  
  .كنيد و سيلوستر تعيين .C.Hماتريس انتقال حالت سيستم زير را با استفاده از روش  )۳-۹
  

         
6 11 6

1 0 0
0 1 0

x x
− − − 
 =  
  

0ب                    (� 1
2 3

x x
 

=  − − 
  الف (�

  
  .با استفاده از بردارهاي مودال پاسخ سيستم زير را به شرايط اوليه زير محاسبه نمائيد )۳-۱۰
  

0 1
5 6

x x
 

=  − − 
�  

1     )الف                 
(0)

1
x

 
=  − 

0.9032   )ب               
(0)

1.6877
x

 
=  − 

  

  
 Matlab نـرم افـزار      SS2tfستم زير را بدست آوريد و نتيجه را با دسـتور            تابع تبديل سي   )۳-۱۱

  .مقايسه کنيد

[ ]

0 1 0
1 0 1

1 0

x x u

y x

   
= +   
   

=

�
  

  
  : را براي سيستم زير تکرار کنيد۱۱-۳مسئله  )۳-۱۲
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0 1 0 1
3 4 1 1

1 1
0 1

x x u

y x

   
= +   − − −   
 

=  
 

�
  

  
)0detصفرهاي انتقال سيستم فوق را با محاسبة معادلة ) الف ( )) 0H s   . محاسبه کنيد=
  .قطبهاي سيستم را نيز بدست آوريد) ب
  .ييد کنيدأ تMatlabنتايج بدست آمده را توسط دستورات ) ج
  
تکرار کنيد و علت اختلاف با حالـت قبـل را توضـيح             زير   را براي سيستم     ۱۲-۳مسئله   )۳-۱۳

  .دهيد

[ ]

3 2 1
1 0 0

1 1

x x u

y x

− −   
= +   
   

=

�
  

 
  . نباشدH(s) قطب ماتريس تبديل سيستم 0sفرض کنيد  )۳-۱۴

0 نشان دهيـد اگـر ورودي سـيم برابـر            )الف ( )s t
se wu t        باشـد کـه در آن ( )su t     پلـة واحـد 

0حتماً جزئي در خروجي سيستم معادل , باشد مي
0( ) s tH s we وجود خواهد داشت.  

  
  .) استفاده نمائيدPartial Fractionاز کسرهاي جزئي  :راهنمائي(

  
  .نتيجة قسمت قبل را استفاده نموده و تفسيري براي صفر انتقال ارائه نمائيد) ب
  
   و هارمونيک درايوDC سرو موتور )۳-۱۵

فصـل دوم بـه آن      ) ۲-۳ (مسـئله يو که در    هارمونيک درا و   DCتوابع تبديل سيستم سرو موتور      

2پرداخته ايم را براي  1,
v v

θ θبدست آوريد .  
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   کنترل سرعت غلطک)۳-۱۶

0توابع تبديل    0

2 1

,
u u
ω ω    0 و همچنين

0T
ω    فصل دوم  ) ۴-۲ (مسئله که در     را براي سيستم غلطک

  .به آن پرداخته شده است را بدست آوريد
  
   و ارتفاع در مخزنظت کنترل غل)۳-۱۷

ه د فصـل دوم بـه آن پرداختـه ش ـ         )۱۱-۲( که در مسئله     مخزنبراي سيستم خطي سازي شده      
∆AC,توابع تبديل سيستم را به ازاي خروجيهاي        , است ∆A     0 به وروديهـاي, ,A BF F F∆ ∆ ∆ 

  .تعيين کنيد
  
  : مبدل حرارتي)۳-۱۸

فصل دوم بـه آن پرداختـه       ) ۱۲-۲(براي سيستم خطي سازي شدة مبدل حرارتي که در مسئله           
و  ) ورودي کنتـرل   (∆FΗوديهاي   را به ور   ∆3Tcشده است توابع تبديل     

0 0
, ,c h cF∆Τ ∆Τ ∆ 

  .بدست آوريد) وروديهاي اغتشاشي(
  
  : راکتور شيميائي)۳-۱۹

فصل دوم به آن پرداخته     ) ۱۳-۲(براي سيستم خطي سازي شدة راکتور شيميائي که در مسئله           
 ورويهـاي اغتشـاش   ∆Q توابـع تبـديل بــين ورودي کنتـرل    .شـده اسـت  

0
,AC F∆  را بــه ∆

,خروجيهاي  , ,A B cC C C∆Τ ∆ ∆  قطبها و صفرهاي توابع تبديل را با قطبها و ، بدست آورده∆
  .صفرهاي انتقال سيستم خطي سازي شده مقايسه کنيد

  
  :سقفي جرثقيل )۳-۲۰

فصل دوم به آن پرداختـه      ) ۱۴-۲(م خطي سازي شدة جرثقيل سقفي که در مسئله          ستبراي سي 
,شده است توابع تبديل  x

F F
θرا تعيين کنيد .  

  
  : بندباز)۳-۲۱

فصل دوم به آن پرداخته شده است      ) ۱۵-۲(ر مسئله   براي مدل خطي سازي شده از بندباز که د        
θ,توابع تبديل  ϕ

τ τ
  . را محاسبه کنيد
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  : پاندول دوتائي معکوس)۳-۲۲
فصـل دوم بـه آن   ) ۱۶-۲(مسئله در  براي سيستم خطي سازي شده پاندول دوتائي معکوس که          

2 با فرض    ،ه است پرداخته شد  11 , 1.5m m= =A A      2 توابـع تبـديل 1, , x
F F F
θ θ    را محاسـبه 

  .کنيد
  
۳-۲۳( Maglev:  

فصـل دوم بـه آن      ) ۱۷-۲(براي سيستم خطي سازي شـدة تعليـق مغناطيسـي کـه در مسـئله                
, براي هر سـه ورودي بـه خروجيهـاي           پرداخته شده است توابع تبديل را      ,y zθ∆ ∆  تعيـين   ∆

  .کنيد
  
فرض کنيـد  . شود استفاده ميAteدر بعضي مواقع از فرم قطري سيستم براي محاسبة     )۳-۲۴

ــدي   ــديل هماننــ ــه در آن  Tتبــ ــود دارد کــ 1T وجــ AT− = Λ  ــري ــرم قطــ ــه فــ  بــ
[ ]1 2, ,..., ndiag s s sΛ   .شود  تبديل مي=

  
1نشان دهيد ) الف 2, ,..., ns ts t s tte diag e e eΛ  =    
1Atنشان دهيد ) ب te Te TΛ= −  

1) ۲-۳(نتايج فوق را براي سيستم مثال       ) ج 0
3 4

A
 

=  − − 
 اعمـال   Ateبه منظـور تعيـين       

  .نمائيد
  
 را براي حالتي که سيستم داراي مقادير ويژة تکراري است تعمـيم داده              )۲۴-۳(مسئله   )۳-۲۵

1) ۱-۳( را براي مثال Ateو  0
1 1

A
 

=  
 

  . بدست آوريد

  
  : و هارمونيک درايوDC موتور )۳-۲۶

  :فصل دوم) ۳-۲( و هارمونيک درايو مسئله DCبراي سيستم سرو موتور 
  . جوردن و مختلط تبديل کنيد-معادلات حالت را به فرم قطري) الف
  . جوردن حقيقي تبديل کنيد-معادلات حالت را به فرم بلوکي) ب
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  :راکتور شيميائي )۳-۲۷
ايـن  . فصل دوم تعيـين شـده اسـت       ) ۱۳-۲( خطي سازي شدة راکتور شيميائي در مسئله         مدل

  .مدل را به فرم جوردن تبديل کنيد
  
  .سيستم زير را به فرم قطري جوردن تبديل نمائيد )۳-۲۸

[ ]

0 1 0 0 0 2.0625
0 0 1 0 0 0.1250
0 0 0 1 0 2.2500
0 0 0 0 1 0.5000
0 4 0 5 0 3.0000

0 0.6667 0.6667 0.6667 1.1667

x x u

y x

   
   
   
   = +
   
   
   −   

= − −

�  

  
  : کنترل سرعت غلطک)۳-۲۹

 را بـه تعـدادي    MIMOي  خروج ـ چنـد    –ک سيستم چند ورودي     بعضي مواقع ميسر است که ي     
سيستم غلطک معرفـي شـده      .  غير مزدوج تبديل نمود    SISO تک خروجي    -سيستم تک ورودي  

  .فصل دوم را درنظر بگيريد) ۴-۲(در مسئله 

1ورودي ميانگين   : کنيم دو ورودي جديد براي اين سيستم تعريف مي        2

2c
u uu  و ورودي   =+

1فاضلي ت 2

2d
u uu 2 بدين ترتيب =− 1,c d c du u u u u u= − =   .باشد  مي+

  
  . را با اين تغيير در ورودي مجدداً تعيين نمائيدBماتريس ) الف
2کنـيم    خروجي جديـد نيـز تعريـف مـي       ود) ب 1 2 1 0,y yω ω ω= −  بـا توجـه بـه ايـن     =

و نشـان   ه  يس تبديل سيستم جديد را بدسـت آورد       ماتر) خروجيهاي جديد و ورودي بخش الف     
  .دهيد درحد خطاي محاسباتي به صورت قطري تبديل شده است

  .نمائيد را تعيين نمائيد ندي که سيستم را به اين فرم تبديل مينتبديل هما) ج
  
  : کنترل غلظت و ارتفاع مخزن)۳-۳۰

  :فصل دوم) ۱۱-۲(ن مسئله م خطي سازي شدة مخزستبراي سي
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 را که متغير حالت      Tندي  نماتريس تبديل هما  ) الف
AV

∆ 
 ∆ 

A    را به 
sC

∆ 
 ∆ 

A   کنـد را     تبديل مـي

1به گونه اي که      .تعيين نمائيد 

s A

T −∆ ∆   
=   ∆ ∆  

A A
A A

براي اين منظور از فرم پارامتريک معادلات       . 

  . را به صورت پارامتريک محاسبه کنيدT نموده و فادهتحالت اس
  .شود ندي سيستم به فرم قطري جوردن تبديل ميننشان دهيد با اين تبديل هما) ب
  
x(0)نشان دهيد که پاسخ سيستم خطي زير بـا شـرايط اوليـه               )۳-۳۱ C=    اسـت بـا      برابـر

( ) At Btx t e Ce= .  
( ) ( ) ( )x t Ax t x t B= +�  

  
 و سيلوستر بدست    .C.Hماتريس انتقال حالت سيستم زير را با روشهاي تبديل لاپلاس            )۳-۳۲

  .آوريد

                      
6 11 6

1 0 0
0 1 0

− − − 
 
 
  

الف                        (
1 0 0

0 4 4
0 1 0

− 
 − 
 − 

  ب (

  
  .ندي لازم را تعيين کنيدند و تبديل هماسيستمهاي زير را به فرم قطري تبديل کني )۳-۳۳

[ ]

0 1 0 1
( ) 0 0 1 ( ) 1 ( )

6 11 6 0

( ) 1 0 1 ( )

x t x t u t

y t x t

   
   = +   
   − − −   

=

�
  الف(    

  
1 2 1 0

( ) 0 2 0 ( ) 0 ( )
1 0 2 1

0 1 1
( ) ( )

1 1 0

x t x t u t

y t x t

− −   
   = − +   
   −   
 

=  
 

�
  ب(    
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[ ]

2 25 50 1
( ) 1 0 0 ( ) 0 ( )

0 1 0 0

( ) 0 0 1 ( )

x t x t u t

y t x t

− − −   
   = +   
      

=

�
  ج(    

  
 -مهاي زير ماتريس تبديل همانندي مناسب را که آنهـا را بـه فـرم قطـري                ستبراي سي  )۳-۳۴

مها را به   ستنمايد را پيدا کرده و سي       جوردن تبديل مي   بلوکي حقيقي جوردن و بلوکي    , جوردن  
  .فرم جوردن بازنويسي کنيد
0 1 0
1 2 0

1 0 1
A

 
 = − 
  

           ب    (
1 3/ 5 4 / 5
0 1 0
0 0 1

A
− 

 =  
  

  الف( 

              
2 4 8

1 0 0
0 1 0

A
− 
 =  
  

                 د  (
2 4 8

1 0 0
0 1 0

A
− − − 
 =  
  

  ج (

2 8 16 16 32
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0

− − − 
 
 
 
 
 
  

  ه(  

  
  :زير به فرم زير باشد اگر معادلة حالت سيستمي )۳-۳۵

11 12

22
( ) ( )0

A A
x t x tA

 
=  
 

�  

  :درصورتي که ماتريس انتقال حالت سيستم را به صورت زير تجزيه کنيم
11 12

21 22

( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

t t
t x tt t

ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ

 
=  
 

  

  :نشان دهيد
)21                                               )  الف ) 0t tϕ∀ =  
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)     For 1,2                            ) ب ) ( )ii ii iii t A t
t
ϕ ϕ∂= =

∂
  

۳-۳۶(   
]پاسخ سيستم خطي زير را به شرايط اوليه ) الف ](0) 1 0 0 Tx   . بدست آوريد=

  
0 1 0 1 0

( ) 0 0 1 ( ) 0 1 ( )
2 4 3 1 1

0 1 1
( ) ( )

1 2 1

x t x t u t

y t x t

   
   = +   
   − − − −   

− 
=  
 

�
  

  
  :براي اين مسئله نشان دهيد) ب

( ) ( ) ( ) ( ) ( )t t tϕ τ ϕ ϕ τ ϕ τ ϕ− = ⋅ − = − ⋅  
  

  . بدست آوريد.C.H معکوس ماتريس زير را با استفاده از قضية )۳-۳۷
1 2 0

1 1 0
2 1 2

A
− 
 =  
 −   

  
  . ماتريس انتقال حالت را براي سيستمهاي زير محاسبه کنيد)۳-۳۸
  

3 2
0 3

A
− 

=  − 
1  ب(   1/ 2

0 1
A

− 
=  
 

  الف(  

3 5
16 / 5 3

A
 

=  
 

0  د(   1
3 4

A
 

=  − − 
  ج(  

0 1 0
0 0 1
1 3 3

A
 
 =  
 − 

3  و(   1
2 2

A
− 

=  − 
  ه(  
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10 0 10 0
0 0.7 9 0
0 1 0.7 0
1 0 0 0

A

− − 
 − =
 − −
 
 

  ح(  
5 6 0

2 2 0
0 0 3

A
− − 
 =  
 − 

  ز(  

  نشان دهيد )۳-۳۹

1 11 0
1/ 2 1/ 2 0 2 2

0 1 0 0 1 0
5 / 6 13/ 6 1/ 3 1 1 1 1 12 1

2 3 3 2 3

k k

k

k k k k k

    −          
   =   
 − −             − − − − − − −                     
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 LTIي  سيستمهاي  کنترل پذير ورؤيت پذيري: فصل چهارم
 
 
 
  

  رؤيت پذيري) ۴-۱

   مقدمه)۴-۱-۱

)متغير حالت   , همانگونه که قبلاً اشاره شد     )fx t     در هر لحظة ft        کلية اطلاعات مـورد نيـاز از 
 بـا دانسـتن ايـن       ، به بعـد   ftوروديهاي قبلي را در خود اندوخته است و پاسخ سيستم از زمان             

 که متغير حالت بـين ورودي و خروجـي برقـرار سـاخته              اي رابطهاين  . شود متغير مشخص مي  
عليرغم ساده سازي عمليات طراحي کنترل کننـده و امکـان اسـتفادة وسـيع کـامپيوتر و                  , است

بـا ورودي   يكاط يک به يثانياً ارتب, اين مشکل را دارد که اولاً يکتا نبوده       , روشهاي عددي در آن   
تـوان    متغيـر حالـت مـي      دورا که تنها بـا       به عنوان مثال اگر سيستمي    . شته باشد نداو خروجي   

نمايش دهيم، مسلماً ارتباط يك به      توسط سه متغير حالت     , معادلات ديناميکي آنرا تحليل نمود    
حالـت و  بررسـي ارتبـاط متغيـر    . يك متغير حالت به ورودي يا خروجي مخـدوش خواهـد شـد        

 ارتبـاط بـين ورودي و متغيـر         به همين ترتيـب   . سنجند  مي "اپراتور رؤيت پذيري  "  با خروجي را 
 در اين راستا مفاهيم مختلف يک به يک و          .يمئمان ميبررسي  " اپراتور کنترل پذيري  "با  حالت را   

بـراي  . كنـيم  تعبيـر مـي   قالب تعابير فيزيکي قابل فهـم      ر د راتورهاي رياضي را  پاين ا بودن   پوشا
  .مفهوم رؤيت پذيري را مشخص کنيم, روشن شدن اين تعابير اجازه دهيد با ذکر يک مثال

  
  سيستم تعليق اتومبيل) ۱-۴مثال 

ير حرکـت ايـن     فس ـ براي ت  .درنظر بگيريد ) ١-٤(مطابق شكل   مدل صفحه اي از يک اتومبيل را        
هـا فيزيکـي مختلفـي       تواند كمّيـت    دو متغير مي    اين . لازمست  حالت  متغير دوسيستم حداقل   

بـه صـورت طبيعـي       .باشند مير قابل تبديل    گبه يكدي وجه به تبديلهاي همانندي     تا  كه ب باشند  
براي  متغيرهاي مناسبي ،pitchيا  θ و حرکت زاويه اي    xمتغير  جابجائي عمودي مرکز خودرو       

1 طرفي متغيرهاي    از. باشند ميتوصيف حركت    2,y y           جابجائي جلو و عقـب خـودرو در محـل 
البته چون سيستم مکانيکي    . تواند به عنوان متغيرهاي حالت درنظر گرفته شوند        چرخها نيز مي  
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فـرض  بـدين ترتيـب     . درجة دوم خواهـد بـود     حركت براي هر متغير حالت      ستة معادلات   راست  

, بردارکنيد  , ,
T

x x x θ θ =  
��

�
  . به عنوان متغير حالت اختيار شود

  
  اي از سيستم تعليق خودرو مدل صفحه) ١-٤(شكل 

بـه  . دهد  خبر مي  x و ارتباط آن با      yها فيزيکي    بحث رؤيت پذيري از نحوة اندازه گيري كمّيت       
ائي آنهم در مرکز جرم سيستم قـرار        عنوان مثال فرض کنيد تنها يک سنسور اندازه گيري جابج         

 امـا حرکـات     ، را دارد  xدراينصورت اين سنسور توانائي انـدازه گيـري جابجـائي           . داده شده باشد  
0θبه تعبير ديگر اگر خودرو تنها حرکت       .تواند مشخص کند    را نمي  θاي   زاويه  Pitch يـا  ≠

xعليرغم غير صفر بودن متغير حالـت        , د اما حرکت عمودي نداشته باشد     داشته باش 
�

خروجـي  ،  
  .باشد سيستم کاملاً صفر مي

1حرکــات ,  در مركــز جــرمحــال اگــر بجــاي انــدازه گيــري تنهــاي حرکــت عمــودي 2,y y را 
 را θ و حرکـت زاويـه اي   x ميـزان جابجـائي   اين اطلاعات به صورت دقيـق    , گيري کنيم  اندازه

 و توانـائي ايـن      yايدة رؤيت پذيري مسئله نحوه و محل اندازه گيري خروجـي             .سازد روشن مي 
xو متغيرهـاي حالـت سيسـتم      اطلاعات در تعيـين ديناميـک سيسـتم         

�
 را مـورد بررسـي قـرار        

  .دهد مي

   تعريف رؤيت پذيري)۴-۱-۲

  

        ,m I  
x 

y1 y2 

θ  

  :رؤيت پذيريتعريف 
 اگــر شــرايط اوليــة متغيرهــاي حالــت،شــود  رؤيــت پــذير ناميــده مــيLTIيــک سيســتم 

0(0)x x=      را بتوان به صورت يکتا از اطلاعات مربـوط بـه y(t) و u(t) زمـانيمحـدودة   در
[0, ] 0t T T∈  . تعيين نمود<
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 لحاظ شده است امـا بـا توجـه بـه          0x اولاً تنها تعيين     :باشند  مهم مي   زير در تعريف فوق نکات   
)و تعيين ماتريس انتقـال حالـت  بحثهاي فصل گذشته با شناخت سيستم      )tϕ،   درصـورتي کـه 

0x    تعيين شود x(t)        براي كلية زمانها     نيز براحتي و به صورت يکتا)t∀(  ،     قابل تعيـين خواهـد
0 را بـه ازاي  )١٣-٣( رابطـة  بـراي اينکـه ايـن موضــوع را نشـان دهـيم     . بـود  0t يســي  بازنو=
  :كنيم مي

)٤-۱( ( )
0

0

( ) ( )
t

At A tx t e x e Buτ τ−= + ∫ 

) و اعمال 0xبا مشخص بودن     )u τ در معادلة فـوق ، ( )x t   دقـت کنيـد   .  تعيـين خواهـد شـد
 : برابر است بايدرحالت کلّ )١٤-٣(بر اساس معادلة خروجي سيستم 

)٤-۲( ( )
0

0

( ) ( ) ( )
t

At A ty t Ce x Ce Bu Du tτ τ−= + +∫ 

توانند بدون اطـلاع از شـرايط اوليـه          مي،  zsyبا شرايط اولية صفر     قسمتهاي مربوط به خروجي     
 در اين تعريـف  ziyوارد نشده و تنها پاسخ همگن يا ذيري پرؤيت  پس در بحث   ،محاسبه شوند 
  .گيرد  ميها قرار مبناي بررسي

)٤-۳( 0( ) At
ziy t Ce x= 

  .باشد  مي0xچراکه تنها اين جزء تابعي از 
ا ابزار مناسبي براي تعيـين      سازد، امّ  شكار مي آذيري را كاملاً    پتعريف قبل با اينكه مفهوم رؤيت       

ا كه به صورت ساده تري قابل محاسـبه  ذير رپتعريف زير حالت رؤيت نا  . باشد ذيري نمي پرؤيت  
  .نمايد است را معرفي مي

  

  
*از لحاظ رياضي در صورتي كه بتوان  0x    يافت كه ≠

* *if   0    ( ) 0  0At
zix y t Ce x t∃ ≠ ∋ = ≡ ∀ ≥  

ه ايـن    ك ـ حـالتي  چذير خواهد بود و در صورتي كه هـي        پدر اين صورت اين متغير حالت رؤيت نا       
ذير وجـود نخواهـد داشـت و سيسـتم          پنداشته باشد، حالت رؤيت نا    معادله را بر قرار كند وجود       

  .ذير خواهد بودپرؤيت 

   :تعريف متغير حالت رؤيت ناپذير

*متغير حالت    0x ن يـا بـدون وروديگ ـاسـخ هم  پر  گ ـشـود، ا   ذير خوانده مي  پرؤيت نا  ≠
( )ziy t (0)* با شرايط اوليةx x= 0 براي كلية زمانهاt∀  .، كاملاً صفر باقي بماند≤

 كنترل مدرناي بر  مقدمه
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  ) ٢-٤مثال 
  .ذير استپزير رؤيت نا  با فرم عموميمتغير حالتهر . يريدگسيستم تعليق خودرو را در نظر ب

*

0
0

, 0,         xα β
α
β

 
 
 ∀ ≠ ∈ =
 
 
 

\  

كـه  آن كنـد و در حركـت خطـي     را كه اين متغير تنها حركت زاويه اي خودرو را ايجـاد مـي           چ
)شود تأثيري نداشته و لذا  يري ميگ  اندازهyتوسط  ) 0ziy t   . باقي خواهد ماند=

]ون  چ ـ.  نشـان داد   تـوان  اين تعبير فيزيكي را به صورت رياضي نيز مي         ]1 0 0 0C = 
  :∀tتوان نشان داد كه براي كلية زمانها  باشد، مي مي

[ ]*

0
0

1 0 0 0 ( ) 0AtCe x tϕ
α
β

 
 
 = ⋅ ⋅ ≡
 
 
 

  

هـاي   ر از لحاظ هندسي به اين تعريف توجه كنيم، در صورتي كه بردارها را به صورت جهـت                 گا
* بعدي نمـايش دهـيم، تعبيـر معادلـة           nهندسي معين در فضاي      0Aty Ce x=  در ايـن    =

)* و   TC از ضرب داخلـي بردارهـاي        y كه بردار    آنستفضاي هندسي    ) Atx t e x=   تشـكيل 
ردد يـا بردارهـاي     گ ـي است كه اين ضرب داخلـي صـفر          ذير حالت پلذا حالت رؤيت نا   . شده است 

  .ردندگمزبور بر هم عمود 
  

  
  ذيرپنمايش هندسي حالت رؤيت نا) ٢-٤(شكل 

TC  

جهت حالت 
ذيرپرؤيت نا  



 LTIذيري سيستمهاي پذيري و كنترل پرؤيت : هارمچفصل 
 

۱۱۵

)ر شرايط اولية خاصي وجود داشته باشد كه         گا )x t    عمود بر TC ذير پ ـ نا ردد، سيستم رؤيت  گ
ر گا. ند خروجي نيز به صورت زير قابل تعميم است        چاين تعبير هندسي براي حالت      . خواهد بود 

  عمود باشد، در اينصورتy خاصي را تعيين نمود كه بر كلية جهتهاي بردار         x(0)بتوان بردار   
ذيري و وجـود متغيرهـاي      پبراي بيان دقيق رابطة رياضي بين رؤيت        . ذير است پسيستم رؤيت نا  

  :يمآوری کنذير لازمست تعاريف زير را از جبر خطي يادپرؤيت نا
0Tx   0ر  گ ـ، مثبـت معـين اسـت ا       Mيك ماتريس حقيقي و متقـارن        x Mx∀ ≠ يـك   .<

  .ذير استپه است، يعني همواره معكوس ژ همواره ناويMمعينماتريس مثبت 

   رؤيت پذيري)۱-۴قضية 
)و به اختصار زوج      (LTIيک سيستم    , )A C (  هيچ متغير حالـت    , اگر تنها اگر  , رؤيت پذير است

  .رؤيت ناپذير نداشته باشد

  :اثبات

يم وجود يک متغير رؤيت ناپذير براي برهم زدن شـرط رؤيـت پـذيري               ده نشان مي : شرط لازم 
*باشـد لـذا      رؤيت ناپذير مـي   متغير حالت    x*فرض کنيد   . کافي است  0AtCe x  بـراي هـر     =

1(0)x x= داريم:  

1 1( ) Aty t Ce x=  
*بـراي شـرايط اوليـه        (zi)بـدون ورودي    اما از خاصيت خطي بودن پاسخ       

2 1(0)x x xα= + 
  :داريم

*
2 1 1 1( ) ( )At At Aty t Ce x Ce x Ce x y tα= + = =  

1اما اين ممکن نيسـت چراکـه بـه ازاي دو شـرط اوليـه مخـالف                   2(0) (0)x x≠   خروجيهـاي 
1سيستم برابر شده انـد       2( ) ( )y t y t=.      کنـد لـذا بايسـتي        مـي   را نقـض    ايـن شـرط يکتـائي

1 2( ) ( )y t y t= ستم رؤيت ناپذير استسيلذا  مساوي صفر بوده و.  
فـرض کنيـد    , درصورت نبود متغير رؤيت ناپذير سيستم بايستي رؤيت پـذير باشـد           : شرط کافي 

1 0(0) 0x x=   : خروجي اين سيستم به اين شرط اوليه برابر است با≠
0( ) Aty t Ce x=  

)با  )At TCeکنيم  ضرب مي  
0( ) ( ) ( ) ( )At T At T AtCe y t Ce Ce x=  

  :گيريم انتگرال مي

 كنترل مدرناي بر  مقدمه
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00
( ) ( ) ( )

T At TCe y t dt M T x=∫  
  :که در آن

0
( ) ( ) ( )

T At T AtM T Ce Ce dt= ∫  
∀0T,  هم متقارن است و هم مثبت معينM(T)اما ماتريس  >  

0 0 0 0
0

0 0
0

2
0

0

( ) ( ) ( )

( ) ( )

|| || 0

T
T T At T At

T
At T At

T
At

x M T x x Ce Ce x dt

Ce x Ce x dt

Ce x dt

=

=

= >

∫

∫

∫

  

0 0x∀ چـون  . فر بوده و لذا بزرگتر از صفر اسـت         يک بردار غير ص    دورم  نگرال فوق،    تابع انت  ≠
M(t) 1 مثبت معين است( )M T−وجود دارد لذا :  

1
0

0

( ) ( ) ( )
T

At Tx M T Ce y t dt−= ∫�  
 بدست آمده است لـذا طبـق تعريـف سيسـتم            y(t) به صورت يکتا از روي پاسخ        0xشرط اوليه   

  .رؤيت پذير است
■ 

   تستهاي رؤيت پذيري)۴-۱-۳

0جستجو کنيم که به گونه اي   را   0xيم که   تاکنون بدين نتيجه رسيد   
AtCe xامـا  .  را صفر کند

 در  . . . اين جستجو معمولاً مشکل است و بهتر است از روشهاي جبر خطي و فضاهاي پوچي و                 
 A سيستم خطـي  .کنيم  را يادآوري مي   ١ هميلتون –کيليمجدداً قضية   . اين جستجو بهره ببريم   

  :يريدگزير در نظر ببا معادلة مشخصة 
 1

1 1 0... 0n n
ns a s a s a−

−+ + + + = 
  :کند يعني  در معادلة مشخصة خود صدق ميAدراينصورت ماتريس 

)٤-٤( 1
1 1 0...n n

nA a A a A a I−
−+ + + + =0 

                                                 

1 Caley - Hamilton 
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   شرايط رؤيت پذيري)۲-۴قضية 

  اگر و تنها اگر,  يک متغير رؤيت ناپذير استx*بردار 

)٤-۵( * *2

1n

C
CA

x xCA

CA −

 
 
 
 = =
 
 
  

O 0
#

 

)  درصـورتي کـه  .دوش ـ ميناميده  ١ماتريس رؤيت پذيري, Oکه در آن )rank n<O  باشـد 
*توان  مي 0x   . شرط فوق صدق کند درپيدا نمود کهرا  ≠

  
  :اثبات

* يک حالت رؤيت ناپذير است دراينصورت        x*فرض کنيد   :  شرط لازم  0 0AtCe x t= ∀ ≥ 
AtCe*چون تابع    x يسـتي   مشتقات آن وجود داشته و با توجه بـه فـرض فـوق با              ، است ي تحليل

  .نيز صفر باشندن کلية مشتقات آ
* *

0

* * *

0
0

* * *

0
0

0

0

0

At

t

At At

t
t

k
At k At k

k t
t

Ce x Cx

d Ce x CAe x CAx
dt

d Ce x CA e x CA x
dt

=

=
=

=
=

= =

= = =

= = =

  

1kکه به ازاي n=   .باشد  دقيقاً رابطة فوق مي−
  

  : دهيم نشان  برقرار شود بايستي خاص x*فرض کنيد شرط قضيه براي يک: شرط کافي
* 0Att Ce x∀ =  

  :گيريم  نتيجه مي)٥-٤( معادلة از
* * 2 * 1 *... 0nCx CAx CA x CA x−= = = = =  

  : داريم.C.Hاز قضية 

                                                 

1 Observability matrix 

 كنترل مدرناي بر  مقدمه

 
 

۱۱۸

1 2
1 1 1 0

* 1 * * *
1 1 0

n n n
n n

n n
n n

A a A a A a A a I

CA x a CA x a CAx a Cx

− −
− −

−
− −

 = − − − − −


= − − − − = 0

"
"

  

  :کنيم  ضرب ميAدو طرف معادلة قبل را در 
1 1 2

1 2 1 0
1 * * 1 * *

1 2 0 0

n n n
n n

n n n
n n

A a A a A a A a A

CA x a CA x a A x a Ax

+ −
− −

+ −
− −

 = − − − − −


= − − − − =

"
"

  

*لذا اگر بهمين ترتيب ادامه دهيم کلية ضرايب  0AtCe x   . خواهند شد=
■ 

  : آيا سيستم زير رؤيت پذير است)۳-۴مثال 

[ ]
3 1

2 2 , 1 1
1 3
2 2

1 1
2 2

det 0 not full rank

A C

C
CA

− 
 

= = − 
 
  

−   
= =   −   

= →

O

O

  

  چيست؟متغير رؤيت ناپذير يت ناپذير است، امّا ؤسيستم ر

 *1 1 1
2 2 1

a
x a

a
−     

= → =     −     
0  

  .اگر هر دو متغير حالت برابر باشند اندازه گيري انجام شده قادر به شناخت آن نخواهد بود
  

   هوائي و ضدDCموتور ) ۴-٤مثال 
  رؤيت پذيري سيستم ضد هوائي را

0 1 0
0 0 /
0 / /

m e

m e

A NK J
NK J R L

 
 =  
 − − 

  

  .براي حالات زير تحقيق كنيد 
]                       :يري شودگ دازه انθتنها ) ۱ ]1 0 0C =  
]                       :يري شودگ دازه انωتنها  )۲ ]0 1 0C =  

1      : هر دو اندازه گيري صورت گيرد) ۳ 0 0
0 1 0

C
 

=  
 
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     )۱حالت 
2

1 0 0
0 1 0 Full rank
0 0 /m e

C
CA
CA NK J

   
   = = →   
      

O  

  .باشد رؤيت پذير مي
  

   ) ۲حالت 

2 2 2

1 0 0
0 0 / rank( ) 2
0 / /

m e

m e m e

C
CA NK J
CA N K L J NK R L J

   
   = = → =   
   − −   

O O  

  .باشد رؤيت ناپذير مي
  

]متغير رؤيت ناپذير  ]* 0 0 Tx a=باشد  مي.  

        )۳حالت 
2

1 0 0
0 1 0
0 1 0

rank( ) 3
0 0 /
0 0 /
0 / /

m e

m e

m e m e

C
CA

NK J
CA

NK J
NK LJ NK R LJ

 
 
  
  = = → =  
     
 

− −  

O O  

  .باشد رؤيت پذير مي
يـري همزمـان    گ با انـدازه   رؤيت پذير است     θ گيري  اندازه رود چون با   همانگونه كه انتظار مي   

,ω θ  رؤيت پذير خواهد بودحتماً نيز.  

   شرط بردار ويژه)۳-۴قضية 
)سيستم   , )A C      تنها اگر بردار ويژه اي    و   رؤيت ناپذير است، اگرiv   در A       وجـود داشـته باشـد 

0iCvكه   . گردد=

   :اثبات
1فرض كنيد   : شرط كافي  2, ,... nv v v    بردارهاي ويژه ماتريس Aخواهيم نشان دهيم  مي.  باشند

0iiاگر   Cv∃ ∋ (0)در اينحالت فرض كنيد   .  در آنصورت سيستم رؤيت ناپذير است      = ix v= 
0iCvبه اينكه با توجه    :است خواهيم داشت =

 كنترل مدرناي بر  مقدمه
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( ) .

( ) 0

i

i

s t
i

s t
zi i

x t e v

y Cx t e Cv t

=

= = = ∀
  

  .سيستم رؤيت ناپذير استلذا 
  

0iiدهـيم اگـر      نشـان مـي   : شرط لازم  Cv∀  در اينصـورت هـيچ متغيـر رؤيـت ناپـذير            ≠
 مقـادير ويـژة متمـايز صـورت         براي حالت خاص  را  ات  باثدر اينجا   . تواند وجود داشته باشد    نمي
  .دهيم مي

لـذا مجموعـة    . بردارهاي ويژة متنـاظر مسـتقل خطـي انـد         باشند،   اگر كلية مقادير ويژه متمايز      
}{بردارهاي   1 2, ,..., nv v v    كل فضاي nR   لذا هـر بـردار شـرط اوليـه را          . دهد  مي ١پوشش را

  .دارهاي ويژه ايجاد نمودتوان از تركيب خطي بر مي

1 2

1 2

1 1 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2

(0)

( )

( ) ( )

n

n

n n
s ts t s t

n n
s ts t s t

n n

x a v a v a v

x t a e v a e v a e v

y t Cx t a Cv e a Cv e a Cv e

= + + +

⇒ = + + +

⇒ = = + + +

"
"

"
  

iCvكلية ترمهاي فوق با شرط       o≠    لذا   .باشند مي غير صفر ( ) 0y t  و هيچ حالـت رؤيـت       ≠
0ia مگـر آنكـه كليـة ضـرايب       ،ناپذير در سيستم وجود نخواهـد داشـت         اينصـورت   كـه در =

(0) 0y   . خواهد شد=
■ 

0iCvاگر بردار ويژه اي در شرط  ايـن   .شود گفته مي "مود رؤيت ناپذير"  صدق کند به آن =
بردار ويژة اين مود    , دهد که درصورتي که مود رؤيت ناپذيري وجود داشته باشد          قضيه نشان مي  

ثانياً اگر مود رؤيت ناپذيري موجـود نباشـد هـيچ حالـت رؤيـت               . هد بود  رؤيت ناپذير خوا   حالت
در عمل بايستي کلية مقادير ويـژه و  . ناپذيري وجود نداشته و لذا سيستم رؤيت پذير خواهد بود   

تعيـين  توسط اين روش    بردارهاي ويژه سيستم را تعيين نموده تا بتوان رؤيت پذيري سيستم را             
  .نمود

مطابق فرم جـوردن بتـوان بردارهـاي ويـژة مسـتقل            و   متمايز نبوده    Aريس  اگر مقادير ويژة مات   
k مســـلماً تعـــداد ايـــن بردارهـــا ،خطـــي را يافـــت n≤درصـــورتي کـــه .  خواهـــد شـــد

0 0 0
1 2rank [ , ,... ]i i ikCv Cv Cv k=              در اينحالت هيچ مـود رؤيـت ناپـذيري وجـود نخواهـد 

                                                 

1 Span 
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 بـردار ويـژة مسـتقل يافـت در          دو ويـژة تکـراري بتـوان        اگر در اينحالت براي يک مقدار     . تشدا
   .اينحالت شرط فوق تحقق نخواهد يافت و سيستم رؤيت ناپذير خواهد شد

  .مودهاي رؤيت ناپذير را بيابيد) ٤-٣(الكتريكي مثال شبکه سيستم  براي )۵-٤مثال 

[ ]
3 1

2 2 1 1
1 3
2 2

A C

− 
 

= = − 
− 

  

 

]           ت ناپذيرمود رؤي ]1 1 1

1 1
1 1 1 0

1 1
v Cvλ    

= − ⇒ = ⇒ = − =   
   

 

]      مود رؤيت پذير ]2 2 2

1 1
2 1 1 0

1 1
v Cvλ    

= − ⇒ = ⇒ = − ≠   − −   
 

1λ =  .باشد مربوط به مود رؤيت ناپذير مي −

   ناپذيررؤيت زير فضاي )۴-۱-۴

 مربـوط   رؤيت ناپـذيري  , شدبيان  روشهاي تشخيص رؤيت پذيري     مورد  همانگونه که تاکنون در     
0iCvشـود کـه     مـي  eAيـا    A و يا بردار ويژه اي از مـاتريس          x(0)به نحوة تشکيل بردار      = 

بدين ترتيب مودهاي رؤيت پذيري و رؤيت ناپذير از يکديگر قابل تفکيـک بـوده و امکـان      . گردد
مسـلماً  . با اين جداسازي قابل انجام است     اسائي حالتي که توسط خروجي رؤيت پذير نيست         نش

 شـده و    شـكيل  بردارهـاي ويـژة مودهـاي رؤيـت پـذير ت           پوشش فضايي زيرفضاي رؤيت پذير از     
. شـوند   بردارهاي ويژه مودهاي رؤيت ناپذير تشکيل مي       ز پوشش فضايي  زيرفضاي رؤيت ناپذير ا   

توان نشان داد زيرفضاي رؤيـت        مي . نيز ارتباط دارند   Oاين زيرفضاها با ماتريس رؤيت پذيري       
  .باشد  ميO ماتريس رؤيت پذيري ١ناپذير سيستم همان فضاي پوچي

1n

Cx
CA

CA −

 
 
 =
 
 
 

O
#

  

                                                 

1 Null space 
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براي جداسازي فضاي رؤيت پذير و رؤيت ناپذير کافي است تبديل همانندي بيابيم که مودهـاي   
اما اين همان تبديل همانندي است کـه در         . رؤيت ناپذير تفکيک کنند   مودهاي  از  رؤيت پذير را    

 داراي سـه    Aبه عنوان مثال فـرض کنيـد سيسـتم          . ه است ره شد ان به آن اش   دجور فرم عمومي 
1مقدار ويژه    2 3, ,λ λ λ 2 که مود مربوط به      ،باشدλ      در اينصـورت بـا      .ستا در آن رؤيت ناپذير 

 :زيرتشکيل تبديل همانندي 

[ ]1 3 2T v v v= 
  مودهاي رؤيت پذير  مود رؤيت ناپذير                                   

  . را به فرم قطري زير تبديل نمودAتوان ماتريس  مي

1
1

3

2

0 0
0 0
0 0

T AT
λ

λ
λ

−

 
 

= Λ =  
 
 

  

1 يعنـي    zدر اينصورت متغيرهـاي اول و دوم         2,z z       کـه از تبـديل ( ) ( )z t T x t=  بدسـت   ⋅
. باشـند   مربوط بـه رؤيـت ناپـذير مـي         2zآيند مربوط به مودهاي رؤيت پذير بوده و متغير           مي

  :شود مي زير تبديل ر يافته به فرميدرحالت کلي ماتريس سيستم تغي

)٤-۶( [ ]

11 1

21 22 2

1

1

2

0
( ) ( )

( ) 0 ( ) ( )

A B
z t z t uA A B

y t C z t Du t

z
z z

′ ′   
= +   ′ ′ ′  

′= +

 
→ =  

 

�

 

 مربوط به مودهاي رؤيـت پـذير        1z که در آن     ،گوئيم کانونيکال رؤيت پذيري مي   فرم  که به آن    
و مسـلماً تبـديل هماننـدي يکتـا نبـوده           . باشند هاي رؤيت ناپذير مي   د مربوط به مو   2zبوده و   

 ولي براي کلية تبديل هاي هماننـدي        . وجود دارد  ،دن که اينکار را انجام ده     نيز تبديلهاي ديگري 
تبـديل  ري گ ـبـه نمـايش دي  دهاي رؤيـت پـذير و رؤيـت ناپـذير را           و که م  دانيم مي Tاز خواص   

  . نخواهد کردايجادري در رفتار ديناميکي سيستم ي تغيلي و،کند مي
  

  :را در سيستم زير جدا کنيدزيرفضاي رؤيت پذير  )۶-٤ مثال
  



 LTIذيري سيستمهاي پذيري و كنترل پرؤيت : هارمچفصل 
 

۱۲۳

4 3 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0

x x u
− −   
   = +   
      

�  

[ ]1 3 2y x=  
 :۱شرط رؤيت پذيري  -

2

1 3 2
1 1 0     rank( ) 2

3 3 0

C
CA
CA

   
   = = − − =←   
   ←   

O O  

 . استرؤيت ناپذيرسيستم 
 ويژهبردار شرط  -

1                 رؤيت پذير 1 1

0
0 0 2 0

1
v Cvλ

 
 = → = ⇒ = ≠ → 
  

  

  

2                 رؤيت ناپذير 2 2

1
1 1 0

1
v Cvλ

− 
 = − → = ⇒ = → 
 − 

  

  

3                   رؤيت پذير 3 3

9
3 3 2

1
v Cvλ

 
 = − → = − ⇒ = → 
  

 

  

[ ] 1
1 3 2

0 9 1 2 8 6
10 3 1 1 1 0
6

1 1 1 3 9 0
T v v v T −

−   
   = = − ⇒ =   
   −   
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[ ]

1 1

0 0 0 2
10 3 0 1
6

0 0 1 3

2 2 0

z z uz T AT x T Bu
y CTx

y z

− −

    
    = − + = +     ⇒     −=     
 =

��
 

  

1

2

3 3

1 2

1
3

13
6
1
2

2( )

z u

z z u

z z u

y z z

 =

 = − +

 = − +

= +

�

�

�

  

  

  
  )٦-٤(ذير مثال پرؤيت نا ذير وپجداسازي زير فضاي رؤيت  )٣-٤(شكل 

 : زيرفضاي رؤيت پذير را در سيستم زير جدا کنيد)۷-٤مثال 

[ ]

0 1 0 1
( ) 0 2 1 ( ) 2 ( )

0 1 0 1

( ) 0 0 1 ( )

x t x t u t

y t x t

   
   = +   
   −   

=

�
  

 :۱شرط رؤيت پذيري 

1
3
1
3

1
2

1
6

1
s

 

1
3s +

 

1
1s +

 

2
u 

y +
+ 

1z

2z

3z

ذيرپرؤيت 

ذيرپرؤيت نا

ستميکل س
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2

0 0 1
0 1 0       rank( ) 2
0 2 1

C
CA
CA

   
   = = − =   
   − −   

O O  

  . استسيستم رؤيت ناپذير
  

 :۲شرط رؤيت پذيري 

1                   رؤيت ناپذير 1 1

1
0 0 0

0
v Cvλ

 
 = → = ⇒ = → 
  

 

2                پذير رؤيت 2 2

1
1 1 1

1
v Cvλ

 
 = → = ⇒ = − → 
 − 

  

1                پذيرنارؤيت 
23 3

0
1 1 0

0
v Cvλ

 
 = → = ⇒ = → 
  

  

1

1 0 1 0 0 1
1 1 0 , 0 1 1
1 0 0 1 0 1

T z Tx T −

   
   = ⇒ = =   
   −   

 

[ ]

1 1

1 1 0 1
0 1 0 3
0 0 0 2

1 0 0

z z uz T AT x T B u
y CT x D u

y

− −

−   
   = += ⋅ + ⋅    ⇒
   = ⋅ + ⋅    

= −

��  

   آشکار پذيري)۴-۱-۵

مودهـاي رؤيـت    ر صورتي كه    ، د زند  رؤيت ناپذيري مشکل جدي بهم نمي      ،در بسياري از حالتها   
 پايدار بـاقي بماننـد يـا بـه تعبيـر ديگـر              ،ناپذير که برروي آنها هيچ نظارت خارجي وجود ندارد        

  . ميل نکنند∞هيچگاه به سمت 

 كنترل مدرناي بر  مقدمه
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داراي قسـمت حقيقـي     ا   که مقادير ويژة آنه     هستند  مودهاي ناپايدار عبارتند از مودهايي     :توجه
)Reغير منفي    ) 0λ موضوع پايداري بـه    .  باشد و يا در صفحة بستة سمت راست قرار گيرند          ≤

  .خواهد شدفصل بعد تشريح صورت مجزا و کامل در 
قطعاً يک سيستم رؤيت پذير آشکارپذير     . شرط آشکارپذيري ضعيفتر از شرط رؤيت پذيري است       

تکيـه بيشـتر   . باشـند  ستمهاي آشکارپذيري وجود دارند که رؤيت پـذير نمـي       ولي سي . باشد مي
مهندسين در توجه به مودهاي ناپايـدار سيسـتم و نحـوة تـأثير آن بـر ديناميـک کـل سيسـتم             

 مورد نياز بـراي طراحـي کنتـرل         لِلذا اگر شرط آشکارپذيري وجود داشته باشد حداق       . باشد مي
  .شدکننده و رؤيتگر مناسب ايجاد خواهد 

  کنترل پذيري) ٢-٤

  تعريف كنترل پذيري )۴-۲-۱

با رؤيت پذيري است با اين تفاوت که در اين ايدة مهم ارتباط مشابه مفهوم کنترل پذيري بسيار 
در واقع بررسي کنترل پذيري بدين معناست که        . کنيم  را بررسي مي   x و متغير حالت     uورودي  

xيـر حالـت     اصر متغ در تأثيرگذاري در کلية عن    ) يا نحوة چيدمان عملگرها    (uانائي کنترل   تو
�

 را  
  .بررسي کنيم

اگـر بـراي     .ريـد يرا درنظـر بگ   ) ١-٤(مورد بحث در مثال      سيستم تعليق خودرو     ، به عنوان مثال  
در مرکـز جـرم سيسـتم       مستقيماً  را   Fکنترل ارتعاشات خودرو به تنهائي از عملگري که نيروي          

 شـده و    x حرکـت عمـودي سيسـتم        عـث  استفاده کنيم مسلماً اين نيرو تنهـا با        ،کند اعمال مي 
لذا نصب يک عملگرد بدين ترتيب مطلوب نيست        .  نخواهد داشت  θتأثيري در حرکت زاويه اي      

تـوان ارتعاشـات غيـر       آن کنترل ناپذير خواهد شد و به هـيچ عنـوان نمـي             در   θچراکه متغير   
درحاليکه اگر به جاي يک عملگـرد از دو عملگـرد           . مطلوب زاويه اي را بدين ترتيب حذف نمود       

1که نيروي    2,F F        کنند استفاده شود اين دو نيـرو براحتـي        را در جلو و عقب خودرو اعمال مي
,کنترل حرکت   توانائي   xθ      بدين ترتيب کنترل پذيري بـه      .  را به صورت مستقل خواهند داشت

  :تعريف آشكار پذيري
 .گويند، اگر کلية مودهاي ناپايدار سيستم رؤيت پذير باشند را آشکارپذير مي  سيستمي
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 درصورتي که رؤيت پذيري به سنسورها و نحـوة          ،باشد عملگرها و نحوة چيدمان آنها مرتبط مي      
  .شود چيدمان آنها مربوط مي

  
  

0ايم  که از شرايط اولية صفر شروع کرده اين تعريف به نظر محدود کننده است چرا 0x اما . =
 از هـر    ،توان نشان داد اگر سيستم شرايط ايـن تعريـف را ارضـاء کنـد               اينگونه نيست چراکه مي   
  :د دسترسي پيدا کنT در زمان غيرصفر 1x, توان به شرايط مطلوب شرط اولية غيرصفري مي

)٤-۷( 
0

0

0

( )
0 0( ) ( ) ( )

t T
A t TAT

t

x t T e x t e Bu dτ τ τ
+

+ −+ = + ∫ 

0tτ ير محدودة انتگرال گيرييبا تغ τ′ = −  

)٤-۸( 0

0

( ) ( )
0

0

( ) ( )
t T T

A t T T

t

e Bu d e Bu t dτ ττ τ τ τ
+

′+ − − ′ ′= +∫ ∫ 

)0اگر   ) ( )v u tτ τ′ ′= ان  سيسـتم در زم ـ ١بدون شرايط اوليـه  اين انتگرال پاسخ  ، قرار دهيم  +
t=T توان   مي،لذا درصورتي که سيستم کنترل پذير باشد.  خواهد بودu(t)   را به گونـه اي يافـت 

ايـن  . که اين انتگرال به هر مقدار دلخواهي همگرا شده و لذا محدوديتي در تعريف وجود نـدارد                
يـا  بـدون شـرايط اوليـه       بدان معناست که براي بررسي کنترل پذيري کافي است به پاسـخهاي             

  .خصوصي معادلات ديفرانسيل توجه کنيمپاسخ 

                                                 

1 Zero state 

  تعريف کنترل پذيري 
0T زمـان  در 1xگوئيم که به ازاي هر متغير حالت  را کنترل پذير مي سيستمي  تـابع<

u(t) 0بازة زماني     در t T< 0بتوان چنان يافت که سيستم از شرايط اولية         را   ≥ 0x  در=
 . برسدTدر زمان  1xزمان صفر بتواند به شرايط 

 كنترل مدرناي بر  مقدمه
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   حالتهاي کنترل ناپذير و کنترل پذيري)۴-۲-۲

  
به صورت رياضـي     . بردار بدان معناست که ضرب داخلي آنها صفر باشد         دوعمود بودن   ن  آكه در   

  :اين شرط برابر است با

)٤-۹( * *

0 0

( ) ( ) 0
t t

T A T At
x e Bu t d x e Bu t d

u
τ ττ τ τ τ

∀
− = − =

∀ ∫ ∫ 

  صورتي برقرار خواهد شد که اين تنها در
)٤-۱۰( * 0T At x e Bτ∀ ⋅ = 

*شود اين شرط بسيار مشابه بـا         همانگونه که مشاهده مي    0ACe xτ  يپـذير   شـرط رؤيـت    =
 ايـن شـرط ترانهـادة شـرط          اسـتفاده شـود در واقـع       TB از   Bدر واقـع اگـر بـه جـاي          . است
  .پذيري است رؤيت
   ۴-۴قضية 

)يا زوج    (LTIيک سيستم    , )A B (  هيچ حالت کنترل ناپـذير     , تنها اگر و  اگر  . کنترل پذير است
  .نداشته باشد

  
  ■                                                              .باشد  مي۱-۴اثبات بسيار مشابه با قضية 

  : تستهاي کنترل پذيري)۴-۲-۳

 بحث شده بين رؤيـت پـذيري و کنتـرل پـذيري بـه               ي با توجه به دوگان    تستهاي کنترل پذيري  
بـا توجـه بـه اينکـه     . موازات تستهاي رؤيت پذيري قابل تعميم خواهنـد بـود      صورت مشابه و به     

*ترانهادة معادلة کنترل پذيري      0
TT A tB e x قاً مشابه شرط رؤيـت پـذيري بـراي سيسـتم           دقي =

  دوگان زير است

)٤-۱۱( 
T

T

x A x
y B x

 =


=

� 

  حالت کنترل ناپذير: تعريف

* حالت 0x )ناميم اگر پاسخ خصوصي   را کنترل ناپذير مي≠ )zsx t در کلية زمانها t∀
 . باشدx* عمود بر حالت uو کلية وروديها
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بـه عنـوان    . تعميم داد ذيري  پبه كنترل   توان به فرم مشابه      لذا کلية قضاياي رؤيت پذيري را مي      
  .باشد تست اول رؤيت پذيري بفرم زير مي مثال

)٤-۱۲( *2

1

0( )

( )

T

T T

T T

T T n

B
B A

xB A

B A −

 
 
 
  =
 
 
  

#
 

  هادة آنياتران
)٤-۱۳( * 2 1 0T nx B AB A B A B−  = " 

)لذا سيستم يا زوج      , )A B      کنترل پذير است اگر * 0x  وجود نداشـته باشـد کـه در معادلـة           ≠
  فوق صدق نمايد يا به عبارت ديگر

  

)٤-۱۴( 1rank rank nB AB A B n− = = ^ … 
  

  . باشد تا سيستم کنترل پذير باشدn بايستي ،^:"يريماتريس کنترل پذ "رتبة
  
  

)زوج  بدين ترتيب که    . شرط بردارهاي ويژه نيز به صورت مشابه قابل پياده سازي است           , )A B 
 وجود داشته باشـد کـه در   TA از ماتريس  wردار ويژة   ب, باشد اگر و تنها اگر     کنترل پذير نمي  

0TBمعادلة   w  مـود مربوطـه را      iwاگر چنين بردار ويژه اي وجود داشته باشد         .  صدق کند  =
   .ناميم مود کنترل ناپذير مي

  
شرط کنترل پذيري را چک نمائيد و حالت کنترل ناپذير را تعيين      زير   براي سيستم    )۸-٤مثال  
  .دکني

3 1 1
2 2 2,
1 3 1
2 2 2

A B

−   
   

= =   
−   

      
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]              کنترل ناپذير ]
1 1
2 2 ,   rank( ) 1
1 1
2 2

B AB

 − 
= = = → 

 −  

^ ^  

]حالت کنترل ناپذير ]a a−               [ ]
1 1
2 2 0
1 1
2 2

a a

 − 
− = 

 −  

  

 و حالـت کنتـرل      -2مـود کنتـرل ناپـذير       : شـود  از شرط بردار ويژه نيز همين نتيجه حاصل مي        

)                                      ناپذير  ) 2T
i i

a
A

a
λ ω  

= − → =  − 
 

   پايداري پذيري)۴-۲-۵

  :تعريف نمودبه صورت زير توان پايداري پذيري را  مي, مشابه با آشکارپذيري

  
  

اين شرط نيز از کنترل پذيري کامل ضعيف تر است و تنها کافي است مودهاي ناپايدار سيسـتم                  
ي پـذيري را دارا     بـدين ترتيـب سيسـتم هـاي پايـدار همـواره شـرط پايـدار               . کنترل پذير باشد  

همچنين سيستم هاي کنترل ناپذيري موجودند که بـدليل اينکـه مودهـاي کنتـرل               . باشند مي
  .گيرند جزء دستة پايداري پذير قرار مي, ناپذير آنها پايدارند

   زير فضاي کنترل پذير)۴-۲-۶

توان با تشکيل تبديل همانندي کـه        ميزير فضاي کنترل پذير را      ذيري،  پ مشابه با حالت رؤيت   
  .گيرند تشکيل داد بر مي مودهاي کنترل پذير را در ابتدا و مودهاي کنترل ناپذير را در انتها در

   پايداري پذيريتعريف 
 .کنترل پذير باشندن اگر کلية مودهاي ناپايدار آ, پايداري پذير است سيستمي
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)٤-۱۵( 

1

2

N

w
w

T

w

 
 → =  
 

→  

# 

  
ذير پ ـو كنترل ناتوان زير فضاهاي کنترل پذير  ندي در متغير حالت مي نب اين تبديل هما   ضربا  

  .گر تفکيک نمودرا از يکدي

)٤-۱۶( 11 12 1

22
( )0 0

A A B
z z u tA

′ ′ ′   
= +   ′   
� 

  . پايدار مجانبي باشد′22Aپايداري است اگر تنها و اگر  بدين ترتيب سيستمي

  LTIتجزيه کالمن سيستمهاي ) ٣-٤

 نمـايش سيسـتمها بـه    توان در فرم قطري  همانگونه که تاکنون ذکر شد متغيرهاي حالت را مي        
  .چهار دسته زير تقسيم کرد

)       رؤيت پذير  وکنترل پذير 0, 0)T
i iw B Cv≠ ≠  

)       رؤيت پذيرو کنترل ناپذير 0, 0)T
i iw B Cv= ≠  

)       رؤيت ناپذيروکنترل پذير  0, 0)T
i iw B Cv≠ =  

)     رؤيت ناپذيروکنترل ناپذير  0, 0)T
i iw B Cv= =  

تـوان بـه     سيسـتم را مـي    , درصورتيکه اين متغيرهاي حالت را به چهار دستة فوق تقسيم کنيم          
يـا تجزيـة    " کـالمن "اين نوع تجزيه را تجزية      . اجزاء مختلف يا مودهاي مختلف خود تجزيه نمود       

  .توان نشان داد اين تجزيه را به صورت زير مي. ناميم مي"کانونيکال"
 
  

مربوط به مودهاي 
ذيرپكنترل  ` 

( )x t
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  LTIتجزية کالمن سيستمهاي ) ٤-٤(شكل 

 
  .سيستم زير را به صورت کالمن تجزيه کنيد )۹-٤مثال 

2 3 2 1 1
2 3 0 0 2

( ) ( )
2 2 4 0 2
2 2 2 5 1

x x t u t

   
   − − −   = +
   − − −
   − − − − −   

� 

[ ]( ) 7 6 4 2 ( )y t x t=  
  :تابع تبديل اين سيستم عبارتست از

3 2
1

4 3 2

9 26 24( ) ( )
21 35 50 24

( 2)( 3)( 4) 1( )   !
( 1)( 2)( 3)( 4) 1

s s sH s C sI A B
s s s s

s s sH S
s s s s s

− + + += − =
+ + + +

+ + += =
+ + + + +

  

 کنترل پذير
 رويت ناپذير

 کنترل پذير
 رويت پذير

 کنترل ناپذير
پذيرنارويت   

 کنترل ناپذير
 رويت پذير

u 

y 
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  )٩-٤( نمايش تجزية كالمن مثال )٥-٤(شكل 

. نـاميم   مـي  ١ متناظر حذف شده اند و اين حالت را مودهاي پنهـان صفرهاي با ۴و۳و۲مودهاي 
 .يابيم تبديلهاي همانندي را براي قطري کردن و تجزيه سيستم به فرم کالمن مي

[ ]1 2 3 4

1

21

3

4

1 1 0 0
1 2 1 0

0 1 2 1
0 0 1 2

4 3 2 1
3 3 2 1
2 2 2 1
1 1 1 1

T v v v v

w
w

T
w
w

−

− 
 − − = =
 − −
 − 

   
   
   = =
   
   
    

  

                                                 

1 Hidden mode 

1
3s +

1
4s +

1
2s +

1
1s +

u
y

+

+

3z

4z

2z

1z

 كنترل مدرناي بر  مقدمه

 
 

۱۳۴

[ ]

1 0 1
2 0

( ) ( ) ( )
3 1

0 4 0

( ) 1 1 0 0 ( )

z t z t u t

y t z t

−   
   −   = +
   −
   −   

=

�
  

  :از اينرو معادلات حالت بفرم قطري برابر است با
1                        کنترل پذير و رؤيت پذير  1( ) ( )z z t u t= − + →�  
2                                کنترل ناپذير و رؤيت پذير 22 ( )z z t= − →�  

3                     ؤيت ناپذيرکنترل پذير و ر 33 ( ) ( )z z t u t= − + →�  
4                              کنترل ناپذير و رؤيت ناپذير 44 ( )z z t= − →�  
 فـرم   ،درحالت کلي و عـدم تمـايز مقـادير ويـژه          . است) ۵-۴(شکل  نمايش بلوکي سيستم بفرم     

در ايـن نمـايش      .تبـديل شـود   ) ٦-٤(شـكل    مطـابق    تري به شکل کلي  تواند   ميتجزية کالمن   
 به بلوکهاي کنترل ناپـذير و از بلوکهـاي رؤيـت            uاز   شود که هيچ مسير مستقيمي     مشاهده مي 

 اما تعامل بين متغيرهاي حالت در همة بلوکها وجـود داشـته و   ، وجود ندارد  yناپذير به خروجي    
  .اين بدليل وجود بلوکهاي جوردن است

  
  ي نمايش تجزية كالمن سيستمها در حالت كلّ)٦-٤(شكل 

تابع تبديل سيستم تنها مشخصات بلوک کنترل پذير و رؤيت پذير را در خود جاي داده است و                  
  .از تعامل بين متغيرهاي حالت رؤيت ناپذير و کنترل ناپذير اطلاعي بدست نخواهد داد

  
   ضدهوائيDCموتور  )۱۰-٤مثال 

]رض با ف ]0 1 0C   .نمايش دهيدورده و آبدست تجزية کانونيکال سيستم  , =
لـذا خـواهيم    , مـده اسـت   آبدست  ندي را   نقبلاً رؤيت ناپذير بودن سيستم و ماتريس تبديل هما        

  :داشت

c. o. 

uc. uo. uc. o. 

c. uo. 
u 

y + 
+ 
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1 0.4042 0.0096 0 0 0
0 1 0.2062 , 0 2.474 0
0 0.5575 1 0 0 21.526

T
−   

   = − Λ = −   
   − −   

  

[ ] 1

1.667
0 1 0.2062 , 4.66

22.6
CT T B−

 
 = − =  
  

  

  .توان بلوک دياگرام زير را رسم نمود  ميzتغير لذا با بازنويسي معادلات حالت در م

  
  DCتجزية كالمن سيستم موتور ) ٧-٤(شكل 

   جمع بندي)٤-٤

تشـريح  پـذيري     و آشـكار   پـذيري ايـدار   پ،  پـذيري ، رؤيـت     پـذيري  در اين فصل مفاهيم كنترل    
اشتي بـين توابـع بـي نهايـت بعـدي ورودي            گدر واقع به عنوان ن     پذيريراتور كنترل   اپ. اند شده
( )u t     و متغير حالت n   0 بعدي( )x t              فشرده سازي اطلاعـات ورودي بـه مقـدار اوليـة متغيـر ،

 پـذير اشـت كامـل باشـد سيسـتم كنتـرل           گحالت را به عهده داشته و در صورتي كه رتبة اين ن           
اشـتي خطـي بـين متغيـر     گ بـه عنـوان ن  پذيريراتور رؤيت   اپان،  گبه صورت دو  . ودش اميده مي ن

)0 بعدي   nحالت   )x t        و خروجي بي نهايت بعدي سيستم ( )y t       عمل كرده و خاصيت رؤيـت ،
تعيين وضعيت سيسـتم در بـر   يدمان لازم براي سنسورها را به منظور چ در واقع تعداد و  پذيري

اين دو خصوصيت قبل از طراحي هـر نـوع كنتـرل مـدرن بـراي سيسـتمهاي خطـي            . يردگ مي
با اسـتفاده از تعـاريف و قضـاياي مربـوط بـه ايـن خصوصـيات                 . يردگبايستي مورد ارزيابي قرار     

 رديـده و ارتبـاط آن     گ در سيستمهاي خطي ارائه      پذيري و رؤيت    پذيريروشهاي تحليل كنترل    
 يا حذف صفر و قطب در نمايش ماتريس تبديل سيستم به بحث كشيده            پنهان با وجود مودهاي  

1
s
1
2.474s +

1
21.526s +

1.667

4.66  
u

y
+

+3z

2z
c.o.

22.6  0.21−

 كنترل مدرناي بر  مقدمه

 
 

۱۳۶

، پـذير ، رؤيـت  پـذير در انتها با ارائة روشـهاي تجزيـة سيسـتم بـه مودهـاي كنتـرل       . شده است 
  . نحوة تفكيك اجزاء سيستم به فرم كالمن بيان شده استپذير و رؤيت ناپذيرنا كنترل

  ئلمسا

  : زير رادرنظر بگيريدسيستم خطي )۴-۱

[ ]

0 1 1
( )

1 0 0

1 1

x t x u

y x

   
= +   
   

= −

�
  

  
)ماتريس انتقال حالت    ) الف ) Att eϕ  خاصـي   x* را محاسبه نمـوده و نشـان دهيـد بـردار             =

∀0tوجود دارد که در کلية زمانها    . رابطة زير را برقرار سازد≤
* 0AtCe x =  

*. کند  نيز در رابطة زير صدق ميOنشان دهيد ماتريس رؤيت پذيري ) ب 0x =O  
*باشد که   ميA بردار ويژه اي از x*نشان دهيد بردار ) ج 0Cx =  
  
. باشـد  يـژة مخـتلط مـي      و را درنظر بگيريد که داراي مقـادير       خطي درجه دومي  سيستم   )۴-۲

= کاملاً صفر باشد Aماتريس , اگر و تنها اگر, نشان دهيد اين سيستم رؤيت ناپذير است 0^ 
  
  :سيستم خطي زير را در نظر بگيريد )۴-۳

[ ]

0 1 1
1 0 1

1 0

x x u

y x

   
= +   −   
=

�
  

) حالت   ماتريس انتقال ) الف ) Att eϕ  خاصي وجود   x* را محاسبه نموده و نشان دهيد بردار       =
∀0tدارد که در کلية زمانها    . رابطه زير را برقرار سازد≤

* 0Atx e B =  
* به گونه ايست که ^نشان دهيد ماتريس کنترل پذيري ) ب 0Tx =^  

*: است که TAيک بردار ويژه x*نشان دهيد ) ج 0
Tx B =  
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  تشکيل شده است     Sسيستم زير را درنظر بگيريد که از ترکيب دو سيستم خطي معادل              )۴-۴
  .کند  متغير حالت است که از معادله زير تبعيت ميn داراي Sکه اين سيستم 

x Ax Bu
y Cx Du

= +
= +
�

  

 متغيـر اول آن مربـوط بـه زيـر        nبراي سيستم کل متغير حالت ترکيبي را درنظـر بگيريـد کـه              
نشـان دهيـد کـه    . باشد  متغير حالت بعدي مربوط به زير سيستم زيرين مي  nسيستم فوقاني و    

 Sفرض کنيـد سيسـتم      . پذير را شناسائي کنيد   نااين سيستم رؤيت پذير نبوده و مودهاي رؤيت         
  .باشد به تنهائي رؤيت پذير مي

  

 
  مت ترکيب موازي دو سيس)۸-٤(کل ش

)براي چه شرايط اوليه اي پاسخ بدون ورودي : راهنمائي(      )ziy tگردد حد صفر مي مت.(  
 
نشان دهيد اين سيسـتم حتـي درحاليکـه      .  را درنظر بگيريد   ۴-۴سيستم ترکيبي مسئله     )۴-۵

باشد و مودهاي کنترل ناپذير آنـرا تعيـين          کنترل ناپذير مي  , زير سيستمهاي آن کنترل پذيرند    
  .کنيد

 
  )؟توان از حالت صفر بدست آورد چه بردار ترکيبي از حالتها را مي: راهنمائي(

  
  :وي سرو موتور و هارمونيک درا)۴-۶

فصل دوم معرفي گرديده اسـت    ) ۳-۲(هارمونيک درايو که در مسئله      و  براي سيستم سرو موتور     
ل  خروجي زير تعيين نموده و مودهاي کنتـر        –کنترل پذيري سيستم را به ازاي شرايط ورودي         

  .ناپذير را درصورت وجود تعيين نمائيد
  

  2θخروجي vورودي ) الف

S 

S 

+

+
y u 
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  1θخروجي  vورودي  ) ب
1 خروجي vورودي  ) ج 2,θ θ  
  .فصل سوم مقايسه نمائيد) ۱۵-۳(تايج بدست آمده را با نتيجه مسئله ن

  
  : کنترل سرعت غلطک)۴-۷

  :فصل دوم) ۴-۲(براي سيستم غلطک معرفي شده در مسئله 
  

1u   ۲(2u   ۳(1)۱ کنترل پذيري سيستم را به ازاي ورودي هاي          )الف 2,u u    تحقيق نموده و
  .مودهاي کنترل ناپذير را درصورت وجود تعيين نمائيد

0ω ۲ (1ω ۳ (1∆  ۴ (0) ۱ سيسـتم را بـه ازاي خروجيهـاي          يرؤيت پـذير  ) ب 1 2, ,ω ω ω 
  .ده و مودهاي رؤيت ناپذير را درصورت وجود تعيين کنيدتحقيق نمو

  
  ت و ارتفاع مخزن کنترل غلظ)۴-۸

  .فصل دوم معرفي گرديده است) ۱۱-۲(براي سيستم خطي سازي شدة مخزن که در مسئله 
  

0 تنها و    ∆0F تنها   ∆AFکنترل پذيري سيستم را به ازاي وروديهاي        ) الف , AF F∆  تحقيق  ∆
  .نموده و مودهاي کنترل ناپذير سيستم را درصورت وجود تعيين نمائيد

C,و  تنها   ∆C تنها   ∆lرؤيت پذيري سيستم را به ازاي خروجيهاي        ) ب l∆   تحقيق نموده  ∆
  .و مودهاي کنترل ناپذير سيستم را درصورت وجود تعيين نمائيد

فصـل سـوم مقايسـه    ) ۱۷-۳(نتايج بدست آمده را با توابع تبـديل تعيـين شـده در مسـئله      ) ج
  .نمائيد

  
   مبدل حرارتي)۴-۹

رؤيـت  , فصل دوم ) ۱۲-۲(براي سيستم خطي سازي شدة مبدل حرارتي معرفي شده در مسئله            
 تحقيـق نمـوده و      ∆cT و خروجـي     ∆HFي سيسـتم را بـه ازاي ورودي          و کنترل پذير   يپذير

همچنـين نتـايج    . رؤيت ناپذير سيستم را درصورت وجود تعيين نمائيد       و  مودهاي کنترل ناپذير    
  .وط سازيدفصل سوم مرب) ۱۸-۳(بدست آمده را با نتايج توابع تبديل بدست آمده در مسئله 
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   راکتور شيميائي )۴-۱۰
فصل دوم معرفـي شـده      ) ۱۳-۲(زي شدة راکتور شيميائي که در مسئله        ابراي سيستم خطي س   

  :است
 تحقيق نموده و مودهاي کنترل ناپذير را درصـورت  ∆Q را به ازاي ورودي  يکنترل پذير ) الف

  .را برحسب متغيرهاي سيستم بيان نمائيدوجود تعيين نمائيد و تغيير فيزيکي آن
  

,پاسخ بدون شرايط اوليه : راهنمائي( ,C B AC C C∆ ∆   ) را مقايسه کنيد∆
به منظور کاهش هزينه هاي اندازه گيري نحوة چيدمان بهينة سنسورهاي را توسط اپراتـور               ) ب

∆BC,) ۲     به صـورت تنهـا   Τ∆) ۱ :   فرض کنيد. توان تعيين نمود رؤيت پذيري مي   ∆Τ 
,) ۳    با هم  ,C BC C∆ ∆ ∆Τ     رؤيت پذيري را در اينحـالات تحقيـق        .  با هم اندازه گيري شوند

  .نموده و مودهاي رؤيت ناپذير را تعيين کنيد
  
   جرثقيل سقفي)۱۱-٤

فصل دوم معرفي گرديده    ) ۱۴-۲( که در مسئله     براي سيستم خطي سازي شده جرثقيل سقفي      
  .است
 بررسـي نمـوده و مودهـاي کنتـرل ناپـذير را             F کنترل پذيري سيستم را بـه ازاي ورودي          )الف

  . تعيين کنيدجوددرصورت و
,) x∆    ۲(θ     ۳)١رؤيت پذيري سيستم را به ازاي خروجيهاي        ) ب xθ  تحقيق نموده و    ∆

  .مودهاي رؤيت ناپذير را تعيين نمائيد
  
   بندباز)۴-۱۲
  فصل دوم) ۱۵-۲( مدل خطي سازي شده از بندباز معرفي شده در مسئله يبرا

  .کنترل پذيري سيستم را بررسي نموده و مودهاي کنترل ناپذير را تعيين کنيد) الف
ϕ    ۲(θ     ۳ (,θ)۱را به ازاي خروجيهـاي      رؤيت پذيري سيستم    ) ب ϕ      تحقيـق نمـوده و 

  .مودهاي رؤيت ناپذير را مشخص نمائيد
  
   پاندول دوتائي معکوس)۴-۱۳

با , معرفي شده است  ) ۱۶-۲(خطي سازي شدة پاندول دوتائي معکوس که در مسئله          براي مدل   
 M=m=1Kgفرض 
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, اگـر تنهـا و اگـر      ,  کنترل پذير است   Fبه صورت جبري نشان دهيد که سيستم با ورودي          ) الف

1 2≠A A  
1با فرض   ) ب 21 , 0.8m m= =A A         خروجـي انـدازه گيـري       رؤيت پذيري سيستم را بـه ازاي

x    ۲(2)۱    شدة 1,θ θ     ۳ (2 1, , xθ θ           تحقيق نمائيد و مودهاي رؤيـت ناپـذير رادرصـورت 
  .وجود تعيين کنيد

  
۴-۱۴( Maglev   

فصـل دوم   ) ۱۷-۲( تعليـق مغناطيسـي کـه در مسـئله           براي مدل خطي سازي شده از سيستم      
  . معرفي شده است

  .فرکانسهاي طبيعي سيستم را تعيين کنيد) الف
کلية ) ۲   کلية جريانهاي کنترلي) ۱  .  را به ازاي وروديهاي زير تحقيق کنيديکنترل پذير ) ب

جريانهاي کنترل بجز    
1Li∆ ۳ (  ل بجـز    کلية جريانهاي کنتر

1Gi∆ .         ايـن تحقيـق بـه مـا کمـک
افتـد   کند که کنترل پذير بودن سيستم را حتي درصورتي که يکي از عملگرهـا از کـار مـي         مي

  .مودهاي کنترل ناپذير رادرصورت وجود تعيين نمائيد. بررسي کنيم
تمــام ) ۱   :يــد رؤيــت پــذيري را بــه ازاي شــرايط مختلــف انــدازه گيــري زيــر تحقيــق کن )ج

,
i iG LS S∆ کلية موارد فوق بجز     ) ۲   ∆

1LS∆ ۳ (   کلية موارد فوق بجز
1GS∆ .   مودهاي رؤيـت

  .ناپذير را درصورت وجود تعيين کنيد
,با تغيير متغيرهاي ورودي به      ) د ,

D D CG L Lu u u∆ ∆ يري سيستم به ازاي تک تک       کنترل پذ  ∆
  . بررسي کنيدمجدداً،  راوروديها به تنهائي

,خروجيهـاي  تـك تـك     براي اين سيستم رؤيت پذيري را به ازاي         ) ه ,y zθ∆ ∆  بـه تنهـائي   ∆
  .بررسي کنيد و مودهاي رؤيت ناپذير را تعيين نمائيد

  
)rank اثبات کنيد اگر     )۴-۱۵ )B r=       آنگاه معادلة حالت سيسـتم ( ) ( ) ( )x t Ax t Bu t= +� 

 بعدي است کنتـرل پـذير اسـت اگـر و            m بردار   u(t) بعدي است و     n بردار حالت    x(t)که در آن    
 :تنها اگر

rank   n rB AB A B n−  = "  
  
)rankاثبات کنيد اگر  )۴-۱۶ )C r= آنگاه معادلة حالت سيستم   
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( ) ( )
( )

x Ax t Bu t
y Cx t

= +
=
�

  

.  بعدي استA بردار خروجي y بعدي و   m بردار ورودي    u(t) بعدي و    n بردار حالت    xکه در آن    
  اگر تنها و تنها اگر , پذير استرؤيت 

rank

n r

C
CA

n

CA −

 
 
  =
 
 
 

#
 

  
ر ناپـذير   ي تغي Tتبديل همانندي   تحت  نشان دهيد کنترل پذيري رؤيت پذيري سيستم         )۴-۱۷

  . است
  
  . يک پارامتر مجهول است را درنظر بگيريدα سيستم خطي زير را که در آن )۴-۱۸

[ ]

1 0 0 1
( ) 2 1 ( ) 1 ( )

2 0 1 0

( ) 1 1 1 ( )

x t x t t

y t x t

α µ
   
   = − +   
   − −   

= −

�
  

  
  .کنيد که سيستم را رؤيت ناپذير سازدتعيين  را به گونه اي α مقدار )الف
  .کنيد که سيستم را کنترل ناپذير سازدتعيين  را به گونه اي αمقدار ) ب
  
  . زير را درنظر بگيريدnسيستم با بعد  )۴-۱۹

( ) ( ) ( )
( ) ( )

x t Ax t Bu t
y t Cx t
= +

 =

�
  

1rankرتبة ماتريس کنترل پذيري اين سيستم برابر       n=^     1ن  آ كـه در( )n n< باشـد  ي م ـ .
1n يک ماتريس با بعد 1Tفرض کنيد    n× 1 تشکيل شده ازnباشد ^ بردارهاي مستقل خطي 

1n يک ماتريس    2Tو فرض کنيد     n× باشد که در معادلة 
1 12 1 n nT T I نشـان  .  صـدق کنـد  =×

  . زير کنترل پذير است1nدهيد که سيستم با بعد 
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2 1 2

1

( ) ( ) ( )
( ) ( )

z t T AT z t T Bu t
y t CT z t

= +
 =

�
  

  
 که در آن شرايط رؤيت پذيري مـورد         ۱۹-۴رابطة لازم براي مسئله اي مشابه با مسئله          )۴-۲۰

  .رسي نمائيدنظر است را بر
  
  :  سيستم زير را درنظر بگيريد)۴-۲۱

1

1

1

1 2

1 0
( ) 0 1 ( ) ( )

0 0

( )    ( ) ( )p

a
x t x t b t

c

y t C C C x t Du t

λ
λ µ

λ

    
    = +    
       
  = + 

�

"

  

 بررسي نموده و مودهـاي کنتـرل ناپـذير را           c,b,aکنترل پذيري سيستم را براي مقادير مختلف        
  .درحالت کنترل ناپذير تعيين نمائيد

  
 جـوردن   – بلوکي   باشد و به فرم     ورودي مي  m را که داراي     nيک سيستم خطي با بعد       )۴-۲۲

  .زير نمايش داده شده است را درنظر بگيريد
1

1
2

2
3( ) ( ) ( )

p
p

J
B

J
B

Jx t x t u t

B
J

 
  
  
  = +   
  
    

�
#

%
  

  
T را با    iB زير ماتريس    آخرين رديفهاي اگر  

ilb  اثبات کنيـد کـه سيسـتم کـاملاً         .  معرفي نمائيم
  ,کنترل پذير است اگر و تنها اگر 

۱- { }, ,...,il jl klb b b     اگر   ،باشد  يک مجموعة مستقل خطي مي , ,...,i j kJ J J   بلوکهـاي 
  . باشندiλجوردن با مقدار ويژة يکسان 

۲- 0
lpb   . باشدpλ تنها بلوک جوردن با مقدار ويژة pJ اگر ≠
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 ilCرا بـا  iC فرض کنيد اولين ستونهاي زير ماتريس هاي     ۲۲-۴براي سيستم مسئله     )۴-۲۳
  : اگر تنها و اگر، اثبات کنيد سيستم رؤيت پذير است.نمايش دهيم

۱-{ }, ,...,il jl klC C Cاگــر ،باشــد قل خطــي مــي يــک مجموعــة مســت , ,...,i j kJ J J 
  . باشندiλبلوکهاي جوردن با مقدار ويژة يکسان 

۲- 0plC   . باشدpλ تنها بلوک جوردن با مقدار ويژة pJ اگر ≠
  
  : خطي زير را درنظر بگيريد سيستم)۴-۲۴

0 0 1 1
( ) 1 0 0 ( ) 1 ( )

0 1 0 1
x t x t u t

   
   = +   
      

�  

  
  آيا اين سيستم کنترل پذير است؟) الف
  .دهد را تعيين کنيد ي که زيرفضاي کنترل پذير سيستم را پوشش مييبردارها) ب
 و  .سيستم را به فرم جداسازي شده در فضاهاي کنترل پذير و کنترل ناپـذير تبـديل کنيـد                 ) ج

  .نرا رسم نمائيدآرام گبلوك ديا
  آيا اين سيستم پايداري پذير است؟) د
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  LTIتحقق و پايداري  سيستمهاي : جمنفصل پ
 
 
 

  

  LTI تحقق سيستمهاي )١-٥

درصورتي , باشد  مي LTIنمايش يکتائي از ديناميک ورودي و خروجي يک سيستم          , تابع تبديل 
هـر يـک از     . ير و تعبير است   فسکه اين رابطة ديناميکي با تعداد نامحدودي معادلة حالت قابل ت          

يـک تحقـق بـراي آن تـابع تبـديل           , ت که مفسر ديفرانسيلي يک تابع تبديل باشد       معادلات حال 
  :به عنوان مثال. شود ناميده مي

)٥-۱( 
x x u

y x
= − +

 =

�
 

  و

)٥-۲( 1
x x au

y x
a

= − +

 =

�
 

1 يک تابع تبديل محقق کنندةهر دو 
1s +

  .باشند  مي

  

  
  

امکان وجود تحقق و و   و اجزاء سيستم حالت بدست آورد        Hتوان ارتباط مشخصي بين      حال مي 
توان نشان داد که معادلات حالت تحقق توابع تبديل  مي. يکتائي و عدم يکتائي آنرا بررسي نمود

  :تعريف تحقق

xخروجي  -يک معادلة حالت Ax Bu
y Cx D
= +

 = +

�
   است اگرH(s)يک تحقق براي تابع تبديل  

1( ) ( )H s C sI A B D−= − +.  
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نهـا  آدر نمايش تابع تبـديلي      ي که   بدين معن . باشند ميباشند که سره يا اکيداً سره        گويائي مي 
  : با توجه به اينکه.استدرجة صورت کوچکتر يا مساوي درجة مخرج 

)٥-۳( lim ( )
s

H s D
→∞

= 
0Dدرصورتيکه  توان با  لذا تابع تبديل سره را مي .خواهد بود ١ سرهH(s) باشد تابع تبديل ≠

  فرم زيرج به تقسيم مستقيم صورت و مخر
)٥-۴( ˆ( ) ( )H s H s D= + 

  :توان با فرم کلي  را ميĤتبديل نمود و تحقق 

)٥-۵( 
x Ax Bu

y Cx
= +

 =

�
 

توان سيستمهاي مورد بحث را به       بنابراين بدون از دست دادن عموميت مسئله مي       . بدست آورد 
بـه صـورت زيـر بيـان        در هر حـال قضـية وجـود تحقـق           . حدود نمود  م ٢سيستمهاي اکيداً سره  

  .شود مي

   وجود تحقق)۱-۵قضية 
اگـر و تنهـا   , توان به صورت معادلات فضاي حالـت تحقـق دارد     را مي  H(s)يک ماتريس تبديل    

  .باشد) يا اکيداً سره( ماتريس گوياي سره H(s), اگر

  ٣ تحقق کاهش ناپذير)۵-۲

همانگونـه  . باشـد  بودن رتبة معادلات حالت مي     کاهش ناپذير , صه هاي مهم تحقق   يکي از مشخ  
که در اين بخش نشان داده خواهد شد اين مشخصه با خواص کنترل پـذيري و رؤيـت پـذيري                    

   . بررسي کنيمابتدا اجازه دهيد با يک مثال ايدة تحقق کاهش ناپذير را. سيستم در ارتباط است
1تحقق تابع تبديل 

1s +
  :توان بفرم زير نوشت  را مي

)٥-۶( 1 1

1

x x u
y x
= − +

 =

�
 

  :توان نوشت تحقق ديگري براي سيستم نيز مي
                                                 

1 Proper 
2 Strictly proper 
3 Minimal realization 

 كنترل مدرناي بر  مقدمه

 
 

۱۴۸

)٥-۷( 
1 1 2

2 2

1 2

2
x x x u

x x
y x x

= − + +
 = −
 = +

�
� 

. به تعريف تـابع تبـديل يـک سيسـتم رجـوع کنـيم             براي مشاهدة سريع اين برابري کافي است        
همانگونه که قبلاً گفته شد تابع تبديل سيستم رابطة بين خروجـي و ورودي در حالـت شـرايط                  

)اوليه صفر    )zs 2پاسخ شـرط اوليـه      , با درنظر گرفتن معادلة حالت دوم     . باشد  ميx    در کليـة 
لذا با اين توصـيف هـر دو معادلـة          .  تاثير مستقيم ندارد   uا صفر است چراکه در اين معادله        زمانه

1حالت به يک تابع تبديل
1s +

  . خواهند شدتبديل 

1رتبة اول   محال دقت کنيد که براي تابع تبديل        
1s +

 و يـک    1x يک تحقق با يک متغير حالت        

2تحقق با دو متغير حالت       1,x x   بـه تحققـي کـاهش ناپـذير يـا مينيمـال       .  تعيـين شـده اسـت
  .گوئيم که با حداقل متغيرهاي حالت انجام پذيرد مي

  
  

ل را  كش ناپذير لازمست پارامترهاي مارکوف و ماتريس هن       ي کاه  تحقق ها  براي بررسي خواص    
 .  نمائيممعرفي

}کميتهــاي  }1 ,    1,2,...iCA b i− ويژگــي خــاص . نامنــد مــي" ١پارامترهــاي مــارکوف" را =
ي مختلف از يک تابع تبديل ايـن پارامترهـا تغييـر             تحقق ها  پارامترهاي مارکوف اينست که در      

بدين ترتيب پارامترهاي مارکوف به صورت منحصر بفـرد از تـابع تبـديل              . مانند باقي مي  يرناپذ
 بسـط تـابع     تـوان  مـي براي تعيين اين پارامترها از روي تـابع تبـديل            .باشند قابل استخراج مي  

  . بنويسيم−isتبديل را برحسب توانهاي منفي 

)٥-۸( 1

0
( ) ( ) i

i
i

H s C sI A B D h s
∞

− −

=
= − + =∑ 

  که در آن

                                                 

1 Markov parameters 

  تحقق کاهش ناپذير: تعريف
چ تحقق با تعـداد متغيـر کاهش ناپذير يا مينيمال است اگر هي      H(s)تحقق يک تابع تبديل     

 .حالت کمتر از آن نتوان يافت
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)٥-۹( 1 1 1 3 2( ) ...sI A s I s A s A− − − −− = + + + 
ن ضـرايب بسـط چنـد       اشود که پارامترهاي مارکوف هم ـ     با مقايسة دو معادلة فوق مشخص مي      

  .باشند  ميihجمله اي فوق 
)٥-۱۰( ( 1, 2,...)i =       1i

ih CA b−→  کوفپارامتر مار=
ي ن داشته باشيم مسلماً ضرايب بسط توا      H(s)حال اگر تحقق هاي مختلفي را از يک تابع تبديل           

   بايستي يکسان باشند لذا  تحقق هافوق براي کلية 
)٥-۱۱( 1 1

1 1 1 2 2 2
i iC A B C A B− −= 

  . و به شکل تحقق مربوط نخواهند شد بودهر ناپذيرييعني پارامترهاي مارکوف تغي
  

  .شود يل ميك از پارامترهاي مارکوف به ترتيب زير تش با استفاده نيز١لماتريس هنک
  

)٥-۱۲( 

1

11 2

1 2

  
  

( , )

  

i i i j

i ji i

i j i j i j

h h h
hh h

M i j

h h h

+ +

+ ++ +

+ + + +

 
 
 =  
 
  

"
"

# # #
"

 

يـر  يشـود خـود تغ     ير ناپذير مارکوف تشکيل مي    يمسلماً ماتريس هنکل نيز که از پارامترهاي تغ       
ذير و  پ ـق كـاهش نا    با اين مقدمه به ارتباط بين تحق       .كند تغيير نمي  با نوع تحقق      است و  ناپذير

  .ردازيمپ ذيري ميپكنترل پذيري و رؤيت 
  

  )۲-۵قضية 
  . کنترل پذير و رؤيت پذير باشد،اگر و تنها اگر, تحققي کاهش ناپذير است

  
  : اثبات

واهـد رفـت کـه      از بـين خ    درصورتيخواهيم نشان دهيم کاهش ناپذيري تحقق         مي :شرط لازم 
ل و  ك ـاثبات دقيق ايـن موضـوع توسـط مـاتريس هن          . سيستم کنترل پذير يا رؤيت ناپذير نباشد      

 يـک تحقـق بـه بلوکهـاي         تجزيـة كـالمن    ازگيرد اما در اينجـا       پارامترهاي مارکوف صورت مي   

                                                 

1 Hankel matrix 

 كنترل مدرناي بر  مقدمه
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 .كنـيم  شـد اسـتفاده مـي     فصل قبل به آن اشاره      ) ٥-٤(بخش  که در   ذير  پذير و رؤيت    پ كنترل
بلوکهاي کنترل ناپذير و رؤيت ناپـذير       , که سيستم کنترل ناپذير يا رؤيت ناپذير باشد       درصورتي  

لـذا بـا حـذف      . نمايديري  ي بدون اينکه تابع تبديل سيستم تغ      كرد،توان از سيستم حذف      را مي 
  . ممکن است و تحقق کاهش ناپذير نخواهد بودن تراين بلوکها دسترسي به تحققي با درجة پائي

  
 nخواهيم ثابت کنيم درجه اي پايينتر از    ا فرض کنترل پذيري و رؤيت پذيري مي       ب: شرط کافي 

  .توان داشت نمي
تـوان بـه     را مـي A داراي مقادير ويژة متمايز باشد در اينحالت مـاتريس     Aفرض کنيد ماتريس    

ير يافته در اين مختصات همانگونه کـه قـبلاً          يفرم قطري کامل تبديل نمود و معادلات حالت نغ        
  : برابر است باد،آمت بدس

)٥-۱۳( 
1 1 2 2

          1,2,...,T
i i i i

n n

z s z w Bu i n
y Cv z Cv z Cv z Du

 = + =


= + + + +

�
"

 

  :توان نوشت که در آن مي
  لذا

)٥-۱۴( 

1( ) T
i i

i

z s w Bu
s s

=
−

  

1

1( ) ( )( ) ( )
n

T
i i

i i

y s Cv w B D u s
s s=

 
= + − 
∑ 

  : داريماگر سيستم کنترل پذير و رؤيت پذير باشد با استفاده از تعريف
)٥-۱۵( 1,...,        0, 0T

i ii n w B Cv∀ ∈ ≠ ≠ 
1ب  لذا ضري 

is s−
مسـاوي بـا    . (قطـب اسـت    n غير صفر بوده و در اينصورت تابع تبديل داراي           

,  باشـند  Aو چون قطبهاي سيستم حتمـاً بايسـتي جـزو مقـادير ويـژة               ) تعداد متغيرهاي حالت  
  . داشته باشدتواند  نميي باشد و درجة پايينترn بايستي حتماً Aحداقل درجة 

■ 
  

  :سازد را روشن مي روش اثبات مطلب مهمياين 
1ضريب  

is s−
ام سيسـتم يـا کنتـرل        iکـه مـود     ) اگر و تنها اگر   (باشد    تنها در موقعي صفر مي     

)ناپذير بوده    0)T
iw B ) و يا رؤيت ناپـذير باشـد         = 0)iCv نصـورت عليـرغم اينکـه       در اي  .=

( )is s− در  det( )sI A−  اين تنهـا   . شود در تابع تبديل سيستم ديده نخواهد شد         ديده مي
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مـود  , درصورتي امکان دارد که اين قطب با يک صفر سيستم حذف گـردد و لـذا بـه ايـن مـود                     
  .شود  گفته مي١پنهان

پنهـان  مود  در قطبهاي تابع تبديل سيستم نشانگر وجود Aور يک مقدار ويژة ماتريس      عدم حض 
 اين مهـم    SISOبراي سيستمهاي   . باشد و يا عدم کنترل پذيري يا رؤيت پذيري در سيستم مي          

در و  , د باش ـ r بـا تکـرر      Aيعني اگر مقدار ويژة تکـراري       . يابد در قطبهاي تکراري نيز تعميم مي     
پذيري يا رؤيـت پـذيري خـود را از          اد در تابع تبديل ديده شود سيستم کنترل     کمتر از اين تعد
  . صادق نيستMIMOاما اين موضوع هميشه براي سيستمهاي . دست داده است

   SISO تحقق سيستمهاي )٣-٥

 ـ  تک خروجي بررسي مي    -در اين بخش روشهاي مختلف تحقق سيستمهاي تک ورودي         . دگردن
تحقق مربوط به زمـاني  نمايش فضاي حالت با عنوان به  تابع تبديل    تفسيراساساً علت نامگذاري    

 صـورت  Op-Ampاست که پياده سازي کنترل کننده ها يا فيلترها بصورت الکترونيکي و توسط     
با اضافه کردن   (هم به عنوان انتگرال گير      ,  هم به عنوان تقويت کننده     Op-Ampاز  . فتپذير مي

  . توان استفاده کرد ه ميبه عنوان جمع کننده و مقايسه کنندو هم ) خازنيک 
امـا امـروزه نـه      . لذا تحقق سيستمها توسط اين المانها به صورت بلوک دياگرام ارائه خواهد شـد             

تنها به علت پياده سازي بلکه به خاطر استفاده از تئوري کنترل مدرن بـراي طراحـي و تنظـيم                    
انواع مختلف روشـهاي    . بررسي كنيم م فضاي حالت    سيستمها را در فر    کنترل کننده ها لازمست   

بسته به نـوع    . پردازيم به برخي از آنها مي    در بخشهاي بعدي    که  باشند،   بسيار متنوع مي  تحقق  
كاهش هترين خصوصيت در تحقق      كه ب  ,تشتوان انتظار دا   مي هانتحقق خواص مشخصي را از آ     

يد يک تابع تبديل اکيداً سره با مشخصات زير را بخـواهيم            در اينجا فرض کن   . آنستذير بودن   پنا
]به فرم ماتريسي  ], , ,A B C Dمحقق نمائيم .  

)٥-۱۶( 
1 2

1 2 0
1

1 0

...( )
...

n n
n n

n n
n

b s b s bH s
s a s a

+ −
− −

−
−

+ + +=
+ + +

 

 کـه بـه     ،صفر مشترکي در اين تابع تبديل موجـود باشـد         و  لذا در حالت کلي ممکن است قطب        
درصـورتي کـه    . اشـد هاي فوق قابـل مشـاهده مسـتقيم نب         صورت مود پنهان در چند جمله اي      

ذف نمـائيم و    حکاهش ناپذير باشد لازمست ابتدا مودهاي پنهان را پيدا کرده و            , بخواهيم تحقق 
  .سپس عمليات تحقق را صورت دهيم

                                                 

1 Hidden mode 

 كنترل مدرناي بر  مقدمه
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  پذيري تحقق کانونيکال کنترل )۵-۳-۱

 :                   يريدگسيستم زير را در نظر ب
1 2

1 2 0
1

1 0

...( )
...

n n
n n

n n
n

b s b s bH s
s a s a

+ −
− −

−
−

+ + +=
+ + +

  

  .کنيم  از متغيرهاي حالت به فرم زير استفاده ميذيريپ كانونيكال كنترل در تحقق

)٥-۱۷( 

1 2

2 3

1 2 1 0

1 2 1 1 2 0 1

... ( ) ( )
...

n n n n n n

n n n n

x x
x x
x a x a x a x t u t
y b x b x b x b x

− − −

− − −

=
 =
 = − − − − +
 = + + + + +

�
�
�

 

  :لذا در حالت ماتريسي خواهيم داشت

)٥-۱۸( 

0 1 2 1

0 1 0 0 0
0 0 1 0

0
0 1 0

1n

x x u

a a a a −

   
   
   
   = +
   
   
   − − − −   

"
#

� # # % #
�

#
"

  

[ ]0 1 1ny b b b x−= " 
  :فرم بلوک دياگرام آن به ترتيب زير است

  
  ذيريپرام تحقق كانونيكال كنترل گبلوك ديا) ١-٥(شكل 

+  
+  

+
1
s

 1
s

1
s 0b

2nb −  

1nb −  

1na −−

2na −−

0a−

"  
+  +u  ynx 1nx −  1x
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 ماتريس  اين مدعا، براي بررسي   .  است همانگونه که از نام تحقق پيداست اين تحقق کنترل پذير         
  .دهم کنترل پذيري را تشکيل مي

)٥-۱۹( 1

0 0 0 1
0 0 0 *

1
0 1 *
1 * * *

nB AB A B−

 
 
 

   = =   
 
  

"

^ " # # # #
#
"

 

مشخص است برروي قطر فرعي اين ماتريس همانگونه که . باشد  عنصر غير صفر مي*که در آن 
اين سيستم کنترل پذير  بوده و nذيري برابر پرتبة ماتريس كنترل لذا .  قرار دارند1تماماً عناصر 

 اين تحقق بسته به آنست کـه سيسـتم مودهـاي پنهـان نداشـته                 بودن اما رؤيت پذير  . باشد مي
  .باشد

 

  پذيري رؤيتنيکال  تحقق کانو)۵-۳-۲

  .باشد اين تحقق به فرم زير مي

)٥-۲۰( 
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#
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[ ]0   0 1y x= " 
ــن ت  ــه اي ــد ک ــذيري  توجــه کين ــرل پ ــق کانونيکــال کنت ــان تحق ــق دوگ ــه در آن حق  اســت ک

0 0 0, ,T T T
c c cA A b C C b= = مهاي خطـي ايـن   سـت اصـيت دوگـاني سي     لذا با توجه به خ     =

باشد و درصورتي که تابع تبـديل سيسـتم قطـب و صـفر               تحقق به صورت ذاتي رؤيت پذير مي      
 شکل زير تحقـق رؤيـت   ).گردد مينيمال مي. (مشترک نداشته باشد کنترل پذير هم خواهد بود

  .دهد  به صورت کانونيکال را نشان ميذيريپ

 همواره کنترل پذير است و درصورتي که تابع تبديل مورد ذيريتحقق کانونيکال کنترل پ
 .رؤيت پذير نيز خواهد بود, تحقق قطب و صفر مشترکي نداشته باشد

 كنترل مدرناي بر  مقدمه

 
 

۱۵۴

  

  يرؤيت پذيررام تحقق كانونيكال گ بلوك ديا٢-٥كل ش

  

  رؤيتگر تحقق کانونيکال )۵-۳-۳

  .بلوک دياگرام اين تحقق مطابق شکل زير است
  

  

  رؤيتگررام تحقق كانونيكال گبلوك ديا) ٣-٥(شكل 

  
  :و يا به فرم ماتريسي زير

+ 
+ 1

s
 1

s
1
s

 

1h1nh −nh  

1na −−

0a−
2na −−

"  

u  

+  nx +  1nx −  y

+  

+  

+  
+
+

1
s

1
s

 
1
s

1nb −1b0b  

1a−0a−  1na −−

"  

u  

y
1x 2x  +  



 LTIتحقق و پايداري سيستمهاي : نجمفصل پ
 

۱۵۵ 
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  .باشند  پارامترهاي مارکوف در سيستم ميihکه در آن

)٥-۲۲( 
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  ان داد براي اين تحقق توان نش با محاسبة مستقيم ماتريس رؤيت پذيري مي
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رؤيـت  ذيري نـه تنهـا      پ ـن بودن ماتريس رؤيت     گهم. باشد لذا اين تحقق همواره رؤيت پذير مي      
دهد بلكه يكنواختي عددي در محاسبة متغير هاي حالت سيستم را از   سيستم را نشان مي  پذير

کنتـرل پـذيري ايـن        از طرف ديگر مـاتريس     .سازد روي اطلاعات خروجي سيستم مشخص مي     
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 زماني سيستم کنترل پذير خواهد بـود کـه          همانند قبل تنها  . n-1,1ل با آرايه هاي     كماتريس هن 
  . داراي صفر و قطب مشترک نباشدH(s)تابع تبديل 
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 ر تحقق کانونيکال کنترل)۵-۳-۴

  باشد لذا  اين تحقق دوگان تحقق قبل مي
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 لذا ماتريس کنترل پذيري سيستم ماتريس واحـد         .باشند  پارامترهاي مارکوف مي   ihکه در آن    

بلوکي اين تحقـق بـه فـرم زيـر          نماد  . باشد ل مي كبوده و ماتريس رؤيت پذيري آن ماتريس هن       
 :است

  ررام تحقق كانونيكال كنترلگبلوك ديا) ٤-٥(شكل 
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، كه ايـن    باشند  متفاوت مي  كاملاً  تحقق ها   در اين    D,C,B,Aجالب توجه است که ماتريسهاي      
  .دهد  را به خوبي نشان مي تحقق هاعدم يکتائي مثال 

  تحقق کانونيکال جوردن) ٥-٣-٥

ايدة . يمناجازه دهيد از يک مثال براي بيان اين تحقق استفاده ک          اين روش   براي سادگي نمايش    
يـر  عبکه ضمن سادگي مشخصات اين سيستم را ت       . باشد اصلي تحقق استفاده از فرم جوردن مي      

 كسـرهاي   طوردن در توابع تبديل يعني جداسازي قطبها و ايـن عمـل توس ـ            فرم ج اما  . کند مي
ي را درنظر بگيريـد کـه       منجبه عنوان مثال تابع تبديل اکيداً سره درجة پ        . شود انجام مي جزئي  

بـه  كسرهاي جزئي   اين تابع تبديل را با استفاده از        . باشد  مي ۳داراي يک ريشة تکراري با تکرر       
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 شكل زير نحوة    .توان اين تابع تبديل تجزيه شده را تحقق بخشيد         ه دو صورت مي   بدين ترتيب ب  

  .دهد تجزية اول آنرا نمايش مي
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شود خروجي ايـن تحقـق از كليـة متغيرهـاي حالـت تـأثير                شكل ملاحظه مي  ونه كه در    گهمان
حال اگر به صورت ديگر اين تابع تبديل تجزيـه          . ذير است پذيرفته است و لذا اين تحقق رؤيت        پ

  :توان ديد شده را تحقق بخشيم مي
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  .شود مي
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  )۲-٥مثال 
  . فرم كانونيكال جوردن محقق كنيدبه راسيستم زير 
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   SIMO چند خروجي - وروديك تحقق سيستمهاي ي)٤-٥

که مخـرج کليـه   , باشد  يک بردار ستوني از توابع تبديل مي      SIMOماتريس تبديل يک سيستم     
  . باشند توابع تبديل يکسان مي
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حقق اين گونه سيستمها کافي است تحقق تک تک اجزاء بدست آمده و بـا               براي بدست آوردن ت   
 کـه   يکسـان اسـت چـرا      تحقـق هـا    ماتريس حالت ايـن     . يکديگر به فرم ماتريسي ترکيب شوند     

( )d s      کنتـرل  , از طرف ديگر تنها فرمهـاي کنتـرل کننـده         .  در کلية توابع تبديل تکراري است
چراکـه ورودي کليـة     , باشـد  ذيري جوردن براي ترکيب سيستمها مناسب مي      پذيري و کنترل پ   

  . به فرم زير خواهند بود تحقق هالذا . سيستمها يکسان است
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  .باشد  ميjb  پارامترهاي مارکوف مربوط بهjih که در آن

  
   کانونيکال جوردن) ج
  

  :گيريم درنظر ميي نمايش گقبل را جهت سادپنج حالته مثال بازهم 
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يل مربوط به ماتريس تبديل سيستم حذف و صفر          دقت کنيد که اگر در يکي از توابع تبد         :نکته

 را با يکديگر ترکيب نمود لازمست کـه از           تحقق ها  قطبي امکانپذير باشد براي آنکه بتوان کلية        
تحقـق  )  پنهـان  واقعـي و  ( را به ازاي کلية قطبها       Aحذف صفر و قطب اجتناب نموده و ماتريس         

  .دهيم
  

  )۳-٥مثال 
  . سيستم زير تعيين کنيد برايرا  تحقق کانونيکال کنترل کننده

  
  .کنيم صفر و قطبهاي حذف شده را بازسازي مي :پاسخ
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  .وردتوان براحتي بدست آ حقق زير را ميلذا ت
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  است؟ذير پكاهش ناآيا تحقق فوق : الؤس

   MISO تک خروجي - تحقق سيستمهاي چند ورودي)٥-٥

  .يک بردار سطري از توابع تبديل گويا خواهد بود ماتريس تبديل چنين سيستمي

)٥-۳۳( 1 2

1 2

( ) ( ) ( )( )   
( ) ( ) ( )

r

r

B s B s b sH s
a s a s a s

 
=  
 

" 

درصورتي که به علـت حـذف   . درحالت کلي بايستي کلية چند جمله ايهاي مخرج يکسان باشند   
توان با مخرج مشترک گيـري        ديده نشود مي   صفر و قطب مسترک در تعدادي از آنهااين حالت        

  .فرم استاندارد زير را تعيين نمود

)٥-۳۴( [ ]1 2
1( ) ( ) ( )  ( )
( ) rH s b s b s b s

a s
= " 

باشد با اين تفـاوت کـه چـون کليـة             مي SIMOبحث تحقق در اينحالت نيز کاملاً مشابه حالت         
  .استفاده نمود از فرمهاي رؤيت پذير و رؤيتگر بايستي ،باشند سيستمها داراي يک خروجي مي
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   MIMOد ورودي و چند خروجي  تحقق سيستم هاي چن)٦-٥

  . را به صورت زير درنظر بگيريدMIMOماتريس تبديل يک سيستم 
)٥-۳۸( [ ]( ) ( )

m r
G s Gij s

×
= 

با توجه به اينکه ورودي و خروجي اين        . باشد  تعداد ورودي سيستم مي    r تعداد خروجي و     mکه  
ک سـادگي بـا فـرض ي ـ      تـوان بـه      نمي مانند حالتهاي قبل     ،باشند نميواحد   هيچکدامسيستم  

در اينجا بايستي بـراي سـطرهاي       . ي اجزاء را با يکديگر ترکيب نمود       تحقق ها   Aماتريس ثابت   
ري را سطي  تحقق هاي را بدست آورده و سپس کل  تحقق ها) يا ستونهاي آن ( G(s)ماتريس 

كـاهش  در اينحالت مسلماً تحقق بدست آمده       .  در آن ترکيب نمود    Aبا بلوک کردن ماتريسهاي     
 آن ةبايست با استفاده از روش جوردن يا روشهاي ديگر نسبت به کاهش مرتب           ده و مي  نبوذبر  پنا

 ـ       . پرداخت يـک روش متـداول آن   ارائـة   هروشهاي زيادي در اين زمينه وجود دارد کـه در زيـر ب
  .به صورت سطري بازنويسي کنيم  خروجي راm ورودي و rم ستفرض کنيد سي .ردازيمپ مي
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  .فرم تحقق بدست آمده بصورت زير است
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  .شوند ها از تحقق سطرهاي ماتريس به فرم زير تعيين ميiAکه در آن 
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از روشـهاي   , در اين روش و همچنين نيـاز بـه کـاهش مرتبـة تحقـق              حجم عمليات   با توجه به    
 و unpck و sysicهاي  دستوربدين منظور از . عددي مناسب در اين مرحله بايستي بهره جست

  .توان استفاده نمود  به منظور كاهش مرتبه ميminrealاز دستور 
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  :)۴-٥مثال 
1 2

1 3( )
1 1

1 1

s sG s

s s

 
 + +=  
 
 + +   

 
  : خواهيم داشتunpck و sysicاستفاده از دستور با 

1 0 0 0 1 0
0 3 0 0 0 1.4142

;   
0 0 1 0 1 0
0 0 0 1 0 1

A B

− −   
   − −   = =
   − −
   − −   

 

1 1.4142 0 0
0 0 1 1

C
− − 

=  − − 
 

  :شود سيستم كاهش مرتبه يافته به صورت زير تعيين مي minrealبا استفاده از دستور
-1.2857 0.3598 -0.6003 -1.0690 1.0690
0.3598 -1.4531 0.7559 ;     0.4760 0.1394
-0.6003 0.7559 -2.2612 0.7941 1.3556

0 -0.4351 1.5201
0 1.0505 0.6296

A B

C

   
   = =   
      

 
=  
 

  

  LTIتمهاي ساري سي پايد)٧-٥

کـه   چـرا . هندسـي اسـت   م پايداري سيستمهاي ديناميکي يکي از خصوصيتهاي مهم و مطلـوب         
کننـد    ميـل مـي  نهايت بيي از سيستم به سمت يدرصورت ناپايدار شدن درحالت کلي متغيرها    

حالت بحرانـي و خطرنـاکي در سيسـتم اتفـاق خواهـد             , که در عمل با بزرگ شدن اين متغيرها       
تعاريف متعددي  . باشد سيستمهاي کنترل مي  ريات  وضرذا دور شدن از ناپايداري يکي از        ل. افتاد

خطـي و  (اجازه دهيد در ابتدا با نگرش کلـي بـر معـادلات دينـاميکي            . براي پايداري وجود دارد   
 LTIارائه نموده و سپس توجـه خـود را بـه سيسـتمهاي              را  تعاريفي چند از پايداري     ) غيرخطي

  .معطوف سازيم
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  تعاريف پايداري) ۵-۷-۱

)سيستم غيرخطي    , )x f x t=�         را درنظر گرفته و فرض کنيـد *x         يـک حالـت تعـادل بـراي 
)*در اينحالت . سيستم است , ) 0f x t   . خواهد بود=

  

  )ايداري لياپانوفپ(پايداري به مفهوم لياپانوف : ١تعريف 

. باشد را درنظر بگيريد  ميx* و نقطه تعادل ١يا مسير x(t) سيستم فوق را که داراي يک پاسخ 
  :گوئيم اگر اين سيستم را پايدار لياپانوف مي

)٥-۴۴( 0
* *

0 0

,  0,  0

|| ( ) ( ) ||   || ( ) ( ) ||

t

x t x t x t x t

ε δ
δ ε

∀ ∈ ∀ > ∃ > ∋

− ≤ ⇒ − ≤

\
 

   : تواند تعريف شود رم اقليدسي مي که به صورت ن،رم يک بردار استن نماد ⋅ در اينجا 

)٥-۴۵( 2

1
|| ( ) || ( )

N

i
i

x t x t
=

= ∑ 

کـه بـا درنظـر      سـت   ايده اين تعريـف اين    
گرفتن شـرايط اوليـه نزديـک بـه نقطـه           

توان پاسخ را تـا حـد دلخـواه          تعادل مي 
  :ن نمودينزديک به نقطه تعادل تعي

           || ( ) * ( ) ||t x t x t δ∀ − <  
محـدود بـودن     در اين تعريف،   .خواهد ماند  باقي   x*ول  ح δسير در دايره    ر م گيا به عبارت دي   

پاسخ لحاظ شده است ولي ميل کردن به نقطه تعادل منظور نشده است و اين موضوع از لحـاظ                   
  توان به فرم زير تقويت نمود   لذا اين تعريف را مي. مهم استعملي بسيار

  پايداري مجانبي لياپانوف: ٢تعريف 

)*يما نپاسخ )x t) جانبي است اگرمپايداري ) يا نقطه تعادل  
   : پايداري لياپانوف بر قرار بوده و علاوه بر آن)الف
*  )ب  *

0 0 0 0, ( ) 0  ( ) ( ) lim ( ) ( ) 0
t

t t x t x t x t x tρ ρ
→∞

∀ ∃ > ∋ − < ⇒ − =  

                                                 

1 Trajectory 

given ε

δ∃*x  

 كنترل مدرناي بر  مقدمه
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 ρدر حـالي کـه      . شود  تعيين مي  ρ ي براي نقطه تعادل با    ئلذا در اين تعريف محدوده همگرا     
 .شـود  مـي يده   نام ١فراگيرجانبي  م حالت پايداري    ه را شامل  شود اين تعريف ب       \nکل صفحه   

شوند که عموميـت     براي سيستم هاي خطي غير متغير با زمان دو نوع پايداري ديگر تعريف مي             
  .بيشتري دارند

  پايداري داخلي: ٣تعريف 
) اگر پاسخ سيستم بـدون ورودي  ،نامند يدار داخلي ميا را پ LTI يک سيستم  )zix t  بـه ازاي 

  .سمت صفر ميل کندکليه شرايط اوليه دلخواه به 

   BIBO خروجي –پايداري ورودي: ٤تعريف 
 و (BI) اگر به ازاي ورودي محدود ، ميباشد(BIBO) خروجي – پايدار ورودي LTIيک سيستم 

)(سيستم  بدون شرايط اولية شرايط اوليه صفر پاسخ )zs ty(  محدود)BO(باقي بماند .  
  

 روشـن اسـت ديـدگاه تعريـف در پايـداري            LTIداري در سيستمهاي    همانگونه که از تعريف پاي    
م به صورت معادلات حالـت و يـا ديـدگاه کنتـرل مـدرن               يستداخلي کاملا منطبق بر نمايش س     

 خروجي دلالت بر ديـدگاه      – در صورتي که در تعريف دوم، شرايط اوليه صفر و ورودي           .شدبا مي
تحليـل پايـداري     لـذا تـرجيح عمـومي     . ردم به صورت تابع تبـديل دا      يستکلاسيک يا نمايش س   

  .شود سيستمهاي خطي بر پايداري داخلي بنيان گذارده مي

  LTIمهاي ت قضاياي پايداري سيس)۵-۷-۲

   پايداري داخلي)۳-٥ ةقضي
 در نيم صفحه    A ماتريس   ةژي پايدار داخلي است، اگر و تنها اگر، کليه مقادير و          LTIيک سيستم   

)Re (: قرار گيرند(OLHP)باز سمت چپ  ) 0i iλ λ∀ → <(  
  شرط کافي :اثبات

) همانگونه که قبلا در حل معادلات حالت بيان شد در کلي ترين حالت پاسخ                )zix t   از ترکيب 
itktخطي   eλ  شود کـه      تشکيل ميiλ   مـاتريس    ةژي ـمقـادير و A و k     در . باشـد   تکـرر آن مـي

)Reصورتيکه  ) 0iλ   . باشد اين منحني نمائي به سمت صفر ميل خواهد نمود>

                                                 

1 Globally asymptotically stable 
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ــرط ــادير و  :لازم ش ــي از مق ــد يک ــرض کني ــحــال ف ــاتريس ةژي ــوق صــدق  A م  در شــرط ف
)Reنکند ) 0iλ فـرض  . دهيم سيستم پايداري داخلي نخواهد داشـت       مينحالت نشان    در اي  ≤

x(0)1 بـا شـرط اوليـه        .باشـد 1λ بردار ويژة مربوط به مود       1vکنيد   v=     پاسـخ بـدون ورودي
1            :سيستم برابر است با

1( ) t
zix t v eλ=  

)1Reچون  (اما اين منحني نمائي واگراست       ) 0λ لذا پاسخ در اينحالت به سمت صفر ميل        ). ≤
  .نخواهد کرد و بدين ترتيب پايداري داخلي وجود نخواهد داشت

■ 
  

مقـادير ويـژة مربوطـه بـه نـيم      متناظر بـا  مودهائي , مشابه با مودهاي کنترل پذير و رؤيت پذير   
 بـا  BIBOپايـداري  ة اولـين قضـي   . نامنـد  ميمودهاي پايدار   را   1(OLHP)مت چپ   صفحه باز س  

  . ارتباط نزديک داردديريشلهشرط 
  

  :(Dirchlete)شله يير د شرط )۴-۵قضية 
رم يک  پاسخ    ن,  تنها اگر   و اگر,  است BIBOپايدار  ,  تک خروجي  – تک ورودي  LTIيک سيستم   

قي بماند ضربه سيستم محدود با
1

( )h t <   :يا  ∞
  
)٥-۴۶( 

0
| ( ) |h t dt

∞
< ∞∫ 

   شرط کافي:اثبات
 بـه فـرم زيـر نوشـته         (zs)بـا شـرايط اوليـة صـفر         با استناد به انتگرال کانولوشن پاسخ سيستم        

  .شود مي
)٥-۴۷( 

0
( ) ( ) ( )

t
y t h u t dτ τ τ= −∫ 

|| و داشتن BIBOبا توجه به محدود بودن ورودي در شرط  ( ) |h t ∞ < ∞  

)٥-۴۸( 0

0

( ) | ( ) | | ( ) |

| ( ) |

t

t

y t h u t d

M h d

τ τ τ

τ τ

≤ ⋅ −

≤ < ∞

∫
∫

 

                                                 

1 Open left half plane 
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)لذا  )y t <   . خواهد شد∞
) فرض کنيد شرط     .كنيم  استفاده مي  برهان خلف از  : شرط لازم  )h t

∞
< در . شدبا برقرار ن  ∞

 ورودي خاصـي را مطـابق زيـر         امـر براي اثبات اين    .  محدود باقي نخواهد ماند    yاينصورت هرگز   
  .کنيم تعريف مي

)٥-۴۹( 
1  if  ( ) 0

( )
1  if  ( ) 0

h
u t

h
τ

τ
τ

+ ≥
− = − <

 

  در اينحالت
)٥-۵۰( ( ) ( ) ( )h u t hτ τ τ− = 

  :و خروجي سيستم برابر خواهد بود با
)٥-۵۱( 

0
( ) ( )

t
y t h dτ τ= ∫ 

  .ناهي خواهد شد خروجي نيز نامتh(t)که با عدم متناهي بودن فرم 
■ 

  :رم يک محدود باشندن کليه عناصر ماتريس انتقال بايستي داراي MIMOدرحالت 
)٥-۵۲( 1|| ( ) ||ijh t < ∞ 

ايـن شـرط    . در غير اينصورت براي ورودي خاص يـک خروجـي ممکـن اسـت نامحـدود گـردد                 
ي تـابع تبـديل     توانـد بـه صـورت زيـر بـرا          برحسب پاسخ ضربة سيستمها بيان شده است و مي        

  .سيستمها نيز تعميم يابد

  )٥-۵قضية 
کليـه  , اگـر و تنهـا اگـر      , باشـد   مي BIBO خطي غير متغير با زمان پايداري        SISOيک سيستم   

)Re. قطبهاي تابع تبديل آن در نيم صفحة باز سمت چپ قرار گيرند ) 0i ip p∀ → <.   
  

 بـا تفکيـک پاسـخ بـه          است كه  داري داخلي يضية پا  اين قضيه نيز کاملاً مشابه با اثبات ق        :اثبات
ipمضارب  tkt eپذيرد  صورت مي.  

■ 
يابـد کـه کليـه عناصـر          نيز شرط لازم و کافي فوق بدين ترتيب تعمـيم مـي            MIMOدر حالت   

)Reماتريس تبديل بايستي داراي قطبهاي پايدار  ) 0ip   . باشند>
تعبيـر شـده انـد بـا     مختلـف  دو نگـرش    با اينکه باBIBOداري داخلي و پايداري در تعريف پاي

پايدار داخلي باشد با توجـه بـه اينکـه خروجيهـا از              اگر سيستمي . طقي دارند نيکديگر ارتباط م  
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امـا  . باشـد   مـي  BIBOشـود حتمـاً پايـدار        ترکيب خطي متغيرهاي حالت محدود تشکيل مـي       
که تحقق يک تابع پايـدار ممکـن اسـت شـامل مودهـاي               چرا .معکوس آن هميشه صادق نيست    

امـا  . شـود  پايداري داخلي خدشه دار مـي     , پنهان باشد که درصورتيکه اين مودها ناپايدار باشند       
صـر  اباشد امکان حذف صـفر و قطـب بـراي عن   ذير  پكاهش نا درصورتي که تحقق انجام پذيرفته      

 پايـداري داخلـي را نتيجـه        BIBOي  تـوان از پايـدار     ماتريس تبديل وجود نخواهد داشت و مي      
داراي اهميـت   پايـداري داخلـي     د   اغلب موار  در, به هر حال در تئوري سيستمهاي خطي      . گرفت

  .اصلي است

  LTIقضية پايداري لياپانوف و تحليل پايداري سيستمهاي ) ۵-۷-۳

ايـن قضـيه    .  ارائه شـده اسـت     ۱۹۲۷ل  مهمترين قضية پايداري سيستمها توسط لياپانوف در سا       
مسـلماً بـه علـت      . شـود  بوده و کليه سيستمهاي خطي و غيرخطي را شامل مـي           بسيار عمومي 

مشخصـات  . روش محاسبة خيلي شـفافي در اختيـار کـاربر نخواهـد گذاشـت             , بودن آن  عمومي
در . ودش ـ مـي تري از اين قضيه پايداري و اثبات آن در سيستمهاي کنترل غيرخطي ارائه               دقيق

  .کنيم  کاربرد آن را درسيستمهاي خطي بررسي مي،اين قضيه اينجا با بيان عمومي

  )روش دوم لياپانوف(جانبي لياپانوف م پايداري )۶-۵قضية 

)يک سيستم غيرخطي     )x f x=�         با نقطة تعـادل در مبـدا * 0x ايـن  .  را در نظـر بگيريـد      =
تـابع   (V(x) اگر يـک تـابع اسـکالر    ،جانبي لياپانوف است م پايدار   ،ول اين نقطه تعادل   سيستم ح 

  . کندقبراي سيستم بتوان يافت که در شرط زير صد) انرژي
 يعني :  تابع مثبت معين باشدV(x)تابع 
  .هاي جزئي اول پيوسته باشدقشتمول مبدا پيوسته و داراي ح در محدوده اي V(x)) الف
0) ب ( ) 0x V x∀ ≠ → >  
for 0) ج ( ) 0x V x= → =  

0:  منفي معين باشدV(x)مشتق تابع  ( ) 0x V x∀ ≠ → <�  
درصورتي که عـلاوه بـر شـرايط فـوق در           , دهد  پايداري را نشان مي    ياين قضيه به صورت محل    

)و منفي معـين بـودن تـابع       V(x) شرايط مثبت معين بودن تابع       \nکليه نقاط    )V x�  برقـرار 
  :١باشد به علاوه شرط غير محدود بودن شعاعي

                                                 

1 Radial unboundedness 
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)٥-۵۳( || || ( )x V x∀ → ∞ ⇒ → ∞ 
  . برقرار خواهد بودفراگيرپايداري به صورت . برقرار شود

  .پايداري لياپانوف سيستم زير را بررسي کنيد: )۵-٥مثال 
1 2

3
2 1 2 12 3 2

x x

x x x x

=


= − − −

�
�

  

)زنيم که  يک تابع لياپانوف حدس مي ) 0V x   . باشد<
4 2 2
1 1 1

1( ) ( 2 )
2

V x x x x= + +  

  .گيريم حال از اين تابع مشتق مي
3
1 1 1 1 1 2

1( ) (4 4 2 )
2

V x x x x x x x= + +� � � �  

  .شوند در اينجا معادلات حالت سيستم وارد مي
3 3

11 2 1 2 2 1 2

2
2

1 4 ( ) 4 2 ( 2 3 2 )
2

3 0

x x x x x x x x

x

 = + + − − − 

= = − <"
  

x(1,0)نقاطي غير صفر مثلا     در  معين است اما اينگونه نيست چراکه       ظاهراً اين تابع منفي      = 
)تابع   ) 0V x ان داد ش ـالبته اين مشکل بزرگي نبوده و معمولا درصـورتي بتـوان ن     . باشد  مي �=
يـا قضـية   ميم قضية لياپانوف ع طبق ت  ،گيرد قرار نمي ن نقطه برروي مسير حرکت سيستم       که اي 

در هر حال سيستم فوق پايدار مجانبي بوده و همچنـين           . توان پايداري را اثبات نمود     لاسال مي 
  . استفراگيراين پايداري 

  
  :در اينحالت. نمائيم حال توجه خود را به سيستمهاي خطي غير متغير با زمان معطوف مي

)٥-۵۴( ( )x f x x Ax= → =� � 
  .توان براي سيستم پيشنهاد داد انوفي به فرم زير ميتابع لياپ وميبه صورت عم

)٥٥-٥( ( ) TV x x Px= 
  .توان چک نمود و شرط پايداري را مي

)٥-۵۶( 
( )

( )

T T T T T

T T

V x x Px x Px x A Px x PAx
x A P PA x

= + = +

= +

� � �
 

  با فرض
)٥-۵۷( ( )TA P PA Q+ = − 
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  :خواهيم داشت
)٥-۵۸( ( ) TV x x Qx= −� 
انوف پصدق كند، مشتق تابع ليا    ) ٥٧-٥( مثبت معين بتوان يافت كه در معادلة         Qس  ر ماتري گا

تـوان از ايـن خصوصـيت        لذا مي . انوف خواهد بود  پايدار مجانبي ليا  پمنفي معين بوده و سيستم      
  .براي كلية سيستمهاي خطي استفاده نمود

  انوفپمعادلة ليا) ٧-٥قضية 
xسيستم خطي    Ax=�   0ر به ازاي هر ماتريس مثبت معين گا. يريدگ را در نظر بQ  بتـوان  <

  :انوفپ مثبت معين يافت كه درمعادلة لياPماتريس 
  TA P PA Q+ = −  

  .ايدار مجانبي خواهد بودپاه سيستم گكند، آنصدق 
  

  :خلاصة روش
0Qابتدا يك     كنيم  دلخواه انتخاب مي<
 .كنيم  عناصر آنرا محاسبه ميPانوف با فرض متقارن بودن پاز معادلة ليا 
يدار و در غير اينصورت سيسـتم  پاباشد سيستم خطي  مثبت معين Pدر صورتي كه    

  .ايدار استپنا
  

  .پايداري سيستم خطي زير را توسط روش لياپانوف بررسي نمائيد: )۶-٥مثال 

1 1 2

2 1 2

2 1 2
4 1 4

x x x
A

x x x
 = − − − − 

→ =  = − − 

�
�

  

  به صورت متقارن  P  با فرض.کنيم  حل ميQ=Iمعادله لياپانوف را براي 

11 12

12 22

p p
P

p p
 

=  
 

  

  :كنيم ونوف به صورت زير تعيين ميپ را از معادلة لياPضرايب 

11 12 11 12

12 22 12 22

1 1 1 2 1 0
2 4 1 4 0 1

TA P PA Q
p p p p
p p p p

+ = −
− − − −        

+ =        − − − −        
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11 12

11 12 22

12 22

2 2 1
2 5 0
4 8 1

p p
p p p
p p

− + = −
⇒ − − + =
− − = −

  

11 12 22
23 7 11,   ,   
60 60 60

p p p−
⇒ = = =  

11

2
2

23 7 0
60 60     23 11 49 2047 11 det 5.6 10 0

60 360060 60

P
P

P −

−  > 
=   × −− = = = × > 
  

  

  .باشد طي پايدار مجانبي ميباشد و لذا سيستم خ  مثبت معين ميPبنابراين 
  

اين فصل به صـورت     قضيه  سيستمهاي خطي با آخرين     ارتباط پايدار مجانبي و پايدار داخلي در        
  .شود مشخص ميزير 

  

  )۸-٥قضية 
) متغير با زمان     سيستم خطي غير   )x A x=�           پايدار مجانبي است اگر و تنها اگر پايدار داخلـي 

  يا  .باشد
  

  
  

   جمع بندي)٨-٥

. ايداري آنها آشنا شده ايـم     پاين فصل با روشهاي تحقق سيستمهاي خطي و روشهاي تحليل           .در
تحقق سيستم به معناي نمايش يك سيستم به فرم فضاي حالت در صـورت معـين بـودن فـرم                    

 فـرم فضـاي حالـت       از آنجائي كه بر خلاف نمايش ماتريس حالـت،        . باشد ماتريس حالت آن مي   
از آن  . ي بسياري براي يك ماتريس تبديل قابـل بيـان اسـت            تحقق ها  باشد،   سيستم يكتا نمي  

ر، كنترلر و تحقق جـوردن در ايـن فصـل    گذيري، رؤيتپذيري، رؤيت پي كنترل  تحقق ها جمله  

 پايدار داخلي= پايدار مجانبي 
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نـد  چ تحقـق در حالـت       جامعفرم  . تشريح شده اند، و به خصوصيات اصلي آنها اشاره شده است          
  . ند خروجي نيز در انتها تشريح شده استچ -ديورو

ايداري سيستمهاي كنترل شرط اوليـه و مهـم در طراحـي هـر نـوع سيسـتم كنترلـي                    پتحليل  
ايداري كه در اين فصل ارائـه شـده اسـت، بررسـي             پاين مهم توسط قضاياي مبسوط      . باشد مي

ف توجه قرار داده ايـم       سيستمهاي غير خطي و خطي را طر       ايداريپدر ابتدا تعاريف    . شده است 
ايداري سيستمهاي غير خطي قضاياي منتج شـده        پانوف در تحليل    پس از ارائة قضية مهم ليا     پو  

ايـداري سيسـتمهاي    پايداري داخلي كه مهمترين نوع      پ. براي سيستمهاي خطي ارائه شده است     
  .رفته استگباشد، در انتها مورد تجزيه و تحليل دقيق قرار  خطي مي

  لئمسا

يت پـذيري را بـراي سيسـتمهاي زيـر بدسـت            ؤي کانونيکال کنترل پذيري و ر      تحقق ها   )۵-۱
  .کنيد را بررسي  تحقق ها پذيري اين رؤيتآوريد و کنترل پذيري و 

3  )الف 2

1H(s)=
1

s
s s s

+
+ + +

3  )ب   2

2 3H(s)=
2 2

s
s s s

+
− + +

  

  )ج
2

3 2

1H(s)=
1

s s
s s s

+ +
+ + +

  )د  
2

3 2

2 2H(s)=
1

s s
s s s

+ +
+ + +

  

 
  و و هارمونيک درايDC موتور )۵-۲

2ي کانونيکال کنترل پذيري و رؤيت پذيري را براي تابع تبديل             تحقق ها 

v
θ    سيستم موتور DC 

  . معرفي شده است را تعيين نمائيد)۳-۲(و هارمونيک درايو که در مسئله 
  
  ي مبدل حرارت)۵-۳

3cي کانونيکال کنترل پذيري و رؤيت پذيري را براي تابع تبديل             تحقق ها 

HF
∆Τ
∆

 سيستم مبـدل    

  .معرفي شده است را تعيين نمائيد) ۶-۲(که در مسئله  حرارتي
  
2 سيسـتم     را که از ترکيـب سـري دو        سيستمي )۵-۴ 1,H H           تشـکيل شـده اسـت را درنظـر

  :با فرض اينکه .بگيريد

1 2 2
1 2( 1)( ) ;  ( )

( 1)( 1) 1
sH s H s

s s s s
−= =

− + + +
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2ي کانونيکال کنترل پذيري را براي سيستمهاي  تحقق ها )الف 1,H Hتعيين کنيد .  
باشد بـراي ترکيـب فـوق بـا بـردار            2Hبردار حالت   2xو   1H بردار حالت سيستم     1x اگر   )ب

1حالت 

2

x
x

x
 

=  
 

  .تعيين کنيد) ي مربوطه با استفاده از قسمت الف تحقق ها

ير است؟ درصورتي که جواب منفي است مود يا مودهـاي کنتـرل             پذنا آيا اين تحقق کاهش      )ج
 سيسـتم   پنهـان آيا اين مودها را با اسـتفاده از مودهـاي        . ناپذير و يا رؤيت ناپذير را تعيين کنيد       

  .توان تاييد کرد مي
  
2 را مجددا حل نمائيد بـا فـرض اينکـه سيسـتمهاي              ۴-۵مسئله   )۵-۵ 1,H H     جابجـا شـده 

  .باشند
  
  . پايدار داخلي است؟ چرا۴-۵ آيا سيستم ترکيبي مسئله )۵-۶
  
  . پايدار داخلي است؟ چرا۵-۵ آيا سيستم ترکيبي مسئله )۵-۷
  
  . سيستم زير را درنظر بگيريد)۵-۸

[ ]

0 1 0 1
0 0 1 0
1 0 0 1

1 0.5 1

x x u

t x

   
   = +   
   −   

= −

�
  

  .سيستم پايدار داخلي استاين  آيا )الف

y تابع تبديل )ب
u

  . مي باشدBIBO را محاسبه نموده و نشان دهيد اين سيستم پايدار 

  . فرض کنيد يک ورودي اغتشاشي به سيستم به فرم زير اعمال شود)ج
0
0
1

w
 
 
 
  

  

yنشان دهيد با اين ورودي تابع تبديل 
w

  . نمي باشدBIBO پايدار 
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  :زير براي تابع تبديل )۹-٥

 1( )
1

G s
s

=
+

  

  . يک تحقق کاهش ناپذير بيابيد)الف
  .يک تحقق کنترل پذير و رؤيت ناپذير بيابيد) ب
  . يک تحقق کنترل ناپذير و رؤيت پذير بيابيد)ج
  . يک تحقق کنترل ناپذير و رؤيت ناپذير بيابيد)د
  
٥-۱۰(   

  .يري تابع تبديل زير را بيابيدي کانونيکال کنترل کننده و کنترل پذ تحقق ها )الف

2

2( )
( 2)( 3)

G s
s s

=
+ +

  

  .يت پذيري را براي سيستم زير پيدا کنيدرؤي رؤيت کننده و  تحقق ها) ب
3 2

2

2 2 1( )
( 1) ( 2)

s s sG s
s s
+ + +=
+ +

  

 نمـوده و    م را رس ـ   تحقق ها  ي بدست آمده کاهش ناپذيرند، بلوک دياگرام اين          تحقق ها  آيا  ) ج
  .نيدبه صورت کالمن تجزيه ک

  
حداقل دو تحقق براي ماتريسهاي تبديل زير بيابيد و بـرروي کـاهش ناپـذير بـودن آن                   )۱۱-٥

  .بحث کنيد
  

1  )الف 1( )
1 2 1

G s
s s s
 =  + + + 

  )ب  
1
2 1( )
1

1

s sG s

s

 
 + +=  
 
 + 

  

  )ج
2

2

2

2
( 1) ( 2)

( )
2 2

( 1) ( 3)

s
s s

G s
s s

s s s

 
 + + =
 + +
 + + 
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  )د
2

2 2

2 3 2 2( )
( 1) ( 3) ( 1)( 3)

s s sG s
s s s s s

 + + +=  + + + + 
 

  
  
  
  .راي ماتريسهاي تبديل زير بيابيدبيک تحقق کاهش ناپذير  )۱۲-٥

  )الف
2 2
1 2( )

1
1

s
s sG s

s s
s s s

+ 
 + +=  

+ 
 + + 

  )ب  

2

2 2

2

1 2 1

( )
3 2

s s
s sG s

s
s s

 + +
 
 =

+ 
  

  

  
 
  .نمايش فضاي حالت سيستم نشان داده شده در بلوک دياگرام زير را پيدا کنيد )۱۳-٥

  
  
  

4ي کانونيکال مختلف را براي سيستم  تحقق ها )۵-۱۴

1( )G s
s

  . بيابيد=

  
. نشان دهيد پارامترهاي مارکوف يک سيستم تحـت تبـديل هماننـدي تغييـر ناپذيرنـد          )۵-۱۵

همچنين نشان دهيد که ماتريس کنتـرل پـذيري تحقـق کانونيکـال رؤيتگـر، مـاتريس هنکـل                   
[1, 1]M n   . مي باشد−

  
  . زير را درنظر بگيريدهايسيستم )۵-۱۶

∞−kبا استفاده از روش لياپانوف پايداري سيستم را به ازاي تغييرات  ≤ <   . تحليل کنيد∞+

1

1
s s−

 β"  
nx  1x

2xu  

y
1

1
s s−1

1
s s−

 
1

1
s s−
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1  )الف
0 2

k
A

− 
=  − 

  )ب  
0 1 0

( ) 0 0 1
1 0

x t x
k

 
 =  
 − − 

�  

  
  .پايداري سيستم زير را با روش لياپانوف بررسي کنيد )۵-۱۷

1 1
2 3

x
− 

=  − 
�  

  .سيستم زير را درنظر بگيريد )۵-۱۸

[ ]

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0

( ) ( ) ( )
0 0 0 1 0
1 2 10 4 1

( ) 0 0 0 1 ( )

x t x t u t

y t x t

   
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  . سيستم را تحليل نموده و برروي آن بحث کنيدBIBOپايداري داخلي و 
  
مدارهاي الکتريکي زير را درنظر بگيريد که بـا جـايگزيني دو بخـش خـود بـا يکـديگر                     )۵-۱۹
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  .بحث نمائيديج ت بررسي نموده و برروي نتا را در هر حالBIBOپايداري داخلي و 
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