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 :انتگرال معين و نامعين 

sinبراي محاسبه –1 xdx±∫ xاز اتحاد 1 xsin x (sin cos )± = ± 21
2 2

cosو براي محاسبه  x dx±∫ از اتحاد هاي 1

xcos x cos+ = 21 2
2

xcosو  x sin− = 21 2
2

 .استفاده كنيد  

np(x)(axبراي محاسبه –2 b) dx+∫ كهp(x) يك چند جمله اي دلخواه است قرار دهيدu ax b= + . 

 .اده كنيد ه شده استفمول كاهش توان كه در نكته اول گفتبراي محاسبه انتگرال از توان هاي زوج سينوس يا كسينوس و يا حاصل ضربي از اين دو از فر –3

mبراي محاسبه –4 nsin x cos x dx∫ مثلثاتي عبارت وقتي كه خداقل يكي از توان ها فرد باشد ، از توان فرد يك واحد جدا كرده بقيه عبارت را بر حسب 

sinيعني اگر. مي نويسيم و از تغيير متغير عكس آن عبارت جدا كرده استفاده مي كنيم  ديگر  x را جدا كرديمu رابررا بcos x  مي گيريم و برعكس. 

mبراي محاسبه  –5 ntan x sec x dx∫ اگرm فرد باشد ، tan x sec x را جدا كرده و توان باقي مانده از تانژانت را كه يه عدد زوج است بر حسب

sec x مي نويسيم و از تغيير متغيرu sec x=  استفاده مي كنيم. 

secزوج باشد ، nبا مفروضات نكته بالا اگر  -6 x2  را جدا مي كنيم و توان باقي مانده از سكانت را كه عددي زوج است بر حسب تانژانت مي نويسيم و از تغيير

uمتغير tan x=  بهره مي بريم. 

mبراي محاسبه –7 ncot x csc x dx∫ و به جاي سكانت از كسكانت استفاده  مانند نكات بالا عمل مي كنيم با اين تفاوت كه به جاي تانژانت از كتانژانت

 .مي كنيم 

xzبراي محاسبه انتگرال يك كسر گويا بر حسب سينوس و كسينوس قرار مي دهيم –8 tan=
2

 :و به اين ترتيب داريم  

z z dxsin x , cos x , dx
z z z

−
= = =

+ + +

2

2 2 2
2 1 2

1 1 1
 

dxبراي محاسبه –9
a sin x bcos x c+ +∫ 2 cosصورت و مخرج را بر 2 x2 تقسيم كرده و سپس از تغيير متغيرu tan x=  استفاده كنيد. 

. گرال را محاسبه كنيم براي محاسبه انتگرال توابع راديكالي بايد به نحوي كل عبارت زير راديكال را به يك عبارت مربع كامل تبديل كنيم تا بتوانيم مقدار انت –10

nبرايخصوصا  ax b+ از تغيير متغيرu ax b=  .استفاده كنيد  +

aدر مواجه شدن با –11 x−2 aو 2 x+2 xو 2 a−2 xبه ترتيب از 2 a sinθ=،x a tanθ= وx a secθ= استفاده كرده و حدودθ  را

 .كه تابع مثلثاتي داراي معكوس باشد  طوري انتخاب  كنيد
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به اين ترتيب كه مخرج را . از روش تجزيه كسرهاي جزئي كمك مي گيريم  رت از درجه مخرج كمتر باشد در مواجه شدن با كسرهاي گويا چنانچه درجه صو –12

و باقي مانده آن  اگر درجه صورت از مخرج بيشتر بود ابتدا صورت را بر مخرج تقسيم كرده .به عوامل سازنده آن ، تجزيه كرده و متناظر هر عامل كسر مي نويسيم 
 . را با روش زير تجزيه كسر مي كنيم 

k(xاي عبارتبه ج )الف  a)− كهk N∈ مجموع ،k  كسر به شكل زير نوشته مي شود: 

k
k

AA A
...

x a (x a) (x a)
+ + +

− − −
21

2 

k(xبه جاي عبارت )ب  ax b)+ Δكه 2+ < 0 ،k  كسر زير را قرار مي دهيم: 

k k
k

B x CB x C B x C
...

x ax b (x ax b) (x ax b)
++ +

+ + +
+ + + + + +

2 21 1
2 2 2 2 

 . براي محاسبه ضرايب كافي است دو طرف تساوي را در مخرج كسر ضرب كرده و ضرايب چند جمله هاي ايجاد شده در دو طرف را با هم مقايسه كنيم

kاز رابطه) الف ( در حالت  kAبراي محاسبه ضريب –13
k x a

A Lim(x a) f (x)
→

=  .استفاده كنيد  −

صل ضرب توابع نمايي در سينوس و در مواجه شدن با حاصل ضرب چند جمله اي در نمايي و سينوس و كسينوس مثلثاتي و هيپربوليك و لگاريتم يا حا –14

 .كسينوس از روش جزء به جزء استفاده كنيد و

lnبراي محاسبه انتگرال هايي مانند –15 x dx∫  ،Arcsin x dx∫،(Arc tan x) dx∫ كه انتگرال مورد نظر فقط شامل يك عبارت است ... و  2

dxو قرار دادن  uايده اصلي استفاده از روش جزء به جزء با گرفتن آن عبارت به عنوان dv=  است. 

sinانتگرال هاي توان هاي فرد –16 ax وcos ax  بر بازه هايي كه طول آن برابر ضريبي از دوره تناوب است ، صفر مي شود. 

 .انتگرال هر تابع فرد پيوسته بر بازه متقارن برابر صفر است  –17

 :قضيه اساسي حساب ديفرانسيل و انتگرال  –18

u(x)

v(x)

d f (t)dt u (x)f (u(x)) v (x) f (v(x))
dx

′ ′= −∫ 

kfجمله عمومي عبارت داده شده را برابر) باشد  nوقتي تعداد جملات برابر( براي محاسبه حد مجموع ريمان  –19 (c )
n
ضرب كرده و  nقرار داده و آن را در 1

kدر آن
n

kكه معمولا برابر kcپس از شناسايي. ايجاد مي كنيم  
n

kcانتخاب مي شود و تبديل  x→ تابعf (x) د و پاسخ برابرحاصل مي شوf (x)dx∫
1

0
 

kمي تواند هر عددي در بازه kcدقت كنيد كه. مي باشد  k,
n n
− 

  
kانتخاب شود ولي معمولا برابر 1

n
 .مي شود  
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به شكل كران  uروش هاي تغيير متغير و جزء به جزء حل نمي شوند يه ايده مناسب استفاده از تغيير متغيربراي محاسبه انتگرال هاي معيني كه با استفاده از  –20

 . است  xبالاي انتگرال داده شده منهاي

 :انتگرال ناسره 

در هر يك از آن ها در انتگرال هايي كه بيش از يك ناسرگي دارند  انتگرال را به دو بازه تقسيم كرده و همگرايي يا واگرايي انتگرال را به صورت جدا گانه  –21

 .همگرايي فقط زماني رخ مي دهد كه انتگرال در همه ناسرگي ها همگرا باشد . بررسي مي كنيم 

paانتگرال ناسره –22

dx
x

+∞

aكه در آن(  ∫ > pبراي) مي باشد  0 > pهمگرا و براي 1 ≤  .واگراست  1

انتگرال ناسره -23
a

p

dx
x∫0  )كه در آنa > pبراي) مي باشد  0 < pهمگرا و براي 1 ≥  .واگراست  1

انتگرال ناسره -24
a

px

dx
(x x )−∫

00
aكه در آن(   x> pبراي) مي باشد  0 < pهمگرا و براي 1 ≥  .واگراست  1

اگر )مقايسه آزمون( –25
b

a
f (x)dx∫ و

b

a
g(x)dx∫ فقط درx0 ناسره بوده و در همسايگي نقطه ناسرگي داشته باشيمf (x) g(x)≥ ≥ در اين  0

 صورت 

همگرايي )الف 
b

a
f (x)dx∫ نتيجه مي دهد كه

b

a
g(x)dx∫  همگراست. 

واگرايي )ب 
b

a
g(x)dx∫ نتيجه مي دهد كه

b

a
f (x)dx∫  واگراست. 

fاگر )آزمون هم ارزي (  –26 (x) فقط درx0 ناسره بوده و در اين نقطهf (x) g(x) آن گاه
b

a
f (x)dx∫ و

b

a
g(x)dx∫  از لحاظ همگرايي يا

 .واگرايي مثل هم هستند 

اگر -27
a

f (x)dx
+∞

pfفقط در بي نهايت ناسره بوده و در اين نقطه ∫ (x)
x
1

 چنان چهp > pانتگرال همگرا و براي 1 ≤  .واگراست  1

اگر -28
b

a
f (x)dx∫ فقط درx x= pfناسره بوده و در اين نقطه 0 (x)

(x x )− 0

1
 چنان چهp < pانتگرال همگرا و براي 1 ≥  .واگراست  1

اگر -29
b

a
| f (x) |dx∫ همگرا باشد ، آن گاه

b

a
f (x)dx∫  است ) همگراي مطلق ( همگرا. 

ه مي ين محاسببراي محاسبه انتگرال ناسره به جز در حالتي كه نقطه ناسرگي داخل بازه است ، نيازي به توجه به ناسرگي نيست و آن را مانند انتگرال مع –30

 .ولي در جايگذاري ناسرگي در تابع اوليه در صورت نياز بايد حد آن را جايگزين مقدار نماييم . كنيم 

pگاما با رابطه تابع –31 tΓ(p ) t e dt
+∞ −+ = pبراي 01∫ > Γ(pتعريف شده و داراي رابطه بازگشتي 1− ) pΓ(p)+  .مي باشد  1=
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 :انتگرال كاربرد 

yمساحت ناحيه محدود توسط نمودار هاي –32 f (x)= وy g(x)= در فاصلهa x b≤ ها از يكي از دو نمودار  yكه در اين فاصله خط موازي محور ≥

وارد و از ديگري خارج شود برابر
b

a
| f (x) g(x) |dx−∫  است. 

yاگر ناحيه محدود بين دو نمودار )روش ديسك (  –33 f (x)= وy g(x)=  ) حول خط. ) كه يكي سقف و ديگري كف ناحيه استy β=  دوران

 :ت مي آيد ران از رابطه زير به دسكند ، حجم جسم حاصل از دو

 
b b

a a
V π (R R )dx π (g(x) β) (f (x) β) dx= − = − − −∫ ∫2 2 2 2

2 1 

 .همان شعاع دوران مي باشد  Rكه 

]در فاصله gو fاگر ناحيه محدود بين دو نمودار) روش پوسته استوانه اي (  –34 ]a ,b  ) حول . ) كه يكي از نمودارها سقف و ديگري كف ناحيه است

x خط α=  دوران كند از رابطه
b

a
π | x α || f (x) g(x) |dx− )ارتفاع ( ×)شعل دوران( dx(ت مي آيد زير به دس2∫−

b

a
π∫ 2. ( 

.  نداردها باشد  xبر محور دوران باشد و هيچ الزامي به اين كه محور دوران محور  عمودروش ديسك فقط تاكيد بر اين نكته دارد كه المان انتخاب شده   -35

ها  yمحورجهت باشد و لزومي به دوران صرفا در  محور دوران موازيهمچنين روش پوسته استوانه نيز فقط تاكيد بر اين مطلب دارد كه المان انتخاب شده 

  يستن

در اين حالت نيمه بالايي يا . محور دوران نبايد از داخل شكل عبور كند فقط در صورتي مي تواند اين اتفاق بيفتد كه محور دوران محور تقارن ناحيه باشد  –36

 .ضرب كنيم  2پاسخ نهايي را در  نبايدپاييني جسم رو دوران داده و 

]در بازه fطول قوس تابع –37 ]a ,b برابر
b

a
ds∫  اگر تابع. استf به صورتy f (x)= باشد ds f (x) dt′= + پارامتري باشد به  fو اگر 21

dsصورت x (t) y (t) dt′ ′= +2  .مي باشد 2

aمساحت سطح جانبي ايجاد شده در اثر دوران قسمتي از آن در فاصله. داراي مشتق مرتبه اول پيوسته است  fتابع -38 x b≤ حول محور افقي يا قائمي  ≥

كه منحني را قطع نمي كند برابر
b

a
π R ds∫2 است كهR  همان شعاع دوران مي باشد. 

محور تقارن نمودار باشد ، كافي است سطح جانبي حاصل از دوران نيمه اي از شكل كه در يك ) در دوران يك نمودار حول يك محور ( اگر محور دوران  –39

 .ضرب كنيم  2پاسخ نهايي را در  نبايدطرف محور دوران واقع است را محاسبه كنيم و 

aها و در فاصله xقطعه سيمي در امتداد محور –40 x b≤ جرم جسم برابر. است  δ(x)طوري قرار دارد كه چگالي خطي آن در هر نقطه ≥
b

a
δ(x)dx∫

 .مي باشد 
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41- D ناحيه اي در صفحه است كه به محورx ها و نمودارy f (x)= و خطوطx a= وx b=  مركز هندسي اين ناحيه. محدود شده استG (x , y) 

 :است كه 

 

 

 : در صفحه حول محوري كه از داخل آن عبور نمي كند دوران كند ، حجم جسم حاصل از دوران برابر است با Dاگر ناحيه )قضيه اول پاپوس (  –42

V A πd= × 2 

 .فاصله مركز هندسي ناحيه از محور دوران است  dمساحت ناحيه و Aكه

lدر صفحه حول محوري كه آن را قطع نمي كند دوران كند ، مساحت سطح ايجاد شده در اثر دوران برابر cاگر منحني )قضيه دوم پاپوس (  –43 πd× 2 

 .فاصله مركز هندسي خم از محور دوران است  dطول قوس خم و lمي باشد كه

yمساحت محدود توسط منحني پارامتري –44 y(t)= وx x(t)= و خطوطx f (a)= وy f (b)= و محورx ها برابر
t b b

t a a
| y | dx | y(t) || x (t) | dt

=

=
′=∫  .است  ∫

yاگر منحني پارامتري – 45 y(t)= وx x(t)= مورد نظر برايa t b≤ بسته و در جهت مثلثاتي باشد ، مساحت محدود توسط آن برابر ≥
t b t b t b

t a t a t a
xdy ydx xdy ydx

= = =

= = =
= − = −∫ ∫ ∫

1
2

 .مي باشد 
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bb

aa
b b

a a

f (x)dxx f (x)dx
x , y

f (x)dx f (x)dx
= =

∫∫
∫ ∫

21
2


