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  حساب گزاره ها: فصل اول 

  
 نتیجه و عبارت آخر را مقدم  یافرضدر یک استدلال هر یک از عبارات استفاده شده براي رسیدن به نتیجه را  : تعریف

  . مینامیمتالییا 
  . استدرست باشد نتیجه نیز درست است که اگر فرضهاي آن  معتبریک استدلال زمانی •
  
  .می نامیم  گزاره راچنین جملاتی. هستند یا دروغ ولی هرگز نمیتوانند هم راست باشند هم دروغجملات یا راست  •
  

  .گزاره اي که دروغ نیست پس راست است و بر عکس : قاعده ي طرد شق ثالث
  .یک جمله ي خبري است که یا راست است یا دروغ ولی نه هردو: گزاره 
  .ک سیستم ریاضی بتوان ثابت کرد در ی راگزاره اي که راست بودن آن: قضیه 

  
  ) : حروف پیوندي مبنا( تشکیل گزاره هاي جدید از روي گزاره هاي قبلی 

  .زمانی راست است که هر دو راست باشد)) : / \(( ،))عطف (( ،))و (( حرف پیوندي  •
 .دزمانی راست است که یکی از گزاره ها راست باش : )) \ /((،))فصل (( ،))یا (( حرف پیوندي  •
 . ارزش گزاره ي اول را نفی میکند:یا نفی یک گزاره ها  )) ~          (( نقیض  •
 روشی براي تجزیه و تحلیل ارزشهاي گزاره ها : جدول درستی •

  .ترکیب داریم  n 2   گزاره ي مبنا داشته باشیمnدر نوشتن جدول درستی اگر  :نکته 
  

  :مراحل ارزیابی جدول
 داخلی ترین پرانتز .1

  ~عمل  .2
  \/و / \مل ع .3

   
  .ارزش درستی گزاره هاي مبناي تشکیل دهنده آن همواره راست باشد : گزاره ي راستگو

دو گزاره را به طور منطقی هم ارز گوییم اگر به ازاي هر ترکیب همسان از ارزش گزاره هاي مبناي تشکیل دهنده  :نکته
 ) جایگزین کردز میتوان گزاره هاي پیچیده را با گزاره هاي سادهبا گزاره هاي هم ار. ( آنها مقادیر درستی یکسانی داشته باشند

p ≡ q 
  

 را تالی مینامیم و این گزاره زمانی نادرست است که مقدم q را مقدم و pگزاره :   )pàq( گزاره ي شرطی 
  .درست ولی تالی نادرست باشد

  



   pàq ≡ ~q \/ q ≡ ~q à ~p ≡ ~(p /\ ~q):                                                  قضیه 
  

  : تعاریف شرطی 
  q آنگاه pاگر  •
• q اگر p  
• p تنها اگر q  
• P شرط کافی براي qاست  
• q شرط لازم براي pاست  

  
 pà~q~ و  را عکسqàp را عکس نقیض، pà~q~ ، گزاره ي  گزاره ي شرطی باشدpàqاگر  :تعریف 

  .را وارون آن گزاره میگوییم
  

  :خواص گزاره ها 
  
                                              q \/ p ≡ p \/ q           ,         q /\ p ≡ p /\ q :ابجایی ج
  
       r ≡ p \/ ( q \/ r )    ,    ( p /\ q ) /\ r ≡ p /\ ( q /\ r ) /\ ( p \/ q) :شرکت پذیري  
   

  
                       p /\ ~q ≡ ~ ( p \/ q )     ,    ~p \/ ~q ≡ ~( p /\ q )~ : قانون دمورگان

   
  

                                                                   p ≡ p \/ p    ,    p ≡ p /\ p : خود توانی
  

  :پخش پذیري 
 ( p /\ q ) \/ ( p /\ r ) ≡ p /\ ( q \/ r )    ,     ( p \/ q ) /\ ( p \/ r ) ≡ p \/ ( q /\ r )   

  
                          T ≡ p \/ T   ,   p ≡ p \/ F   ,    p ≡ p /\ T    ,   F ≡ p /\ F  :همانی 

  
                                                                   T ≡ p \/ ~p    ,    F ≡ p /\ ~p : متمم 

  
                                                                                       p ≡ p~~ : نقیض دوگانه



                                                   p ≡ p \/ ( p /\ q )    ,    p ≡ p /\ ( p \/ q ) :جذبی  
  

 اگر ارزش دو گزاره ي تشکیل دهنده ي آن یکسان باشند آنگاه ارزش آن :  )pßàq( گزاره ي دوشرطی
  q اگر و تنها اگر p: راست است و به این صورت بیان میشود 

pßàq ≡ ( p à q ) /\ ( q à p )  
  

 ~p \/ ~q ≡ ~ ( p /\ q )  
  

  : روشهاي اثبات 
                  q از p1 , p2 , … , pn نتیجه میشود à یک راستگو باشد q à ) pn /\ … /\ p2 /\ p1 (   

 
  ) : بنابراین  ( –|نماد 

p1 , p2 , p3 , … , pn |– q 
 . نتیجه می باشدq  مقدم ها و مفروضات گزاره وpiدر گزاره ي فوق  •
 . می باشد استنتاجمجموعه ي فوق در کل یک •

  
  : چند قاعده ي مهم استنتاج 

  
       p |– p \/ qقیاس فصلی                                                                                 

       
  

                                                                 p /\ q |– p                     قیاس تخصیصی
      

                  
                                                      p , q  |–  p /\ q                           قیاس عطفی 

                           
                                                       p ,  p à q  |–  q                     قیاس استنتاجی

                      
                                                       p  à  q  ,  q  à  r  |–  p à r     قیاس تعدي

    
  

                                                    p à q  , ~q  |– ~p                         عکسقیاس
                               

  



   استدلالی است که براي بعضی حالات مقدم هاي آن راست ولی تالی دروغ باشد:  استدلال غلط
  

  :اثبات غیر مستقیم 
                               p à q  ≡  ~q à ~p  :  نقیض آن هم ارز استیک استلزام منطقی با عکس 

    
        ßà ( ~q à ~p ) ( p à q )زیرا که گزاره ي روبرو یک راستگو است                               

  
دروغ است و  qدرست است، فرض می کنیم که   p à qدر این اثبات به جاي آن که ثابت کنیم به طور مستقیم 

  .  نیز دروغ است pنشان می دهیم که در صورت اخیر 
  

   :له ي برهان خلفاثبات به وسی
     à ~p [ q~ \/ ( p à q )]              این روش بر پایه ي راستگوي

     p à q  ,  ~q  |– ~p                                        و یا قیاس 
   .بنا شده است

  . باید دروغ باشدp منجر شود آنگاه خود q به گزاره ي دروغ pر گزاره ي اگبدین معنی که 
  

  . استهمواره دروغگزاره اي که ارزش آن صرف نظر از مقادیر متغیرهاي ظاهر شده در آن : تناقض 
  . هر گزاره اي که به یک تناقض منجر شود باید دروغ باشد:نکته 
  )برهان خلف. ( راست استq در نتیجه دروغ باشد q~ ها راست و pi اگر همه ي :نکته 

  
  .خص شود به گزاره تبدیل شودعبارتی است که اگر مقادیر متغیرهاي به کار رفته درآن مش :گزاره نما 

  
 متغیر باشد      n و اگر شامل مکانی-2، شامل دو متغیر باشد مکانی-1گزاره نمایی که تنها شامل یک متغیر باشد  •

n- نامیده میشود مکانی. 
 . نامیده می شودجهانجود در گزاره نما شود جموعه مقادیري که میتواند جایگزین یک متغیر موم •
  تایی موجود باشد که آن را ارضا کندn می گوییم هرگاه یک ارضا شدنیمکانی را - nیک گزاره نماي  •
 . خواهیم گفتمعتبرشوند گزاره نماي مذبور را موجب ارضاي آن یی ها  تاnاگر تمامی  •
 هر گاه به ازاي کلیه ي مقادیر ممکن از متغیرهایشان ارزش درستی یکسان  می گوییمهم ارزاره نما را دو گز •

 هم ارز معتبر است X(x)ßàY(x)                                            .داشته باشند
  
  
  
  



  اسوره
  

ابسته به این است که عبارت مذبور به ازاي  بستگی ندارد، بلکه وb و a اي از به مقادیر ویژه : )عمومی ( سور جهانی 
  . راست استb و aهمه ي مقادیر 

  ∀ R(a)  a                     :  منسوب شود راست است aگزاره نما به ازاي هر مقداري که به متغیر 
  

راي متغیر یاد شده به یک گزاره ي راست متغیري در یک گزاره نما که می توان با انتخاب مقدار مناسبی ب : سور وجودي

           ∃ a  R(a)                                                                             .      تبدیل کرد
  
  
  

 )x( Px ∀  تمامی مقادیر از جهان متغیر x گزاره نماي pا می کند را ارض . ) جهانی(  
  

) x(x  P∃   دست کم یک مقدار از جهان متغیرx وجود دارد که pرا ارضا کند . )  وجودي(  
  

  : نقیض گزاره هاي سوردار 
 ∃]~ ≡ x P(x) ]∀ x ~p(x)                       ترکیب فصلی ← هاي وجوديسور •
 ∀]~ ≡ x P(x) ] ∃x ~p(x)                      ترکیب عطفی ← سورهاي عمومی •

  
  . و متغیر نیست حالت خاصی از منطق گزاره نماهاست که در آن هیچ کدام از گزاره ها شامل سور:منطق گزاره اي 

  
  :چهار قاعده ي مهم استنتاج 

   –|  X P(x)        ∃ P(a)                                                    تعمیم وجودي               
  
  

   –|  X P(x)      ∀  P(a)                                                           جهانی          تعمیم 
• a از جهان مورد بحث است یک عضو دلخواه. 

  
   ∃P(a)                                    X P(x)  –|                                         وجود لحظه اي

• a عضو ویژه از یک جهان متغیر x به گونه اي که Pا ارضا کند  ر 
  



  
   ∀ P(a)                                                                  X P(x)  –|        جهان لحظه اي

• a هر عضوي از جهان متغیر xمی تواند باشد . 
  
 

  اعمال سورها بر روي ترکیب هاي عطفی و فصلی در گزاره نماها 
  
  

 x [P(x) /\ Q(x)]∀  x Q(x)   ≡ ∀x P(x) /\ ∀  
  
 

x [P(x) /\ Q(x)] ∃  x Q(x)   ≡ ∃x P(x) /\ ∃  
  
  

  ∀ /\ x [P(x) \/ Q(x)]∀  x Q(x)   |– ∀x P(x)                      هم ارز نیستند
  
  

    ∃   x Q(x)∃x P(x) /\ ∃ |–   x [P(x) /\ Q(x)]                  هم ارز نیستند 
  
  

Q اي است که شامل متغیر  گزارهxنیست             x [P(x) /\ Q]   ∀x [P(x) \/ Q]     ≡     ∀  
  

  
  استقراي ریاضی 

  
  اصل استقراي ریاضی قاعده ي استنتاجی را در اختیار ما قرار می دهد

  
n P(n)∀x [P(k) à P(k+1)]  |– ∀P(1) ,   

  
1. P(1)راست است  

 
2. 1≥k ∀ ,  P(k) و P(k+1)را نتیجه می دهد   

 
3. P(n)راست و n ≥k ∀ و P(k) نتیجه می دهد P(k+1) را . 

  



  راست استP(n)م نشان می دهی :مبناي استقرا  •
  راست استn≥k ، P(k)فرض کنیم براي هر  : فرض استقرا •
  راست استP(k+1)با استفاده از فرض نشان دهیم  :مرحله استقرا  •

  
  

  .روش تعیین یک تابع می باشد ، یک مجموعه و یا یک الگوریتم را که تابعی از خودش باشد بازگشت گوییم: بازگشت 
  
  !f(0) = 1    ,   0≥n∀     f(n+1) = (n+1) f(n)   , ,     f(n)=n : ع بازگشتی فاکتوریلتاب
  

  A(0) = a  ,   0≥n∀  ,  A(n+1) = A(n) + d   ,   A(n)= a + nd :  تابع تصاعد حسابی
  
    F0 = 0                                 ,   F1 = 1  ,   1≥n∀  ,   Fn+1 = Fn + Fn-1 :بوناچی فی
  
  

 مقدار آن یا راست و یا n عبارتی باشد که به ازاي هر عدد صحیح و مثبت P(n) فرض کنید : استقراي ریاضی قوي
موجود باشد به     q ≤1هر گاه عدد صحیح مثل .  راست استn ، P(n)مثبت  هر عدد صحیح و دروغ باشد به ازاي

   P(i)  با فرض راست بودن q≥k   همه راست باشند ، براي هرP(q) و … و P(2) و   P(1): گونه اي که 
  . را نتیجه گرفتp(k+1)  بتوان راست بودن i ≥k ≤1 و 
  

  :روش اثبات
 . همه راست باشندP(q) و … و P(2) و p(1) : مبناي استقرا .1
   q≥k   راست هستند که در آن    i ≥k ≤1  و P(i)فرض اینکه  : فرض استقرا .2
 . راست استP(k+1)نشان دادن اینکه  : مرحله استقرا .3

  
  

  پایان فصل اول
  
  

  
  

  
  

  



  روابط: فصل دوم 
  

 ×BAاز زیر مجموعه اي Bبه A از Rیک رابطه دودویی .  غیر تهی باشنددو مجموعهBو Aفرض کنید 
  .است

         aRbRba ⇒∈),(     ,    BAR ×⊆  
  
RBAاگر   .استA یک رابطه در ⇒Rاست Bبه A یک رابطه از =⇒
  

  ماتریس و روابط
mnباشد آنگاه میتوان ماتریسی Bبه Aیک رابطه از Rاگر  ] مثل × ]ijR MM   : را نمایش داد =

                                                                        },...,,{ 21 nbbbB },,...,{  و   = 21 naaaA=  

      Rba

Rba

ji

ji

∉

∈

),(

),(
     





=
0
1

ijM  

  
  .نامیده می شودماتریس بولی ماتریسی که فقط داراي مؤلفه هاي صفر و یک باشد  : نکته
نمایش xR)(وجود دارد که با Rنسبت به xمجموعه نسبی باشد آنگاه Bبه A یک رابطه از Rاگر : نکته

)(}|,{.                                                                           داده می شود xRyByyR x ∈=  
  

  : باشد آنگاه داریمAدو زیر مجموعه از2A و 1A وBبهAیک رابطه از Rاگر  : قضیه
  

)()( 2121 ARARAA ⊆⇒⊆   
)()()( 2121 ARARAAR ∪=∪  
)()()( 2121 ARARAAR ∩⊆∩  

  
Aaباشند، اگر به ازاي هر Bبه Aدو رابطه از Sو Rاگر  : قضیه ∈،  )()( aSaR RSباشد آنگاه= = 
  .است

  
][اگر  : تعریف ijaA ][ و = ijbB mn در ماتریس بولی =  به صورت زیر ∧BAو∨BA باشند آنگاه ×
  :است 

  

   
)1=ijb

 
and

 
notif
aif ij

.
1( =

    




=∧
0
1

BA                
)1=ijb

 
or

 
notif
aif ij

.
1( =

    




=∨
0
1

BA  

  



  
pnزه به انداBو Aبراي دو ماتریس حاصلضرب بولی : تعریف   : به صورت زیر است ×pm و ×

  
)1 pk ≤≤

 
,

 
k∃,

  
1=kjb

 
,

  
notif
aif ik

.
1( =    





=
0
1

ijC  

  
را به صورت نموداري Rباشد رابطه Aیک رابطه در Rیک مجموعه متناهی و Aاگر  : گراف هاي سوردار

ها را به عنوان رئوس یاد خواهیم کرد یک دایره کوچک براي هر کدام از عناصر رسم کرده و این دایره . نمایش داد
ji ⇔ رسم می کنیم ja به راس iaو خطوط سورداري به نام یال که از راس  Raa  

  :مثال

                                    
  .  نامیده می شودمدارخودش خاتمه پیدا کند مسیري که از راسی شروع شده و به  : نکته

  . می نامیمحلقهمدار به طول یک را   
  .هر یال در گراف سوردار یک مسیر به طول یک تلقی می شود  

  
ارتباطی ) مسیر(را رابطه R∞در بعضی اوقات . موجود باشد A در y به x مسیري از ، هرگاه∞yxR :تعریف

  .می گویندAبراي 
  
  )عناصر الزاما متمایز نیستند.(باشدAعنصر از  n+1باید داراي  nیک مسیر به طول  : نکته

},...,{ یک رابطه در  Rاگر : قضیه 21 naaaA                                باشد آنگاه=
    

),(مکان : نکته jia1 است اگر و تنها اگر 1داراي مقدار  ماتریس ام از=ijnباشد .  
  

},...,{فرض کنید  : قضیه 21 naaaA   :باشد آنگاه Aیک رابطه در R و =

)nبار (                      
  
  
  

٢ ١ 

٣ 



  . یک رابطه ي دسترس پذیر استR∗باشد Aیک رابطه در Rیک مجموعه متناهی و Aاگر  :رابطه ي دسترسی
)nI ماتریس واحدnn× است و n تعداد عناصر مجموعه Aاست(  

   yx yxRyxR  یا   = ∞∗ ⇔  
nRR IMM ∨= ∞∗  

  
  خواص روابط
Aaهرگاه که A در مجموعه  رابطه اي :روابط بازتابی .               aRaآنگاه باشد ∋

)(aRaAa ∈⇒∈∀  
 . باشند ماتریس می قطر اصلی آندر ماتریس یک رابطه بازتابی همه عناصر •
 .گراف سوردار یک رابطه بازتابی داراي حلقه براي تک تک رئوس است •

Aaهرگاه که Aدر مجموعه رابطه اي  : روابط ضد بازتابی aRa آنگاه ∋ /.  
 .همگی صفر می باشنددر ماتریس یک رابطه ضد بازتابی قطر اصلی آن  •
 .گراف سوردار یک رابطه ضد بازتابی فاقد حلقه می باشد •

  
موجود باشد  b وaمتقارن است اگر دو عنصر متمایز Aدر مجموعه Rرابطه  : روابط متقارن و ضد متقارن

ba وbRa و aRbبطوریکه  )()( :              در غیر این صورت نا متقارن است . ≠ aRbbRa ∈⇔∈  
ba آنگاه bRa و aRb  اگر وتنتیجه می گیریم که زمانی که رابطه نا متقارن اس : نکته =.  

Tیک ماتریس زمانی متقارن است که  •
RR MM  )یعنی ماتریس با ترانهاده ي خود برابر باشد.(=

jiیک ماتریس زمانی ضد متقارن است که اگر  •  باید مساوي صفر jiM یا ijMز عناصر  بود یکی ا≠
 .باشد

 .یک ماتریس می تواند نه متقارن باشد نه ضد متقارن •
 موجود i بهjموجود باشد آنگاه یالی نیز ازj بهiدر گرافهاي سور دار یک رابطه متقارن اگر یالی از راس  •

jiمی باشد و هیچ شرطی براي   . وجود ندارد=
 .اگر شرط فوق در گراف وجود نداشت آن گراف مربوط به یک رابطه ي ضد متقارن است •

  
Acbaمتعدي است هرگاه براي Aدر Rرابطه  : روابط متعدي   :آنگاه  ,,∋

aRcbRcaRb  متعدي      ⇒,  
cRabRcaRb    نامتعدي     /⇒,  

][یک رابطه متعدي را می توان از روي ماتریس رابطه ي آن  : نکته   ijR mM   تشخیص داد اگر=
11,1 =⇒== ijkjik mmm  

داشته باشیم آنگاه یک یال نیز R در 2 مسیري به طول c به aین با توجه به گراف سوردار داریم که اگر از همچن
caRbRcaRb                                                  :                     به عبارتی .  داریمc به aاز  2, ≡  

RRaRccaR ⊆⇒⇒→ 22  



چنین است که اگر مسیري به طول بیشتر از یک از A در مجموعه Rمفهوم هندسی متعدي بودن رابطه : قضیه
  . موجود باشدb به a موجود باشد آنگاه یالی از b به راس aراس 

∀≤⊇⇔  متعدي بودن  RRn n,1  
  :را می توان به این صورت توضیح داد Rدر ضمن متعدي بودن رابطه ي  : نکته

)()(),( aRcbRcaRb ∈⇒∈∈  
  

  .را هم ارز گوییم هرگاه بازتابی، متقارن و متعدي باشدAدر Rرابطه ي  : روابط هم ارزي
به Aرا میتوان براي تشکیل یک رابطه ي هم ارزي در Pاشد بنابر این بAیک افراز از مجموعه Pاگر  •

 .کار برد
 .گویند Pبلوك هاي را Pمجموعه هاي موجود در افراز  •
abcاگر  • باشند و سه خاصیت بازتابی و تقارن و تعدي را دارا باشند آنگاه Aاز مجموعه P در بلوك ,,

Rیک رابطه ي هم ارزي تعیین شده توسط افرازPمی باشد . 
 .هر عضو از یک بلوك فقط و فقط با اعضاي همان بلوك در رابطه است •

  
AaAbو Aیک رابطه هم ارزي در Rفرض کنید  : قضیه ∈∈  اگر و تنها اگر aRbباشد در این صورت  ,

)()( bRaR   . باشد=
  

 براي aR)(ه ي همه ي مجموعه هاي نسبی و مجزاي مجموعPو Aیک رابطه هم ارزي در Rاگر  : قضیه
Aa   .استP یک رابطه هم ارزي تعیین شده توسط Rو A یک افراز براي P باشد در این صورت∋
  

  .می گوییمR ها را کلاسهاي هم ارزي aR)(باشد آنگاه Aیک رابطه هم ارزي در Rاگر : تعریف 
RAشامل همه کلاسهاي هم ارز             ( /.     (                                        ][)( aaR =  

  
  عملیات بر روابط

باشد این روابط مجموعه اي از زوجهاي مرتب هستند که تمامی اعمال مانند Bبه Aدو رابطه از Rو Sاگر 
  اعمال کرد ...تراك و تفاضل و اجتماع و اش

  
bRabRaR متمم                                                                                                      /⇔:  

  
aRbbSRaیا aSbاجتماع                                                                                     ⇔∪ )(  

  
aRbbSRa  و aSbاشتراك                                                                                     ⇔∩ )(  

     معکوس                                           






=

=
−

−

)()(
)()(

1

1

RRanRDom
RRanRDom

           abRaRbR 11 : −− ⇔  



RR             .است که به صورت معکوس نوشته شده اندR شامل همه زوجهاي مرتب R−1 : نکته =−− 11)(  
Tد                                      در ماتریس معکوس جاي سطر و ستون عوض می شو :نکته

RR MM )()( 1 =−    
   

][براي ماتریس بولی  : تعریف ijmM ][،متمم آن یعنی = ijmM   : به صورت زیر تعریف می شود =
  

   0
1

=

=

ij

ij

m
m

    




=
1
0

ijm  

  
  .باشدBبه Aدو رابطه از Sو Rفرض کنید که  : قضیه

11 −− ⊆⇒⊆ SRSR1)  
RSSR ⊆⇒⊆2)  

111)( −−− ∪=∪ SRSR3)  
111)( −−− ∩=∩ SRSR4)  

SRSR ∩=∪ )(5)  
SRSR ∪=∩ )(6)  

  .نیز بازتابی استR−1بازتابی باشد آنگاه R  اگر7)
  .ضد بازتابی استRبازتابی باشد آنگاه R  اگر 8)
SRاشند آنگاه  بازتابی بSوR  اگر 9) SRو ∪   . نیز بازتابی هستند∩
  

===⇔=⇔متقارن است Aدر Rرابطه  : نکته −− 11)()( RRMMMM RR
T

RR  
  
RR متقارن باشد آنگاه Rاگر  : یهقض   .ز متقارن هستندنی−1,

SRSRمتقارن باشند ,SRهمچنین اگر  ∪∩   .نیز متقارن هستند,
222)( SRSR ∩⊆∩1)  

SR متعدي باشند آنگاه SوR  اگر 2)   .متعدي است∩
SR رابطه هم ارزي باشد آنگاه SوR  اگر 3)   .نیز رابطه هم ارزي است∩
  
  

  
  
  
  
  



  بستارها
می خواهیم با افزودن . باشد ممکن است بعضی از خصوصیات هم ارزي را نداشته باشدAیک رابطه در Rاگر 
  .وجهایی به آن رابطه اي بدست آوریم که ویژگی هاي مورد نظر را داشته باشد ز

  
م را اضافه می کنیRدر∆باشد که بازتابی نباشد بعضی از زوجهاي رابطه Aدر رابطه یک Rاگر  : بستار بازتابی

.                                                              تشکیل شودRتا کوچکترین رابطه بازتابی شامل 
∆∪= RR1  

Ryx اگر زوجی مثل .تقارن نباشدمباشد که Aدر رابطه اي Rرابطه به طور فرض داریم  :بستار متقارن ∈),( 
Rxyباشد ولی  ),(1 بدیهی است باشد،),(∌ −∈ Rxy . بنابراین براي تبدیل به رابطه متقارن باید زوجهاي

  .  را به آن اضافه کنیمR−1رابطه 
1−∪ RR 111.                                             رابطه ي متقارن است کوچکترین )( −−− ∪=∪ RRRR  

به Rبه این صورت که همه یالها در گراف سوردار.را می توان به روش هندسی رسم کردRبستار متقارن  : نکته
∪−1یالهاي دو طرفه در  RRتبدیل شود.  

  

  بستار متعدي و الگوریتم وارشال 
  .استR∞ رابطه Rباشد آنگاه بستار متعدي A یک رابطه در Rاگر :  قضیه

nA اگر : قضیه nRRRRباشد  Aیک رابطه در R و )تعداد اعضا  ( = ∪∪∪=∞ ...2  
  

},,...,{فرض کنید  : الگوریتم وارشال 21 naaaA= وR یک رابطه در A12 اگر.باشد ,,..., xxxm مسیري در 
R 1هر راس غیر از . باشد, xxmالگوریتم وارشال در دو مرحله خلاصه می شود.را راس داخلی مسیر خواهیم گفت:  

   منتقل می کنیمkW را به kW−1ابتدا همه مقادیر  )1
12فرض کنید که در مکانهاي  )2 ,..., pp در ستون k 1ام ماتریس−kW 12 و هم چنین در مکانهاي ,..., qq 

),(در مکانهاي  داشته باشیم ، در این صورت  1 ام همان ماتریس مقدار kدر سطر  ji qp در ماتریس

kW قرار دهیم، این الگوریتم را با 1  مقدار  RMW  هاي بعدي را تا رسیدن به kW آغاز کرد و 0=

Rn MWAn ==  . ادامه می دهیم),(
  

SRرزي باشند در این صورت  دو رابطه هم ا,RSاگر . کاربرد جالب بستار متعدي در روابط هم ارزي است ∩ 
SR. نیز یک رابطه هم ارزي است   . است,RSبزرگترین زیر مجموعه مشمول در ∩

  
 ، رابطه ,RSکترین رابطه هم ارزي شامل باشند در نتیجه کوچA دو رابطه هم ارزي در مجموعه ,RSاگر : قضیه

∞∪ )( SRاست .  
  
  



ABCاگر  : ترکیب روابط  باشد رابطه CبهBه اي از  رابطS و BبهA رابطه اي از R سه مجموعه و ,,
  .  می خوانیمSoR می نامیم و به ,RS را ترکیب Cبه Aجدید از  

  

AAARSASoRcba

cSoRa
bSc
aRb

BbcSoRa
Cc
Aa

SR ⊆=⇒→→

⇒




∈⇔




∈
∈

111 )),(()(

)(,)(

  

  
ABCDاگر  : قضیه  یک را بطه T و Cبه B یک رابطه از S وBبه A یک رابطه از R جهار مجموعه و ,,,

  :   باشد داریم D به Cاز 

    111)(
)()(

−−− =

=

oSRSoR
oRToSSoRTo

      ⇒        








cTd
bSc
aRb

  

  
  پایان فصل دوم 

  



  توابع: فصل سوم 
  

BAf صورت  بهBبهAاز f دو مجموعه غیر تهی باشند، تابع B وAاگر : تعریف  نمایش داده :→
  .می شود

)(اگر  fDoma )( است و اگر B  شامل یک عضو ازفقط af)(  باشد∋ fDoma  باشد ∌
φ=)(afمی باشد .  
  

baf: زوجهاي مرتب تعریف می شود  به صورتfرابطه : نکته =)(  )}(|))(,{( fDomaafa ∈  
  شکل
afb)( و f برابر است با آرگومان تابع a : نگاشت یا تبدیلتابع   برابر است با مقدار تابع =

   .براي آرگومان
  . می گویندf تحت تبدیلa را تصویر af)(:  نکته

  

 دو تابع باشند به صورت g و fاگر  : ترکیب توابع




→
→

CBg
BAf

:
 دو رابطه هستند gوfچون و  :

  . استرابطه نیز یک gof)(پس ترکیب آنها 
)())(()( bgafgagof ==  

)(gofDoma ∈  
cagofجواب منحصر به فرد  =)(  

  
 همه جا تعریف شده است f باشد گوییمBبهA تابعی ازf اگر : )پوشا و یک به یک(توابع ویژه 

AfDom اگر BfRan  پوشاست اگرfو  )(= =)(   

 :  یک به یک است هرگاهfو








≠⇒≠

=⇒=

babfaf
or

babfaf

)()(

)()(
  

  
BAfهمچنین     . نیز یک تابع باشدf−1 گاه رابطههر  گویندوارون پذیر را :→

  .یک تابع الزاما وارون پذیر نیست : نکته
  
  



BAf هرگاه  :چند قضیه    آنگاه:→
1 (1−f یک تابع از Bبه Aاست⇔fیک به یک است .  
   . یک به یک است1f−⇐ یک تابع باشدf−1اگر) 2
3(1−fهمه جا تعریف شده باشد ⇔fپوشا باشد .  
4 (1−f همه جا تعریف شده باشد– پوشاست .  
5 (fofI B =  
6 (ffoI A =  
7 ( AIoff    تناظر یک به یک باشدfاگر         1−=
8 ( BIfof    تناظر یک به یک باشدfاگر          1−=
BAfاگر ) 9 ABg و :→ AIgofوابعی باشند به گونه اي که  ت:→ BIfog و = = ، 

 بوده و AوB یک تناظر یک به یک بینg وBوA یک تناظر یک به یک بینfدر این صورت 
  . همدیگر می باشندوارونهردو 

111)( −−− = ogfgof  
BAf دو مجموعه متناهی با تعداد عناصر یکسان وBوAاگر) 10  یک تابع همه جا تعریف :→

  :شده باشد آنگاه 
   یک به یک است f← پوشا باشد fاگر) الف  

   پوشاستf← یک به یک باشد fاگر  ) ب
  

  اصل لانه کبوتر 
BAf   تابعی با دامنه و برد متناهی می باشد:→
fیک به یک باشد آنگاه  nm nfDom )کبوتران(تعداد عناصر              = =)(  
f یک به یک نباشد آنگاه nm mfRan )لانه ها(تعداد عناصر              > =)(  

  
nmه منسوب شود و لانm کبوتر به nاگر  : تعریف  ، آنگاه دست کم یک لانه شامل دو کبوتر یا >

  .بیشتر است
  

mnلانه وجود داشته باشد ولی تعداد کبوترها بیشتر از  mاگر : تعمیم اصل لانه کبوتر  باشد، بدیهی =2
  . سه کبوتر و یا بیشتر باید به یکی از لانه ها منسوب شوندکهاست 



 لانه منسوب شود یکی از لانه ها دست کم m کبوتر بهnبه عبارتی اگر : نکته




m
n) کران بالاي تقسیم( 

11یا  و
+



 −

m
nکبوتر باشد .   

  
  

  فصل سومپایان 



  مجموعه هاي مرتب: فصل چهار 
 

 را همـراه ترتیـب   A را ترتیب جزیی گوییم هر گاه بازتابی ضد متقارن و متعدي باشد مجموعـه  Aدر  R رابطه  .1
 .نمایش خواهیم داد) A,R(  نامیده و ان را باترتیب جزیی مجموعه با Rجزیی 

)اگر .2 )≤,A   و ( )≤,B    دو مجموعه با ترتیب جزیی باشند در این صورت ( )≤× ,BA    نیز یک مجموعـه بـا ترتیـب 
 :جزیی است که در ان ترتیب جزیی به صورت زیر تعریف شده است

( ) ( )baba ′′≤ aa اگر., bb و A در ≥′   باشدB در ≥′
  . میگویندحاصل ضرب را ترتیب جزیی ×BA تعریف شده براي حاصل ضرب دکارتی ≥ترتیب جزیی 

)اگر )≤.A          یک مجموعه با ترتیب جزیی باشد گوییم که ba baهر گاه> ba ولی ≥ )فرض کنید که .  باشد≠ )≤,A 
)و   )≤,B        یک ترکیب دیگر در   . دو مجموعه با ترتیب جزیی باشدBA× نمـایش داده میـشود بـه وسـیله زیـر      〉 که با 

  :تعریف میشود
( )( )baba aa اگر .,′′ ) یا >′ )aabb ′=′≤ ,  

 مجموعه هاي کاملا مرتب باشند در این صورت ترتیـب  B و Aوقتی که  .  میگوییم قاموسیاین ترتیب را ترتیب  
  . نیز یک ترتیب کامل است×BA در 〉قاموسی 

  
انتخاب شده ) شامل صفر عنصر( یک مجموعه متناهی از علائم باشد در این صورت یک رشته متناهیΣنید که  فرض ک 

 . را الفبـا مینـامیم  Σ. خـواهیم گفـت  Σ را بدون نوشتن ویرگول بین عناصر نمایش داده و انرا یک کلمه روي  Σاز  
|| را با    ωطول کلمه    ω   کلمه به طول صفر را با   .  نمایش خواهیم دادΛ نمایش داده و از ان به نام کلمه تهی یاد 
  : نمایش داده میشود این بدین معناست کهkΣ به صورتkمجموعه تمام کلمات به طول .خواهیم کرد

{ }
{ } 0|1

0

≥Σ∈=Σ

Λ=Σ
+ kak ωω

  

k مجموعه Σمجموعه کلمات با هر طولی روي 

k
U

0

*

≥

Σ=Σخواهد بود .  
U مجموعــهΣهمچنــین مجموعــه تمــامی کلمــات غیــر تهــی روي  

ok

k

≥

+ Σ=Σنــابراین بــراي هــر ب.  اســت
kΣ∈ω داریــم k=|| ω . اگــر*, Σ∈yω   بــه طــوري کــه n=|| ω  وmy بــه عبــارت دیگــر   ، =
nωωωω myyyy و =21...   : صورت زیر تعریف میکنیم در این صورت الحاق دو کلمه را به=21...
mn yyyy ...... 2121 ωωωω =  

   : n+m که کلمه اي به طول 
mny +=|| ω  

  .گراف سو دار یک ترتیب جزیی داراي هیچ دوري به طول بزرگتر از یک نیست



  :نمودار هاس
ي هـیچ دوري   داراA یک مجموعه متناهی باشد میدانیو که گراف سو دار یک ترتیب جزیی در Aفرض کنید   

از طرف دیگر چون یک ترتیب جزیی یک رابطـه بازتـابی اسـت هـر راسـی در      . به طول بیشتر از یک نیست   
گراف سو دار یک ترتیب جزیی شامل حلقه است براي سادگی کار همه حلقه ها را از گـراف سـو دار حـذف        

نیز حذف میکنیمو قرارداد میکنـیم کـه   میکنیم و همه یالهایی را که به وسیله یک رابطه متعدي به وجود امده اند              
جهت یالهاي گراف سو دار یک ترتیب جزیی را به طرف بالا رسم میکنیم لـذه میتـوانیم جهـت ایـن یالهـا را        

  .بالاخره دوایر نمایش دهنده رئوس را نیز توسط نقاط نمایش خواهیم داد.حذف کنیم
  
)اگر )≤,A   مجموعه جزیی و     یک( )≥,A            دوگـان ان باشـد در ایـن صـورت نمـودار هـاس ( )≥,A وارون 

)هاس   )≤,Aخواهد بود .  
baاگر  Ba انگاه ≥ T〈.فرایند تشکیل یک ترتیب کامل مثلT〈 اگر .(را ترتیب توپولوژیکی میگوویندba ≤ 

  . وارد شودb باید قبل از  aانگاه 
)فرض کنید که     )≤,A   و ( )≤′′,A   دو مجموعه با ترتیب جزیی و AAf  یک تناظر یک به یـک بـین   :→′

AA ) را یک تابع یکریختی از fبع تا. باشد,′ )≤,A به ( )≤′′,A 
Abaخواهیم گفت هر گاه براي هر    : داشته باشیم,∋

ba )()( اگر و تنها اگر≥ bfaf ≤′  
)جموعـه بـا ترتیـب جزئـی        اگر یک تابع یک ریختی میان دو م        )≤,A و ( )≤′′,A     وجـود داشـته باشـد در ایـن 

)صورت خواهیم گفت که  )≤,A و ( )≤′′,Aیکریخت هستند .  
شـند و اگـر ایـن     داراي خاصـیتی با A نسبت به یکدیگر و یا نسبت به دیگر عناصـر      Bاگر عناصر   ) اصل تناظر (

 نیـز بایـد داراي همـان    ′B تعریـف کـرد در ایـن صـورت عناصـر     ≥خاصیت را بتوان به طور کامل به وسیله      
  . باشند′≥خاصیت تعریف شده به وسیله 

) را بـه  H در a چسب یک تابع یک ریختی باشد و هر برfاگر • )bf   تبـدیل کنـیم H    بـه نمـودار 
)هاس  )≤′′,Aتبدیل میشود و بر عکس : 

)هر گاه با جایگذاري هر بر چسب به وسیله  • )af,  H     بـه نمـودار هـاس ( )≤′′,A   تبـدیل شـود 
fک تابع یکریختی خواهد بود ی.  

Aaعنصر   Ac خواهیم گفت اگـر بـراي هـیچ عـضو     A را یک عنصر ماگزیمال     ∋ ca رابطـه  ∋  برقـرار  >
  .نباشد
Aaعضو  Aa خواهیم خواند اگر براي هیچ عضو A را یک عضو مینیمال ∋ bc رابطه∋   .  برقرار نباشد>

  . نه داراي عضو ماگزیمال است و نه عضو مینیمال≥ با ترتیب جزئی و متعارف Zمجموعه 



)فرض کنید که     )≤,A             یک مجموعـه بـا ترتیـب جزئـی متنـاهی باشـد در ایـن صـورت A   داراي   دسـت کـم
( )≤,A و ( )≤′′,Aو یک  عضو مینیمال است .  
Aaعنصر   ax:  داشته باشـیم   ∋Ax خوانده میشود هر گاه براي هر        A بزرگترین عضو    ∋ بـه همـین   . ≥

Aaترتیب عضو    xa خوانده میـشود هـر گـاه رابطـه     A کوچکترین عضو  ∋  برقـرار  ∋Ax بـه ازاي هـر   ≥
  .باشد

  .یک مجموعه با ترتیب جزئی حداکثر داراي یک بزرگترین عضو و یک کوچکترین عضو است
 عـضو واحـد  دهیم و اغلب انـرا   نمایش میIبزرگترین عضو یک مجموعه با ترتیب جزئی را در صورت وجود با      

 نمـایش داده و  Oبه طریق مشابه کوچکترین عضو یک مجموعه با ترتبب جزئی را در صورت وجود با              . مینامیم
  . مینامیمعضو صفرانرا 

  
Aa از ان را در نظـر بگیریـد یـک عـضو    B  و زیر مجموعـه   Aمجموعه با ترتییب جزئی    کرانـه بـالائی   ∋

Bده میشود هر گاه به ازاي همه        خوانBb ab داشته باشیم ∋ Aaبه همـین ترتیـب عـضو    . ≥  کرانـه  ∋
Bb خوانده میشود هر گاه به ازاي تمامی  Bپائینی  ba داشته باشیم ∋ ≤.   

  
Aa زیر مجموعه اي از ان باشد عضوBک مجموعه با ترتیب جزئی و  یAفرض کنید     را کوچکترین کرانه ∋

a بوده و ثانیـا اگـر   B یک کرانه بالائی براي    a خواهیم گفت هر گاه اولا       B براي   (LUB)بالائی    نیـز  ′
aa باشد انگاه  Bیک کرانه بالائی براي  BLUBa)( بنابراین ≥′ Bb اگر با ازاي هر = ∈ , ab ≤  

Aaو اگر ; ab( باشدB نیز یک کرانه بالائی براي ′∋ Bb به ازاي همه ≥′ aaانگاه ) ∋ ′≤.  
  

Aaبه طریق مشابه یک عضو   یـک  a خـواهیم گفـت اگـر     B براي (GLB) را بزرگترین کرانه پائینی ∋
ــراي   ــایینی ب ــه پ ــر Bکران a باشــد و اگ ــراي   ′ ــایینی ب ــه پ ــک کران ــز ی ــاه B نی aa باشــد انگ ــابراین . ′≥ بن

)(BGLBa Bb اگر به ازاي هر      = ∈ , ba Aaو اگر   . ≥ بـه  ( باشـد  B نیز یک کرانه پائینی براي  ′∋
Bbازاي هر  ba و ∋ aaانگاه ) ′≥ ≤′.  

  
)لائی در طبق معمول کرانه هاي با     )≤,A متناظر با کرانه هاي پائینی در ( )≥,A)  براي هر مجموعه همـسان

)و کرانه هاي پائینی در)از عناصر )≤,Aمتناظر با کرانه هاي بالائی در ( )≥,Aهستند.  
  

)فرض کنید که     )≤,A       در این صورت یک زیر مجموعه .  یک مجموعه با ترتیب جزئی باشدB از A حد اکثر 
  . استGUB و یک LUBداراي یک 

  



)فرض کنید که    )≤,A و ( )≤′′,A مجموعه هاي با ترتیب جزئی یکریخت تحت تابع یکریختی AAf ′→: 
  .باشند 

)) مینیمـــال( یـــک عنـــصر ماگزیمـــالaاگـــر  )الـــف( )≤,A باشـــد در ایـــن صـــورت )(af یـــک عنـــصر 
)) مینیمال(ماگزیمال )≤′′,Aاست .  

ــوچکترین( بزرگتــرینaاگــر  )ب( )عــضو ) ک )≤,A باشــد در ایــن صــورت )(afبزرگتــرین )عــضو ) چکترینکــو
( )≤′′,Aاست .  

 باشـد در  A از Bبراي زیـر مجموعـه   ) LUB, GLB کرانه پائینی و( یک کرانه بالائی براي aاگر ) ج(
بـراي زیـر مجموعـه    ) LUB, GLB کرانـه پـائینی و  ( نیـز یـک کرانـه بـالائی بـراي      af)(این صـورت  

)(Bf از A′است .  
)اگـر هـر زیـر مجموعـه از      )د( )≤,A داراي یـک LUBGLB)(       باشـد در ایـن صـورت هـر زیـر مجموعـه از 

( )≤′′,A نیز داراي یک LUBGLB)(است .  
  
) مجموعه اي با ترتیب جزیی مثل     مشبکه یک )≤,L    است که در ان هر زیر مجموعه شـامل دو عنـصر مثـل 

{ }ba } باشـد در ایـن صـورت    GUB  و یـک  LUB داراي یک , }( )baLUB ba را بـا  ,  نمـایش  ∨
}خواهیم گفت به طریق مشابه   a و bداده و انرا وست }( )baGLB ba را با ,  نمایش داده و انـرا  ∧

  . مینامیمa  وbرسند 
  

ــر  )اگ )≤,1L و ( )≤,2L   ــورت ــن ص ــند در ای ــشبکه باش ) دو م )≤,L    ــه در ان ــت ک ــشبکه اس ــک م ــز ی  نی
21 LLL   .  همان ترتیب جزئی حاصلضرب است L در ≥ی  و ترتیب جزئ=×
  

)فرض کنید که   )≤,L یک مشبکه باشد زیر مجموعه نا تهی S از L  را زیر مشبکه بـراي L    میگـوئیم هـر گـاه 
Sbaبه ازاي هر     ba عناصر   ,∋ ba و   ∨  نیـز قـرار داشـته    Sدر مجموعـه  )  تعئین میشوندLکه در   ( ∧

  .باشند
  

:21فرض کنید : مشبکه هاي یکریخت  LLf ) یک تابع یکریختی از → )11,≤L به ( )22 ,≤L  باشد در ایـن 
ــورت  ــر  1Lص ــا اگ ــر و تنه ــد 2L اگ ــشبکه باش ــک م ــر  .  ی ــت اگ ــر b و  aدر حقیق ــاه  1L عناص ــند انگ  باش

( ) ( ) ( )bfafbaf ) و   ∨=∨ ) ( ) ( )bfafbaf اگر دو مـشبکه یکریخـت باشـند انهـا را مـشبکه             . ∧=∧
  .هاي یکریخت مینامیم

  
  



   :خواص مشبکه ها
1.baa bab و ≥∨ ∨≤) ba   ) استb و  a یک کرانه بالائی براي ∨
caاگر .2 cb و ≥ cba انگاه ≥ ≤∨) ba   ). استb و  a کوچکترین کرانه بالائی براي ∨
3.aba bba و ∧≥ ≤∧)ba   ). استb و  a یک کرانه پائینی براي ∧
acاگر .4 bc و≥ bac انگاه ≥ ∧≤) ba   ). استb و  a بزرگترین کرانه پائینی براي ∧
  

  : داریمL از b و  a یک مشبکه باشد انگاه به ازاي هر Lاگر 
b = ba) الف( ba اگر و تنها اگر ∨ ≤  
a=ba ) ب( ba اگر و تنها اگر ∧ ≤  
a=ba )ج( b = ba  اگر و تنها اگر∧ ∨  

  
  : یک مشبکه باشد انگاه داریمLفرض کنید 

  خاصیت خود توانی .1
aaa)الف( aaa)ب  (∨= =∧  

  خاصیت جابجائی. 2         
ba )الف( ∨= ab ba )ب  (∨ ∧= ab ∧  

  خاصیت شرکت پذیري . 3
))الف( ) ( ) cbacba ))ب  (∨∨=∨∨ ) ( ) cbacba ∧∧=∧∧  
  خاصیت جذبی. 4
))الف( ) abaa ))ب  (∨∧= ) abaa =∨∧  

  
  : چنین داریمL از a,b,c یک مشبکه باشد انگاه براي هر Lفرض کنید که 

baاگر .1    انگاه≥
cbba) الف( ∨≤∨   
cbba) ب( ∧≤∧  
2.ca cb و≥ cba اگر و تنها اگر ≥ ≤∨  
3.ac bc و ≥ bac اگر و تنها اگر ≥ ∧≤  
baاگر . 4 dc و ≥    انگاه ≥
dbca)الف( ∨≤∨  
dbca) ب( ∧≤∧  



   :مشبکه هاي ویژه
   باشدO و کوچکترین عضو I را محدود گوئیم هر گاه داراي بزرگترین عضو Lمشبکه  •
}فرض کنید که  • }naaaL ,...,    محدود استL مشبکه متناهی باشد در این صورت  یک=21
  : روابط زیر بر قرار باشدL از a,b,c را پخشپذیر گوئیم هر گاه به ازاي هر Lمشبکه  •

)) الف(                 ) ( )cabacba ∧∨∧=∨∧ )(  
)) ب(                 ) ( ) ( )cabacba ∨∧∨=∧∨  

  
  .م مینامیپخش ناپذیر پخش پذیر نباشد ان را Lاگر 
  

 پخش ناپذیر است اگر و تنها اگر شامل زیر مشبکهاي یکریخت با یکـی از مـشبکه هـاي اشـکال زیـر         Lمشبکه  
  .باشد

  
  

همچنین فرض کنیـد کـه   . باشدO و کوچکترین عضو I یک مشبکه محدود داراي بزرگترین عضو  Lفرض کنید که    
La Laعنصر . ∋ Oaa گوئیم هر گاهa  م را متم′∋ Iaa و ∧′= از ایـن تعریـف مـشاهده     . ∨′=

OIمیشود که  IO و ′= =′.  
  

 یک مشبکه محدود و پخش پذیر باشد اگر یک متمم براي عضوي وجـود داشـته باشـد در ایـن         Lفرض کنید که    
  .حصر به فرد استصورت این متمم من

  
)مشبکه  )≤,Lرا متمم دار گوئیم هر گاه محدود بوده و هر عضو ان متمم داشته باشد .  

  
  :جبر بول 

) یک مجموعه دلخواه و Sقبلا دیدیم که اگر    )SPL ) باشـد انگـاه   = )⊆,L      یـک مـشبکه اسـت ایـن مـشبکه 
بـه همـین دلیـل ایـن نـوع      .هاي متنوعی است که یک مشبکه در حالت عمومی فاقد انهاست       داراي ویژگی   

  . میکنند مهمی را در کاربردهاي مختلف ایفامشبکه ها براي کارکردن بسیار ساده بوده و نقش



  
}اگر   }nxxxS ,...,, 211 } و   = }nyyyS ...,, 212 ر ایـن   عنصر باشـند د n دو مجموعه دلخواه و متناهی با        =

)صورت مشبکه هاي  )( )⊆,1SP و ( )( )⊆,2SPیکریخت هستند .  
) فقـط یـک نـوع مـشبکه بـه صـورت       …,n=0,1,2براي هـر     : نکته )( )⊆,SP    وجـود دارد ایـن مـشبکه 

  . استn2ر تعداد عناصر این مشبکه براب.  بستگی داردn بوده و فقط به مقدار Sمستقل از عناصر 
  

  . باشدnB یکریخت با n گوئیم هر گاه به ازاي یک عدد صحیح و مثبت جبر بولیک مشبکه متناهی را 
  

   قاعده جایگزینی براي جبر بول
)فرض کنید که     )≤,L     یک جبر بـول z,y,x    سـه عـضو دلخـواه از ان و Iو O ه ترتیـب بزرگتـرین و    نیـز ب ـ

 و بـه عبـارتی   S سه زیر مجموعه دلخـواه از مجموعـه    A , B, C نیز فرض کنبد . کوچکترین عضو ان باشد
)دیگر سه عضو از      )( )⊆,SP    باشند در این صورت هر ویژگی براي عناصر دلخواه از ( )( )⊆,SP را میتوان با 

 عینا به همان ویژگی بـراي عناصـر دلخـواه    ⊇ به جاي ≥ و ∩ به جاي ∧ و ∪ به جاي ∨جایگزین کردن  
)از  )≤,Lمنتقل کرد .  

  کتاب درسی مطالعه شود 158 صفحه يجدول 
  

 در خـودش اسـت کـه در ان ترتیـب     B بار حاصل ضـرب   n مساوي با n , nB≤1براي هر عدد صحیح 
BBBجزئی در  ××× ...) nهمان ترتیب جزئی حاصلضرب است) ار ب.  

  
  :توابع و چند جمله اي هاي بولی

BBfتــابع ) تــابع بــولی( n } و بــرد ان مجموعــه nB را کــه دامنــه ان :→ }1,0=B اســت تــابع بــولی 
  .مینامیم

}فرض کنید که )بولی) عبارات(چند جمله اي هاي   ( }nxxx  متغیـر بـولی باشـد یـک     n مجموعه اي از 21,...,
)چند جمله اي بولی      )nxxxP ,...,, nxxx بولی n روي متغیر  21 ,...,,  بـه صـورت بازگـشتی زیـر تعریـف      21

  :میشود 
1. nxxx ,...,,   . چند جمله اي هاي بولی هستند21
  .لی هستند چند جمله اي هاي بو1 و0نمادهاي .2
ــر .3 )اگ )nxxxP ,...,, ) و 21 )nxxxQ ,...,, ــارات   21 ــن صــورت عب ــولی باشــند در ای ــه اي ب ــد جمل  دو چن
)( )nxxxQ ,...,, 21 \/( )nxxxP ,...,, )(و) 21 )nxxxQ ,...,, 21/\ ( )nxxxP ,...,, نیز چند جملـه اي     ) 21

  .هاي بولی هستند



)اگر  .4 )nxxxP ,...,, ) یک چند جمله اي بولی اسـت انگـاه     21 )),...,,( 21 ′nxxxP     نیـز یـک چنـد جملـه اي
  .بولی است

nxxxهیچ چند جمله اي بولی دیگري روي متغیرهاي بولی          .5 ,...,,  غیر از چند جملـه اي هـاي حاصـل از     21
  .اعمال چهار گانه فوق وجود ندارد

BBfاگر  n ) انگاه:→ )fSرا به صورت زیر تعریف میکنیم :  
( ) ( ){ }1| =∈= bfBbfS n  

  
  :از قضیه بالا نتیجه زیر را میگیریم

21فرض کنید که  ,, fff سه تابع بولی از nB به B باشند در این صورت   
)اگر )الف( ) ( ) ( )21 fSfSfS nBb انگاه به ازاي همه =∪ ∈ , ( ) ( ) ( )bfbfbf 21 ∨=.  
)اگر )ب( ) ( ) ( )21 fSfSfS nBb انگاه به ازاي همه =∩ ∈ , ( ) ( ) ( )bfbfbf 21 ∧=  

  
BBfهر تابع  : نکته n   . را میتوان به وسیله یک عبارت بولی تولید کرد:→
  

  :تعاریف
  .یک  لیترال یک متغیر بولی و یا متمم ان است : لیترال

  
nxxx متغیر بولی    nیک جمله کمینه روي      : کمینه ,...,, nxxx عبارت بـولی   21 ∧∧∧  اسـت کـه در   21...

ix , niان هر لیترال    . است′ix و یا برابر متمم ان یعنی ix یا برابر متغیر بولی 1≥≥
  

nxxx متغیر بولی nبک عبارت بولی روي   ,...,,  گـوئیم  dnf را یک شکل نرمال فصلی یا به طور اختصار 21
  . متغیر بولی مزبور بیان شده باشدnهر گاه به صورت وست هائی از جملات کمینه روي 

  
   : با استفاده از خواص جبر بولdnfبیان یک عبارت بولی به صورت یک 

   در فرایند ساده کردن مدارها قوانین دمورگان و بخشپذیري بسیار مفید هستند
  
  
  
  
  



)عبارت بولی :مثال )zyx   . بیان کنیدdnf را به صورت یک ∧∨′
)                                   با استفاده از قانون پخشپذیري نتیجه میشود        )( )zxyx ′∧∨∧  

wIwبا توجه به اینکه  Iww و ∧=    لذا∨′=
( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] =′∨∧′∧∨′∨∧∧ yyzxzzyx  

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( ) ( )zyxyzxzyxyx

yzxyzxzyxzyx
′∧′∧∨∧′∧∨′∧∧∨∧∧

=′∧′∧∨∧′∧∨′∧∧∨∧∧

ــا       و ب
ــه بــه   توج
قــــــــــــــــــــانون خــــــــــــــــــــود تــــــــــــــــــــوانی   

)داریم ) ( ) ( )zyxzyxzyx ′∧′∧∨′∧∧∨∧∧  
  
  

 میگوئیم اگر هر دو نمایش دهنده تابع بولی یکسان باشند بنابراین دو عبارت بـولی    هم ارز  را   دو عبارت بولی  
  . باشندdnfهم ارز هستند اگر و تنها اگر داراي یک 

  
  نقشه کارنو

  
 n=2بررسی حالت ) الف 

 را نشان مـی  ×22شکل زیر ماتریس .  استyو  xک تابع بولی از دو متغیر ، مثل         ی fحالت،دراین  
هـا را بـا    b، هرکـدام از ایـن   در شکل.  است2Bاز  bم از خانه هاي آن حاوي یک عنصر    دهد که هرکدا  

برچسب خانه ها در این شکل صرفا به خاطر ارجاع بوده و از ایـن بـه     . جمله ي کمینه متناظر جایگزین کرده ایم      
. اما فرض بر این است که خواننده بتواند جاي آنها را بـه خـاطر بـسپارد   .بعد از نوشتن آنها خودداري می کنیم   

ه طریق مـشابه متغیـر   ب. ر دو خانه ي سطر اول ظاهر شده استدر ه ′xشکل مشاهده می شود که متغیر   در  
x        طالب این دو سطر را به ترتیـب بـا   با توجه به این م.  در خانه هاي سطر دوم ظاهر شده استx′و  x 
   . yطور براي دو ستون بر حسب همین .  زده ایمرچسبب

  



BBfوقتی مقادیر تابع بولی      : نکته  دقیقا یـک سـطر و یـا یـک سـتون را پـر کـرده باشـند، در ایـن               :2→
 فقط یـک  fالبته اگر مقدار یک تابع.خواهد بود  fو یا ستون هم ارز با تابع بولی       صورت برچسب آن سطر     

  . به وسیله ي جمله ي کمینه ي متناظر تولید می شودfخانه از ماتریس را پر کند، در این صورت
ن انـدازه عبـارت    بزرگتر باشد ، بـه همـا  f شامل مقدار یک براي تابعمی توان نشان داد که هر چه نواحی    

  . کوچکتر خواهد بودfبولی متناظر با
  

  n=3حالت ) ب
 تـابعی از متغیرهـاي   fبنابر این فرض کنید که.  تعریف شده استBبه  3Bاز fتابع بولیدر این حالت   

 نمـایش داده مـی   ×42نقشه کارنو در این حالت بـه وسـیله ي یـک مـاتریس        .  است x   ، y   ،z بولی
انـه هـاي    و جملات کمینه متنـاظر بـا آنهـا را در داخـل خ    3Bجدولهاي زیر به ترتیب الف و ب عنصر        . شود

  .دنماتریس نشان می ده

  
BBf تابع بـولی     مقادیر یک :  نکته  را مـی تـوانیم بـه صـورت اجتمـاعی از نـواحی مـستطیل شـکل           :3→

  .بنویسیم
  
  n=4حالت ) ج

  . هستندwو  x، y  ،z متغیر مثل4ه اند که شامل ف شد تعریBبه  4Bدر اینجا ،توابع بولی از 
  .در جدول زیر توزیع ورودي ها و برچسب مستطیل هاي متناظر، براي چنین توابعی نشان داده شده است

در . ن اول و آخر و هم چنین سطر اول و آخر  مجاور هم هـستند در این حالت فرض بر این است که ستو  
  .)1،2،4(این حالت نیز به جستجوي مستطیلهایی به ابعاد توانی از دو خواهیم بود

 



  روابط بازگشتی:فصل پنجم 

  :یک دنباله را به روش هاي متنوع می توان تعریف کرد

  ).ابهام انگیز است( نوشتن چندین جمله اول به امید رسیدن به یک الگو یا فرمول عمومی -1

  .امn ارائه یک فرمول صریح براي جمله -2

  .بازگشتی استفاده از مفاهیم -3

ام را به چند جمله قبلی مـرتبط  n ي بازگشتی نیاز دارد که جمله بطه روش سوم اولا به یک معادله به نام را     -
  )دنباله فیبوناتچی.(گوییم شرایط مرزي میخواهد که به آنها  ي اول را می و ثانیا مقادیر چند جمله. کند می

شـرایط مـرزي مثابـه پایـه     . گشتی معادل به کـار بـردن اسـتقراي ریاضـی اسـت      تعریف دنباله به صورت باز -
  .استقرا و رابطه بازگشتی مثابه مرحله استقراست

سـازد کــه    جملـه پیــشین مـرتبط مــی  kام را بــه n یـک رابطــه بازگـشتی فرمــولی اسـت کــه جملـه     :تعریـف 
1≥kوkn 011شــرایط مــرزي ارائــه مقــادیر بــراي . ≤ ,,..., aaak− اســت.kي بازگــشتی  ي رابطــه  مرتبــه

  .باشد می

  .کند  یک رابطه بازگشتی با شرایط مرزي متفاوت دنباله هاي متعدد تولید می-

 کردن راهی براي شکـستن مـسئله مزبـور بـه زیـر مـسائلی           حل یک مسئله بصورت بازگشتی به معناي پیدا        *
این روند تکرار می شود تا آخرین زیـر مـسئله    . است که صورت ظاهري آن ها مشابه به مسئله اولیه است          

این . گام بعدي تلفیق و ترکیب جواب هاي حاصل و به دست آوردن جواب کلی است. به سادگی حل شود  
ایـن سـنت مـشابه فـرض     . ل شده اند به تفکـر بازگـشتی معـروف اسـت    فرض که زیر مسائل کوچکتر قبلا ح  

  .استقرا در اثبات قضایاست

 حلقـه  64 بنابه افسانه ها یک معبد هندي داراي سه ستون الماس است که خداونـد  ←برج هانوي   : مثال
ا را بـه سـتون   راهبه ها باید این حلقـه ه ـ . طلا به ترتیب نزولی قطرشان از پایین به بالا روي آنها قرار داده 
اگر با اتمـام کـار، عمـر جهـان پایـان یابـد       . آخر منتقل کنند و هرگز نباید یک حلقه بزرگتر روي کوچکتر قرار گیرد       

  عمر جهان چقدر است؟



  

  
A                     B                    C  

  

ایم،  حلقه به ستون دوم پیدا کردهn−1راه حل بازگشتی اینچنین است که فرض می کنیم راهی براي انتقال       
، naحال اگـر  . حلقه را به ستون سوم رساندد−1ي آخر را به ستون سوم اضافه کرد و سپس           حال باید حلقه  

1≥n  هاي لازم براي جابجایی     حداقل انتقالn      بینـیم بـراي     حلقه از یک سـتون بـه سـتون دیگـر باشـد مـی
ل و بـراي  بـه یـک انتقـا    C ام بـه n انتقال و براي انتقال حلقـه     B،1−na به   A حلقه از    n−1انتقال  
11انتقـال نیــاز اســت پـس    C ،1−naبــه B حلقــه از n−1انتقـال   1 −− ++= nnn aaa و شــرط مــرزي 

11 =aپس رابطه بازگشتی . است




=
≥+= −

1
212

1

1

a
naa nn است   

  

 این رابطه منصوب به لئوناردو پیـزا ریاضـیدان قـرون وسـطایی اسـت و بـر ایـن          ←دنباله فیبوناتچی   : مثال
هر جفت خرگوش در ماه اول تولد صـاحب بچـه       . در ابتداي سال یک جفت خرگوش داریم      : اساس است که  

تعـداد  . رود آورند و هیچ خرگوشـی از بـین نمـی    شوند ولی در ماه هاي دیگر یک جفت خرگوش به دنیا می    نمی
  ها در انتهاي سال؟ خرگوش

 هـاي مـاه   اسـت زیـرا خرگـوش   n−2هـاي مـاه    ام برابر تعداد خرگوشnهاي متولد شده ماه    تعداد خرگوش 
1−n     0هنوز تولید مثل نکرده انـد پـس اگـرF  مـاه  هـاي  تعـداد خرگـوش n ،21 ام باشـد −− += nnn FFF و 
10 =F11و =Fاست .  

  

   چند عضو دارد؟11 رقمی فاقد الگوي nمجموعه اعداد دودویی : مثال



00 می دانیم =S 21 و =S  و می دانیم که براي ساختن اعدادn 1 رقمی باید به اعداد−n یا 0 رقمی 
 رقمی عدد داریـم ولـی در   n−1 مشکلی ایجاد نمی کند، پس به همان تعداد       0اضافه کردن   .  اضافه کنیم  1 

21 ایجاد نشود، بنابراین داریم 11وي  باید مواظب باشیم الگ1اضافه کردن  −− += nnn SSS  2و≥n.  

  

rnSي غیر تهی که با  زیرمجموعهr عضوي به nتعداد افرازهاي ممکن یک مجموعه : مثال دهیم   نشان می,
rnSاد اعد. را حساب کنید   . به اعداد استرلینگ نوع دوم معروف هستند,

}{می توان به دو گروه شـامل      این مجموعه را     nx  و فاقـد }{ nx  تعـداد افرازهـاي   .  تقـسیم کـردrnS کـه   ,
}{شامل   nx 1,1اد  باشند که با تعد −− rnS   برابر است اما تعداد گـروه دوم برابـر rnrS   :بنـابراین . باشـد   مـی −1,

                                                          




≥==

≤≤+= −−−

11,1
1

,1,

,11,1,

nSS
nrrSSS

nnn

rnrnrn   

خـواهیم بـه    ص عمومی دنباله را مییس بزرگتر نیاز داریم یا خوادگاهی از اوقات، بویژه وقتی به جملات با ان        
  .فرمول صریح نیاز داریم که آن را جواب رابطه بازگشتی گوییم

  :جایگزاري با تکرارحل روابط بازگشتی با استفاده از 
  .این روش براي حل روابط بازگشتی مرتبه اول بسیار مناسب است

  

  :مثال

an  an1  fn n  1
a0  1

 an  a0
k1

n

fk
a1  a0 f1, a2 a0 f1 f2 ...  

 

an  can1  fn n  1
a0 const

 an  cna0  cnk

k1

n

fk
a1  ca0 f1, a2 c2a0 cf1 f2 ...  

  :مثال

an  2an1 1 n  1
a0 0

 c  2, fn  1

an 
k1

n

2nk  2n1  ... 20 
2n  1
2 1

 2n  1
  



  .هاي لازم را محاسبه کنید عداد مقایسهت. مرتب سازي حبابی را در نظر بگیرید:مثال

an  an1  n 1 n 1
a0 0

 c 0 , fn  n1

 an 
k1

n k 1  nn 1
2  

  

nk       شکلی است که از ترسیم یکn   تعداد یالهـاي آن از  ) گراف کامل( ضلعی با تمام اقطارش حاصل شده

ي  رابطه




=
≥−+= −

0
1)1(

0

1

a
nnaa nnآید  بدست می.  

  

 
در ایـن روش ابتـدا آرایـه را بـه دو قـسمت تقـسیم       : ادغـامی هاي لازم براي مرتـب سـازي    تعداد مقایسه 

کنیم، سپس مرتب سـازي در   هاي دیگر تقسیم می  هاي متوالی به قسمت     کنیم و هر قسمت را با تقسیم        می
  .شوند پذیرد و با هم ادغام می راه بازگشت صورت می

 an  2an
2
 n 1 n 2 , n 2m

a1 0            

2an
2
 22a n

4


n
2
1  22a n

4
 n 2  

22a n
4
 222a n

8


n
4
 1  23an

8
 n 22

 



an  2an
2
 n20

2a n
2
 22an

4
 n21

2m1 a n
2m1

2ma n
2m

 n 2m1






 
 رابطه بازگشتی حالت خاصی از روابـط تقـسیم    -

این روابط براي تجزیـه و تحلیـل        . تو حل اس  
ــوریتم ــی    الگ ــار م ــه ک ــشتی ب ــاي بازگ ــد ه ــه  . رون ــک رابط ــومی ی ــول عم ــورت     فرم ــه ص ــل ب ــسیم و ح ي تق

)(nfcaa dnn   .است n تابعی از nf)( ثابت و  d و cاست که =+

  

an  n 20 n21 ...  n 2m1
mn 20 21  ... 2m1mn 2m  1

 mnn 1 
mlog2

n

an  nlog2
n  n 1



r2r  60  r 3r  2 0 r1  2 , r2  3

  :حل روابط بازگشتی با استفاده ازمعادله مشخصه
  

∋+اگــر : تعریــف zk 0,...,()0,()0( و( 1 ≠≠≠ −− nnkn ccc اعــداد حقیقــی و na  یــک دنبالــه باشــد آنگــاه
knnfacacac knknnnnn ≥=+++ −−−− اگـــر . اســـتkي   یــک رابطـــه بازگـــشتی از مرتبــه  11...)(,
0≥∀n ،0)( =nfو در غیر این صورت ناهمگن گوییم) متجانس(رابطه بازگشتی را همگن .  

2,02211: روابط بازگشتی همگن مرتبه دو ≥=++ −−−− nacacac nnnnnn  
n

n crc 021شود پس داریم      در نظر گرفته می   =
2 =++ −− nnn crcrc   0 و, ≠cr . معادلـه  به این معادلـه ،

21که اگر . گوییم مشخصه می , rr هاي آن باشند سه حالت داریم ریشه:  
1( Rrr ∈≠ 21  
2 (rrr == 21 

3 (21 rr   .و هردو مختلط هستند≠

nnدر حالت اول جواب عمومی به صورت   ) 1
n rcrca 2211 هاي دلخواهی هـستند کـه     ثابت2c و 1c که =+

  .شوند  با دانستن شرایط مرزي مشخص می

an  an1 6an2  0 n  2

a0 1 , a1  2  
  :معادله مشخصه

 an  c1 2n  c23n a0  c120  c230  c1  c2  1

a1  c1 21  c231  2c1  3c2  2


c1  1

c2  0
an  2n

 
  

  

  

 تعـداد ایـن    naاگـر  . گیریم را در نظر می/ و * ،+ و 9 تا 0عبارت محاسباتی مجاز بدون پرانتز شامل : مثال
101محاسبات مجاز باشد بدیهی اسـت        =a  1002و =a 3,2910  و 21 ≥+= −− naaa nnn     چـرا کـه در 

 29تـوان یکـی از    هـا مـی    علامتـی n−2توان اضـافه کـرد امـا بـه       علامتی فقط یک عدد می    n−1عبارات  
/9,...,/1*,9*,...,9,0...,0مت علا   . را اضافه کرد++

 an  10an1  29an2 n 3

a1  10 , a2  100  
 r2 10r 29 0 r1, r2  5  36

 an 
5

3 6
5 36 n

 5  36 n
 



nnاند باز جواب عمومی بـه صـورت          در حالتی که ریشه ها موهومی     ) 2
n rcrca 2211  2c و 1cاسـت کـه   =+

  .ل نیز حقیقی استدر عین حال وقتی ضرایب رابطه بازگشتی حقیقی است، جواب عمومی حاص. اند موهومی

cos isinn  cosn  isinn n  0  

z x  iy  z rcos isin  , r 


x2 y2 , tan 
y
x

 zn  rncos n  isin n n 0  
21ي مشخـصه داراي ریـشه مـضاعف       در حالتی کـه معادلـه     ) 3 rrr   عمـومی بـه صـورت    اسـت، جـواب   ==
n

n rncca )( 21 +=.  

...0در حالت عمومی، اگر      1 =++ −− kknnn acac 0 و≠nc   ، 1,..., −− nkn cc   اعداد حقیقی و r    یـک ریـشه 
m،kmzتکراري با مرتبه    است عبارت r ي  آن قسمت از جواب عمومی که مربوط به ریشه     . باشد ≥≥

nmاست از 
m rnAnAA )...( 1

110
−

011 که +++− ,,..., AAAm−هاي دلخواهی هستند  ثابت.  

  

  :مثال
 an3 3an2 4an , n 0

a0 3 , a1  4 , a2  22
 r3 3r2 4  0  r1  r2  2 , r3  1

 an  A0A1 n2n  c1n  
  :از جایگزاري شرایط مرزي داریم

A0 1 , A1  2 , c  2  an  1  2n2n 21n  
  :روابط بازگشتی ناهمگن خطی با ضرایب ثابت

ــه  ــاهمگن از مرتبـــــــــ ــشتی نـــــــــ ــه بازگـــــــــ ــرایب ثابـــــــــــت  k رابطـــــــــ ــا ضـــــــــ  و بـــــــــ
knnfacacac knknnnnn ≥=+++ −−−− 0,...,,0 که   11...)(, 1 ≠≠ −− nnkn ccc     اعداد ثابت حقیقـی 
  .ست یک تابع غیر صفر اnf)(و 

21)(,2← 2 رابطه بازگشتی ناهمگن از مرتبه       - ≥=++ −− nnfcabaa nnn   ،0≠c و)(nf  تابع 
  .غیر صفر

)()(جواب عمومی این رابطه به صورت        p
n

h
nn aaa h)( که   =+

na     ي بازگـشتی همگـن     جـواب عمـومی رابطـه
021 =++ −− nnn bacaa    است و )( p

na              یـک جـواب ویـژه کـه بـسته بـه )(nf هـاي زیـر بدسـت      از راه
  .آید می

1 ()(nf    هاي جدول باشد و جوابی براي رابطه بازگشتی همگن نباشد         بصورت یکی از حالت)( p
na  هم مثـل 

  .ستون دوم است



2 ()(nf         حاصل جمعی از توابع ستون اول باشـد )( p
na       هـم حاصـل جمـع جمـلات متناظـد در سـتون دوم 

  .خواهد بود
1)( مثـل    nf)(وقتی یکی از جمعوندهاي تابع    ) 3 nf      ي بازگـشتی همگـن باشـد یعنـی          جـوابی بـراي رابطـه
ncrnf nrnccnf یا   1)(= )()( 211 در چنـین حـالتی جـواب    .  ریشه معادله مشخصه استr در آن     که =+

1)(ي منسوب به     ویژه nf    را بـه کـوچکترین تـوانی از n مثـل sn  1)(ونـدي از   کـه در آن هـیچ جمع nfns 
1)(در این حالت . کنیم نباشد ضرب می nfns قسمت متناظر از )( p

naاست .  
)( p

na  )(nf  
A         ثابت 
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cossin

)...(
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−
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  :توابع مولد
 تا و سومی 2 تا، دومی حداقل 4 نفر به ترتیبی که اولی حداقل 3 پرتقال را بین بین 12اگر بخواهیم : مثال

   تا داشته باشند تقسیم کنیم چند حالت داریم؟5 تا و حداکثر 2حداقل 
  .عداد حالات است برابر ت12xضریب 

fx ← تابع مولد x4 x5  x6 x7  x8x2 x3 x4 x5  x6x2 x3 x4 x5  
اي  هـاي قرمـز ، سـبز ، سـفید و سـیاه بـه گونـه        رنـگ هایی بـا     تعداد نامحدود توپ   توپ را از بین      24: مثال

  .تعداد زوج توپ سفید داشته باشیم توپ سیاه و به 6انتخاب کنیم که حداقل 
  . جواب مساله است24xضریب 

fx  x0x1  ... x18x0 x1  ...x24x0 x2 x4 ...  x18  
ــف  ــ : تعریــــ ــد کــــ ــرض کنیــــ 06ه فــــ ,......, aaــته ــابع    رشــــ ــد تــــ ــی باشــــ ــداد حقیقــــ  اي از اعــــ

∑
∞

=

=+++=
0

2
2

1
10 ...)(

n

n
n xaxaxaaxfي مزبور گوییم  را تابع مولد رشته.  



nZcn
r 

1r nn 1n 2 ...n r 1
r


1r nr  1

rn r   1r cnr1
r

)nx)1: مثال 012ي   تابع مولد براي رشته+ ,,,...,,0,0,0..., nnn
n
n ccccاست .  

∋+ براي هر - Znصورت زیر استاي نیوتون به  قضیه دو جمله .  
 n Z 1 xn  cn

0  cn
1 x  cn

2x2  ...  cn
nxn  

  :توان تعمیم داد  منفی و حقیقی میهايnاین فرمول را براي 

 n, r  Z , n r  0 cn
r 

n
r n r  nn1n 2 ...n r 1

r  
-

 ⇒اگر

 n  cn
0  1  

  
∋+براي : مثال Zn لورن براي  بسط سري مکnx −+ 1  . به صورت زیر است)1( xn  1  nx  nn1 x2

2
 ...  ...

 1 
r0

 nn1 ...nr  1
r

xr 
r0

 1rc
nr1xr
r

 
nxلذا  −+ 012ي  تابع مولد رشته)1( ,,...., nnn ccc   . است−−−

  :نکات مهم
1 1 xn  cn

0 cn
1 x cn

2 x2 ... cn
nxn

2 1 axn  cn
0 cn

1 ax cn
2 a2x2  ... cn

n anxn

3 1 xmn  cn
0  cn

1 xm cn
2 x2m  ... cn

nxnm

4 1 xn1  1 x 1 x  x2 ...  xn

5 1  1 x  1 x  x2 ... 
k0



xk

6
11  xn  cn

0  cn
1 x cn

2 x2 ... 
k0



cn
k xk  

k0



1 1kckn1
k xk

7
11  xn  cn

0  cn
1 x cn

2 x2 ... 
k0



cn
k xk 

k0



cnk1
k xk

 

ــر  ∑اگ
∞
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=
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k
k xaxf و ∑

∞
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=
0
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k

k
k xbxg  و)()()( xgxfxh ــاه = ∑ ، آنگ

∞

=

=
0

)(
k

k
k xcxh ــه در  ک

∑آن 
∞

=
−=

0i
ikik bac 0 و≥k.  

  



cn
r  cn

nr c2n
r 

i0

n cn
i 2

432 را در 15xضریب : مثال ...)()( ++= xxxfبدست آورید .  

fx x21 x  ...4   x2

1 x
4


x81 x4
11 xn 

r0



cnr1
r xr c11

7  120
 

)1(4 در 7x مثل ضریب xf)( در 15xضریب 
1
x−

  .باشد  می

  

∋+نشان دهید براي هر : مثال Zn ،∑
=

=
n

i

i
n

n
n cc

0

2
2 )(   

22 دانیم می ])1[()1( nn xx +=+ ، n
nc2  ضریبnx در nx 2)1(  . است+

cn
0  cn

1 x  cn
2x2  ...  cn

nxn 2  cn
0cn

n  cn
1 cn

n1  ... cn
ncn

0  
دانیم می  

  :حل روابط بازگشتی با استفاده از توابع مولد
  

  :ها در برج هانوي هاي حلقه تعداد جابجایی: مثال

an  2an1  1 , n  1

a0  0  
Ax

n0



an x
n

Ax
n1

 2an1 1xn  2x
n1



an1 x
n1  x

n1



xn1

Ax 2xAx x
1  x

 1 2xax  x
1  x

Ax x1  x1 2x  a
1 x


b

1  2x


ai 2x b1  x1 x1  2x
x  a1  2xb1  xa  1 & b 1

 Ax 1
1 2x


1

1 x


n0



2n xn 
n0



xn  
n0

 2n  1xn

 an  2n  1  
 
 پایان فصل پنجم



  مروري بر نظریه ي گرافها: فصل ششم 
  

بسیاري از مسائل روزمره ي زندگی را می توان به صورت انتزاعـی توسـط مجموعـه اي گسـسته از اشـیا و                 
ــرد   ــان کـــــــــــ ــر آن بیـــــــــــ ــده بـــــــــــ   .روابـــــــــــــط دودویـــــــــــــی تعریـــــــــــــف شـــــــــــ

نظریـه ي  ه ي این امر بـه مطالع ـ  . در این گونه مسائل نمایش گرافیکی مناسب ترین روش نمایش است          
  . منجر می شودگرافها

  
   :تعاریف

),(گراف سودار به صورت زوج مرتب     • EV ،نآ که در استV  مجموعه اي از متناهی از رئـوس 
 . می باشدV رابطه اي دودویی درEو

 . می نامیمسودار را یال هاي گراف E را رئوس و زوج مرتب هايVعناصر •
),(یـال . یله ي آن به هم وصـل مـی شـوند       یک یال حادث با رئوسی است که به وس         • ba  حـادث 

 . راس انتهایی استb راس ابتدایی وa . استb و حادث بهaاز
 .  خوانده می شوند که به وسیله ي یالی به هم وصل می شوندمجاوردو راس  •
 است هرگاه هیچ یالی با آن حادث نباشد واگر یالی حادث بـه همـان راس باشـد    منفردیک راس    •

 . نامیده می شودحلقه
),(به صورت زوج مرتب    Gگراف بی سوي   • EV  است که V مجموعه اي متنـاهی و E  مجموعـه 

 . استVاي از مجموعک هاي دو عنصري از
ر یـک بـه یـک     می گییم هر گاه یک تناظر یک به یک بین رئوس و یـک تنـاظ     یکریختدو گراف را     •

 .بین یال هاي آن موجود باشد و مفهوم حادث بودن محفوظ بماند
),(اگر   • EVG  باشد ),( EVG EE گـوییم هرگـاه   G را زیر گراف′′′ VV و ′⊇  بـه طـوري   ′⊇

Eکه یال هاي   . حادث باشند′V تنها با رئوس ′
 . می خوانیمپوشا باشد آن را زیر گراف V شامل تمامی رئوسGاگر یک زیر گراف از •
),(ن  زیر گرافـی چـو     G نسبت به  ′Gمکمل زیر گراف     • EVG EEE اسـت کـه   ′′′′′′  و ′′=−′

V Eوسی را شامل می شود که یال هاي ئ ر′′  .  با آنها حادثند′′
VUفرض کنید   • ⊆≠φ زیر گراف ),( 11 EUG1 گوییم هرگاه  القا را زیر گرافE    شـامل تمـام

 . وجود داردUیال هایی باشد که رئوس انتهایی آنها در 
یـالی   نشان می دهـیم کـه بـین هـر دو راس متمـایز آن      nk راسی را با   n بی سوي   کامل گراف •

 . راسیnهمچنین است گراف سودار. است



 . نمایش داده می شودG است و با nk راس مکمل آن نسبت به n باGمکمل گراف •
),(اگر براي گراف     • EVG   ، E   گانـه از زوج هـاي مرتـب از     یـک مجموعـه ي چندVV  باشـد  ×

 . گوییمچندگانه ي سوداررا یک گراف Gآنگاه
در گراف هاي سودار و بی سوي چندگانه هیچ محدودیتی  براي تعداد پیکانها از یک نقطه به نقطه ي          •

 .دیگر وجود ندارد
اگر بخواهیم تاکید کنـیم گـراف غیـر چندگانـه را     . اف نام می بریمگراف معمولی یا چندگانه را با نام گر   •

 . می نامیم خطیگراف
),,,( را به صورت چهارتایی   وزن دار یک گراف    • gfEVیا سه تایی ),,( gEV  تعریف می کنـیم 

  . هـستند E تـابعی بـا دامنـه ي    g وVتابعی با دامنـه ي f و یال ها  E رئوس   Vکه در آن ها   
fg,بیانگر انتساب وزن ها به رئوس و یالها هستند . 

ikii رشـته اي از یالهـا مثـل         مـسیر  در یک گراف سودار    • eee ,...,,  بـه گونـه اي اسـت کـه راس     21
مسیر را رشته اي از رئوس نیز می توان نمایش .  استije+1 منطبق بر راس ابتدایی ijeانتهایی 

 .داد
ن  گوییم هر گاه هیچ راسـی در آ ابتداییمی گوییم اگر هیچ یالی در آن تکرار نشود و ساده  مسیر را    •

 .دو بار ملاقات نشود
ikii مسیري مثل    مدار • eee ,...,,  1ie بـر راس ابتـدایی   ike است که در آن راس انتهایی یال        21

 .منطبق باشد
 است هرگاه هیچ راسی در آن دو بـار  ابتـدایی  است هرگاه شامل یال تکراري نباشد و سادهمدار   •

 .نشودملاقات 
در غیـر ایـن   . می نامیم هرگاه بین هر دو راس دلخواه مـسیري موجـود باشـد    همبندگراف بی سو را  •

 . استناهمبندصورت 
 .گراف سودار همبند است هرگاه گراف بی سوي حاصل از آن همبند باشد •
   بـراي گـراف   مؤلفـه هر گراف نا همبند شامل چندین زیر گراف همبند است که هر کـدام را یـک            •

 .میممی نا
 و b بهa هم مسیري ازb وa است هرگاه به ازاي هر دو راس      همبند قوي یک گراف سودار     •

 . موجود باشدa بهbهم مسیري از
  
  
  



)  رنـگ متفـاوت  4در کـل  ( مکعب با وجه هایی به رنگ هـاي متفـاوت   4ازي حماقت لحظه اي در ب  : مثال
بـراي ایـن   .  رنگ متفاوت دیده شـود 4می خواهیم آنها را روي هم بچینیم به طوري که در هر ستون           . داریم

 مکعـب یـک گـراف چندگانـه ي وزن دار تـشکیل داده و سـعی خـواهیم کـرد دو            4کار در حالت عمومی براي      
  .زیرگراف با ویژگی هاي زیر در آن پیدا کنیم

  . یال با برچسب هاي مختلف باشد4 راس و 4هر زیرگراف باید شامل  )1
 . باشد2در هر زیرگراف درجه ي هر راس باید دقیقا برابر  )2
 .اف نباید یال مشترك داشته باشنددو زیرگر )3
  
از یال هاي گراف تنها و تنهـا   به مسیر و مداري گفته می شود که از هر کدام       اولري مسیر و مدار   •

 .یک بار عبور کند
 را بـا  Vدرجـه ي هـر راس  .  هر راس تعداد یال هـاي حـادث بـا آن تعریـف مـی شـود         درجه ي  •

)deg(Vنمایش می دهند . 
  

),(در یک گراف بی سو  : 1لم  EVGرا داریم رابطه ي زیر .  
)(2)deg( GEvV

Vv
v =

∈
  . تعداد یالها می باشدGE)( که  ∑

  .تعداد رئوس از درجه فرد همیشه زوج است در یک گراف بی سو : 2لم 
)deg()deg()deg(2)(  زوج است  GEvvv

zojfardVv

=== ∑∑∑
∈

  

),(راف بی سوي گ : قضیه EVG داشته باشدنفرد  داراي مدار اولري است اگر و تنها اگر راسی از درجه.  
 داراي مسیر اولري است اگر و تنها اگر همبند بوده و حـداکثر دو راس از درجـه          Gگراف بی سوي   : 3لم  

  .فرد داشته باشد
  یکی از سرگرمی هاي مردم کانیگزبرگ این بـود کـه بـا شـروع از یـک نقطـه از هفـت پـل واقـع بـر                     : مثال

نقـشه را مـی تـوان بـه     .  تنها یک بار عبور کـرده بـه نقطـه ي عزیمـت خـود برگردنـد      رودخانه ي پر گل تنها و  
  .صورت گرافی که یالهاي آن پل ها و رئوس آن جزیره ها و دو طرف رودخانه هستند نشان داد

  



اولر که پدر نظریه ي گرافها لقب گرفته نشان داد حل مـساله در گـرو پیـدا کـردن یـک مـدار اولـري در ایـن              
   راس درجـه ي فـرد آن نـه مـسیر و نـه مـدار اولـري در ایـن گـراف موجـود              4 که با توجـه بـه        گراف است 

  . نمی باشد
  

),(براي گراف سودار    • EVG یک راس مثلدرجه ي ورودي v     برابر تعداد یـال هـاي حـادث بـه
درجـه ي  . آن تعریـف مـی شـود    یک راس برابر تعداد یال هاي حـادث از    درجه ي خروجی  آن و   

deg)(ورودي را با  v− و درجه ي خروجی را با )(deg v+نمایش می دهیم . 
deg)(هر حلقه در گراف سـودار موجـب افـزایش یـک واحـد بـه                  • v−      و یـک واحـد بـه )(deg v+  

 .می شود
),(گراف سودار   : قضیه EVG است اگر و تنها اگر همبند بـوده و بـراي هـر    مدار اولـري  داراي Vv∈ 

deg)(deg)(داشته باشیم  vv −+ =.  
 بـراي هـر راس   b وaند بوده و به استثناي دو راس مثـل  است اگر و تنها اگر همب   مسیر اولري و داراي   

)(deg)(deg vv −+   : نیز داشته باشیم b وaو براي رئوس  برقرار باشد=
1)(deg)(deg,1)(deg)(deg +=+= +−−+ aabb  
  

گفته می شود کـه از هـر راس گـراف    ) دوري(هامیلتونی به مسیري ) دور(مسیر   : مسیر و دور هامیلتونی   
  . بار عبور کندفقط و فقط یک

 .تنها راه حل براي نشان دادن اینکه گرافی داراي مسیر هامیلتونی است تشکیل صریح آن است •
 .اگر گرافی داراي دور هامیلتونی باشد همبند است •

  
),(وردن یک دور هامیلتونی در گراف چند نکته مفید براي بدست آ EVG.   

Vvv هامیلتونی دارد براي هر راس  دورGاگر )1 ∈≥ ,2)deg(.   
Vaaاگــر بــراي )2 ∈> ,2)deg(ــور از راس ، در زمــان تــشکیل د ــه محــض عب    aور هــامیلتونی ب

 .می توان همه ي یال ها ي حادث با آن را حذف کرد
Vaaاگر براي )3 ∈> ,2)deg(دو بال حادث با راس aباید در دور هامیلتونی قرار بگیرند . 
 تشکیل دهیم Gتوانیم دوري براي یک زیر گراف از نمی Gر زمان تشکیل دور هامیلتونی برايد )4

 .مگر اینکه همه ي رئوس را شامل شوند
  
  
  



   : راهی براي نشان دادن اینکه بعضی گراف ها مسیر هامیلتونی ندارند
دور .  باشـد x حـادث بـا  y و راسy حـادث بـا  x طـوري برچـسب مـی زنـیم کـه راس     y وxرئوس را با  

 بایـد بـه انـدازه    y وx هاي متوالی ظاهر شده سپس تعدادy وx راس است که از   Vهامیلتونی شامل   

2
Vموجود باشد .  
  

  : لتونی در یک گراف کامل دور هامی
هفده نفر می خواهند در یک میز گرد به شیوه هایی بنـشینند کـه هـر بـار دو طـرف یـک شـخص افـراد            : مثال  

  . متفاوتی نشسته باشند
راس و nK ، 3≥n ،nدر گــراف کامــل  

2
)1(2 −

=
nnCn ــ  و حــداکثر . ال موجــود اســت  ی

2
1−n دور 

8بنابراین به . هامیلتونی با یال عاي متفاوت موجود است
2

116
=

  . روش ممکن می توانند بنشینند−
  

* راس که با     nیک گراف کامل سودار با     : تعریف
nK ود گرافـی اسـت سـودار و بـا    اده می ش ـ نمایش دn 

),( ،y وxراس به طوري که براي هر دو راس yx یا ),( xyموجود باشد  .*
nKرا چرخه می گوییم .  

  
* : قضیه

nK هامیلتونی است)سودار( داراي یک مسیر .  
  : اثبات به شیوه ي استقرا 

1( 2=nدرست است .  
2( *

nKفرض. ( داراي مسیر هامیلتونی است( 
*اگر از   )3

1+nK 1 راس+nv    را حـذف کنـیم، گـراف *
nK     بدسـت مـی آیـد کـه 

  مــــسیر هــــامیلتونی نــــام دارد، دو امکـــــان وجــــود خواهــــد داشـــــت     
nkبـراي  ) الـف  ),(,),( یـال هـاي   1≥≥ 111 +++ nkkn vvvv  در گـراف 

),(که در ایــن صــورت آنهــا را بــا یــال هــستند 1+kk vvجــایگزین مــی کنــیم .  
),()ب 1+nn vv  در *

1+nK  است که در این صورت این یال به مسیر اولیـه 
 .در فرض مسئله اضافه می شود

),(اگر   : قضیه EVG   یک گراف بی سوي بدون حلقه با n   راس باشد، اگـر بـراي هـرVyx  رابطـه ي  ,∋
1)deg()deg( −≥+ nyxد برقرار باشGداراي مسیر هامیلتونی است .  

12 همبند است چون در غیر این صـورت      G :اثبات   ,CC    12 دو مؤلفـه ي گـراف بـا , nn  راس بـوده و 
  :داریم 



)deg()deg(2که با فرض تناقض دارد   
1)deg(
1)deg(

11

22 −≤+⇒




−≤→∈
−≤→∈

nyx
nxCx
nyCy    

  
ــم ــ : لـ ),(ر اگـ EVG    ــا ــه بـ ــدون حلقـ ــوي بـ ــی سـ ــراف بـ ــک گـ ــر   n یـ ــراي هـ ــر بـ ــد، اگـ راس باشـ

Vvnv ∈
−

≥ ,
2

1)deg( آنگاه Gمسیر هامیلتونی دارد .  
  

),(اگر   : قضیه EVG         3 یک گراف بی سوي بدون حلقه با≥= nV      اي هـر دو راس  راس باشـد و بـر
nyx رابطه ي y وxدلخواه و غیر مجاور ≥+ )deg()deg(برقرار باشد آنگاه Gیک دور هامیلتونی دارد .  

  
  ) : الگوریتم دیکسترا(کوتاه ترین مسیر ها در گراف هاي وزن دار 

),,(فرض کنید    WEVGوزن یالی مثـل . یک گراف وزن دار است),( ji بـا ),( jiw   نـشان داده شـده و 
  . مجموع طول یال هاي تشکیل دهنده ي آن استGطول یک مسیر در. آن یال می نامیمآن را طول 

  
براي این کـار از  .است z تاaیین کوتاه ترین مسیر از یک راس به راس دیگر مثل         مسئله مهم تع   : نکته

  . استفاده می کنیمالگوریتم دیکسترا
  

  : الگوریتم دیکسترا 
aVT}{در ابتدا    )1 Tttawtl و براي هر     =− ∈= ap}{ و)(),(, = .)(tl   را کوتـاه تـرین 

 t را انـدیس tl)(. نباشـد T می نامیم به طوري کـه شـامل هـیچ راس دیگـري از        t به a مسیر از 
  .  قرار می دهیم∞ می گوییم و اگر مسیري وجود نداشت برابرpنسبت به

 . را داردpی است که کوچکترین اندیس نسبت به راس∋Txفرض می کنیم )2
در غیـر  .  به آن برسیمدر این صورت الگوریتم خاتمه می یابـد      a راسی باشد که می خواهیم از      xاگر )3

xPUP}{این صورت    xTT}{ و   ′= Tt و براي هـر  ′=− انـدیس آن را بـا اسـتفاده از    ∋′
)(min})(,)(),{(رابطه  txwxltltl  . حساب می کنیم′=+

T و P به جاي′p را با 3 و2مراحل  )4  . تکرار می کنیمTبه جاي ′
  

 مـی شـوند نـه    x بـه aاگر در مرحله دوم این الگوریتم رئوسی را ذخیره کنیم که منجر به کوتاه ترین مـسیر از          
  . بلکه خود این مسیر را نیز به دست خواهیم آوردx بهaاه ترین مسیر ازتنها کوت

  
  . هاي بزرگ عملا امکان پذیر نیستnویژه برايپیدا کردن دور هامیلتونی داراي کمترین وزن به  : نکته



  : قاعده ي نزدیک ترین همسایه 
),,(رض می کنیم    ف WEVG  گراف وزن دار بی سو با nقاعده ي نزدیکترین همسایه بـراي  .  راس است

  . به صورت زیر استHت آوردن دور هامیلتونی نیمه بهینهبدس
,,}{اسـت  V یـک راس دلخـواه از      ∋Vxفرض مـی کنـیم     )1 xPHxa ←←← φ )  اولـین

  )Hراس
=−1 تــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــا i=1بــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــراي  )2 ni:   

VyPyفـــــــرض ∈∉ ),( راســـــــی کـــــــه , yxwــدار اســـــــت   .  آن کمتـــــــرین مقـــــ
},{},{, yxHHyPPyx ∪←∪←← 

3( },{ axHH  )یال ایجاد شده با اولین و آخرین راس را اضافه می کنیم (←∪
  

),(گراف   : تعریف EVG   گویند هرگاه هامنی را G کـرد کـه یـال هـاي     را بتوان در صفحه به گونه اي رسـم 
  . متقاطع باشندGآن تنها در رئوس

  
2121 گوییم هرگاه دو بخـشی  را  Gگراف : تعریف , VVVVV ∪==∩ φ   و براي هر یـال یـک راس 

اف را  وصـل باشـد گـر   2V به تمـام رئـوس  1V باشد، اگر هر راس از  2V و دیگري متعلق به      1Vمتعلق به   
mVnV در حالت اخیر که . می گوییمبخشی کاملدو == 12 ,،G را با nmK   . نمایش می دهیم,
  

},{اگر یال φ≠E یک گراف بی سو و بی حلقه است که درآن            Gفرض کنید  : تعریف wve را حذف =
},{,},{و vuvwرا اضافه کنیم که Gv∈اززیر بخش مقدماتی این صورت یک  در Gحاصل خواهد شد .  
  

12گراف هاي بی سو و بی حلقه         : تعریف ,GG   ک گـراف  یا از ی ـ گوییم هرگاه یکریخت باشند  همریخت را
  . به وسیله یک رشته از زیربخش ها بدست آیندHبی سو و بی حلقه ي

  
 از گراف هامنی ناحیه اي از صفحه است که به یال هاي گراف محدود بوده و دیگر قابل     ناحیهیک   : تعریف

  .می شونداگر گراف را در امتداد یال ها ببریم ناحیه ها جدا . تقسیم به زیرنواحی نیست
  

  . استنامتناهی است هرکاه مساحت آن متناهی باشد در غیر این صورت متناهییک ناحیه :  نکته
  
vVeE یک گراف همبند و هامنی با Gفرض کنید  : ضیهق == عـداد نـواحی تعریـف     تrاگـر  .  است,

−+=2 باشد آنگاه داریم Gشده به وسیله ي rev   



  : اثبات با استقرا 





=→=
=→=

=
12
21

1)1
rv
rv

e  

2(2  فرض  =+−= rkvke  
⇒+= 1)3 ke  

      A(   دارد 1راسی از درجه G→ داریمaبا حذف
  2)1(]1)1[(2)1( =+−=++−+−→=−+− revrkvkrv        

      B( ندارد   1راسی از درجه G→  داریمa        با حذف
    2]1)1[()1(]1)1[(2)1()1( =+−++−+−→=−+−− rkvrkv        

  
vVeEوي همبند، هامنی و بدون حلقه بـا        یک گراف بی س    Gفرض کنید که   : لم =>=  اسـت،  2,

63: در این صورت  −≤ ve   
   تعداد همه ي یال هاي مرزي براي نواحی باشد bاگر: اثبات 

rbeb 3,2 ≥≤⇐   re 32 re   یا   ≤
≥

3
2  

63
33

22 −≤→−=−+≤+−= veereverev  
63 یـال باشـد و   E<2 گرافی خطـی همبنـد و بـدون حلقـه بـا              Gدر نتیجه اگر   −> ve آنگـاه G  هـامنی 

  .نیست
  

 3,3k یـا 5k تنهـا اگـر داراي زیرگرافـی همریخـت بـا           هامنی است اگـر و     Gگراف : )کوراتاوسکی(قضیه  
  .نباشد

  
  

  پایان فصل ششم
  
  



  درخت ها: فصل هفتم 
),(اگر. درخت ها حالت خاصی از گراف ها هستند        EVG ،گرافی بی سو و بی حلقه باشد G  را درخت گـوییم
از مؤلفـه هـاي آن یـک درخـت      همبند نباشد اما هر کدام iGاگر. اگر همبند بوده و داراي هیچ دوري نباشد 

  .نمایش داده می شود Tیک درخت باشد با Gاگر. باشد آن را جنگل می گوییم
  

   وجـود دارد کـه  Vل یـک راس در  باشـد آنگـاه حـداق   V<1دو راس از یک درخت بـا      bو   aاگر   : قضیه
  .درجه ي آن مساوي یک است

),(اگر : قضیه EVT1 یک درخت باشد در این صورت داریم−= VE   
),(اگر : لم EVT 2 یک درخت با>V درجه یک دارد باشد آنگاه دست کم دو راس از.  

  : اثبات   
22)1(22)deg(

1
−=−==→= ∑

=

nnEvnV
n

i
iفرض     

nivi ,...,2,2)deg(    داریم1 تنها یک راس از درجه →≤=
)deg(1)deg(1212221تناقض

11
−≥−→−=−+≥+=→ ∑∑

==

nnvv
n

i
i

n

i
i  

  .را با هم جمع کنیم در گراف حاصل یک دور ایجاد می شود Tاگر دو راس غیر مجاور درخت: قضیه 
),(گراف : قضیه EVG 1 یک دخت است اگر و تنها اگر داراي دوري نباشد و−= VE   

  Gحال می خواهیم نشان دهیم اگر گـراف . نیمی از قضیه که توسط استقرا ثابت می شود: اثبات    
=−1داراي دور نبوده و    VE آنگاه Gهمبند است .  

),( مولفه هاي همبند باشند وGGk,...,1اگر   iii EVG هرکدام از مولفه ها یک درخت است زیرا 
  . است پس فقط یک مولفه ي همبند داریمk=1همبند است و دور ندارد و از آنجا که

kVEEVE
k

i
iii −==−= ∑

=1
,1  

),(ر مورد گراف بی سو و بی حلقه يعبارات زیر د : یهقض EVG هم ارزند :  
  . یک درخت استG) الف
=−1 همبند است و G) ب VE.  
=−1 شامل هیچ دوري نیست و G) ج VE.  
  . همبند است ولی حذف هر یال آن را به دو درخت تقسیم می کندG) د
 شامل هیچ دوري نیست ولی اگر دو راس غیر مجاور آن را به هم وصل کنـیم دقیقـا یـک                 G) ه

  .دور خواهد داشت
  
  



  : درخت ریشه دار 
),(گراف سودار  • EVG           یک درخت سودار است هرگاه بدون در نظر گرفتن جهت یـال هـا درخـت 

 .باشد
),(درخت سودار  • EVT        را ریشه دار گوییم هرگاه راس منحصر به فرد r      موجـود باشـد بـه طـوري کـه 

0)(deg =− v 1 و براي هر راس)(deg =− v. 
deg)(0 که   vرخت ریشه دار راسی مانند      در یک د   • =+ v  گره خـارجی ( یا راس خارجی برگ است (

 .یا شاخه نامیده می شوند) گره داخلی(نامیده می شود و باقی رئوس راس داخلی 
 . واقع شده استx تراز  باشد می گوییم آن راس درx اگر طول مسیر از ریشه به راسی •
),(براي یال • sn که جهت از nبه s است nو پدر  s نامیده می شوند فرزند. 
 .a نواده ي را b گوییم و bنیاي را  a مسیري موجود باشدbبه  aهرگاه از  •
 . نامیده می شوندخواهر یا  برادررئوسی که پدر مشترك داشته باشند •
 مساوي زیر گراف القا شـده  1vه ریشه ياس از درخت باشد آنگاه زیر درخت ب       ر یک   1vاگر راس  •

 . و همه ي نواده هاي آن در صورت وجود است1vبه وسیله ي
  :درخت ریشه دار مرتب شده  •

  .ریشه را با صفر برچسب می زنیم) 1
  .برچسب می زنیم...  و 3و  2 و 1رئوس تراز یک را از چپ به راست با ) 2
به فرزندانش   برچسب بخوردa راس داخلی با تراز بزرگتر مساوي یک باشد و با v اگر) 3

...,.2,.1برچسب  aaزده می شود . 
naaa معـروف اسـت و هـر راس کـه بـه صـورت             نـشانی عمـومی   این روش به سیستم      • ,..,, 21 

 . استnبرچسب خورده باشد در تراز 
ــر  • ــشانی v وuاگـ ــا نـ maab دو راس بـ naac و =1,..., ــوییم =1,..., ــد گـ cb باشـ ــر >    اگـ

nm) الف nm)                                 ب> aa < 
 درجـه ي  v گوییم هرگـاه بـه ازاي هـر راس      دوییدویک درخت ریشه دار را یک درخت ریشه دار           •

 .خروجی آن صفر، یک، یا دو باشد
rvدر کامپیوتر درخت هاي دودویی که به ازاي هر         • ,0)(deg deg)(2 یا += =+ v  است بـراي 

 .نمایش عملیات دودویی استفاده می شوند
پیشوندي به افتخار ابداع کننده ي آن نماد لهستانی گفتـه مـی شـود و مزیـت آن                 (prefin)نماد   •

از اگر درخت را از بالا بـه پـایین و   . این است که علارغم به کار نرفتن پرانتز هیچگونه ابهامی ندارد        



ba(infin)نمـاد میانونـد    چپ به راست بخوانیم این نمـاد بـه دسـت مـی آیـد و            o   بـه صـورت 
aboخواهد بود . 

 چند روش سیستماتیک براي مرتب سازي درخت داریـم    . ترتیب در درخت ها اهمیت زیادي دارد       •
ــه  ــیش ترتیـــب  : از جملـ ــازي پـ ــب سـ ــب  و  (preorder)مرتـ ــس ترتیـ ــازي پـ ــب سـ مرتـ

(postorder)   ــوند   : کـــــــه بـــــــه صـــــــورت بازگـــــــشتی زیـــــــر تعریـــــــف مـــــــی شـــــ
 باشد و فقط همین ریشه را داشته باشد خود ریشه پیمایش پیش ترتیب r درختی با ریشه ي  Tاگر

از چـپ   T زیر درخت هـاي TTk,...,1ا فرض  بV<1و پس ترتیب را تشکیل می دهد و اگر         
 :به راست داریم 

 را به صورت پـیش  1T سپس رئوس rپیمایش پیش ترتیب، نخست ریشه ) الف  
  . را به همین ترتیب ملاقات می کندkT الی 2Tترتیب آنگاه 

 را به ترتیب به صـورت پـس   TTk,...,1پیمایش پس ترتیب، نخست رئوس  ) ب  
  .ترتیب و سپس ریشه را ملاقات می کند

  :اگر درخت ریشه دار دودویی باشد پیمایش میان ترتیب هم به صورت بازگشتی تعریف می شود 
LR و V<1 ریـشه بـه تنهـایی یـک پیمـایش میـان ترتیـب خواهـد بـود و اگـر                  V=1اگر   TT , 

 به صورت میـان ترتیـب سـپس ریـشه و سـپس      LTزیردرخت هاي چپ و راست باشند، نخست       
RTبه صورت میان ترتیب پیمایش می شود .  

  زیر درخت چپ یا راست می تواند تهی باشد) 1 : هنکت
deg)(1اگر ) 2       =+ v و wفرزند باشد باید بین فرزند چپ و راست تمایز قائل شد .  

  
  :درخت هاي پوشا 

),( از گرافHزیر گراف  EVG براي را یک درخت پوشاG میگوییم هرگاه   
   . یک درخت باشدH )الف
  . را شامل شودVهمه ي رئوس) ب
  .درخت پوشایی که سودار باشد درخت پوشاي سودار نامیده می شود : نکته
  
 حـذف کـرد   Gال هایی که باید بـراي بدسـت آوردن درخـت پوشـا از            همبند باشد تعداد ی    Gاگر گراف    *

−+1برابــر   VE ایـــن عــدد را رتبـــه ي مــداري   .  اســتG یــال هـــایی کــه حـــذف  ( . مــی گـــوییم  
  )می شوند از هر دور گراف انتخاب می شوند

  



),(گراف بی سوي  :  قضیه EVG  ایـن الگـوریتم کـارا    . ( همبند است اگر و تنها اگر شامل درخت پوشا باشـد
  )نیست چون زمان پیدا کردن دورها بسیار زیاد است

 
دو الگوریتم کارا براي پیدا کردن یک درخت پوشا براي یک گراف همبند الگوریتم هاي جستجو نخست در سطح      

(BFS) ــق ــندمـــــــــــــــی ب (DFS) و جـــــــــــــــستجو نخـــــــــــــــست در عمـــــــــــــ   .اشـــــــــــــ
 ابتدا رئـوس  DFS رئوس واقع در یک تراز پیش از رفتن به تراز بعدي ملاقات می شوند و در   BFSدر  

  .با ترازهاي بیشتر پردازش می شوند
  

   :DFSالگوریتم 
),(گراف بی سو و همبند : ورودي EVG 12 که رئوس آن به ترتیب ,,..., vvvnاولویت بندي شده اند .  
)1,1(درخت پوشاي ریشه دار و سودار  : خروجی EVT =.   

1(  111 ,}{1. vvvVv   φ=1E.  ملاقات شد1v.  خواهد بودTریشه ي درخت←←
2(  nI Evv کوچکترین اندیسی است که    2≥≥ i            .  قبلا ملاقات نشده است    ivو راس    },{∋

  :در غیر این صورت .  برو3اگر این اندیس وجود نداشت به مرحله ي 
,11,11},{) الف   iii vvEEvVVv   .  ملاقات شد=∪=∪
ivv) ب   ←   
  .2برو به مرحله ي ) ج  

1VVاگر ) 3   . است و الگوریتم خاتمه می یابدG درخت پوشاي ریشه دار و سودار براي=
1VVاگر ) 4 uv باشدV در درختvپدر  u ، اگر ≠   .2 و برو به مرحله ←

  
   : BFSالگوریتم 

),(گراف بی سوي همبند : ديورو EVG 1 که رئوس آن به ترتیب,...,vvnاولویت بندي شده اند .  
)1,1(درخت پوشاي ریشه دار و سودار  : خروجی EVT =.  

1( v 11.  را درج 1,1, vVEv == φات شد ملاق.  
 است و الگوریتم خاتمه مـی  Gدرخت پوشاي ریشه دار و سودار براي Tاگر صف خالی است  )2

ivni راس v را از سر صف بردار، بـراي راس  vیابد، در غیر این صورت راس        ,2 ≤≤ 
Evv ملاقات نشده است و ivاگر . را بررسی کن i  : در این صورت},{∋

11}{,11},{) الف  ii vvEEvVV ∪=∪=  
  . درج می شودQملاقات شده و در آخر صفivراس ) ب
  .2برو به مرحله ) ج

  



  : درخت هاي پوشاي مینیمم 

∑در گراف هاي وزن دار درخت پوشاي مینیمم درخت پوشایی است که 
=

m

i
iC

1
  . در آن مینیمم است

  .براي یافتن این درخت ها دو الگوریتم کراسکال و پریم موجود است
   : الگوریتم کراسکال

ــر : يورود ــو و وزن دار اگ ــی س ــد ب ),(ف همبن EVGــراي ه ــ ــه در آن ب ECر  ک ــی  ∋ ــدد حقیق ــک ع  ی
0)( >eCمنسوب شده است .   

  . با هزینه ي مینیممTدرخت پوشاي : خروجی
  1 (1=i     فرض ECi   . مینیممeC)( با Gاز )غیر از حلقه( یالی ∋
21براي )  2   −≤≤ ni 1 اگر یال هاي,...,eei1د از میان بقیه یال ها قبلا انتخاب شده ان+ie  

  :     را به گونه اي انتخاب می کنیم که 
)1() الف    +iC مینیمم باشد   
  .یل شده تشکیل هیچ دوري ندهدزیر گراف تشک) ب  

3 (1+← ii 1 ، اگر−= ni زیرگراف حاصل همبند ، داراي n 1 راس و−n یال بوده و  
  .     درخت پوشاي مینیمم است پس الگوریتم خاتمه می یابد

>−1     اگر  ni 2 برو به.  
),,(فرض کنید   : قـضیه  CEVG      یک گـراف همبنـد بـی سـو اسـت اگـر T      درخـت تولیـد شـده بـا الگـوریتم

  . یک درخت پوشاي مینیمم استTکراسکال باشد
   : الگوریتم پریم

),( گراف همبند بی سو و وزن دار      :ورودي EVG که در آن براي هر Ee )(0 یک عدد حقیقی ∋ >eC 
  .منسوب شده است

  . با هزینه مینیممT درخت پوشاي :خروجی
  1 (1,}{ ←← ivP i که VvvVwT ∈−←= 11 ,}{,φ.  
11براي  )2   −≤≤ ni فرض ، },...,{ 1 ivvP = ، },...,{, 11 −=−= ieeTPVNبه ،   

    T یال داراي کمترین هزینه را که راسی مثلPx∈ را به راسی مثلا )( 1−= ivyاز ،  N  
}{,}{    وصل می کند ، اضافه می کنیم،  yPPyNN ∪←−←  

3 (1+← ii اگر ، ni 11 زیر گراف تعریف شده به وسیله ي یال ها = ,...,een−همبند داراي   
n 1 راس و−n یال است و درخت پوشاي مینیمم برايGاگر .  استni    الگوریتم از>

  . تکرار می شود2مرحله 


