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  جزوه درسي محاسبات عددي

 

 

   شيرمحمدي: استاد
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  خطاها: فصل اول

  

  

 مقدمه-1

-روش. است ، حل مسائل عددي پيچيده، تنها با استفاده از اعمال ساده حسابهدف محاسبات عددي

الگوريتم را به عنوان  ،طر اهداف مورد نظر در اين درسابه خ. شوندهاي محاسبه الگوريتم ناميده مي

ف ما ده .كنيمله رياضي تعريف مياب يك مساصيفي كامل و بدون ابهام از روش ساختن جووت

كه بعضي مسائل داري چندين الگوريتم براي حل حاليدر. هاي محاسباتي استجستجوي الگوريتم

گاه يك هر. د نداردحل آنها وجوشوند كه هنوز الگوريتم رضايت بخشي براي هستند، مسائلي يافت مي

هاي متفاوتي براي حل داشته باشد، دلايل مختلفي براي انتخاب يكي از آنها به عنوان له الگوريتممسا

هاي پيشرفت. باشد، سرعت و دقت الگوريتم ميدو دليل عمده اين انتخاب. دارد دبهتر وجو الگوريتم

هم اينك كامپيوترها . تاثير فراواني در محاسبات عددي داشته است رقميسريع در طراحي كامپيوترهاي 

م اين بدان معني است كه انجا. دهندكمتر از يك ثانيه انجام مي ها عمليات محاسباتي را درميليون

  .ود خطا نيز افزايش پيدا كرده استعوض امكان وج، اما درپذير شدهمحاسبات طولاني و پيچيده امكان

ها به شكلي مناسب براي كامپيوتر مربوط كامپيوتر اساسا به مساله به رمز درآوردن الگوريتمنويسي برنامه

 ي اعداد است و انجام اين محاسباترو زياد محاسبات لهاي عددي شامتوجه به اينكه روش با. شودمي
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در ماشين . لازم است محاسبات توسط يك ابزار محاسباتي صورت گيرد ،پذير نيستبا دست امكان

الخصوص اعداد اصم و اعداد گويايي كه داراي بسط اعشاري متناهي ، اعداد، عليحساب و كامپيوتر

.0.333 نيستند، مانند با انجام محاسبه روي اين اعداد تقريبي، . شوندصورت تقريبي ذخيره ميب  ..

، به نحوي كه گاهي اوقات جواب نتايج عددي دور از گذاردي جواب نهايي اثر ميجود روخطاهاي مو

  .فايده هستندبوده و در نتيجه بي واقعي مقدار

 خطاي مطلق و خطاي نسبي -2

تفاوت داشته و بجاي آن در  عددي است كه مقدار كمي با عدد دقيق  عدد تقريبي :  1تعريف

  .كار برده شودمحاسبات ب

 در آن صورت  Aو چنانچه   ) كوچكتر (را تقريب نقصاني   آنگاه  Aاگر : 2تعريف

  .ناميممي  )كوچكتر(را تقريب اضافي 

  . نويسيم باشد مي  تقريبي براي  يك مقدار  هرگاه :  1توجه

اده و به صورت نشان د  را با  به عنوان يك تقريب از  خطاي مطلق عدد تقريبي :  3تعريف

  كنيمزير تعريف مي

  |  | 

. باشددر اغلب موارد قابل محاسبه نمي   براي ما مشخص نيست بنابراين  چون معمولا مقدار 

  .پيدا كنيم  كنيم يك كران بالا برايبنابراين سعي مي
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خطاي . خطاي مطلق آن كوچكتر نباشدعددي است كه از   عدد تقريبي  خطاي مطلق حدي : 4تعريف

  .  بنابراين  . دهيمنشان مي با  معمولا را مطلق حدي

  .منحصر به فرد است  حاليكه منحصر به فرد نيست در  : 2توجه

  نگاهآباشد   براي عدد به عنوان تقريبي    خطاي مطلق حدي هرگاه :   3توجه

| |                      

  نويسيمنامساوي اخير را به صورت زير ميبنابر قرارداد 

 

1.324اگر :  1مثال    1.327   1.321 صورت نيادر     0.003

  دهد كه در بسط اعشاري عدد نشان مي 1در مثال    1.327   1.321نامساوي :  4توجه 

بنابراين رقم سوم اعشار . باشدمي 7تا  1، ولي رقم سوم اعشار يكي از ارقام موجود است 1.32حتما 

  .مشكوك است

ي نشان دادن دقت يك عدد تقريبي الق برططلق حدي و حتي خطاي ممعمولا خطاي م:  5توجه  

  .دنكنكفايت نمي

  يم گويمي  خطاي نسبي  باشد ، كميت زير را 0تقريبي از عدد   هرگاه :  5تعريف 

 
| |

| |
  

| |  
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  قريبي از آن باشد آنگاهت 0.67و   هرگاه   : 2مثال

|
2
3 0.67|

1
300 

| |
1

200 

  منابع اصلي خطا-3

  مدتا به پنج گروه تقسيم مي شوندشويم عخطاهايي كه در مسائل رياضي با آنها مواجه مي

 .اميمناين نوع خطا را خطاي مدل مي. ساله وجود دارندخطاهايي كه در نحوه بيان م. الف

خطاي باقيمانده يا خطاي  اين نوع خطا را. شونداز وجود عمليات نامتناهي ناشي ميخطاهايي كه  .ب

 .ناميمبرشي مي

ن نوع خطا را خطاي اي. آيندي بدست ميرگينها از طريق اندازهخطاي پارامترهاي عددي كه مقادير آ. ج

 .ناميمها مياوليه يا خطاي داده

اعشاري اعداد، تقريبا تمامي اعداد اعشاري در وسايل  به خاطر محدوديت در ذخيره ارقام بسط. د

 .ميماين خطا را خطاي نمايش اعداد يا خطاي گرد كردن مي نا .شوندمحاسباتي با خطا ذخيره مي

. گرددي اوليه به نتيجه نهايي منتقل ميها، خطاي مربوط به دادههنگام انجام محاسبات با اعداد تقريبي .ه

 .شودخطاي عمليات ناميده مي ،اين نوع خطا
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اثري ناچيز در نتيجه حذف شده و برخي ديگر  ، بعضي از خطاهاخاصدر يك مساله طبيعي است كه 

 در ادامه. هرنوع خطايي را شامل گردد تيتحليل كامل بايسداشته باشند، ولي بطور كلي يك  نهايي

  .دهيمبه عمليات را مورد بررسي قرار ميخطاهاي مربوط 

 خطاي چهار عامل اصلي-4

همچنين . و اين اعداد همگي مثبت باشند ,هايي از تقريب , فرض كنيد :خطاي حاصل جمع  

خطاي مطلق حدي   اگر. باشند ,به ترتيب خطاهاي مطلق حدي  و   فرض كنيد

C باشد در اين صورت  

 

  داريم Cبا مفروضات موجود در خطاي حاصل جمع هرگاه  :خطاي تفاضل 

 

πرا تا چها رقم اعشار گرد كنيم، مطلوب است محاسبة  2√و    πهرگاه اعداد:  3مثال  و   2√

  .محاسبه حداكثر خطاي حاصل جمع و تفاضل

  داريم: حل

π 3.1416         ,         √2 1.4142  

  اند پسچهار رقم اعشار گرد شده چون اعداد تا 

10           ,             10  
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  بنابراين داريم 

π √2 3.1416 1.4142 4.5558  

  از رابطه مربوط به خطاي حاصل جمع داريمكه در آن با استفاده 

         ,      10 10 10  

  لذا

4.5558 10 π √2 4.5558 10  

4.5557 π √2 4.5559 

πخطاي حدي  به طور مشابه   بوده و داريم10 كوچكتر يا مساوي  2√

1.7273 π √2 1.7275 

 رقم اعشار همواره كمتر يا مساوي  كردن تا خطاي گرد :  6توجه     .است 10

  آنگاه C اگر :ضربخطاي حاصل

b  

 5مثال . ضرب گرددشود كه تقسيم تبديل به حاصلاي عمل ميدر عمل تقسيم معمولا به گونه:  7توجه 

  .دهدرا نشان مياين مطلب 

ضرب را بدست محاسبه نموده و حداكثر خطاي اين حاصل را با چهار رقم اعشار π√2 مقدار:  4مثال 

  .آوريد
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  داريم: حل

π 3.1416        ,   √2 1.4142  

10كه در آن        ،  10   داريمو   

π√2 3.1416 1.4142 e  

  داريم 3 براي  ضربحال بنا بر رابطه مربوط به خطاي حاصل

3. 1416  1.4142  

  
1
2 10 3.1416 1.4142  

2.2779 10  

π√2اما     π√2در محاسبه 1.4142و   3.1416ضرب اعداد حاصل زيرا .4.4429

خطاي  ،با چهار رقم اعشارضرب دو عدد مذكور هنگام نمايش حاصل لذا ،رقم اعشار دارد از چهار بيش

  داريم ́براي . ايمنشان داده خطاي حدي كل را با  لذا. ايمديگري مرتكب شده

́
1
2 10  

́
1
2 10 2.2779 10 2.7779 10  

  لذا

4.4426 π√2 4.4432 
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، و اين اعداد بوده C,B,Aهايي از تقريب c,b,aهر گاه : كثر خطا در حاصلضرب سه عدد حقيقيحدا

  داريم ABCبه عنوان تقريبي از  abcضرب باشند رابطه زير را براي مطلق حدي حاصل همگي مثبت

be ce bce   

 عبارت ،هرگاه اعداد را تا سه رقم اعشار گرد كنيم:  5مثال 
√

را محاسبه نموده و يك خطاي مطلق   

  .حدي براي اين محاسبه بدست بياوريد

قرار دهيد : حل
√
  لذا .   

  .
1
3 .

1
√5

.
1
3 .

1
5 . √5 

 π .
1
3 . 0.2  √5 0.2  .

1
3

√5 

  كنيم داريم اعداد را تا سه رقم اعشار گرد ميچون . بطور دقيق مشخص است 0.2مقدار 

π 3.142 e         ,      e 10  

√5 2.236 e√    ,   e√ 10  

0.333         ,      e 10  

  و از آنها داريم

0.2 3.142 2.236 0.333  

0.468 ́  
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ضرب اعداد فوق بيشتر از سه رقم اعشار دارد، هنگام نمايش اين بايد توجه داشته باشيد كه چون حاصل

نشان  ́  شويم كه خطاي حدي را باها، با سه رقم اعشار، خطاي ديگري را مرتكب ميضربحاصل

  ريمدر واقع دا. ايمداده

́
1
2 10  

  داريم براي  ضرب سه عدد حقيقيخطاي حاصلبنابر رابطه مربوط به 

0.2 2.236 0.333 3.142 0.333 √ 3.142 2.236  

8.816 10  

  لذا

́
1
2 10 8.816 10  

́ 1.382 10  

  ها و توابعخطاي محاسبه فرمول-5

,به صورت متغيره  هرگاه تابعي  :هاخطاي محاسبه فرمول … داشته باشيم و   

,1براي  اين تابع را در نقاط  بخواهيم مقدار … ، در اين صورت حساب كنيم ,

  خواهيم داشت

, , … , , , … ,  

  كه در آن



١١ 
 

e
∂f

∂x  
∂f

∂x   
∂f

∂x
|  

,ي يعن  تقريبيبردار مقادير  منظور از  وقدر رابطه ف , … . است ,

|همچنين   . است بردار  يازا به  معني محاسبه مقدار تابع  به   

اين . ر خطاي اين محاسبه را بدست آوريدمتر را محاسبه كرده و حداكث اي به شعاع حجم كره:  6مثال 

  .اعداد را تا چهار رقم اعشار گرد كنيد

  كه در آن يا   داريم: حل

1.3333           ,        10  

y π 3.1416 e           ,       e 10  

1.6667           ,         10  

1.3333 3.1416 1.6667  

19.3933 ́  

  هاي قبل داريمدر آن مشابه مثال كه

1
2 10  

 

1.3333,3.1416,1.6667كه عبارت سمت راست را بايستي در نقطه    الذ. محاسبه كرد  



١٢ 
 

1
2  10   yz xz 3xyz  

 0.0028 

1
2 10 0.0028 

0.00285 

  0.0029 

19.3933در نتيجه   0.0029.  

… در اكثر محاسبات تابعي نياز به محاسبات توابعي مانند: ابعومحاسبه تخطاي  , √x, sin x, lnx  در

به شكل  موجود در نمايش در محاسبه اين توابع علاوه بر خطاي . آيدآنها پيش مي دامنه تعريف

  .كنيمشود كه ذيلا آن را بررسي مياعشاري و با تعداد متناهي رقم، خطاي ديگري نيز وارد مي

  دانيممي. را محاسبه كنيم خواهيم مقدار فرض كنيد مي

1
x
1!

x
2!

x
n!  

چون محاسبه جمع . ي يعني مقدار سري واقع در سمت راست تساوي بالا به ازا  مقدار 

معمولا تعدادي متناهي از جملات نخست اين سري را  ،پذير نيستعملا امكان) عدد(نهايت جمله بي

- در واقع مي. شودمحاسبه مي تقريب مناسبي از  يا   ي متناسب با دقت لازم انتخاب و به ازا

  نويسيم



١٣ 
 

1
x
1!

x
2!

x
n! E x  

  كه در آن

E x 1 ! 2 !  

را با خطاي كمتر  حال فرض كنيد كه . شودناميده مي  باقيمانده سري يا خطاي برشي در 

|  دهيمميقرار . بخواهيم 10از  در سمت راست عبارت فوق   به ضريب(10 |

10را به صورت تقريبي بنويسيم كه آن هم داراي خطاي  بايدچون . توجه كنيد   .)است  

  دهيميعني قرار مي. كنيماستفاده مي  معمولا از اولين جمله  براي محاسبه 

x 1 ! 

10با خطاي كمتر از  بنابراين براي محاسبه     دهيمقرار  مي  

1
3

1 !
1
2 10  

را برگزيده   4 ذا مقدارل. برقرار است 4قرار نيست اما براي برنامساوي فوق  3براي 

  شودبه صورت زير محاسبه مي 10با خطاي كمتر از  و 

1
3

1
9
2

1
27
6

1
81
24 1.3956 
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  و بنابراين با سه رقم اعشار داريم

1.396 
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  حل عددي معادلات  :فصل دوم 

  

  

 مقدمه-1

اي به صورت شويم، حل معادلهدر كارهاي مهندسي با آن مواجه مييكي از مسائلي كه اغلب 

يافتن  0  منظور از حل معادله. يك تابع مفروض است  fاست كه در آن   0

را يك  آنگاه   0 هرگاه  .آنها مقدار تابع صفر شود ياست كه به ازا  مقاديري از متغير

  .گوييممي 0ريشه معادله 

bxحل معادلاتي مانند با  فرض بر اين است كه دانشجو c همچنين فرض . آشناست 0

اما . نيز آشناست 1كنيم كه خواننده با حل بعضي معادلات مثلثاتي مانند مي

  .هاي تحليلي قابل حل نيستندمعادلاتي مانند معادلات زير با استفاده از روش

0 

0 

1 0 
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ب دقيق اين نوع معادلات مشكل و بعضا پيدا كردن جوا. پردازيمدر اين فصل به حل اين معادلات مي

جواب تقريبي اين معادلات با دقت هايي براي پيدا كردن بنابراين در اين فصل روش. غيرممكن است

  فرض كنيد شرايط زير برقرار باشند. شودطلوب ارائه ميم

 .پيوسته است ,در بازه اي مانند   تابع . الف

ثانيا  0 يعني اولا. داراي دقيقا يك ريشه است ,در بازه  0معادلة  . ب

,0 هر به ازاي ,.  

 تعيين ريشه با دقت مورد نظر -2

,با مشخص بودن بازه  ، براي تعيين تقريبي از است  0 كه شامل يك ريشه معادله   

، مقدار  طوري كه با افزايشسازيم به مي اله اي از اعداد مانند ، دنبدقت مطلوبريشه مورد نظر با 

  يعني .نزديك شود) قيق ريشه كه براي ما نامعلوم استمقدار د( αبه  مقدار 

lim α 

  وجود دارد كه  عددي مانند ،بنابراين با توجه به تعريف حد

N  α 

معيار براي در زير دو . شودناميده ميها  را بدهد معيار توقف محاسبه ب فوقكه تقريي  تعيين 

  .شودتوقف داده مي
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كنيم  جايي محاسبه مي ها را تا) 10  مثلا(عدد كوچك دلخواهي باشد  0هرگاه  - الف

|كه    .پذيريممي αرا به عنوان تقريبي براي   در اين حالت. |

| دلخواه داشته باشيم  0هرگاه براي  -ب  N N در اين صورت عمليات را متوقف  ،|

  .پذيريممي αرا به عنوان تقريبي براي  كرده و 

  .كنيماز دو معيار فوق استفاده مياز يكي  در اين درس معمولا

  0  هاي عددي حل معادلهروش  -3

  بخشي يا تنصيفروش دو .الف

 αدر اين بازه پيوسته بوده و داراي دقيقا يك ريشه مانند   طوري باشد كه ,فرض كنيد بازه 

  .مفروضات الگوريتم زير را داريم با اين. در اين بازه باشد

| بخشي با معيار توقف الگوريتم روش دو |  

     قرار دهيد: گام اول 

| اگر :گام دوم | با دقت  αبه عنوان تقريب مورد نظر براي  الگوريتم خاتمه پيدا كرده و     

  .مطلوب انتخاب شود

 آنگاه ريشه در فاصله  0 اگر :گام سوم گام و  قرار دهيد  .قرار دارد ,

  .تكرار كنيد  ,فاصله جديد  را در اول
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 آنگاه ريشه در فاصله 0اگر : چهارم گام گام و  قرار دهيد  .قرار دارد  ,

  .تكرار كنيد ,فاصله جديد  را در اول

3 تقريبي از ريشه معادله :  1مثال    را كه در فاصله   0 قرار  0.25,0.27

|دارد با سه رقم اعشار بدست آوريد به طوري كه داشته باشيم  | تقريب   كه 0.001

  .ام استريشه در تكرار 

  الگوريتم مذكور جدول زير داريم با توجه به: حل 

      

 
 

  

0.0089

0.0099

0.0005

0.0288

0.0288

0.0099

 

0.26 
0.255 

0.2575 

0.27 
0.26 
0.26 

  

0.25 
0.25 

0.255 

1 

2 

3 

| چون  | يعني  ،را به عنوان تقريب ريشه معادله در نظر مي گيريم بنابراين  0.0005

α αبا سه رقم اعشار  ، يا0.2575  0.258.  

يعني همواره با دقت مورد نظر به جواب خواهيم . گرايي تضمين شده داردروش دو بخشي هم:  1توجه 

  .رسيد

,صورتيكه بازهدر:  2توجه  سرعت رسيدن به  كه ريشه در آن قرار دارد كوچكتر انتخاب شود  

   .د شدهجواب و در نتيجه تعداد محاسبات كمتر خوا

 زيرا داريم. داراي دقيقا يك ريشه است 0.25,0.27دقت كنيد كه معادله فوق در بازه :  3توجه 
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0.25 0.0288 

0.27 0.0466 

 بنابراين    .داراي حداقل يك ريشه است ,يعني اين معادله در بازه  0

  داريم 0.25,0.27از طرفي براي هر 

3 0 

لذا با توجه به اينكه معادله در  .داراي حداكثر يك ريشه است 0.25,0.27 يعني معادله فوق در بازه

0.25,0.27بازه  گيريم كه اين معادله داري حداقل يك ريشه و حداكثر يك ريشه است نتيجه مي  

نيز بديهي در بازه مورد نظر  شده داده  پيوسته بودن. در اين بازه داراي دقيقا يك ريشه است

  .كارگيري الگوريتم برقرار هستندبنابراين شرايط لازم براي ب. است

  روش نابجايي .ب

  كنيماز فرمول زير محاسبه مي را هااين است كه  در با روش دوبخشيا تفاوت اين روش هتن

 
  

  الگوريتم روش نابجايي

,مانند  ايدر بازه 0 معادله با فرض اينكه  ،است αداراي دقيقا يك ريشه مانند   

| الگوريتم  زير را با معيار توقف    .مفروض داده شده داريم براي  |

 قرار دهيد : گام اول 
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| اگر  :گام دوم  با  αرا به عنوان تقريب مورد نظر براي نگاه الگوريتم خاتمه پيدا كرده و آ |

  .گيريمب در نظر ميودقت مطل

و گام   قرار دهيد . قرار دارد ,نگاه ريشه در فاصله آ 0اگر : گام سوم 

  .تكرار كنيد ,ا در فاصله جديد اول ر

 آنگاه ريشه در فاصله 0اگر : گام چهارم و گام  قرار دهيد . قرار دارد  ,

  .تكرار كنيد ,اول را در فاصله جديد 

2 تقريبي از ريشه معادله :2مثال قرار دارد به روش  1,0را كه در فاصله 0

| رقم اعشار بدست بياوريد به طوري كه  نابجايي و با چهار  | 10.  

  وجه به الگوريتم جدول زير داريمبا ت: حل

     

 
 

  

0.18552

0.01892

0.00179

0.5

0.5 
0.5 

0.66667

0.75688

0.76574

0 
0.66667 
0.75688 

  

1 
1 
1 

1 

2 

3 

|چون  | 0.00179   بنابراين . تقريب مورد نظر ريشه است پس  10

 α αرقم اعشارخواسته شده  و يا با دقت چهار 0.76574 0.7657.   

  .بخشي همگرايي تضمين شده داردروش نابجايي نيز مانند روش دو:  4توجه 

  سونفر -روش نيوتن. ج
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با معلوم بودن . مشخص شده است αاز  در اين روش فرض بر اين است كه يك تقريب اوليه مانند 

  سازيمرا از فرمول زير مي دنباله  

 

-، اما به محض قرار گرفتن در مسير همگرايي ميسون تضمين همگرايي نداردفر -روش نيوتن: 5توجه

  .كنندر سريعي به جواب مورد نظر ميل ميها به طوتوان نشان داد 

| توقف سون با معياررف -الگوريتم روش نيوتن |   

  .مشخص باشد فرض كنيد 

  . قرار دهيد   : ول گام ا

|اگر : گام دوم  - را به عنوان تقريب مورد نظر مي آنگاه الگوريتم خاتمه پيدا كرده و  |

  .جديد تكرار كنيد با  و گام اول را در غير اين صورت قرار دهيد . پذيريم

|درصورتيكه معيار :  6توجه  |نظر باشد كافيست در گام دوم به جايمد | |  

|قرار دهيم  |.  

  تقريبي از ريشه معادلهسون رف -با استفاده از روش نيوتن:  3مثال 

 قرار دارد با چهار رقم اعشار دست  1.5,2را كه در فاصله  0  

|كه داشته باشيم آوريد به طوري  |   .1.75قرار دهيد  .10
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ها لذا رابطه زير را براي محاسبه . و   داريم : حل

  م داشتخواهي

sin 2
cos 0.5 

0.10899

0.01255 
0.00011 

  

1.75

1.91069 
1.89563 

0

1 
2 

  

  

|چون | α بنابرين. تقريبي از ريشه مورد نظر است لذا   10 با و يا   1.89563

α   ار رقم اعشار خواسته شدهچه 1.8956  

 - قرار دارد به روش نيوتن 0,1را كه در بازه 0 معادلهريشه :  4مثال 

|با چهار رقم اعشار دست آوريد به طوريكه و رفسون |  قرار دهيد 10 0.5.  

  .  1و در نتيجه  0 داريم: حل 

  داريم 0.5با قرار دادن .  بنابراين 
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| | 

0.25522 
0.01608 
0.00005 

  

0.5

0.75522 

0.73914 
0.73909 

0 
1 
2 
3 

|چون  | αلذا. تقريب مورد نظر است بنابراين  10 0.7391 .  

  .)اعشارتا هفت رقم (ست آوريدبد 2√سون تقريبي براي فر -با استفاده از روش نيوتن:  5مثال 

2  قرار دهيم: حل  هاي آنحل اين معادله كه يكي از ريشه در اين صورت با. 0

در نظر  1,2بازه اوليه مورد نظر را به صورت .بدست بياوريم  2√توانيم تقريبي براي است مي 2√ 

  داريم. مي گيريم

2             2  

2
2  

   1با قرار دادن 

 1.4142157   و    1.4166667     و       1.5

   1.4142136     و     1.4142136

 

  .گزينيمبرمي 2√را به عنوان تقريبي از  1.4142136  لذا
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  وتريروش  .د

  شوندمحاسبه ميها از رابطه زير سون در اين است كه رف -با روش نيوتن وتريتنها تفاوت روش 

 

 .نياز داريم و  ها به دو مقدار اوليه  همچنين براي محاسبه 

|معيار توقف  الگوريتم روش وتري با |   

        قرار دهيد: گام اول

|اگر : دوم گام را به عنوان تقريب مورد نظر مي  نگاه الگوريتم خاتمه پيدا كرده و آ |

جديد تكرار    و  و گام اول را با   و    در غير اين صورت قرار دهيد . پذيريم

  .كنيد

1با استفاده از روش وتري ريشه معادله :  6مثال  را با سه رقم اعشار بدست بياوريد  0

|به طوري كه داشته باشيم  | 0.001 .  

  ) ن معادله تنها داراي يك ريشه استدقت كنيد كه اي( 1و  0 قرار دهيد 

  استفاده از الگوريتم فوق داريم با: حل 
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1

1 

0.375 

0.1059 

0.0188 

0.0008 

0

1 

0.5 

0.6364 

0.6901 

0.6820 

0 
1 
2 
3 
4 
5 

|چون   | αپس  0.001 αرقم اعشار  يا با دقت سه 0.6820 0.682   

  . وش وتري همگرايي تضمين شده نداردر:  7توجه

  روش تكرار ساده. ه

، ,در فاصله  0ريشه براي معادله  در اين روش پس از آزمون شرايط موجود بودن

به طوري كه  ،شودنوشته مي  هاي لازم به صورتپس از دستكاري 0معادله  

  باشد داريم 0ريشه معادله   αبنابراين اگر . ريشه هر دو معادله يكسان باشد

α 0              α α  

  توان به معادلههاي مختلفي ميبه صورت 0معمولا از روي يك معادله  : 8توجه

  . دهدمثال زير اين مطلب را نشان مي. رسيد

2معادله :  7مثال   در اين صورت براي تابع . بگيريد را در نظر   0

  .هاي زير وجود داردانتخاب
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       2 ) الف 

√) ب  2  

  1) ج

  به صورت زير هستند ترين حالات انتخاب بديهي:  9توجه 

     

  

ريشه معادله باشد  αتقريبي از  هرگاه   به صورت 0پس از نوشتن معادله 

  شوندها به طريق زير ساخته مي 

 

  .شده ندارد روش تكرار ساده همگرايي تضمين:  10توجه 

  همگرايي روش تكرار ساده به صورت زير استفي براي شرط كا

  . ,داشته باشيم  , هر براي  - 1

|داشته باشيم  ,براي هر  - 2 | 1 . 

3 هبراي تعيين تقريب ريشه معادل:  8مثال  1 ,0كه در فاصله  0 قرار دارد  1

و تقريب را با سه رقم اعشار درست بدست  0.5.دهيد قرار . از روش تكرار ساده استفاده كنيد

  . بياوريد
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كنيم كه آيا و بررسي مي دهيم قرار مي. نويسيممي معادله را به صورت : حل 

  شرايط كافي براي همگرايي را دارد يا خير داريم اين 

0,1     0 1     1 0 

 

  
1

3 3
1
3 

  
1

3
1
3   0 1 

  جه آخر بدليل زير بدست آمده استنتي

1
3 0.12      0 0.12

1
3 1 

  كنيمحال شرط دوم را بررسي مي. پس شرط اول برقرار است

e
3

e
3    

1
3 1 

  .پردازيمها مي محاسبه  حال به. انتخاب شده شرايط كافي براي همگرايي را دارد  بنابراين اين

0.2022           ,            0.2723 

0.2539          ,           0.2586 

0.2574         ,            0.2577 

0.2576         ,            0.2576 

αبنابراين  0.2576.  
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  درونيابي و برونيابي: فصل سوم 

  

  

 مقدمه-1

فرض كنيد جدول زير جمعيت كشوري . شوددر اغلب كشورها هر ده سال يكبار جمعيت سرشماري مي

  .)به هزار نفر نشان دهد( ميلادي  1990تا  1940را در سالهاي 

  سال 1940 197019601950 1990 1980

  جمعيت107923 150905133117126407 192237171110

و يا در  1975هاي فوق جمعيت كشور را در سال توان با توجه به دادهميحال سوال اين است كه آيا 

  در حد قابل قبول تخمين زد؟ 2000سال 

و تخمين جمعيت كشور  ،جدول است درونيابي كه بين اعداد 1975تخمين جمعيت كشور را در سال 

  . ناميمقرار ندارد برونيابي مي 1940,1990كه در فاصله  2000را در سال 

ن در بعضي نقاط مشخص است و توسط جدولي مانند جدول زير آكه مقادير  تابعي مانند :  1تعريف

  . شوديك تابع جدولي ناميده مي ،بيان شده
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…  
… 

  درونيابي-2

براي . داشته باشيم  داده شده است به طوري كه براي بالا با جدول   فرض كنيد تابع 

,كه  تخمين  اي اده اين است كه يك چندجملهسهاي ، يكي از راه و     

  يعني . باشد همان  پيدا كنيم كه مقدار آن در  مانند 

            0 , 1, 2, …. 

  .كار كنيم  با ، , در فاصله   جايه ببعد  و

  . كندصدق مي   شرطوجود دارد كه در اي حداكثر از درجه جملهفقط يك چند: 1قضيه 

ناميده   اي درونياب تابعجملهكند چندصدق مي  شرط اي كه درجملهچند:  2تعريف 

  . شودمي

  .ورد بحث و بررسي قرار گرفته استم روش براي تعيين  دودر زير 

  لاگرانژ روش. الف

,كنيم كه در اين روش فرض مي , … , در اين . باشند هاي درجه ايجملهچند  

  .به صورت زير است لاگرانژاي صورت فرمول چندجمله
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,0,1,2كه در آن براي  …   و داريم ,

 
… …
… …

 

  .شوداي لاگرانژ ناميده مي، چندجملهايجملهاين چند

تابع جدولي زير را بدست  مربوط به اي درونيابچندجملهبا استفاده از روش لاگرانژ، ) الف : 1مثال 

  .بياوريد

  .را بدست بياوريد و   ) ب

2101  
7012  

  

,لذا بايد . 3داريم : )الف (حل ,  ,   را بدست بياوريم   

3 2
6  

2 2
2  

2
2  

6  
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  بنابرين

 

2
3 2

6 1
2  2

2 0 7 6  

1 

  لذا  1با توجه به اينكه ) ب(

1
2

1
2

1
2 1

9
8  

3
2

3
2

3
2 1

19
8  

  اي درونياب بر حسب تفاضلات تقسيم شده نيوتنجملهچند.ب

,  فرض كنيد:  3تعريف  , … ,  به دو متمايز و  نقاط دو , , … در اين  مقاديرتابع  ,

  كنيمرا به صورت زير تعريف مي و تفاضلات تقسيم شده مرتبه اول نيوتن بين. نقاط باشند

,  

- نيز به صورت زير تعريف مي و  ،  همچنين تفاضلات تقسيم شده مرتبه دوم نيوتن بين 

  .شوند

, ,
, ,

 

  ده مراتب بالاتر قابل تعريف استبه همين صورت تفاضلات تقسيم ش
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 , , …
 , , … , …  

  زير استصورت سب اين تفاضلات بحاي درونياب برچندجمله ،تقسيم شده نيوتن باتوجه به تفاضلات

, , ,  

… . , , … ,  

  .اي درونياب تابع جدولي زير را بدست بياوريدبا استفاده از روش نيوتن چندجمله: 2مثال 

4210 
5211 

  صورت زير استقسيم شده نيوتن به جدول تفاضلات ت: حل

  سوم               دوم             اول                              

   0                 1                                                                

0 

 1                1                                  
1
2                        

                                                1                             
1

12            

      2                2                                  
1
6                             

3
2 

4               5                                                            
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1 0
1
2 1

1
12 1 2

1
12 9 8 12  

  .را بدست بياوريد 3در مثال قبل : 3مثال 

  :حل 

3 3
1

12 27 81 24 12
42
12 

  خطاي چند جمله اي درونياب -3

,در نقاط دو به دو متمايز  اي درونياب تابع چندجمله هرگاه  … . , داراي  بوده و  ,

  ام باشد آن گاه با فرض 1مشتق مرتبه 

M     ;    ,  

  داريم

| | |  … |
1 ! 

  .دهدارائه مي  اي  درونيابجملهبالا يك كران بالا براي خطاي چندرابطه 

, 1را در نقاط  cosاي درونياب تابع چندجمله: 4مثال  بدست آورده  0

|و كران بالايي براي  را با كران بالا در  مقدار . حساب كنيد |

  .مقايسه كنيد 
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  داريم: حل 

, 1  

  واضح است كه

1
2

1
2

√2
2

1
2 0.21 

|براي تعيين يك كران بالا براي   بالايي براي مشتق دوم تابع  نبايد كرا، ابتدا  |

  بدست آوريم

π
2 sin

π
2

π
4 cos

π
2  

| |
π
4 cos

π
2

π
4  

  در نتيجه

| | | 0 1 |
!

| |   

|يعني كران بالاي خطا عبارتست از  برابر است با  مقدار اين كران بالا براي .   |

دار مق. اختلاف دارد 0.1به  مقدار  0.21كه با مقدار واقعي خطا يعني ،  0.31

داد بزرگي هستند كه بيانگر خوب نبودن تقريب يا نامناسب بودن خطا همچنين كران بالاي خطا اع

در نقاط  در صورت معلوم بودن تابع . است اي درجه اول بعنوان تقريب تابع چندجمله

  .توان اين خطا را كمتر كردبيشتر و در نتيجه استفاده از چندجمله اي هاي درجات بالاتر مي



٣۵ 
 

 برونيابي-4

, در نقاط  گاه تابع هر … , , مقادير معلوم  , … , را داشته باشد و هدف تخمين  ,

 .كنيماشد از برونيابي استفاده ميب , در خارج از بازه  مقدار 

در خارج از بازه  بنابرين براي تخمين مقدار تابع  ،باشندو برونيابي دو مفهوم از يك روند ميدرونيابي 

  .داي درونياب استفاده كرتوان از همان چندجملهمي , 

چند جمله اي درونياب مربوط به تابع جدول زير را بر حسب تفاضلات نيوتن بدست آورده و : 5مثال 

  .را تخيمن بزنيد 4.2و  0.5

  بنابراين.  1به راحتي مي توان نشان داد كه  : حل 

0.5 0.5 1.25 

4.2 4.2 18.64 

  .شود نيز استفاده كرددرونيابي خطي ناميده ميتوان از روش زير كه براي برونيابي مي

در اين صورت اگر . باشد , خارج از بازه  اي مانند در نقطه فرض كنيد هدف تخمين مقدار 

  كنيماستفاده مي از رابطه زير براي تخمين تابع در نقطه 

 

  كنيمرابطه زير استفاده ميه از آنگا و اگر 
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را  2.2و  1.5تابع جدول زير را در نظر گرفته و با استفاده از درونيابي خطي :  6 مثال

  .تخمين بزنيد

2101 
9210 

  داريم 1.5براي : حل 

0 1.5 1
0 1
1 0 0.5 

1.5لذا    :داريم  2.2همچنين براي  0.5

2 2.2 1
2 9
1 2 10.4 

   



٣٧ 
 

  گيري عدديگيري و انتگرالمشتق: فصل چهارم 

  

   

 گيري عدديمشتق-1

 معمولا براي تابعي كه داراي ضابطه معلوم باشد، مشتق آن را. ربرد مشتق در رياضيات فراوان استكا

پيچيده و يا تابع تنها به تابع اما هرگاه ضابطه ، بدست بياوريمهاي حساب ديفرانسيل با روش توانيممي

دستورهاي . هاي عددي روي آوردگيري بايستي به روش، براي مشتقصورت يك جدول معلوم باشد

 هرگاه . اي درونياب بدست آوردتوان با مشتق گرفتن از چندجملهگيري عددي را ميمشتق

را به . ..و ,هاي ، در اين صورت مشتقدباش تابع  اي درونيابچندجمله

گيري عددي براساس البته بايد متذكر شد كه مشتق .آوريمبدست مي ...و ,كمك

توانيم دقت خوبي را براي جواب انتظار داشته يعني نمي. اي درونياب يك عمل ناپايدار استچندجمله

  .باشيم

0را در نظر گرفته و  زير تابع جدولي:  1مثال  ,   .را بدست بياوريد 1

10 6310  
921 169461  
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توان نشان به راحتي مي .آوريماي درونياب را بدست ميابتدا با استفاده ازروش نيوتن چند جمله : حل 

8 داد كه    حال داريم.  1

3 8 

1 1 3 1 8 5 

6x 

0 0 0 

  :بسط تيلورگيري با استفاده از دستورهاي مشتق

ها فرض كنيد . گيري بدست آوردتوان دستورهايي براي مشتقبه كمك بسط تيلور يك تابع مي

  يعني . الفاصله باشندمتساوي

h 

  .گيري داريمها روابط زير را براي مشتقبا اين فرض

h h   , i 0,1,2, … , 1       1  

h h   ,   i 1,2, … ,                       2    

  .كنيماستفاده مي) 2(از رابطه  و براي محاسبه ) 1(از رابطه  براي محاسبه :  1توجه 

  رابطه فوق را با هم جمع و بر دو تقسيم كنيم خواهيم داشتهرگاه طرفين دو 
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 2h   , i 1,2, … , 1                         3  

  .هاي مرتبه دوم و سوم داريمهمچنين دستورهاي زير را براي مشتق

2
h  

2 2
2h  

  .را بدست بياوريد 2،  2،  0مقادير  .تابع جدول زير مفروض است: 2مثال 

3210  
1.5110.9710.3750  

  داريم) 1(ن با استفاده از فرمول بنابراي 1با توجه به جدول داريم : حل 

0 h
0.375 0

1 0.375 

2 h
1.511 0.971

1 0.540 

  .به صورت زير استفاده كرد) 2(ول مي توان از فرم 2همچنين براي 

2 h
0.971 0.375

1 0.596 

  .را محاسبه كرد 2نيز مي توان ) 3(با استفاده از فرمول 

2 2h
1.511 0.375

2 0.568 

  . كنيمرا محاسبه مي 2حال 
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2
2
h

0.375 2 0.942 1.511
1 0.056 

  گيري عدديانتگرال-2

جدولي داده شده باشد  به صورت موجود نباشد و يا  هرگاه تابع اوليه  dبراي محاسبه 

توان به عنوان مساحت زير واضح است كه انتگرال معين را مي .شودگيري عددي استفاده مياز انتگرال

تعبير كرد و با تقسيم  و  ها و خطوط  كه مصور است بين محور  منحني 

ها مقدار انتگرال را هاي مربوط به اين زير فاصلهبه چند زير فاصله و جمع كردن مساحت ,فاصله 

  .محاسبه كرد

  قسمت مساوي به صورت زير تقسيم كنيم  را به  ,فرض كنيد 

,    ,   0 , 1, … , 1 

  كه در آن

h    , 0 , 1, … , 1 

  .   بنابراين

  بريمتقريب زير را به كار مي ,در فاصله : ايذوزنقه قاعده .الف

x d
h
2  

  . باشدمي hو ارتفاع  ,هاي اي به قاعدهرابطه فوق مساحت ذوزنقه

  كنيمبه صورت زير عمل مي dبنابراين براي پيدا كردن تقريبي از 
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2 2 c 2  

2 2 2 2  

  آيدبه صورت زير بدست مي اي مقدار بنابراين با استفاده از قاعده ذوزنقه

2 2 2 2  

باشد كه هر زير مي) Trapeziod(اي معني مقدار انتگرال با استفاده از روش ذوزنقهبه  :  2توجه 

  .باشدمي hطول  فاصله داراي

  .دست يافت توان به تقريب بهتريكوچكتر باشد مي hهر چه مقدار :  3توجه 

.هايي از تقريب:  3مثال 
,0.2اي و به ازاي را به روش ذوزنقه . 0.1, بدست  0.05

  .آورده و مقدار آنها را با جواب دقيق مقايسه كنيد

  آوريمابتدا جواب دقيق را بدست مي: حل

0.3
0.1

. . 0.24469
.

.
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هاي داده شده  hهاي تقريبي را به ازاء حال جواب. رقم اعشار درست است پنجكه البته اين جواب تا 

  .كنيممحاسبه مي

0.2
0.2
2 0.1 0.3 0.1 1.10517 1.34986 0.24550  

0.1
0.1
2 0.1 2 0.2 0.3

0.05 1.10517 2 1.22140 1.34986 0.24489 

0.05
0.05

2 0.1 2 0.15 2 0.2 2 0.25 0.3

0.025 1.10517 2 1.16183 1.22140 1.28403

1.34986 0.24474 

  .باشدتر ميكوچكتر است، دقيق hدليل اينكه مقدار  به 0.05كه ملاحظه كنيم كه 

  .حساب كنيد با استفاده از مقادير جدول زير تقريبي از :  4مثال 

10.8 0.60.40.2 0  

2.71832.2255 1.82211.49181.2214 1  
  داريم 0.2با قرار دادن : حل 

0.2
0.2
2 0 2 0.2 2 0.4 2 0.6 2 0.8 1

1.72399 

  قاعده سيمپسون  .ب
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را ) يك خط ( اي درجه يك يك چندجمله اي براي تقريب در قاعده ذوزنقه

 اي درجه دوم را جايگزين تابع روش سيمپسون يك چندجمله اما در. كنيممي جايگزين 

  از آن تقريب زير را خواهيم داشت كنيم ومي ,در فاصله 

3 4  

به . عددي زوج باشد بايد  ,براي بدست آوردن فرمول قاعده سيمپسون در سراسر فاصله 

  داريم با فرض زوج بودن . عبارت ديگر بايد تعداد نقاط فرد باشد

 

h
3 4

h
3 4  

h
3 4  

  بنابرين

h
3 4 2 4 2 4  

  .شودناميده مي ، فرمول قاعده سيمپسون براي محاسبه تقريبي فرمول بالا

√هايي از تقريب:  5مثال
بدست  0.05و  0.15را به روش سيمپسون و به ازاء  .

  .مقادير بدست آمده را با مقدار واقعي انتگرال مقايسه كنيد. بياوريد
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  لذا  √: داريم : حل 

0.15
0.15

3 1 4 1.07238 1.14018 0.321485 

0.05
0.05

3 1 4 1.02470 2 1.04881 4 1.07238

2 1.09545 4 1.11803 1.14018 0.32149 

  از طرفي

√ d
. 2

3
1.3
1

2
3 1.3 1 0.321485 

  كاتس  –روش نيوتن  .ج

  كاتس داده شده است –اي نيوتن در زير فرمول چهار نقطه

3h
8 3 3  

را بدست آورده و   كاتس مقدار انتگرال  –اي نيوتن با استفاده از فرمول چهار نقطه:  6مثال

  .كنيدآن را با مقدار واقعي مقايسه 

  لذا واز آن  3اي است بنابراين چون فرمول چهارنقطه: حل 

0   ,
1
3  ,

2
3   , 1   

  بنابراين
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1
8 0 2 1.00117 

  واقعي انتگرال به صورت زير است اما مقدار

1
0 0 1 

  گاوس ايو سه نقطه اينقطهدو روش .د

هاي بيان تمام فرمول يهاي قبلهاي قبلي در اين است كه در روشاوس با روشتفاوت اساسي روش گ

همچنين . كه در روش گاوس چنين نيستدر حالي  باشند،مي الفاصله شده براي نقاط متساوي

, 1هاي قاعده گاوس براي فاصله فرمول و  , واضح است كه فاصله هاي . آيندبدست مي 1

1 , و  , فرض كنيد . توان با تغيير متغير زير به هم تبديل نمودرا به سادگي مي 1

1 ,   گاه قرار دهيمدر اين صورت هر  1

1
2  

  داريم 

2   

  لذا

2  

  كه در آن
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1
2  

, 1اي گاوس براي فاصله  نقطهفرمول دو   به صورت زير است 1

√3
3

√3
3  

, 1اي گاوس براي فاصله  نقطه همچنين فرمول سه   به صورت زير است 1

1
9 5

3
5 8 0 5

3
5  

  . اي گاوس بدست بياوريداي و سه نقطهرا با استفاده از روش دونقطه مقدار :  7مثال

  اي گاوس داريمروش دونقطه لذا با استفاده از لذا    دهيم قرار مي: حل

sin 1
2

sin 3
2
3

2
 

sin 3
2
3

√3
3  

√3
3  

  كه در آن 

sin 3
2
3  

  لذا
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√3
3 0.361691231 ,

√3
3 0.266475236 

  بنابرين

sin
0.361691231 0.266475236 0.628166467 

  اي گاوس داريماز فرمول سه نقطههمچنين با استفاده 

sin

1
9 5 0.361473246 8 0.331665416 5 0.239264512

0.628556902 

  مياني عده نقطهقا وهاي منفرد انتگرال. ه

 گرفت كه در آن مورد بحث قرار هايي به صورت هاي قبل محاسبه انتگرالدر قسمت

هايي را به صورت زير در اين قسمت انتگرال. معين و تعريف شده بود , در تمام فاصله  

  گيريمدر نظر مي

) الف 
√

  

  ) ب

  ) ج
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ر دو نقطه انتهايي فاصله خواهيم انتگرال آنها را محاسبه كنيم در يك يا هآن توابعي كه ميكه در 

. تعريف نشده است 0تابع در نقطه  ،انتگرال الف ، درعنوان مثالب. اندگيري تعريف نشدهانتگرال

  .ناميماين نقطه را نقطه منفرد يا تكين تابع مي

ها از براي محاسبه اين انتگرال. هاي قبل امكان پذير نيستاستفاده از روشهايي با محاسبه چنين انتگرال

  .فرمول قاعده نقطه مياني به صورت زير است. كنيمقاعده نقطه مياني استفاده مي

M h h
h
2

h
2  

تقريبي از:  8مثال
√

. به روش نقطه مياني به دست آوريد  0.01و    0.03 را با  .

  .اين مقدارهاي تقريبي را به مقدار واقعي انتگرال مقايسه كنيد

  داريم: حل

d
√

.
0.03 0.03 0.015 0.045 0.075  

0.03 8.1650 4.7140 3.6515 0.4959 

  همچنين

d
√

.
0.01 0.01

1
√0.005

1
√0.015

1
√0.085

0.539587 

  مقدار واقعي انتگرال به صورت زير است
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d
√

.
2√ 0.09

0 0.6 

هايي براي قسمتي در چنين انتگرالشود بنابراين توصيه مي. باشدملاحظه مي كنيم كه ميزان خطا زياد مي

را يك  hرا بسيار كوچك اختيار كنيد و براي بقيه فاصله،  hكه نزديك نقطه تكين تابع است مقدار 

  .تر در نظر بگيريدمقدار بزرگ

انتگرال :  9مثال
√

  :را به صورت زير در نظر بگيريد .

√ √ √

.

.

..
 

انتگرال 
√

و انتگرال  M(0.002)را با   .
√

.
  .تقريب بزنيد M(0.02)را با  .

  داريم: حل 

d
√

.
M 0.002

0.002
1

√0.001
1

√0.003
1

√0.005
1

√0.007
1

√0.009
0.173031 

  

d
√

.
M 0.02 0.02

1
√0.02

1
√0.04

1
√0.06

1
√0.08

0.393782 

  لذا
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d
√

.
0.173031 0.393782 0.566813 

  .كنيم كه خطا كمتر شده استكه ملاحظه مي

  گيريهاي انتگرالخطاي روش -3

  ايخطاي روش ذوزنقه. الف

  نشان دهيم داريم ET(h)اگر خطاي روش ذوزنقه اي را با 

| |
12 h  

  يعني داريم. است  يك كران بالا براي كه در آن 

| |  

  .باشد 0.01بدست بياوريد به طوري كه خطاي آن حداكثر    تقريبي از : 10مثال

,1 داريم : حل   چون براي بدست آوردن . 0

2cos sin  

  لذا 

| | |2cos sin | 2|cos | | ||sin | 2 1 3 

  كنيم كه داشته باشيمرا طوري تعيين مي hبنابراين  3پس 

1 0
12  h 3 10

h
4 10 h 0.2 



۵١ 
 

hدهيم  بنابراين قرار مي   كنيمرا محاسبه مي T(0.2)و  0.2

T 0.2
0.2
2 0 2 0.2sin0.2 0.4sin0.4 0.6sin0.6 0.8sin0.8

sin1 0.30578 

  خطاي روش سيمپسون. ب  

  سون باشد داريمخطاي روش سيمپ Es(h)و  يك كران بالا براي  اگر 

| |
180 h  

  .تعيين كنيد 10را با حداكثر خطاي   سون مقدار يمپبا استفاده از روش س:  11مثال

,داريم: حل    لذا  و    0

4sin cos  

  ,  0براي 

| | |4 | 4 | || | 4 2 6 

  و از آنجا داريم 6دهيم بنابراين قرار مي

180 h M
π
2 0
180 h 6

πh
60 10  

0.1  
6

0.1176 
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  و از آن پس  لذا چون 

2 2 0/1176 13.3571 

  و از آن 14زوج باشد لذا قرار مي دهيم  nمپسون بايستي يچون در روش س

2

28 0.1122 

  .)تمرين( كنيمرا محاسبه مي s(0.1122)بنابراين 

  خطاي قاعده نقطه مياني. ج

  ه مياني باشد در اين صورت داريمخطاي قاعده نقط EM(h)اگر 

| |
b

24 h M  

  .است يك كران بالا براي  Mكه در آن 


