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سیٌتیه هجوَػِ رسات (4  
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  دیٌاهیک اجسام صلة :تخص دٍم 

ًیشٍ ، جشم ٍ ضتاب ( سیٌواتیه اجسام غلة دس غفحِ             الف (5  

واس ٍ اًشطی ( سیٌتیه اجسام غلة دس غفحِ                ب (6  

ضشتِ ٍ هوٌتَم  (                                                           ج   

سیٌواتیه  (                                                                 الف   

آضٌایی تا دیٌاهیه سِ تؼذی اجسام غلة (7  

سیٌتیه  (                                                                ب   

 

 (آضٌایی تا دیٌاهیک)هقذهِ 

 سِ ضاخِ اصلی رضتِ هکاًیک عثارتٌذ از

 هىاًیه ولاسیه    .1

 هىاًیه وَاًتَم .2

 هىاًیه ًسثیت .3
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 تقسین تٌذی هکاًیک کلاسیک

 هىاًیه اجسام غلة                      هىاًیه اجسام تغییش ضىل پزیش                                    هىاًیه سیالات

 

 تعریف دیٌاهیک 

تغییش دس طثیؼت اجتٌاب ًاپزیش ٍ هطالؼِ . ضاخِ ای اص ػلن هىاًیه است وِ تا حشوت اجسام غلة تحت ًیشٍ سش ٍ واس داسد

 . تىاهل اساع دیٌاهیه سا تٌیاى هی ًْذ

 ضاخِ ّای دیٌاهیک 

 سیٌواتیه                      

  سیٌتیه

 

Mechanics

Classical

Rigid-bodies

Statics

Dynamics

Deformable-bodies

Strength of Materials

Elasticity

Plasticity

Fluid Mech.

Thermodynamic

Heat Transfer

Gas dynamics

Quantum Relativistic



داًطگاُ گیلاى -   داًطىذُ فٌی هٌْذسیدیٌاهیهدسسٌاهِ  دوتش سضا اًػاسی: استاد        

 

5 

 تاریخ ّای هْن در تکاهل دیٌاهیک 
 

 

1687 → Principia by Newton 

1717 → Principle of virtual work  by Bernolli 

1740 → Systems of particles by Euler 

1743 → D'Alember's principle  

1765 → Rigid bodies by Euler 

1775 → The Newton-Euler formulation for Force and moment balances 

(They constitute the basis of Newtonian mechanics) 

1780 → Lagrange's equations 

1829 → Gauss's variational  principle  

1830 → Hamilton's equations and Hamilton's principle 

1829 → Jourdian's principle  

1870-1910 → Gibbs – Appell's  equations 

1970 → kane's equations  
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:سیٌواتیک ررات   

 حرکت هٌحٌی الخط در صفحِ  

 

𝑟 = 𝑥𝑖 + 𝑦𝑗 + 𝑧𝑘   

 

𝑣 = lim
∆𝑡⟶0

∆𝑟 

∆𝑡
 =

𝑟  𝑡 + ∆𝑡 − 𝑟  𝑡 

∆𝑡
=
𝑑𝑟 

𝑑𝑡
 

 

𝑎 = lim
∆𝑡⟶0

∆𝑣

∆𝑡
=
𝑑𝑣

𝑑𝑡
=
𝑑2𝑟

𝑑𝑡2
 

 

 𝑟  = 𝑏  , 𝑟 . 𝑟 = 𝑏2   𝑏 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡    𝑝𝑎𝑟𝑎𝑚𝑒𝑡𝑒𝑟       𝑟 .
𝑑𝑟 

𝑑𝑡
+
𝑑𝑟 

𝑑𝑡
. 𝑟 = 0 

 

𝑟 .
𝑑𝑟 

𝑑𝑡
= 0         𝑟 ⊥ 𝑟   
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𝑣 =
𝑑𝑠

𝑑𝑡
= 𝑠  

𝑎 =
𝑑𝑣

𝑑𝑡
= 𝑣 = 𝑠  

𝑣𝑑𝑣 = 𝑎𝑑𝑠 ⟶ 𝑠 𝑑𝑠 = 𝑠 𝑑𝑠 

 

دسًیشٍّای گشاًص ٍفٌش :    𝑎 = 𝑎(𝑠) ⟶  𝑣𝑑𝑣 = 𝑎(𝑠)𝑑𝑠
 

 

𝑖𝑓 𝑎 = 𝑐𝑜𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡 ⟶  𝑣2 − 𝑣0
2 = 2𝑎 𝑠 − 𝑠0  

𝑖𝑓 𝑎 = 𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑏𝑙𝑒 ⟶  
𝑣𝑑𝑣

𝑎(𝑣)
= 𝑑𝑠 

 

𝑠یه رسُ دساهتذاد خط هستمین حشوت هی وٌذ وِ جاتجایی آى اصساتطِ : هثال  = 2t3 − 24t + 6  

72  صهاى لاصم تشای ایٌىِ ایي رسُ تِ سشػت. تثؼیت هی وٌذ 
𝑚

𝑠
ضتاب رسُ ٍلتی . تشسذ ساتذست آٍسیذ 

30 سشػت آى
𝑚

𝑠
 ساتذست آٍسیذ ؟ [ 4 ,1] تاصُ صهاًی  است ٍ جاتجایی خالع رسُ دس

𝑠 = v = 6t2 − 24 = 72              t = 4s 

𝑠 = 𝑣 = 𝑎 = 12𝑡 

𝑖𝑓  𝑣 = 30
𝑚

𝑠
⟶  𝑡 = 3𝑠 ⟶  𝑎 = 36

𝑚

𝑠2
 

𝑠|𝑡=4𝑠 − 𝑠|𝑡=1𝑠 = ∆𝑠 = 54𝑚 
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0.1  سشػت اٍلیِ تغییشهىاى رسُ ای وِ تا-هٌحٌی ضتاب: هثال 
𝑚

𝑠
 ضشٍع تِ حشوت هی ًوایذ تِ غَست 

 تذست آٍسیذ ؟   x=1.4 mسشػت رسُ سا دس. صیشدادُ ضذُ است 

 

 

 

 𝑣𝑑𝑣 =  𝑎𝑑𝑥 

𝑣2

2
−
𝑣0

2

2
=  𝑎𝑑𝑥 

𝑣2 − 𝑣0
2 = 2 𝑎𝑑𝑥 = 2 𝑎𝑟𝑒𝑎 ⟶ 𝑣2 − (0.1)2 = 2 0.36 ⟶ 𝑣 = 0.85

𝑚

𝑠
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𝑎   تااستفادُ اص یه چتشهماٍهتی ضتاب: هثال  = −0.004𝑣2   
𝑚

𝑠𝑒𝑐2
    تِ َّاپیوایی دس حال فشٍد ٍاسد 

80  هذت صهاى لاصم تشای ایٌىِ سشػت ایي َّاپیوا اص. هی ضَد  
𝑚

𝑠
10   تِ

𝑚

𝑠
تؼییي وٌیذ؟   تشسذ سا

 هسافت طی ضذُ دس طی ایي هذت صهاًی سا تذست آٍسیذ؟

𝑎 = −0.004𝑣2 ⟶  
𝑑𝑣

𝑑𝑡
= −0.004𝑣2 

 
𝑑𝑣

𝑣2

𝑣=10

𝑣0=80

=  −0.004 𝑑𝑡
𝑡

𝑡0=0

                𝑡 = 21.875𝑠 

−0.004𝑣2𝑑𝑠 = 𝑣𝑑𝑣 

−0.004 𝑑𝑠
𝑠

𝑠0=0

=  
𝑑𝑣

𝑣

𝑣=10

𝑣0=80

⟶  𝑠 = 519.86𝑚 

 

  لغضًذُ ای تیي دٍ فٌش دس ضیاس ساٌّوای افمی تااغطىان ًاچیض حشوت وشدُ ٍ داسای سشػت :هثال 

𝑣0 دساهتذاد 𝑠 ُتِ ٌّگام ػثَس دسًیوِ سا  

𝑡 = 0ٍ  𝑠 = هجوَػِ دٍ فٌش ًیشٍی تاصداسًذُ ای سا تشحشوت لغضًذُ اػوال هی ًوایٌذ وِ .  هی تاضذ 0

𝑎تِ آى ، ضتاب هتٌاسة تا جاتجایی ٍلی دسجْت خلاف حشوت یؼٌی تشاتش تا  = −𝑘2𝑠 ِهی دّذ و 

 . تذست آٍسیذt ساتِ غَست تاتؼی اص صهاى v ٍ سشػت sجاتجایی .  ثاتت استkدسآى 
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𝑎𝑑𝑠 = 𝑣𝑑𝑣 

−𝑘2  𝑠𝑑𝑠 =  𝑣𝑑𝑣 ⟶  
−𝑘2𝑠2

2
+ 𝑐1 =

1

2
𝑣2 

𝑖𝑓 𝑠0 = 0   &  𝑣 = 𝑣0 ⟶  𝑐1 =
1

2
𝑣0

2 

−
𝑘2𝑠2

2
+
𝑣0

2

2
=

1

2
𝑣2 ⟶   𝑣 =  𝑣0

2 − 𝑘2𝑠2 

از طرفی :   
𝑑𝑠

dt
=   v0

2 − k2s2 ⟶  
ds

 v0
2−k2s2

s

s0=0
=  dt

t

t0=0
 

1

k
arcsin  

ks

v0
 = t 

𝑠 =
𝑣0

𝑘
sin 𝑘𝑡          →    𝑣 = 𝑣0 cos 𝑘𝑡  

 

 :ًکتِ 

𝑠 + 𝑘2𝑠 = 0 

𝑠 = 𝐶𝑒 𝛼𝑡   

 تِ ػٌَاى یه سیطِ دسًظشگشفتِ هی 𝑠 ساتایذدسهؼادلِ اغلی جایگزاسی وشد ، ایي هؼادلِ 𝑠ایي هؼادلِ 

 .ضَد

𝛼2 + 𝑘2 = 0     𝛼 = ±𝑘𝑖 
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𝑠 = 𝑐1𝑒
𝑖𝑘𝑡 + 𝑐2𝑒

−𝑖𝑘𝑡     𝑜𝑟    𝑠 = 𝐴𝑠𝑖𝑛 𝑘𝑡 + 𝐵𝑐𝑜𝑠 𝑘𝑡  

1) 𝑡 = 0 ⟶  𝑠 = 0 ⟶  𝐵 = 0 

2)𝑡 = 0 ⟶   𝑠 = 𝑣0 ⟶ 𝐴 =
𝑣0

𝑘
⟶ 𝑠 =

𝑣0

𝑘
𝑠𝑖𝑛 𝑘𝑡  

 

 تشای آًىِ تِ 𝑣0سشػت تِ طشف تیشٍى .  اصهشوض صهیي لشاسداسد𝑠0 یه سفیٌِ فضایی دسفاغلِ :هثال 

 اص هشوض صهیي هٌتمل ضَد ساحساب وٌیذ ؟  فاغلِ تؼییي ضذُ

𝑎 = −𝑔
𝑅𝐸

2

𝑠2
    𝑎𝑡   𝑠 = 𝑅𝐸       → 𝑎 = 𝑔 

𝑣𝑑𝑣 = 𝑎𝑑𝑠 ⟶ 𝑣𝑑𝑣
0

𝑣0

= −𝑔𝑅𝐸
2  

𝑑𝑠

𝑠2



𝑠0

 ⟹
1

2
𝑣0

2 = 𝑔𝑅𝐸
2  

1


−

1

𝑠0
  

⟶ 𝑣0 =   
1


−

1

𝑠0
 × 2𝑔𝑅𝐸

2      𝑖𝑓    ⟶ ∞    𝑣0 = 𝑅𝐸 
2𝑔

𝑠0
 

 

 ثاتت وٌیذ وِ تشای یه سیاسُ فشضی دٍتؼذی سشػت فشاس ٍجَد ًذاسد ؟: توریي 

 2یه گلَلِ فَلادی اصحالت سىَى دسداخل ظشفی وِ هحتَی یه سیال هخػَظ است اصاستفاع : هثال 

𝑎ضتاب گلَلِ تشاتش . هتشی سّا هی ضَد = 0.9g − Cv است وِ دس آى C اگش هذت .  ثاتت هی تاضذ

  ساهحاسثِ وٌیذ ؟C ثاًیِ تاضذ ، همذاس2صهاًی وِ گلَلِ تِ تِ ظشف هی سسذ 
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𝑑𝑣

dt
= 0.9g − Cv ⟶   

dv

0.9g − Cv

𝑣

v0=0

=  dt
t

t0=0

        

v =
0.9g

C
 1 − e−Ct  

𝑑𝑠

𝑑𝑡
=

0.9𝑔

𝐶
(1 − e−Ct )   

𝑠 =
0.9𝑔

𝑐2
 𝐶𝑡 − 1 + e−Ct  ⟶ 𝑐 = 8.3

1

𝑠
 

 

 : حرکت پرتا تی
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𝑟 = 𝑥𝑖 + 𝑦𝑗  

𝑟  = 𝑥 𝑖 + 𝑦 𝑗  

𝑟  = 𝑥 𝑖 + 𝑦 𝑗      

𝑎𝑥 = 0        𝑎𝑛𝑑        𝑎𝑦 = −𝑔 

𝑎𝑥 = 𝑥 = 0 ⟶ 𝑥 = 𝑣0𝑐𝑜𝑠Ѳ 

𝑥 =  𝑣0𝑡 cos𝜃 + 𝑐𝑡𝑒 ⟶  𝑥 =  𝑣0𝑡 cos𝜃 + 𝑥0 

𝑎𝑦 = −𝑔 ⟶  𝑦 = −𝑔 ⟶  𝑦 = −𝑔𝑡 + 𝑐𝑡𝑒 = −𝑔𝑡 + 𝑣0 sin𝜃 

⟶ 𝑦 = −
1

2
𝑔𝑡2 + 𝑣0𝑡 sin𝜃 + 𝑐𝑡𝑒 = −

1

2
𝑔𝑡2 + 𝑣0𝑡 sin𝜃 + 𝑦0 

 . جاگزاسی هی وٌین y حزف ٍ دس هؼادلxِ سا اص هؼادلِ tتشای تِ دست آٍسدى هؼادلِ هسیش 

𝑡 =
𝑥 − 𝑥0

𝑣0𝑐𝑜𝑠Ѳ
⟶  𝑦 = −

1

2
𝑔  

𝑥 − 𝑥0

𝑣0 cos𝜃
 

2

+ tanѲ  𝑥 − 𝑥0 + 𝑦0 

𝑖𝑓  𝑥0      𝑎𝑛𝑑    𝑦0 = 0 ⟶  𝑡 =
𝑣0 sin𝜃

𝑔
    ,       𝑅 =

𝑣0
2 sin 2𝜃

2𝑔
 

 :پَش هٌحٌی ّای هسیر حرکت پرتاتِ تِ ازای زٍایای هختلف پرتاب 

 .هٌحٌی است وِ تش توام هٌحٌی ّای صیش هواع تاضذ  (  envelope)پَش 



داًطگاُ گیلاى -   داًطىذُ فٌی هٌْذسیدیٌاهیهدسسٌاهِ  دوتش سضا اًػاسی: استاد        

 

14 

  

  
𝑚 = 𝑡𝑎𝑛𝜃 

𝑦 = −
1

2
𝑔

𝑥2

𝑣0
2 𝑐𝑜𝑠 𝜃2

+ 𝑥 𝑡𝑎𝑛Ѳ 
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𝑦 = −
1

2
𝑔
𝑥2

𝑣0
2
 1 + 𝑚2 + 𝑚𝑥   

0 =
−𝑔𝑥2

𝑣0
2 𝑚 + 𝑥 ⟶ 𝑚 =

𝑣0
2

𝑔𝑥
    ⟶ 𝑦 =

−𝑔𝑥2

2𝑣0
2 +

𝑣0
2

2𝑔
  

 

 

  
ax = 0 ⟶  vx = v0 ⟶ 𝑥 = 𝑣0𝑡 

ay = g ⟶  vy = gt ⟶   y =
1

2
𝑔𝑡2 

𝑦 =  

 =
1

2
𝑔𝑡2 ⟶ 𝑡 = (

2

𝑔
)

1
2 
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𝑠 = 𝑣0 
2

𝑔
 

sM

sE
=  

gE

gM
=  6 

𝑎𝑥 = 0 ⟶  𝑥 = 𝑣0𝑡 

ay = g ⟶  y = gt ⟶  y =
1

2
𝑔𝑡2 −  ⟶  𝑦 = 0 ⟶  𝑡 =  

2

𝑔
 

 24  هسیش حشوت یه پشتاتِ سا وِ تا سشػت(توریي 
𝑚

𝑠𝑒𝑐
تالای افك پشتاب هی ضَد ، سا  °30تا صاٍیِ   

𝑤تا فشؼ  = 9 𝑁  ضشیة هماٍهت َّای ٍ𝑐 = 0.58  
𝑁.𝑠

𝑚
تِ دست آٍسیذ ؟ ًیشٍی هماٍهت َّا سا   

 . هتٌاسة تا سشػت پشتاتِ دس ًظش تگیشیذ 

دس حال چشخص است وِ ًاگْاى سَخت آى لطغ هی گشدد 𝑟𝑝𝑚 10000  یه سٍتَس جت تا دٍس  (هثال 

𝛼، دس غَستی وِ  = −0.02𝜔 ِ1000   تاضذ هذت صهاى لاصم تشای آًىِ دٍس هَتَس ت 𝑟𝑝𝑚 سا تشسذ

 تؼییي ًواییذ ؟ ّوچٌیي تؼذاد دٍسّایی وِ سٍتَس دس طَل ایي هذت هی چشخذ سا تِ دست آٍسیذ ؟

𝑣 = 𝑠       𝜔 = 𝜃  

𝑎 = 𝑣 = 𝑠           𝑎𝑛𝑑           𝛼 = 𝜔 = 𝜃  

𝑣𝑑𝑣 = 𝑎𝑑𝑠                         𝜔𝑑𝜔 = 𝛼𝑑𝜃 

𝑑𝜔

𝑑𝑡
= −0.02𝜔 ⟶   

𝑑𝜔

𝜔

1000×
2𝜋
60

10000 ×
2𝜋
60

= −0.02 𝑑𝑡
𝑡

0

⟶  𝑡 = 115.1 
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𝜔𝑑𝜔 = −0.02𝜔𝑑𝜃 ⟶     𝑑𝜔
1000×

2𝜋
60

10000 ×
2𝜋
60

= −0.02 𝑑𝜃
𝜃

0

 

𝜃 = 15000𝜋 𝑟𝑎𝑑  ⟶  𝜃 = 7500 𝑟𝑒𝑣  

 

 :هطتق زهاًی یک تردار 

  
 

der    

dt
= lim

∆t→0

∆er    

∆t
= lim

∆t→0

2 sin
∆θ
2

eθ     

∆t
 

 𝑖𝑓
∆θ

2
≤ 6° ⟶  𝑠𝑖𝑛

∆θ

2
≈
∆θ

2
 ⟶  

dθ

dt
eθ     = θ eθ      
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 ( :)رٍش دیگر اثثات 

  

 

er    = cosθi + sinθj  

eθ     = −sinθi +  cosθj  

der    

dt
=

der    

dθ
×

dθ

dt
= θ eθ      

deθ     

dt
=

deθ     

dθ
×

dθ

dt
= −θ er     
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 : هختصات هسیر 

   

 0اًحٌا                  

       :دس ًمطِ ػطف 

     ضؼاع اًحٌا                                     

√ n ٍ ّوَاسُ تِ طشف هشوض اًحٌا t  هواع تش هسیش هی تاضذ.   
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𝑑𝑟 = 𝑒𝑡    𝑑𝑠 ⟶  𝑒𝑡    =
𝑑𝑟 

𝑑𝑠 
 

𝑣 =
𝑑𝑟 

𝑑𝑡 
=
𝑑𝑟 

𝑑𝑠 
×
𝑑𝑠

𝑑𝑡 
 ⟶  𝑣 = 𝑠 et     

𝑒𝑡     = 𝜃 en                     𝑎𝑛𝑑                 𝑒𝑛       = −𝜃et     

𝑑𝑠 = 𝜌𝑑𝜃 ⟶   𝑣 = 𝜌𝜃  

a  = v et    + v𝑒𝑡     = v et    + vθ en      

at = v  

an = vθ =
v2

ρ
= ρθ 2 
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 همذاس ثاتتی داسد 𝜌تشای حشوت دایشُ ای √
 

𝜌
= 𝑅 

 

𝑎𝑛 = 𝑣𝜔 =
𝑣2

𝑅
= 𝑅𝜔2 

𝑎𝑡 = v = Rα 

𝜌 =
 1 + 𝑦′

2
 

3
2

𝑦′ ′
   (𝑖𝑓        𝑦 = 𝑓 𝑥 ⟶    𝑦′ =

𝑑𝑦

𝑑𝑥
) 

 

𝑥 سشػت ٍ ضتاب ساوت ًوایص دادُ ضذُ دس ضىل صیش سا دس هَلؼیت(هثال  = 3  𝑘𝑚    تِ دست

 آٍسیذ ؟

  

kminareyandxxy 33.4
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 :هختصات قطثی 

 

𝑟 = 𝑟𝑒𝑟     

𝑣 = 𝑟 𝑒𝑟    + 𝑟𝑒𝑟             𝑎𝑛𝑑   𝑒𝑟     = 𝜃 𝑒𝜃             𝑣 = 𝑟 𝑒𝑟    + 𝑟𝜃 𝑒𝜃      

𝑣𝑟 = 𝑟        𝑎𝑛𝑑         𝑣𝜃 = 𝑟𝜃  ⟶  𝑣 =  𝑣𝑟
2 + 𝑣𝜃

2 

𝑎 = 𝑣  =  𝑟 𝑒𝑟    + 𝑟 𝑒𝑟      + (𝑟 𝜃 𝑒𝜃     + 𝑟𝜃 𝑒𝜃     + 𝑟𝜃 𝑒𝜃      ) 

𝑎 =  𝑟 − 𝑟𝜃 2 𝑒 𝑟 +  𝑟𝜃 + 2𝑟 𝜃  𝑒 𝜃  

𝑎𝑟 = 𝑟 − 𝑟𝜃2          𝑎𝑛𝑑     𝑎𝜃 = 𝑟𝜃 + 2𝑟 𝜃  

⟶ 𝑎 =  𝑎𝑟
2 + 𝑎𝜃

2 
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دس حال  0ضخػی تش سٍی یه دیسه دٍاس دس ساستای ضؼاع آى وِ تا سشػت صاٍیِ ای ثاتت  (توشیي 

 سشػت ٍ ضتاب سا تِ دست آٍسیذ ؟. دس حال حشوت است  0v تِ سوت تیشٍى تا سشػت ثاتت دٍساى است

 

 
 
 

 
 𝑟 = 𝑣0

𝑟 = 0

𝜃 = 𝜔0

𝜃 = 0

          

𝑣 = 𝑣0𝑒𝑟    + 𝑟𝜔0𝑒𝜃                   𝑎𝑛𝑑               𝑎 = −𝑟𝜔0
2𝑒𝑟    + 2𝑣0𝜔0𝑒𝜃      

  

 (توریي 

 𝜃 = 0.2𝑡 + 0.02𝑡3

𝑟 = 0.2 + 0.04𝑡2
  

𝑖𝑓       𝑡 = 3 𝑠     ⟹           𝑣   𝑎𝑛𝑑   𝑎 =? 
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یک راکت تِ ٍسیلِ ی یک رادار در حال هاًیتَر ضذى است اطلاعات ردیاتی تِ صَرت  (هثال

 زیر است 

 
𝜃 = 0.2 

𝑟𝑎𝑑

𝑠
 

𝜃 = 0.1  
𝑟𝑎𝑑

𝑠2

  

45ٍقتی کِ زاٍیِ    است هطلَتست تعییي سرعت ٍ ضتاب راکت ًطاى دادُ ضذُ در 

  ؟ضکل زیر

 

 

 

𝑟 =
1

2
𝑠𝑒𝑐𝜃 ⟶  𝑟 = 1697.06𝑚 

𝑟 = 1200𝑡𝑎𝑛𝜃𝑠𝑒𝑐𝜃 𝜃  ⟶   𝑟 = 339.4
𝑚

𝑠
 

𝑟 = 1200  𝑠𝑒𝑐3𝜃 + 𝑡𝑎𝑛2𝜃𝑠𝑒𝑐𝜃 𝜃 2 + 𝑡𝑎𝑛𝜃𝑠𝑒𝑐𝜃𝜃  = 373.35
𝑚

𝑠2
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𝑣 = 𝑟 𝑒𝑟    + 𝑟𝜃 𝑒𝜃      

 𝑣 =  𝑣𝑟
2 + 𝑣𝜃

2  ⟶   𝑣 = 480
𝑚

𝑠
 

𝑎 =  𝑟 − 2𝜃 2 𝑒𝑟    +  2𝑟 𝜃 + 𝑟𝜃  𝑒𝜃      

 𝑎 =  𝑎𝑟2 + 𝑎𝜃2 →  𝑎 = 432
𝑚

𝑠2
 

𝑟 یه رسُ سٍی هسیشی وِ هؼادلِ ی آى تِ غَست (هثال = 2𝜃 حشوت هی وٌذ اگش  تِ غَست 

2t هطخع ضَد . 𝜃 = 𝑡2   60 سشػت ٍ ضتاب رسُ سا ٍلتی دسجِ هی تاضذ سا تذست آٍسیذ؟  

𝑖𝑓   𝜃 = 𝑡2 →  𝜃 = 2𝑡            𝑎𝑛𝑑          𝜃 = 2 

𝑎𝑛𝑑      𝑖𝑓  
𝑟 = 2𝜃
𝜃 = 𝑡

 ⟶  𝑟 = 2𝑡2  ⟶  𝑟 = 4𝑡 ⟶   𝑎𝑛𝑑 ⟶   𝑟 = 4 

𝜋

3
= 𝑡2  ⟶  𝑡 = 1.023 

𝑣 = 𝑟 𝑒𝑟    + 𝑟𝜃 𝑒𝜃     ⟶  𝑣 = 4.09𝑒𝑟    + 4.28𝑒𝜃     ⟶    𝑣  = 5.92  
𝑓𝑡

𝑠
  

𝑎 =  𝑟 − 𝑟𝜃  𝑒𝑟    +  2𝑟 𝜃 + 𝑟𝜃  𝑒𝜃      ⟹ 𝑎 = −4.77𝑒𝑟    + 20.94𝑒𝜃      

 𝑎  = 21.5 
𝑓𝑡

𝑠𝑒𝑐2
 

10رسُ ای تا سشػت (هثال
𝑓𝑡

𝑠𝑒𝑐
𝑦 سٍی هٌحٌی   = 3𝑥2ضتاب رسُ سا دس .  دس حال حشوت است 𝑥 = 5 𝑓𝑡 

 سا تذست آٍسیذ؟
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𝑣 = 10

𝑓𝑡

𝑠
𝑥 = 5 𝑓𝑡

  

𝑖𝑓   𝑣𝑡 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ⟶  𝑎𝑡 = 0 ⟶   𝑎 = 𝑎𝑛𝑒𝑛     =
𝑣2

𝜌
𝑒𝑛      

1

ρ
=

y′′

 1 + y′2 
3
2

⟶  
6

 1 + 36x2 
3
2

 ⟶  
1

ρ
=

6

(901)
3
2

⟶  𝑎 =
100 × 6

(901)
3
2

𝑒𝑛      

 

ررُ ای تر رٍی هٌحٌی   (هثال
2

3
y

x سرعت ٍ ضتاب ررُ را در .  حرکت هی ًوایذ

2y mتعییي ًواییذ؟ 
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𝑥 =
𝑦2

3
  ⟶   𝑥 =

2𝑦𝑦 

3
 

𝑖𝑓    
𝑥 = 2(

𝑚

𝑠
)

𝑦 = 2(𝑚)

 ⟶ 𝑦 = 1.5 

𝑣 =  𝑥 2 + 𝑦 2              𝑣 = 2.5(
𝑚

𝑠
) 

𝑖𝑓   𝑣 = 𝑥 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ⟶  𝑥 =
2

3
  𝑦 2 +

2

3
𝑦𝑦 ⟶ 𝑦 = −1.125(

𝑚

𝑠2
) 

𝑎 =  𝑥 2 + 𝑦 2  ⟶  𝑎 = 1.125(
𝑚

𝑠2
) 

𝑑𝑥

𝑑𝑦
=

2𝑦

3
⟶   𝑦′ =

3

2𝑦
            𝑎𝑛𝑑            𝑦′′ = −

9

4𝑦3
⟶ 𝜌 = 6.94𝑚 

𝑎𝑛 =
𝑣2

𝑝
 ⟶ 𝑎𝑛 = 0.9  

𝑚

𝑠2
  ⟶  𝑎𝑡 =  𝑎2 − 𝑎𝑛

2  ⟹  𝑎𝑡 = 675 × 10−3  
𝑚

𝑠2
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 در حال دٍراى است هطلَتست سرعت ٍ ضتاب  تا سرعت زاٍیِ ای ABهیلِ ای  (هثال 

  در ضکل زیر ؟ Pررُ ای 

 

 

𝑂𝑃 = 𝑅         𝑎𝑛𝑑         𝜃 = 2𝜑 ⟶   𝜃 = 2𝜑  

𝑣 = 𝑟 𝑒𝑟 + 𝑟𝜃 𝑒𝜃  

𝑟  = 0 ⟶ 𝑣 = 2𝑅𝜑 𝑒𝜃         𝑎𝑛𝑑        𝑎 =  𝑟 − 𝑟𝜃2  𝑒𝑟 +  2𝑟 𝜃 + 𝑟𝜃  𝑒𝜃  

𝑟 = 0           𝑎𝑛𝑑        𝑟 = 0         𝑎𝑛𝑑       𝜃 = 0 ⟶  𝑎 = −4𝑅𝜑2  𝑒𝑟  
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𝑦 = 𝑓 𝑥            
1

𝜌
=

𝑦′′

 1 + 𝑦′2 
3
2

 

𝑟 = 𝑓 𝜃         
1

𝜌
=
𝑟2 + 2𝑟′

2
− 𝑟𝑟′′

 𝑟2 + 𝑟′2 
3
2

             𝑟′ =
𝑑𝑟

𝑑𝜃
 

سشػت .  غلتی تذٍى لغضش اًجام هیذّذRدیسىی هطاتك ضىل صیش تش سٍی سطحی غاف تِ ضؼاع  (هثال 

  سا تِ دست آٍسیذ ؟ Aٍ ضتاب ًمطِ 
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𝑁𝑜 𝑆𝑙𝑖𝑝: 𝑥 = 𝑅𝜃 

𝑥𝐴 = 𝑥 − 𝑅𝑠𝑖𝑛𝜃 = 𝑅 𝜃 − 𝑠𝑖𝑛𝜃  

𝑦𝐴 = 𝑅 1 − 𝑐𝑜𝑠𝜃  

𝑣𝐴 = 𝑥𝐴 𝑖 + 𝑦𝐴𝑗 ⟶ 𝑣𝐴 = 𝑅 𝜃 − 𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑖 +  𝑅𝜃 𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑗  

𝑎𝐴 = 𝑅 𝜃 + 𝜃 2𝑠𝑖𝑛𝜃 − 𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑖 +  𝑅𝜃 𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝑅𝜃2 𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑗  

𝑖𝑓  𝜃 = 0 ⟹ 𝑣𝐴 = 0       𝑎𝑛𝑑     𝑎𝐴 = 𝑅𝜃 2𝑗  
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تِ اًذاصُ ) دس حالتی وِ اًتْای یه ًخ سا وِ تش سٍی یه لشلشُ پیچیذُ ضذُ است سا تاص ًوایین  (توشیي

 سشػت ٍ ضتاب اًتْای آصاد ًخ ٍ طَل ًخ تاص ضذُ سا تذست آٍسیذ؟ (ی هطخع

 

 
𝑥𝑝 = 𝑅𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑅𝜃𝑠𝑖𝑛𝜃

𝑦𝑝 = 𝑅𝑠𝑖𝑛𝜃 − 𝑅𝜃 cos𝜃
  

𝜃 = 𝜔𝑡 

𝑟𝑝    = 𝑥𝑝 𝑖 + 𝑦𝑝𝑗  

𝑟𝑝    =  𝑅𝑐𝑜𝑠𝜔𝑡 + 𝑅𝜔𝑡𝑠𝑖𝑛𝜔𝑡 𝑖 +  𝑅𝑠𝑖𝑛𝜔𝑡 − 𝑅𝜔𝑡𝑐𝑜𝑠𝜔𝑡 𝑗  

𝑣𝑝     = 𝑟𝑝      ⟶  𝑣𝑝 =  −𝑅𝜔𝑠𝑖𝑛𝜔𝑡 + 𝑅𝜔𝑠𝑖𝑛𝜔𝑡 + 𝑅𝜔2𝑡𝑐𝑜𝑠𝜔𝑡 𝑖  

+ 𝑅𝜔𝑐𝑜𝑠𝜔𝑡 − 𝑅𝜔𝑐𝑜𝑠𝜔𝑡 + 𝑅𝜔2𝑡𝑠𝑖𝑛𝜔𝑡 𝑗  

𝑣𝑝     = 𝑅𝜔2𝑡𝑐𝑜𝑠𝜔𝑡𝑖 + 𝑅𝜔2𝑡𝑠𝑖𝑛𝜔𝑡𝑗  

𝑎 = 𝑣 𝑝      

 𝑣𝑝      = 𝑅𝜔2𝑡 =
𝑑𝑠

𝑑𝑡
⟶   𝑠 =

1

2
𝑟𝜔2𝑡2 + 𝑐 
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𝑖𝑓  𝑡0 = 0 ⟶  𝑠0 = 0 ⟶   𝑐 = 0 ⟶  𝑠 =
1

2
𝑅𝜔2𝑡2 

 : سیٌواتیک سِ تعذی 

 

𝑟 = 𝑥𝑖 + 𝑦𝑗 + 𝑧𝑘  

𝑟  = 𝑥 𝑖 + 𝑦 𝑗 + 𝑧 𝑘  

𝑟  = 𝑥 𝑖 + 𝑦 𝑗 + 𝑧 𝑘  

  

 

𝑟 = 𝑟𝑒𝑟    + 𝑧𝑘                                                  

𝑣 = 𝑟 𝑒𝑟    + 𝑟𝜃 𝑒𝜃     + 𝑧 𝑘                                     

𝑎 =  𝑟 − 𝑟𝜃2  𝑒𝑟    +  2𝑟 𝜃 + 𝑟𝜃  𝑒𝜃     + 𝑧 𝑘  

  

𝑣 = 𝑣𝑟𝑒𝑟    + 𝑣𝜃𝑒𝜃     + 𝑣𝜑𝑒𝜑      

 

𝑣𝑟 = 𝑟                

𝑣𝜃 = 𝑟𝜃 cos𝜑
𝑣𝜑 = 𝑟𝜑            

  

𝑎 = 𝑎𝑟𝑒𝑟    + 𝑎𝜃𝑒𝜃     + 𝑎𝜑𝑒𝜑      

 
 
 

 
 𝑎𝑟 = 𝑟 − 𝑟𝜑 2 − 𝑟𝜃2 𝑐𝑜𝑠2𝜑               

𝑎𝜃 = 𝑐𝑜𝑠
𝜑

𝑟

𝑑

𝑑𝑡
 𝑟2𝜃  − 2𝑟𝜃 𝜑 sin𝜑

𝑎𝜑 =
1

𝑟

𝑑

𝑑𝑡
 𝑟2𝜑  + 𝑟𝜃2 𝑠𝑖𝑛𝜑 cos𝜑
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: حرکت ًسثی    

 

 

 

𝑟𝐴 = 𝑟𝐵 + 𝑟𝐴/𝐵

𝑣𝐴 = 𝑣𝐵 + 𝑣𝐴/𝐵

𝑎𝐴 = 𝑎𝐵 + 𝑎𝐴/𝐵

  

800km وِ تا تٌذی Aسشًطیٌاى َّاپیوای جت  (هثال 
h

تِ سوت ضشق پشٍاص هی وٌذ َّاپیوای جت  

اگشچِ وِ دهاغِ . سا هطاّذُ هی وٌٌذ وِ اص صیش َّاپیوایطاى دس خط افك پشٍاص وشدُ ٍ هی گزسد Bدٍم 

چٌیي تِ ًظش هی سسذ A ضوال ضشلی لشاس داسد اص ًظش سشًطیٌاى َّاپیوای 45دس ساستایBَّاپیوای 

 سا تؼییي Bسشػت ٍالؼی .  هطاتك ضىل هی تاضذ 60 دسحال دٍس ضذى اص آى ّا تحت صاٍیِ Bوِ  

 وٌیذ ؟ 
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𝑠𝑜𝑙𝑣𝑒 1:
𝑣𝐵

𝑠𝑖𝑛60
=

𝑣𝐴
𝑠𝑖𝑛75

             𝑣𝐵 = 717  
𝑚

𝑠
  

𝑠𝑜𝑙𝑣𝑒 2:𝑣𝐵 = 𝑣𝐴 + 𝑣𝐵/𝐴  

30تا سشػت B ، لایك Aاص هٌظش  (هثال   
𝑚𝑖𝑙


اگش سشػت هطلك .  اص آى دٍس هی ضَدA ػوَد تش هسیش  

A   ، 40  
𝑚𝑖𝑙


  سا تؼییي ًواییذ؟B تاضذ ،  سشػت هطلك لایك  

𝑣𝐵
2 = 402 + 302              𝑣𝐵 = 50(

𝑚𝑖𝑙


)

𝜃 = 36.87°    
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 : درجِ آزادی 

تؼذاد هختػِ ّای هستمل هَسد ًیاص تشای تؼییي هَلؼیت ّوِ ی اجضای یه : تؼشیف دسجِ آصادی 

.سیستن دس ّش لحظِ اص صهاى دسجِ ی آصادی آى سیستن ًاهیذُ هی ضَد  
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 اص صیش لشلشُ ضشٍع تِ حشوت هی ًوایذ سشػت تالا سفتي ٍصًِ ی  aA تا ضتاب ثاتت Aتشاوتَس  (توشیي  

B تؼذ اص صهاى گزضت t (s)سا تذست آٍسیذ؟  

 

𝐿 = 4  − 𝑠𝐵 +  2 + 𝑠𝐴
2 + 𝐶𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡 

𝐿 = 0           − 4𝑣𝐵 +
2𝑠𝐴𝑣𝐴

2 2 + 𝑠𝐴
2

= 0             𝑣 =
𝑠𝐴𝑣𝐴

4 2 + 𝑠𝐴
2
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𝑠𝐴 = 𝑎𝐴  ⟶ 𝑠𝐴 = 𝑎𝐴𝑡 + 𝑐 𝑖𝑓 𝑡° = 0  𝑎𝑛𝑑    𝑠𝐴  𝑡=𝑡0
= 0 ⟶ 𝑐 = 0 

𝑠𝐴 = 𝑎𝐴 × 𝑡 ⟶ 𝑠𝐴 =
1

2
𝑎𝐴 × 𝑡2 + 𝐶 𝑖𝑓    𝑡0 = 0   𝑎𝑛𝑑    𝑠𝐴 𝑡=𝑡0

= 0   

⟶ 𝑠𝐴 =
1

2
𝑎𝐴𝑡

2
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tanrحشوت رسُ ای سٍی سطح هخشٍطی لائن تا سٍاتط  (هثال  ht  ، 2 t  ،z ht تؼشیف 

  تذست آٍسیذ؟tهی گشدد همادیش سشػت ٍ ضتاب رسُ سا دس لحظِ ی هؼیي 

 

𝑖𝑓   𝑟 = 𝑡 𝑡𝑎𝑛𝛽     ⟶       𝑟 =  𝑡𝑎𝑛𝛽     ⟶     𝑟 = 0 

𝑖𝑓          𝜃 = 2𝜋𝑡     ⟶         𝜃 = 2𝜋     ⟶        𝜃 = 0 

𝑖𝑓          𝑧 = 𝑡 ⟶  𝑧 =  ⟶  𝑧 = 0 

𝑣 = 𝑟 𝑒𝑟 + 𝑟𝜃 𝑒𝜃 + 𝑧 𝑘 

𝑣 = 𝑡𝑎𝑛𝛽𝑒𝑟 + 2𝜋𝑡 𝑡𝑎𝑛𝛽𝑒𝜃 + 𝑒𝑘  

 𝑣 =  𝑡𝑎𝑛 𝛽 1 + 4𝜋2𝑡2 + 𝑐𝑜𝑡2𝛽 

𝑎 =  𝑟 − 𝑟𝜃2  𝑒𝑟 +  2𝑟 𝜃 + 𝑟𝜃  𝑒𝜃 + 𝑧 𝑘   

𝑎 = −4𝜋2𝑡 𝑡𝑎𝑛 𝛽𝑒𝑟 + 2 𝑡𝑎𝑛𝛽 2𝜋𝑒𝜃 + 0 

 𝑎 = 4𝜋 𝑡𝑎𝑛𝛽 1 + 𝜋2𝑡2 

 



داًطگاُ گیلاى -   داًطىذُ فٌی هٌْذسیدیٌاهیهدسسٌاهِ  دوتش سضا اًػاسی: استاد        

 

39 

  چٌاى تؼییي ًواییذ وِ ٍصًِ تا سشػت z لشلشُ سا تش حسة rدس ضىل صیش ضؼاع  (هثال 

2 ft0.4    ( )
s8000

tv  تالا وطیذُ هی ضَد ؟ 

 

 

𝜔 = 10 𝑟𝑝𝑚
𝑑 = 0.5 𝑖𝑛    
𝑡 = 0            
𝑧 = 0             

  

𝑧 =
𝑑

𝑇
=

𝑑

2𝜋
𝜔

=
𝜔𝑑

2𝜋
 

𝑧 =
10

2𝜋
60  

0.5
12 

2𝜋
⟶ 𝑧 = 0.00694  

𝑓𝑡

𝑠
  

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= 0.00694        𝑡 = 144𝑧        (1) 

𝑧0 دس = t0   و  0 =  .ثاتت اًتگشال غفش هی ضَد   0
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 :سشػت هحیطی ایي لشلشُ

𝑟𝜔 = 0.4 +
𝑡2

8000
               𝑟  

2𝜋

60
10 = 0.4 +

𝑡2

8000
           2  

 : جایگزاسی هی وٌین 2 سا دس 1

𝑟 = 0.382 + 2.482𝑧2  
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 : سیىتیک ررات 

 تِ سوت تالا ٍ یا پاییي حشوت هی وٌذ ضخصی وِ تش سٍی ٍصًِ aآساًسَسی تا ضتاب ثاتت  (مثال 

  ایستادُ ٍصى خَد سا چمذس لشائت هی وٌذ؟

l              𝑇 − 𝑚𝑔 = 𝑚𝑎 → 𝑇 = 𝑚 𝑔 + 𝑎  

𝑚𝑔 − 𝑇 = 𝑚𝑎 → 𝑇 = 𝑚 𝑔 − 𝑎  

 اص حالت سىَى سّا هی گشدد سشػت ایي ٍصًِ دس ٌّگام اصاتت تِ صهیي سا Aدسضىل صیش ٍصًِ ی  (مثال 

 تذست آٍسیذ؟

 

𝑚𝐴𝑔 − 𝑇 = 𝑚𝐴 × 𝑎𝐴 

2𝑇 − 𝑚𝐵𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝜃 − 𝜇𝑘𝑁𝐵 = 𝑚𝐵

𝑎𝐴

2
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𝑁𝐵 − 𝑚𝐵 𝑐𝑜𝑠 𝜃 = 0 

تا تَجِ تِ دادُ ّای فشضی →  
𝑎𝐴 = 5.83  

𝑓𝑡

𝑠2
 

𝑇 = 205(𝑙𝑏)
𝑁𝐵 = 346(𝑙𝑏)

  

𝑣𝐴 =  2𝑎𝐴𝑥 → 𝑣𝐴 = 15.27  
𝑓𝑡

𝑠
  

 سا تش سٍی آى سّا Mجشم .  حشوت هی ًوایذvداسین وِ تا سشػت خغی  (تسوِ ای ) لشلشُ ای (مثال 

 هی ًوایین هذت صهاى لغضش جسن تش سٍی تسوِ سا تؼییي ًواییذ؟

 

𝑁 − 𝑚𝑔 = 0 

𝜇𝑘𝑚𝑔 = 𝑚𝑎 → 𝑎 = 𝜇𝑘𝑔 

𝑣 = 𝑎𝑡 + 𝑣0 → 𝑡 =
𝑣

𝜇𝑔
  (𝑖𝑓 𝑡0 = 0 → 𝑣0 = 0) 

 تشای ایٌىِ جشم F دس ضىل صیش حذاوثش ًیشٍی (مثال 
2

m تش سٍی جشم 
1

m حشوت ًىٌذ سا تذست 

 آٍسیذ؟ 

 

𝑁2 − 𝑚2𝑔 = 0 

𝑓2 = 𝑚2𝑎 → 𝜇2𝑚2𝑔 = 𝑚2𝑎 → 𝑎 = 𝜇2𝑔 
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𝑁1 −  𝑚1 + 𝑚2 𝑔 = 0 → 𝑁1 =  𝑚1 + 𝑚2 𝑔 

𝐹 − 𝑓2 − 𝑓1 = 𝑚1𝑎 

𝐹 = 𝑚2𝜇2𝑔 + 𝜇2𝑚1𝑔 + 𝜇1 𝑚1 + 𝑚2 𝑔 

𝐹 = 𝜇2𝑔(𝑚1 + 𝑚2) + 𝜇1𝑔 𝑚1 + 𝑚2  

𝐹 = (𝑚1 + 𝑚2)𝑔 𝜇1 + 𝜇2  

s  تا فشض آًىِ ضشیة اصغىان تیي ّوِ ی سغَح (تمریه k
and  تاضذ ٍضؼیت حشوت 

 سیستن ًطاى دادُ ضذُ دس ضىل صیش سا تؼییي وٌیذ؟

 

0v دس سٍدخاًِ ای وِ آب آى تا سشػت mوطتی تِ جشم (مثال   جشیاى داسد لٌگشاًذاختِ است اگش  

0 تاضذ تؼذ اص تشیذُ ضذى آى صهاى لاصم تشای سسیذى سشػت وطتی تِ Tهَلفِ ی افمی صًجیش لٌگشُ 

2
v 

 (هماٍهت اصغىاوی آب وطتی ، تا سشػت وطتی ًسثت تِ آب هتٌاسة است )سا تذست آٍسیذ؟ 
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𝑇0 = 𝐾𝑣0 → 𝐾 =
𝑇0

𝑣0
 

𝐾 𝑣0 − 𝑣 = 𝑚𝑣 → 𝐾 𝑣0 − 𝑣 = 𝑚
𝑑𝑣

𝑑𝑡
 

 
𝑑𝑣

𝑣0 − 𝑣

𝑣0
2

𝑣=0

=  
𝑇0

𝑚𝑣0

𝑡

𝑡=0

𝑑𝑡 → 𝑡 =
𝑚𝑣0

𝑇0
𝑙𝑛2 

 OB دس جْت ساٌّوای ضیاس ػوَدی ثاتت هحذٍد ضذُ است دس حالی وِ تاصٍی Aحشوت پیي (مثال 

= 𝜃 تا هطخصات Oحَل ًمغِ ی  1(
𝑟𝑎𝑑

𝑠
)  ٍ 𝜃 = −0.5(

𝑟𝑎𝑑

𝑠2
θدس ٍضؼیت   ( =  دس حال 30°

 .دٍساى است ًیشٍیی وِ تش سٍی پیي هزوَسػوال هی ضَد سا هحاسثِ ًواییذ

 

 

𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜃 = 1 → 𝑟 =
1

𝑐𝑜𝑠 𝜃
= 1.5(𝑚) 

𝑟 =
𝑠𝑖𝑛 𝜃

𝑐𝑜𝑠2𝜃
= 0.67(

𝑚

𝑠
) 

𝑟 =
1 + 𝑠𝑖𝑛2𝜃

𝑐𝑜𝑠3𝜃
= 1.59(

𝑚

𝑠2
) 
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𝑖𝑓     𝜃 = 30𝑜        𝑎𝑛𝑑       𝜃 = 1  
𝑟𝑎𝑑

𝑠
        𝑎𝑛𝑑         𝜃 = −0.5

𝑟𝑎𝑑

𝑠2
𝑎𝑟 = 𝑟 − 𝑟𝜃2  

𝑎𝜃 = 2𝑟 𝜃 + 𝑟𝜃  

𝐹𝐴 𝑐𝑜𝑠 𝜃 − 𝑚𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝜃 = 𝑚𝑎𝑟  →  𝐹𝐴 =
𝑚𝑎𝑟 + 𝑚𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝜃

𝑐𝑜𝑠 𝜃
= 4.94(𝑁) 

𝐹𝐵 − 𝐹𝐴 𝑠𝑖𝑛 𝜃 − 𝑚𝑔 𝑐𝑜𝑠 𝜃 = 𝑚𝑎𝜃  

→ 𝐹𝐵 = 𝑚𝑎𝜃 + 𝑚𝑔 𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 𝐹𝐴 𝑠𝑖𝑛 𝜃 = 9.88(𝑁) 

 

𝜃 تا جْت هتغیش F ًیشٍی ثاتت (مثال  = 𝑘𝑡  تِ جشم  M ٍاسد هی ضَد تا فشض آًىِ دس ضشٍع حشوت 

𝜃 = 0𝑜 𝜃  سا چٌاى تیاتیذ وِ دس Fتاضذ ًیشٍی      =
𝜋

2
  جسن دٍتاسُ تِ حالت سىَى دست یاتذ؟

 

𝐹 𝑐𝑜𝑠 𝜃 − 𝑚𝑔 − 𝜇𝑘𝑁 = 𝑚𝑔 

𝑁 = 𝐹 𝑠𝑖𝑛 𝜃 

→ 𝐹 𝑐𝑜𝑠 𝑘𝑡 − 𝑚𝑔 − 𝜇𝑘𝐹 𝑠𝑖𝑛 𝑘𝑡 = 𝑚
𝑑𝑣

𝑑𝑡
→ 

 𝐹 𝑐𝑜𝑠 𝑘𝑡 − 𝑚𝑔 − 𝜇𝑘𝐹 𝑠𝑖𝑛 𝑘𝑡 𝑑𝑡 = 𝑚𝑑𝑣 → 
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  𝐹 𝑐𝑜𝑠 𝑘𝑡 − 𝑚𝑔 − 𝜇𝑘𝐹 𝑠𝑖𝑛 𝑘𝑡 𝑑𝑡

𝑡

0

=  𝑚𝑑𝑣
𝑣

0

→ 

𝑣 =
𝐹

𝑚𝑘
 𝑠𝑖𝑛 𝑘𝑡 − 𝜇𝑘 𝑐𝑜𝑠 𝑘𝑡 − 1  − 𝑔𝑡 

𝑖𝑓    𝜃 =
𝜋

2
   →   𝑡 =

𝜋

2𝑘
 →     𝑖𝑓     𝑡 =

𝜋

2𝑘
  ⟶ 𝑣 = 0 → 𝐹 =

𝑚𝑔𝜋

2(1 − 𝜇𝑘)
 

 اص فاصلِ ی B دس حال چشخص است جشم ω0 تا سشػت صاٍیِ ی ثاتت OAهیلِ ی  (مثال
0

r سّا هی 

 . تِ جشم سّا ضذُ سا تش حسة فاصلِ ی آى تٌَیسیذOAگشدد ًیشٍی اػوالی اصهیلِ ی 

 

 𝐹𝑟 = 0 →  𝑎𝑟 = 0 → 𝑟 − 𝑟𝜃2 = 0 

 𝐹𝜃 = 𝑚𝑎𝜃  → 𝑁 = 𝑚𝑎𝜃 = 𝑚 2𝑟 𝜃 + 𝑟𝜃  = 2𝑚𝑟 𝜔0 

𝑟 = 𝑟𝜔0
2  → 𝑟 

𝑑𝑟 

𝑑𝑟
= 𝑟2𝜔0

2 →
𝑟2 

2
=

𝑟2

2
𝜔0

2 + 𝑐 

→ 𝑟 2 = 𝜔0
2 𝑟2 − 𝑟0

2 → 𝑁 = 2𝑚𝜔0
2 𝑟2 − 𝑟0

2 
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 : کار ي اورشی 

 :  اص ساتغِ ی صیش تذست هی آیذ Fواس ًیشٍی : تؼشیف واس 

𝑈1−2 =  𝐹 . 𝑑𝑟      

: چىذ حالت مُم کٍ بایذ بررسی شًوذ    

: واس اًجام ضذُ تَسظ یه ًیشٍی ثاتت (1  

 

𝑈1−2 = 𝐹  𝑑𝑟
2

1

= 𝐹.  𝑟2 − 𝑟1 = 𝐹𝑥 𝑟2𝑥 − 𝑟1𝑥 + 𝐹𝑦 𝑟2𝑦 − 𝑟1𝑦 + 𝐹𝑧(𝑟2𝑧 − 𝑟1𝑧) 

: واس اًجام ضذُ تَسظ ًیشٍی ٍصى(2  

 

𝑈1−2 =  𝐹𝑑𝑟
2

1

=  −𝑚𝑔𝑘   . (𝑑𝑥𝑖 + 𝑑𝑦𝑗 + 𝑑𝑧𝑘  ) =  −𝑚𝑔 𝑑𝑧
𝑧2

𝑧1

= −𝑚𝑔(𝑧2 − 𝑧1) 
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: واس اًجام ضذُ دس استفاػات تسیاس صیاد(3  

 

𝐹 = −
𝑚𝑔𝑅𝐸

2

𝑟2
𝑒𝑟     

𝐹 . 𝑑𝑟 =  −
𝑚𝑔𝑅𝐸

2

𝑟2
𝑒𝑟     . (𝑑𝑟 𝑒𝑟    + 𝑟𝑑𝜃𝑒𝜃     ) 

𝐹 𝑑𝑟 = −  
𝑚𝑔𝑅𝐸

2

𝑟2
𝑑𝑟 → 𝑈 =  𝐹 . 𝑑𝑟

2

1

 

→ 𝑈 =  −  
𝑚𝑔𝑅𝐸

2

𝑟2
𝑑𝑟

𝑟2

𝑟1

→  𝑈 = 𝑚𝑔𝑅𝐸
2  

1

𝑟2
−

1

𝑟1
  

:واس اًجام ضذُ تَسظ یه فٌش( 4  

 

𝐹 = −𝑘(𝑟 − 𝑟0)𝑒𝑟  

𝐹. 𝑑𝑟 =  −𝑘 𝑟 − 𝑟0 𝑒 𝑟 .  𝑑𝑟𝑒𝑟 + 𝑟𝑑𝜃𝑒 𝜃  = −𝑘 𝑟 − 𝑟0 𝑑𝑟 
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𝑠 = 𝑟 − 𝑟0 

𝐹𝑑𝑟 = −𝑘𝑠 𝑑𝑠 

𝑈1,2 =  −𝑘𝑠 𝑑𝑠 
𝑠2

𝑠1

= −
1

2
𝑘 𝑠2

2 − 𝑠1
2  

:واس اًجام ضذُ تَسظ یه ًیشٍی هواسی ثاتت( 5  

 

𝐹 . 𝑑𝑟     =  𝐹 𝑒 𝑡 .  𝑑𝑠 𝑒 𝑡 = 𝐹𝑑𝑠 

𝑈1,2 =  𝐹 𝑑𝑟
2

1

= 𝐹(𝑠2 − 𝑠1) 

:رابطٍ کار ي اورشی   

𝑈1,2 =  𝐹  . 𝑑𝑟     
2

1

=   𝑚𝑎  . 𝑑𝑟      
2

1

=  𝑚𝑎𝑡 . 𝑑𝑠
2

1

=  𝑚𝑣𝑑𝑣
2

1

=
1

2
𝑚𝑣2

2 −
1

2
𝑚𝑣1

2 

=  

𝑇2 − 𝑇1 = ∆𝑇

𝑇 =
1

2
𝑚𝑣2

 → 𝑇2 = 𝑇1 + 𝑈1−2    𝑜𝑟   𝑈1−2 = ∆𝑇 

  هی سسذ سا تیاتیذ؟S=4 ft سا ٌّگاهی وِ تِ هَلؼیت m دس ضىل صیش سشػت جشم (مثال
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𝑈1−2 = ∆𝑇 

  𝐹 − 𝜇𝑘𝑁 . 𝑑𝑠
𝑠2

𝑠1

=
1

2
𝑚𝑣2 −

1

2
𝑚𝑣0

2 =
1

2
𝑚𝑣2 

→    160 − 10𝑠 − 𝜇𝑘𝑚𝑔 . 𝑑𝑠
𝑠=4

𝑠=0

=
1

2
𝑚𝑣2 → 𝑣 = 4.81

𝑓𝑡

𝑠
 

 𝜇𝑘 دس ضىل صیش تا فشض ایٌىِ ضشیة اصغىان تیي دٍ جسن (مثال 
 تاضذ سشػت هجوَػِ سا ٍلتی وِ 

  حشوت هی ًوایذ تذست آٍسیذ؟sتِ اًذاصُ ی 

 

lbsF 10160
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𝑁𝐵 = 𝑁𝐴 + 𝑚𝐵𝑔 𝑐𝑜𝑠 𝜃 

𝑚𝐵𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝜃 − 𝑇 − 𝑓𝑘𝐴
= 𝑚𝐵  × 𝑎 

𝑁𝐴 = 𝑚𝐴𝑔 𝑐𝑜𝑠 𝜃 

𝑇 − 𝑓𝑘𝐴
− 𝑚𝐴𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝜃 = 𝑚𝐴𝑎 

𝑓𝑘𝐴
= 𝜇𝑘𝑚𝐴𝑔 𝑐𝑜𝑠 𝜃 

 
𝑚𝐵𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝜃 − 𝑇 − 𝜇𝐾𝑚𝐴𝑔 𝑐𝑜𝑠 𝜃 = 𝑚𝐵 × 𝑎                 
                                                                                       +    
𝑇 − 𝜇𝑘𝑚𝐴𝑔 𝑐𝑜𝑠 𝜃 − 𝑚𝐴𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝜃 = 𝑚𝐴 × 𝑎                 

   

 𝑚𝐵 − 𝑚𝐴 𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝜃 − 2𝜇𝑘𝑚𝐴𝑔 𝑐𝑜𝑠 𝜃 = (𝑚𝐴 + 𝑚𝐵) × 𝑎 

→ 𝑎 =
 𝑚𝐵 − 𝑚𝐴 𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝜃 − 2𝜇𝑘𝑚𝐴𝑔 𝑐𝑜𝑠 𝜃

𝑚𝐴 + 𝑚𝐵
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→ 𝑈1−2 =  𝑚 𝑎 𝑑𝑠 =
1

2
𝑚𝑣2 −

1

2
𝑚𝑣0

2 

 𝑚𝐴 + 𝑚𝐵 ×
 𝑚𝐵 − 𝑚𝐴 𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝜃 − 2𝜇𝑘𝑚𝐴𝑔 𝑐𝑜𝑠 𝜃

𝑚𝐴 + 𝑚𝐵
𝑆 =

1

2
(𝑚𝐴 + 𝑚𝐵) × 𝑣2 

𝑣 =  
2𝑠  𝑚𝐵 − 𝑚𝐴 𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝜃 − 2𝜇𝑘𝑚𝑎𝑔 𝑐𝑜𝑠 𝜃 

𝑚𝐴 + 𝑚𝐵
 

1
2

 

 سشػت آى تِ       m 75 واهیًَی اص حالت سىَى ضشٍع تِ حشوت هی ًوایذ ٍ پس اص پیوَدى (مثال

72 km/h  هی سسذ تا فشض ضتاب ثاتت واس اًجام ضذُ تَسظ ًیشٍی اصغىان تش سٍی ٍصًِ ی m سا 

 تیاتیذ؟

 

1 )μ𝑠 = 0.28     and   μ𝑘 = 0.28   

2 )μ𝑠 = 0.25     and   μ𝑘 = 0.2   

𝑎 =
𝑣2 − 𝑣0

2

2𝑠
→ 𝑎 =

400 − 0

2 × 75
→ 𝑎 = 2.67

𝑚

𝑠2
 

(الف   

𝑎𝑚𝑎𝑥 = 𝜇𝑠 × 𝑔 → 𝑎𝑚𝑎𝑥 = 2.94 → 𝑎𝑚𝑎𝑥 > 𝑎 → 𝑁𝑜 𝑠𝑙𝑖𝑝 

→ 𝐹𝑓 = 𝑚 𝑎 →  𝐹𝑓 = 80 × 2.67 →  𝐹𝑠 = 213 𝑁 

واس اًجام ضذُ → 𝑊𝑓 = 𝐹𝑓 . 𝑠 = 213 × 75 →  𝑊𝑓 = 16 𝑘𝑗 
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واس ًیشٍی اصغىان ّوَاسُ هٌفی ًوی تاضذ√  

  (ب 

𝐹𝑓 = 𝜇𝑘𝑚𝑔 → 𝐹𝑓 = 157 𝑁 

𝑎𝑚 = 𝜇𝑘𝑔 →  𝑎𝑚 = 1.962(
𝑚

𝑠2
) 

𝑊𝑓 = 𝐹𝑓 × 𝑆𝑚 → 𝑊𝑓 = 157 ×  
𝑎𝑚

𝑎𝑠
. 𝑠 → 𝑊𝑓 = 8.66 𝑘𝑗 

تا فشض آًىِ چىص دستگاُ اص حالت .  دس ضىل صیش یه ٍسیلِ ی آٌّگشی هطاّذُ هی گشدد(مثال

 0.02سىَى سّا ضَد سشػت آى سا دس ٌّگام تشخَسد آى تِ لغؼِ ی واس سا تؼییي ًواییذ؟ تَاى هتَسظ دس

 150دس ٍضؼیتی وِ چىص سٍی لغؼِ ی واس لشاس گشفتِ است وطص ّش فٌش)ثاًیِ سا تؼییي وٌیذ؟ 

 (.ًیَتَى   هی تاضذ

 

Forging device 

K=1500 N/m 

m=40 kg 
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𝐹 = 𝐾∆𝑠 

150 𝑁 = 1500  
𝑁

𝑚
 ×   0.3 − 𝑠0  𝑚  → 𝑠0 = 0.2 

(𝑈1−2)𝑠𝑝𝑟𝑖𝑛𝑔𝑠 = 2  −
1

2
𝐾 𝑠2

2 − 𝑠2
2  = 120 𝑗 

𝑠2 = 0.3 − 0.2 = 0.1 

𝑠3 = 0.5 − 0.2 = 0.3 

𝑈𝑚𝑔 = 𝑚𝑔∆𝑧 = 40 × 9.81 × 0.4 = 156.96 𝑗 

𝑈1−2 = ∆𝑇 → 𝑈𝑠𝑝𝑟𝑖𝑛𝑔 + 𝑈𝑚𝑔 = ∆𝑇 =
1

2
𝑚𝑣2 → 𝑣 = 3.72

𝑚

𝑠
 

𝑃𝑎𝑣𝑒 =
𝑈1−2

𝑡
=

1
2

𝑚𝑣2

𝑡
= 13.8 𝐾𝑤 

:هیذاى ّای ًیشٍی پایستاس ٍ اًشطی پتاًسیل   

𝑑𝑈 = 𝐹 . 𝑑𝑟 =  −𝑑𝑉 

𝑈1−2 = 𝑉1 − 𝑉2 

𝑊𝑒𝑖𝑔𝑡 → 𝑉 = 𝑚𝑔𝑦 

𝑉 = −
𝑚𝑔𝑅2

𝑟
(𝑅 = 𝑅𝐸) 

𝑆𝑝𝑟𝑖𝑛𝑔 → 𝑉 =
1

2
𝐾𝑠2 

𝑑𝑈 = −𝑑𝑉 = − 
𝜕𝑉

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

𝜕𝑉

𝜕𝑦
𝑑𝑦 +

𝜕𝑉

𝜕𝑧
𝑑𝑧 = −(𝛻𝑉. 𝑑𝑟) 

→ 𝐹 = −𝛻𝑉 = −𝑔𝑟𝑎𝑑(𝑉) 
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𝐹𝑥 = −
𝜕𝑉

𝜕𝑥
   , 𝐹𝑦 = −

𝜕𝑉

𝜕𝑦
     𝑎𝑛𝑑    𝐹𝑧 = −

𝜕𝑉

𝜕𝑧
 

𝑐𝑢𝑟𝑙 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑉 = 0 → 𝛻 × 𝐹 = 0 

  (اًتگشال خظ هستمل اص هسیش تاضذ )ضشط لاصم ٍ وافی تشای ایٌىِ ًیشٍ پایستاس تاضذ √

𝛻 × 𝐹 =    

𝑖 𝑗 𝑘
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧
𝐹𝑥 𝐹𝑦 𝐹𝑧

   

: مختصات قطبی 

𝛻 × 𝐹 =
1

𝑟
  

𝑒𝑟 𝑒𝜃 𝑒𝑧

𝜕

𝜕𝑟

𝜕

𝜕𝜃

𝜕

𝜕𝑧
𝐹𝑟 𝑟𝐹𝜃 𝐹𝑧

  

 

 

𝜕𝐹𝑦

𝜕𝑧
=

𝜕𝐹𝑧

𝜕𝑦
   

𝜕𝐹𝑧

𝜕𝑥
=

𝜕𝐹𝑥

𝜕𝑧
      

𝜕𝐹𝑥

𝜕𝑦
=

𝜕𝐹𝑦

𝜕𝑥
 

  

 

 𝐹. 𝑑𝑟 =   𝛻 × 𝐹 . 𝑛 𝑑𝑠
.

𝑠
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 (s=  ِّش سغحی وِ تِ ٍسیلِ هسیش تست c هحذٍد ضذُ تاضذ (   

.𝐹 تشای ًیشٍی پایستاس  𝑑𝑟 =  :  است  0

 𝐹 . 𝑑𝑟 
𝐵

𝐴𝑝𝑎𝑡 1

+  𝐹 . 𝑑𝑟
𝐴

𝐵𝑝𝑎𝑡 2

= 0   →    𝐹 . 𝑑𝑟 
𝐵

𝐴𝑝𝑎𝑡 1

= − 𝐹 . 𝑑𝑟
𝐴

𝐵𝑝𝑎𝑡 2

 

→    𝐹 . 𝑑𝑟 
𝐵

𝐴𝑝𝑎𝑡 1

=  𝐹 . 𝑑𝑟 
𝐵

𝐴𝑝𝑎𝑡 2

 

 

= 𝐹 ًطاى دّیذ وِ ًیشٍی (مثال 𝑥𝑦𝑖 +
𝑥2

2
𝑗 + 4𝑘    پایستاس است سپس تاتغ پتاًسیل هیذاى ًیشٍ سا

 تؼییي وٌیذ؟

𝜕𝐹𝑦

𝜕𝑧
= 0 =

𝜕𝐹𝑧

𝜕𝑦
= 0 ,      

𝜕𝐹𝑧

𝜕𝑥
= 0 =

𝜕𝐹𝑥

𝜕𝑧
= 0,

𝜕𝐹𝑥

𝜕𝑦
= 𝑥 =

𝜕𝐹𝑦

𝜕𝑥
= 𝑥  

𝛻 × 𝐹 = 0  ⟹       ًیشٍ  پایستاس است 

𝐹 = −𝛻𝑉 

𝜕𝑉

𝜕𝑥
= −𝑥𝑦   𝑎𝑛𝑑    

𝜕𝑉

𝜕𝑦
= −

𝑥2

2
 𝑎𝑛𝑑     

𝜕𝑉

𝜕𝑧
= −4 

→
−𝑥2𝑦

2
+ 𝑓 𝑦, 𝑧 = 𝑉 

−
𝑥2

2
+

𝜕𝑓

𝜕𝑦
= −

𝑥2

2
 →  

𝜕𝑓

𝜕𝑦
= 0 → 𝑓 𝑦 , 𝑧 = 𝑓(𝑧) 

0 +
𝜕𝑓(𝑧)

𝜕𝑧
= −4 → 𝑓 𝑧 = −4𝑧 + 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡 

𝑉 =
−𝑥2𝑦

2
 − 4𝑧 + 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡 
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  ثاتت وٌیذ وِ ًیشٍی حاصل اص هیذاى پتاًسیل گشاًطی ، پایستاس است؟ (مثال 

 

𝑉 = −
𝑚𝑔𝑅𝐸

2

𝑟
 

𝐹 = −𝛻𝑉 =
𝑚𝑔𝑅𝐸

2

𝑟2
𝑒𝑟 + 0 + 0 

𝛻 × 𝐹 =
1

𝑟
  

𝑒𝑟 𝑒𝜃 𝑒𝑧

𝜕

𝜕𝑟

𝜕

𝜕𝜃

𝜕

𝜕𝑧
𝐹𝑟 𝑟𝐹𝜃 𝐹𝑧

 = 0 

یادآٍسی ∶    
𝑈1−2 = ∆𝑇          

                               

𝑇1 + 𝑈1−2 = 𝑇2

    

:واس توام ًیشٍّایی خاسجی اػوال ضذُ تش جسن  

𝑈1−2 = 𝑈 1−2 +  −∆𝑣𝑔 +  −∆𝑣𝑒  

𝑇1 + 𝑉1 + 𝑈 1−2 = 𝑇2 + 𝑉2 

𝑉 = 𝑉𝑔 + 𝑉𝑒  



داًطگاُ گیلاى -   داًطىذُ فٌی هٌْذسیدیٌاهیهدسسٌاهِ  دوتش سضا اًصاسی: استاد        

 

19 

ًیشٍّای لیذی وِ واس اًجام  )تشای هسائلی وِ فمظ ضاهل ًیشٍّای گشاًطی ٍ الاستیه ّستٌذ : تَضیح 

 :هؼادلِ فَق تِ صَست صیش سادُ هی ضَد  (ًوی دٌّذ

𝑇1 + 𝑉1 = 𝑇2 + 𝑉2 

→ 𝐸1 = 𝐸2 

𝐸 = 𝑇 + 𝑉 
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تا استفادُ اص لاًَى تمای  (Forging- device  ) هغلَتست حل هسألِ ی دستگاُ آٌّگشی (مثال

 اًشطی؟

𝐸1 = 𝐸2 

(𝑉𝑔)1 + (𝑉𝑒)1 +
1

2
𝑚𝑣1

2 = (𝑉𝑔)2 + (𝑉𝑒)2 +
1

2
𝑚𝑣2

2 

→ 2  
1

2
𝑘𝑠1

2 + 𝑚𝑔𝑦1 + 0 = 2  
1

2
𝑘𝑠2

2 + 0 +
1

2
𝑚𝑣2

2 

→  1500 × 0.32 +  40 × 9.81 × 0.4 + 0 =  1500 × 0.12 + 0 +
1

2
× 40 × 𝑣2

2 

→ 𝑣2 = 3.72
𝑚

𝑠
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 سّا هی ضَد تا فشض آًىِ عَل آصاد فٌش صفش تاضذ سشػت جشم هزوَس سا A اص ًمغِ ی m جشم (مثال

 ٌّگاهی وِ تِ ًمغِ ی صفش هی سسذ هحاسثِ ًواییذ؟

 

𝐸1 = 𝐸2 

𝑇1 + (𝑉𝑔)1 + (𝑉𝑒)1 = 𝑇2 + (𝑉𝑔)2 + (𝑉𝑒)2 

0 + 2𝑚𝑔𝑅 +
1

2
𝐾(2𝑅)2 =

1

2
𝑚𝑣2

2 + 0 + 0 →  𝑣2 = 2 𝑅𝑔 +
𝑘𝑅2

𝑚
   

𝐹 هغلَتست هحاسثِ ی همذاس واس اًجام ضذُ تَسظ ًیشٍی (مثال  = 𝐴 𝑥3𝑖 + 𝑥𝑦2𝑗   دس اهتذاد 

سپس دس صَستی وِ ًیشٍی . A تا ًمغِ ی oهسیش ًین دایشُ ای ًطاى دادُ ضذُ دس ضىل صیش اص ًمغِ ی 

F تِ صَست هواس تش هسیش ٍاسد گشدد همذاس واس اًجام ضذُ سا هحاسثِ ًواییذ؟  
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𝑖𝑓 𝑥 = 𝑅 𝑠𝑖𝑛 𝜃 → 𝑑𝑥 = 𝑅 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑑𝜃 

𝑖𝑓 𝑦 = 𝑅(1 − 𝑐𝑜𝑠 𝜃)  → 𝑑𝑦 = 𝑅 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑑𝜃 

𝑈0−𝐴 =   𝐹. 𝑑𝑟 =  [ 𝐴 𝑥3𝑖 +  𝑥𝑦2  𝑗   . (𝑑𝑥 𝑖 +  𝑑𝑦 𝑗 )] 

𝑈0−𝐴 =   𝐴 𝑥3𝑑𝑥 + 𝐴𝑥𝑦2𝑑𝑦 

𝑈0−𝐴 = 𝑅4 𝐴  [𝑠𝑖𝑛3 𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝜃 +  𝑠𝑖𝑛2 𝜃 (1 −  𝑐𝑜𝑠 𝜃)2] 𝑑𝜃

𝜋

0

 

 :دس حالت دٍم داسین 

𝐹 = 𝐹0𝑒 𝜃  

𝑈0−𝐴 =  𝐹. 𝑑𝑟 =    𝐹0𝑒 𝜃 .  𝑑𝑟𝑒 𝑟 +  𝑅𝑑𝜃 𝑒 𝜃 =  𝐹0𝑅𝑑𝜃 =  𝜋𝐹0𝑅

𝜋

0

𝐴

0

𝐴

0

 

پس اص تشخَسد پایِ تِ .  سّا هی ضَد h سیستن جشم ٍ فٌش ًطاى دادُ ضذُ دس ضىل صیش اص استفاع (مثال 

 یا تیطیٌِ max دس هَلؼیتی وِ فٌش تِ اًذاصُ ی ًصف فطشدگی mصهیي تِ آى هی چسثذ سشػت جشم 

𝑘فطشدُ ضذُ است تا فشض  =
4𝑚𝑔


  سا تذست آٍسیذ؟ 
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𝐸1 = 𝐸2 

𝑚𝑔  + 𝛿𝑚𝑎𝑥  =
1

2
𝑘𝛿𝑚𝑎𝑥

2  

2𝛿𝑚𝑎𝑥
2 − 𝛿𝑚𝑎𝑥  − 2 = 0 →  𝛿𝑚𝑎𝑥 =  

𝐸1 = 𝐸2 

𝑚𝑔   +


2
 =  

1

2
×

4𝑚𝑔


× (



2
)2 +

1

2
𝑚𝑣2 → 𝑣 =  2𝑔 

 :پایذاری 

  :شرط تعادل 
𝑑𝑣

𝑑𝑥
= 𝑜  

 

 

 

 

 

 

 

𝑖𝑓  𝑣 = 𝑚𝑔𝑙(1 − 𝑐𝑜𝑠 𝜃) →  
𝑑𝑣

𝑑𝜃
= 𝑚𝑔𝑙 𝑠𝑖𝑛 𝜃 

𝑖𝑓  𝑚𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝜃 = 0 →  
𝜃 = 0
𝜃 = 𝜋

  

𝑖𝑓  𝜃 = 0 →
𝑑2𝑣

𝑑𝜃2
= 𝑚𝑔𝑙 𝑐𝑜𝑠 𝜃 > 0 

𝑖𝑓  𝜃 = 𝜋 →
𝑑2𝑣

𝑑𝜃2
= 𝑚𝑔𝑙 𝑐𝑜𝑠 𝜃 < 0 
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 . هی خَاّین ضشط پایذاسی سا تشای ٍسیلِ ی تاصی ًطاى دادُ ضذُ دس ضىل صیش تذست آٍسین (مثال 

 

 

𝑣 𝜃 = 𝑚𝑔 𝐿 cos 𝜃 − 𝑙 cos 𝛼 + 𝜃  

+ 𝑚𝑔[𝐿 𝑐𝑜𝑠 𝜃 − 𝑙 𝑐𝑜𝑠(𝛼 − 𝜃)] = 2𝑚𝑔 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝐿 − 𝑙 cos 𝜃    

→
𝑑𝑣

𝑑𝜃
= 0 →  −2𝑚𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝜃(𝐿 − 𝑙 𝑐𝑜𝑠 𝛼) = 0  →  𝑑

2𝑣

𝑑𝜃2
 𝜃

= −2𝑚𝑔(𝐿 − 𝑙 𝑐𝑜𝑠 𝛼) > 0 → 𝐿 < 𝑙 𝑐𝑜𝑠 𝛼 

 اص حال سىَى ضشٍع تِ R اص تالاتشیي سغح وشٍی تذٍى اصىان تِ ضؼاع m ضشیثی تِ جشم (مثال 

ٍ ًیض  (لحظِ ی جذایص  )حشوت هی ًوایذ ًمغِ ی جذایص آى اص سغح ، سشػت رسُ دس آى لحظِ 

 سشػت تشخَسد رسُ تِ صهیي سا تذست آٍسیذ؟
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𝑣𝐵
2 −  𝑣𝐴

2 = 2𝑔𝑅(1 − 𝑐𝑜𝑠 𝜃)  →  𝑣𝐵 =   2𝑔𝑅(1 − 𝑐𝑜𝑠 𝜃)  

 

:ضشط جذایص    

   

𝑁 = 0 

𝑚𝑔 𝑐𝑜𝑠 𝜃 − 𝑁 =  
𝑚𝑣𝐵

2

𝑅
 → 𝑁 = 0 

𝑚𝑔 𝑐𝑜𝑠 𝜃 = 2𝑚𝑔(1 − 𝑐𝑜𝑠 𝜃) →  𝑐𝑜𝑠 𝜃 = 2 − 2 𝑐𝑜𝑠 𝜃 →  𝑐𝑜𝑠 𝜃 =  
2

3
 

:سشػت تشخَسد دس لحظِ ی سسیذى تِ صهیي   

𝑣𝐶
2 −  𝑣𝐴

2 = 2𝑔 × 2𝑅 →  𝑣𝑐 = 2 𝑅𝑔 

𝑖𝑓 𝑐𝑜𝑠 𝜃 =
2

3
 →  𝑣𝐵 =   

2𝑔𝑅

3
 

 تش سٍی یه هیلِ ی تذٍى اصغىان سّا هی ضَد ًخست Aدس ًمغِ ی  [kg   m= 1/8 ] جشم (مثال 

 سا P هحاسثِ ًواییذ ؟ سپس ووتشیي همذاس ًیشٍی P=20N تشای ًیشٍی Bسشػت آى سا دس هَلؼیت 

  تشسذ؟Bچٌاى تیاتیذ وِ جسن هزوَس تِ هَلؼیت 
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𝑈𝐴−𝐵 =  𝑇𝐵 − 𝑇𝐴 

−𝑚𝑔 + 𝑃 𝐿1 − 𝐿2 =  
1

2
𝑚𝑣𝐵

2 − 0 

 = 2 𝑠𝑖𝑛 30 = 1 

𝐿1 = ((2 𝑐𝑜𝑠 30)2 +  2.5 2)
1
2  → 𝐿1 = 3.041 

𝐿2 = 2.5 − 2 𝑠𝑖𝑛 30 = 1.5 →  𝑣𝐵 = 3.82 
𝑚

𝑠
 

−𝑚𝑔 + 𝑃𝑚𝑖𝑛  𝐿1 − 𝐿2 = 0 

𝑃𝑚𝑖𝑛 =  
𝑚𝑔

𝐿1 − 𝐿2
= 11.46 

120N ٍ سختی آى m 1.8 دس ضىل صیش عَل آصاد فٌش (مثال 
m

 تا سشػت m=0.9 kg هی تاضذ جشم 

3.6m
s

 تش سٍی یه هیلِ ی تذٍى اصغىان تِ سوت پاییي هی لغضد سشػت آى سا دس A اص ًمغِ ی 

  هحاسثِ وٌیذ؟Bًمغِ ی 
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𝑈𝐴−𝐵 =  𝑇𝐵 − 𝑇𝐴 

−𝑚𝑔 𝑍𝐵 − 𝑍𝐴 −
1

2
𝑘 𝛿𝐵

2 − 𝛿𝐴
2 =

1

2
𝑚(𝑣𝐵

2 − 𝑣𝐴
2) 

𝑍𝐵 − 𝑍𝐴 = −1.2𝑚 

𝛿𝐴 =   1.22 + 0.92 − 1.8 = 0.3 

𝛿𝐵 = 2.4 − 1.8 = 0.6 

 صًجیشی هغاتك ضىل صیش سّا هی ضَد سشػت آى سا دس ٌّگام تشن آخشیي حلمِ ی آى اص هسیش (مثال 

 ستغ دایشُ تا فشض اصىان ًاچیض هحاسثِ ًواییذ؟
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𝑚𝑔  
2𝑟

𝜋
+

𝜋𝑟

4
 =

1

2
𝑚𝑣2 

𝑣 =  𝑔𝑟(
4

𝜋
+

𝜋

2
) 

 تش سٍی هیض تذٍى اصغىاوی هغاتك ضىل صیش اص ٍضؼیت سىَى سّا L تِ عَل m رسُ ای تِ جشم (مثال 

 هی ضَد سشػت آى سا دس ٌّگام تشن آخشیي حلمِ ی آى اص سٍی هیض هحاسثِ وٌیذ ؟

 :سٍش واس ٍ اًشطی  (1
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𝐿 − 𝑎

𝐿
 𝑔  

𝐿 + 𝑎

2
 =

1

2
𝑚𝑣2  → 𝑣 =  

𝑔

𝐿
 𝐿2 − 𝑎2  

1
2

 

 :سٍش دیٌاهیىی  (2
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𝑥

𝐿
𝑚 𝑔 = 𝑚

𝑣𝑑𝑣

𝑑𝑥
 →   𝑣𝑑𝑣 =   

𝑔

𝐿
𝑥𝑑𝑥 

:ضربٍ ي ممىتًم   

 𝐹 = 𝑚𝑎 →  𝐹 = 𝑚
𝑑𝑣

𝑑𝑡
 →  𝐹 =  

𝑑

𝑑𝑡
(𝑚𝑣) 

𝐺 = 𝑚𝑣 →  𝐹 = 𝐺  

 𝐹𝑥 =  𝐺 
𝑥  

 𝐹𝑦 = 𝐺 
𝑦  

 𝐹𝑧 = 𝐺 
𝑧  

 𝐹. 𝑑𝑡 = 𝐺2 − 𝐺1 = ∆𝐺 →  𝐺1

𝑡2

𝑡1

+    𝐹. 𝑑𝑡 = 𝐺2

𝑡2

𝑡1

 

𝑖𝑓  𝐹 = 0 →   𝐹. 𝑑𝑡 = ∆𝐺 = 0 →  𝐺2 − 𝐺1 = 0 →  𝐺1 = 𝐺2

𝑡2

𝑡1

 



داًطگاُ گیلاى -   داًطىذُ فٌی هٌْذسیدیٌاهیهدسسٌاهِ  دوتش سضا اًصاسی: استاد        

 

31 

اگش تشآیٌذ ًیشٍّای ٍاسد تش یه رسُ دس یه دٍسُ صهاًی صفش تاضذ اًذاصُ ی خغی آى ثاتت خَاّذ هاًذ √

.وِ تِ آى اصل پایستگی اًذاصُ ی خغی گفتِ هی ضَد  

 تا هٌحٌی ًوایص F تحت ًیشٍی 0.1 سٍی سغحی تِ ضشیة اصغىان 10lb لغؼِ ای تِ ٍصى (مثال 

  تذست آٍسیذ؟ (S) 2تغییشات صیش لشاس گشفتِ است ، سشػت رسُ سا پس اص صهاى 

 

 

𝐹 =  𝐹𝑓 = 𝜇. 𝑊 

𝑡 = 𝜇. 𝑊 = 1(𝑠) 

→    𝐹 −  𝐹𝑓 𝑑𝑡 = 𝑚𝑣 − 𝑚𝑣0 = 𝑚𝑣

2

1
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  𝑡 − 0.1 × 10 𝑑𝑡 = 𝑚𝑣 → 𝑣 = 1.61 
𝑓𝑡

𝑠

𝑡

1

 

50 یه تاصیىي تٌیس تَپی سا وِ تا سشػت افمی تا سشػت (مثال  ft
s

 دسیافت هی ًوایذ تا سشػت 

70 ft
s

 تاضذ ٍ هذت صهاى تواس تَج (OZ)4 تالای افك هی صًذ دس صَستیىِ ٍصى تَج15 دس صاٍیِ ی

 ثاًیِ تاضذ همذاس ٍ جْت ًیشٍی هتَسظ اػوال ضذُ تَسظ ساوت تش سٍی تَج سا هحاسثِ 0.02ٍ ساوت  

 وٌیذ ؟ 

 

 

𝑚(𝑣𝑥)1 +    𝐹𝑥

𝑡2

𝑡1

𝑑𝑡 = 𝑚(𝑣𝑥)2 
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𝑚(𝑣𝑦)1 +    𝐹𝑦

𝑡2

𝑡1

𝑑𝑡 = 𝑚(𝑣𝑦)2 

⟶

 
 
 

 
 

−

4
16 

32.2
 50 +  𝑅𝑥 0.02 =  

4
16 

32.2
(70 𝑐𝑜𝑠 15𝑜)

0 + 𝑅𝑦 0.02 −  
4

16
 × 0.02 =  

4
16 

32.2
(70 𝑠𝑖𝑛 15𝑜)

  

⟶  
𝑅𝑥 = 45.7  1𝑏
𝑅𝑦 = 7.28  1𝑏

  

⟶ 𝑅 = 46.28 ∠9.06𝑜  

600 تا سشػت gr 50 یه گلَلِ ی (مثال  m
s

 تشخَسد هی وٌذ ٍ دس آى هی ًطیٌذ kg 4 تِ یه تلَن 

12وِ دس صفحِ ی افمی تا سشػت  m
s

 تالای افك ضشٍع تِ لغضش هی ًوایذ دس ًْایت  30 صاٍیِ ی 

 سشػت هجوَػِ سا تذست آٍسیذ ؟

𝐺1 = 𝐺2 

 0.05 × 600𝑗  + [4 × (12 𝑐𝑜𝑠 30𝑖 + 12 𝑠𝑖𝑛 30𝑗 )] = (0.05 + 4) × 𝑣𝑓  

𝑣 𝑓 = 10.26𝑖 + 13.33𝑗  

 𝑉𝑓
     = 16.53 ∠52.4𝑜  

:ضربٍ ي اوذازٌ حرکت زايیٍ ی   
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𝐻𝑜 = 𝑟 × 𝑚𝑣 

𝐻𝑜 = 𝑚  

𝑖 𝑗 𝑘
𝑥 𝑦 𝑧
𝑣𝑥 𝑣𝑦 𝑣𝑧

  

 𝑀𝑜 = 𝑟 ×  𝐹 = 𝑟 × 𝑚𝑎 = 𝑟 × 𝑚𝑣   (1) 

𝐻 
𝑜 = 𝑟 × 𝑚𝑣 + 𝑟 × 𝑚𝑣  →  𝐻𝑜

 = 𝑟 × 𝑚𝑣  
(1)
   𝐻 

𝑜 =  𝑀𝑜  

  𝑀𝑜 
𝑥

= (𝐻𝑜
 )𝑥  

  𝑀𝑜 
𝑦

= (𝐻𝑜
 )𝑦  

  𝑀𝑜 
𝑧

= (𝐻𝑜
 )𝑧  

  𝑀𝑜𝑑𝑡 =  𝐻0 2 −  𝐻𝑜 1 = ∆𝐻𝑜

𝑡2

𝑡1

 

 𝐻𝑜 1 +   𝑀𝑜𝑑𝑡 =  𝐻0 2

𝑡2

𝑡1
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𝑖𝑓  𝑀𝑜 = 0 →  𝐻 
𝑜 = 0 → 𝐻𝑜 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡 𝑡 →  𝐻𝑜1

= 𝐻𝑜2

⟶  اًذاصُ حشوت صاٍیِ ای ثاتت هی هاًذ

 

 

 

 

  صفش تاضذ هَهٌتَم صاٍیِ ی حَل آى ًمغِ ثاتت oدس صَستیىِ تشایٌذ گطتاٍسّا حَل ًمغِ ی ثاتت √

 .تالی خَاّذ هاًذ

واس .  دس حال دٍساى است0r دس فاصلِ ی 0v تا سشػت هواسی m یه  ًمغِ ی هادی تِ جشم (مثال 

   واّص یاتذ سا هحاسثِ ًواییذ ؟rًیشٍی وطص ًخ سا ٌّگاهی وِ فاصلِ ی جسن هزوَس تِ  

 

 𝑇. 𝑑𝑟 =
1

2
𝑚 𝑣2 − 𝑣𝑜

2  

 𝐻0 2 =  𝐻𝑜 1 
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 𝑚𝑣𝑜𝑟𝑜 =  𝑚𝑣𝑟 → 𝑣 =
𝑟𝑜
𝑟

𝑣𝑜  

 𝑇. 𝑑𝑟 =
1

2
𝑚𝑣𝑜

2   
𝑟𝑜
𝑟
 

2

− 1  

  هواس تش لثِ افمی یه ظشف صیملی تِ ضىل 0v تِ یه رسُ تا جشهی وَچه سشػت اٍلیِ (مثال 

ًیوىشُ دس ضؼاع 
0

rِاص هحَس تماسى لائن دس ًمغ  A دس لحظِ ای وِ رسُ اص .  هغاتك ضىل دادُ هی ضَد

 اص هحَس تماسى لائن لشاس داسد ، r  تَدُ ٍ دس ضؼاع A پاییي تش اص h هی گزسد وِ تِ اًذاصُ Bًمغِ 

 سا تؼییي صاٍیِ  .  هی ساصد B سا تا خظ افمی هواس تش ظشف دس ًمغِ  رسُ ، صاٍیِ vسشػت 

  وٌیذ ؟

 

 𝐻0 2 =  𝐻𝑜 1 

𝑚𝑣𝑜𝑟𝑜 = 𝑚𝑣 𝑐𝑜𝑠 𝜃. 𝑟 
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اص عشفی ∶   𝑟 =  𝑟𝑜
2 − 2 

1

2
𝑚𝑣𝑜

2 =
1

2
𝑚𝑣2 − 𝑚𝑔 → 𝑣 =  𝑣𝑜

2 + 2𝑔 

𝜃 =  𝑐𝑜𝑠−1
1

 1 +
2𝑔
𝑣𝑜

2  1 −
2

𝑟𝑜
2

  

 

 اص عَل آصاد فٌش هغاتك ضىل صیش پشتاج هی v تش سٍی یه هیض گشد تذٍى اصىان تا سشػت m جشم (مثال   

 . تشاتش عَل اٍلیِ اش تشسذ3 سا چٌاى تیاتیذ وِ حذاوثش عَل فٌش تِ همذاس vضَد همذاس 

 

𝐻𝑜 = 𝑐𝑜𝑛𝑠 𝑡𝑎𝑛 𝑡  

 𝐻0 2 =  𝐻𝑜 1 

𝑚𝑣 𝑐𝑜𝑠 60 × 𝐿𝑜 = 𝑚𝑣𝑓  3𝐿𝑜  

𝑣𝑓 =
𝑣

6
 

𝑣 = 𝑣𝜃  
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1

2
𝑚𝑣2 =

1

2
𝑚𝑣𝑓

2 +
1

2
𝑘  3𝐿𝑜 − 𝐿𝑜 

2 −  𝐿0 − 𝐿0 
2  

𝑣 = 12𝐿0 
𝑘

35𝑚
 

 

 

 

:برخًرد   

تشخَسد هستمین (الف                                                                           

 تشخَسد هشوضی        (1

                               

 تشخَسد هایل (  ب                                             

 

 تشخَسد غیش هشوضی (2
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𝑚1𝑣1 −  𝐹𝑑𝑑𝑡 = 𝑚1𝑣0

𝑡𝑜

0

𝑚2𝑣2 −  𝐹𝑑𝑑𝑡 = 𝑚2𝑣0

𝑡𝑜

0

  

 
  
 

  
 

𝑚1𝑣𝑜 −  𝐹𝑑𝑑𝑡 = 𝑚1𝑣1 

𝑡𝑜

0

𝑚2𝑣𝑜 −  𝐹𝑑𝑑𝑡 = 𝑚2𝑣2 

𝑡𝑜

0

  

𝑒 =
 𝐹𝑟𝑑𝑡

𝑡

𝑡0

 𝐹𝑑𝑑𝑡
𝑡𝑜

0

=  
𝑣0 − 𝑣1 

𝑣1 − 𝑣0
=

𝑣0 − 𝑣2 

𝑣2 − 𝑣0
 

𝑒 =
𝑣2 − 𝑣1 

𝑣1 − 𝑣2 
 

0 ≤ 𝑒 ≤ 1 

𝑚1𝑣1 + 𝑚2𝑣2 = 𝑚1𝑣1 + 𝑚2𝑣2  

:برخًرد مایل    
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𝑚1(𝑣1)𝑛 + 𝑚2(𝑣2)𝑛 = 𝑚1(𝑣1)𝑛
 + 𝑚2(𝑣2)𝑛

  

𝑒 =
(𝑣2)𝑛

 − (𝑣1)𝑛
 

(𝑣1)𝑛 − (𝑣2)𝑛
 

 
𝑚1 𝑣1 𝑡 = 𝑚2 𝑣1  𝑡

       
𝑚2(𝑣2)𝑡 = 𝑚2(𝑣2 )𝑡

  

50تَپی تا سشػت  (مثال  ft
s

 تِ سوت صفحِ ای پشتاب هی ضَد دس صَستیىِ ضشیة 30 ٍ تا صاٍیِ ی

  تاضذ سشػت ٍ صاٍیِ ی تَج  سا تؼذ اص تشخَسد هحاسثِ ًواییذ؟0.5تشخَسد
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𝑒 =
0 − (𝑣 1)2

−50 sin 30 − 0
 →  (𝑣 1)𝑛 = 12.5 

𝑓𝑡

𝑠
 

(𝑣 1)𝑡 = (𝑣1)𝑡 → (𝑣 1)𝑡 = 50 cos 30 = 43.3
𝑓𝑡

𝑠
 

𝑣 =   𝑣 1 𝑛
2

+  𝑣 1 𝑡
2
 

1
2 = 45.1

𝑓𝑡

𝑠
 

𝜃 = 𝑎𝑟𝑐 tan
 𝑣 1 𝑛

 𝑣 1 𝑡
= 16.1𝑜  

1تا سشػت   ( 1 ) رسُ ی وشٍی (مثال  6 mv
s

 تا جشم ٍ لغش  ( 2 ) دس جْت ًطاى دادُ ضذُ تا وشُ ی

 تاضذ حشوت حاصلِ ی 0.6تشاتش وِ دس حال سىَى لشاس گشفتِ است تشخَسد هی ًوایذ اگش ضشیة تشخَسد

 ّش وشُ سا تؼذ اص تشخَسد تذست آٍسیذ ؟ ّوچٌیي هیضاى افت اًشطی ًاضی اص تشخَسد سا هحاسثِ ًواییذ؟ 



داًطگاُ گیلاى -   داًطىذُ فٌی هٌْذسیدیٌاهیهدسسٌاهِ  دوتش سضا اًصاسی: استاد        

 

42 

 

m1(v1)n + m2(v2)n = m1(v 1)n + m2(v 2)n  

→ 5.2 + 0 =  v 1 n +  v 2 n  
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𝑒 =
 v 2 n −  v 1 n

(v1)n − (v2)n
 → 0.6 =

 v 2 n −  v 1 n

5.2 − 0
 

 
 v 1 t = (v1)t = 3

m

s

 v 2 t = (v2)t = 0
m

s

  

 v 1 n = 1.039
m

s
  𝑎𝑛𝑑   v 2 n = 4.16

m

s
  

𝑣 1 = 3.17
m

s
  𝑎𝑛𝑑  𝑣 2 = 4.16

m

s
  

  است تٌاتشایي ها حتواً افت اًشطی خَاّین داضت e <1چَى 

𝑇 =
1

2
𝑚1𝑣1

2 +
1

2
𝑚2𝑣2

2 = 18 m 

𝑇 =
1

2
𝑚1(v 1)2 +

1

2
𝑚2(v 2)2 = 13.68 m 

= افت اًشطی
∆T

T
× 100 = دسصذ اتلاف  = 24% 

 تش سٍی سغحی تا ضشایة استشداد هختلف سّا هی ضَد سشػت صاٍیِ ی AB دس ضىل صیش هیلِ ی (مثال 

 هیلِ سا تؼذ اص تشخَسد تذست آٍسیذ؟

 

∶  لثل اص تشخَسد   𝑣𝐴 = 𝑣𝐵 =  2𝑔 
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𝑣 𝐴 = 𝑒1𝑣𝐴  𝑎𝑛𝑑  𝑣 𝐵 = 𝑒2𝑣𝐵   

ω =
𝑣 𝐵 − 𝑣 𝐴

L
 →  ω =

(𝑒2 − 𝑒1) 2𝑔

L
 

 وِ دس حال سىَى است تشخَسد هی ًوایذ دس  B سّا هی ضَد تِ آًٍگ    اص صاٍیِ یA آًٍگ (مثال 

  تا چِ صاٍیِ ی تالا خَاّذ سفت؟ B   تاضذ پاًذٍلe صَستیىِ ضشیة استشساد 

 

𝑣𝐴 =  2𝑔𝑙(1 − cos 𝛼) 

𝑚𝑣𝐴 +  0 = 𝑚𝑣 𝐴 + 𝑚𝑣 𝐵 

e =
𝑣 𝐵 − 𝑣 𝐴

𝑣𝐴
 →  𝑣 𝐵 − 𝑣 𝐴 = e𝑣𝐴  →  

𝑣 𝐵 =
1 + 𝑒

2
𝑣𝐴    𝑎𝑛𝑑   𝑣𝐵 =  2𝑔𝑙(1 − cos 𝛽) 

β = cos−1  1 −  
1 + 𝑒

2
 

2

(1 − cos 𝛼)  
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 :حرکت تحت ویريی مرکسی 

 

𝐹 𝑟 = 𝐹 = 𝐺
𝑚𝑚𝑜

𝑟2
 

 
 

 m  r − rθ 
2
 = 𝐹 𝑟                                                                           

                                         → H o = 0 → H o = 𝑚𝑟2θ = constant

m 2r θ + rθ  = 0                                                                               

    

→ 𝑟2θ = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡 =  

 u =
1

r
 →  θ = hu2 

r = θ 
dr

dθ
=  hu2

d

dθ
 

1

u
 = −

du

dθ
 

hu2
d

dθ
 

1

u
 = −

du

dθ
 

r = θ 
d

dθ
 −

du

dθ
 = − h2u2

d2𝑢

dθ
2 

d2𝑢

dθ
2 + u = −

𝐹  
1
u
 

𝑚h2u2
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 :مسیر تحت ویريی جاربٍ ی عمًمی 

 
 
 
 

 
 
 F r = −  

k

r2
er                                          

                                     →
d2𝑢

dθ
2 + u =

k

mh2

d2𝑢

dθ
2 + u = −

𝐹  
1
u
 

𝑚h2u2
                                 

      

𝑟 𝜃 =

mh2

𝑘
mh2

𝑘
A cos θ − θ0 + 1

=
a

1 + ε cosθ
 

 

                 1if     اًتْای هسیش یه تیضی سا عی هی وٌذ. 

.                                  اًتْای هسیش یه سْوی سا عی هی وٌذ   

              1if  اًتْای هسیش یه ٌّذسی سا عی هی وٌذ  . 

              0if  اًتْای هسیش یه دایشُ سا عی هی وٌذ  . 

: حرکت وسبی  

1if  
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𝑎𝐴 = 𝑎𝐵 + 𝑎𝐴
𝐵 

(𝑎𝑟𝑒𝑙 ) 

𝑖𝑓  𝑎𝐵 = 0 →   𝐹 = m𝑎𝑟𝑒𝑙   

𝑖𝑓  𝑎𝐵 ≠ 0 →   𝐹 = m 𝑎𝐵 + 𝑎𝑟𝑒𝑙  →   𝐹 ≠ m𝑎𝑟𝑒𝑙  
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r =
 𝑚𝑖𝑟𝑖

m
 

Fi +   Fij

𝑛

𝑗 =1

=  
𝑑

𝑑𝑡
(𝑚𝑖𝑣𝑖) 

 Fi

𝑛

𝑖=1

+   fij

𝑛

𝑗 =1

𝑛

𝑖=1

=  
𝑑

𝑑𝑡
 𝑚𝑖𝑣𝑖 

𝑛

𝑖=1

  ,  fij = −fji  

 𝐹 =
𝑑

𝑑𝑡
 𝑚𝑣  = G  

G =  𝑚𝑖𝑣𝑖 =  𝑚𝑣  

G = 𝑚𝑎  

G1 +   F dt
t2

t1

= G2 
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G1 = G2 

𝑟𝑖(Fi +   Fij

𝑛

𝑗 =1

=  
𝑑

𝑑𝑡
(𝑚𝑖𝑣𝑖)) 

 ri

𝑛

𝑖=1

× Fi +   ri × Fij

𝑛

𝑗 =1

𝑛

𝑖=1

=  
𝑑

𝑑𝑡
 ri × 𝑚𝑖𝑣𝑖 

𝑛

𝑖=1

  

 𝑀𝑜 = Ho    →  Ho =   ri × 𝑚𝑖𝑣𝑖 

𝑛

𝑖=1

 

Ho    =    vi × 𝑚𝑖𝑣𝑖 +   ri × 𝑚𝑖𝑣𝑖  =

𝑛

𝑖=1

 ri × 𝑚𝑖𝑎𝑖  

( Ho)1 +   𝑀𝑜𝑑𝑡 = ( Ho)2

𝑡2

𝑡1

    , ( Ho)1 = ( Ho)2 

 HG = ( HG)abs = ( HG)𝑟𝑒𝑙  

( HG )𝑟𝑒𝑙 =  ρi × 𝑚𝑖ρ i 

( HG )abs =  ρi × 𝑚𝑖  𝑟      + ρ i =  ρi × 𝑚𝑖ρ i = ( HG)𝑟𝑒𝑙  

→  عثك تؼشیف هشوض ثمل  𝑚𝑖ρi = 0 

اثثات هی ضَد وِ ∶  ( HG)abs = ( HG)𝑟𝑒𝑙  

( H G )𝑟𝑒𝑙 =  ρ i × 𝑚𝑖ρ i

n

i=1

+  ρi × 𝑚𝑖ρ i

n

i=1

 

→ ( H G)𝑟𝑒𝑙 =  ρi × 𝑚𝑖ρ i

n

i=1

=  𝑀𝐺  
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→ ( H G)𝑎𝑏𝑠 =  ρi × 𝑚𝑖  𝑟      + ρ i +  ρi × 𝑚𝑖  ( r𝑖 ) 

( H G )𝑎𝑏𝑠 =  ρ i × 𝑚𝑖ri

n

i=1

+  ρ i × 𝑚𝑖r i

n

i=1

=  𝜌𝑖 × 𝐹𝑖 =   𝑀𝐺  

 𝑚𝑖𝜌𝑖 = 0 →   𝑚𝑖𝜌 𝑖 = 0  

 𝜌 𝑖 × 𝑚𝑖𝜌 𝑖 = 0 

ها اثثات وشدین ∶  ( H G)abs = ( H G)𝑟𝑒𝑙 =  𝑀𝐺 =  H G  

( HG )1 = ( HG)2 

 

HP = (HP)abs =  ρ i × 𝑚𝑖r i 

(HP)rel =  ρ′i × 𝑚𝑖ρ′ i 

HP =  (ρ + 𝜌𝑖) × 𝑚𝑖r i =  HG + ρ × mv  → HP =  HG + ρ × mv   
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We know from the statics that   MP =  M𝐺 + ρ  ×  𝐹   

 MP =  H G + ρ × ma  

(HP)rel =  (ρ + 𝜌𝑖) × 𝑚𝑖 (𝜌 )    + 𝜌𝑖   

 ρ × mi ρ  +  ρ × mi ρ 𝑖 +  ρi × mi ρ  +  ρi × mi ρ 𝑖 =  ρ × mi ρ  + 

+  ρi × mi ρ 𝑖  

(HP)rel = (H𝐺)rel + 𝜌 × 𝑚𝑣 𝑟𝑒𝑙  

هطتك هی گیشین ∶  (H P)rel =  𝜌𝑖 × 𝑚𝑖𝜌 ′𝑖 =   𝜌′𝑖 × 𝑚𝑖 𝑟 𝑖 − 𝑟 𝑝 

=  𝑀𝑃 + 𝑎𝑃 × 𝑚𝜌  

 𝑀𝑃 = (H P)rel − 𝑎𝑃 × 𝑚𝜌  

𝐹i +  fij

n

i=1

= mi

vidvi

dri
 

𝐹idri +  fij

n

i=1

dri = mividvi 

Ui(1−2) + 0 = (Ti)2 − (Ti)1 =  ∆T𝑖  

(Ti)1 + Ui(1−2) = (Ti)2 

 ساتغِ ی تالا سا تشای توام رسات تؼوین هی دّین 

 (Ti)1 + Ui(1−2) 

n

i=1

= (Ti)2 
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T1 + U1−2 = T2 

∶ واس توام ًیشٍّای خاسجی ٍاسد تش سیستن رسات  U1−2 =  𝐹idri

2

1

= 0 

T =  T𝑖 =
1

2
 mivi

2 =
1

2
mi(v  i . vi    ) 

𝑣 i = v   +  ρi       → 

T =
1

2
 miv 

2 +
1

2
 miρi

2 +  mi (v  × ρ   i) 

→ T =
1

2
 miv 

2 +
1

2
 miρi

2  

 تِ هجوَػِ ی ًطاى دادُ ضذُ ٍاسد هی ضَد ایي هجوَػِ تش سٍی F هغاتك ضىل صیش ًیشٍی ( مثال

سغح افمی تذٍى اصىان لشاس داسد ضتاب ًمغِ ی جَش دادُ ضذُ ٍ ضتاب صاٍیِ ای لاب سا تذست 

 آٍسیذ؟
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→ تمام جرم را روی مرکز ثقل می آوریم 𝐹𝑖 = 3𝑚𝑎  → 𝑎 = 𝑎0 =
𝐹

3𝑚
𝑖  

 MG = H G   , HG = 3mrθ × r = 3mr2θ  

𝐹b = 3mr2θ   →  θ =
𝐹b

3mr2
 

 دس حال حشوت ّستٌذ حال اگش ضخص تا سشػت v دس ضىل صیش ضخص ٍ اساتِ تا سشػت ثاتت (مثال 

 ًسثت تِ اساتِ دس جْت هخالف ضشٍع تِ حشوت ًوایذ سشػت اساتِ سا تؼییي ًواییذ ؟ اص اصغىان vثاتت 

 تیي اساتِ ٍ صهیي صشفٌظش ًواییذ ؟

 

 𝐹 = G  

G = 0 

G1 = G2 

G =   mivi 

 m + M v = Mv + m(v − u) 

𝑣 = 𝑣 +
𝑚

𝑚 + 𝑀
𝑢 
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  تش سٍی دسیاچِ ای ساوي لشاس داسد دس صَستیىِ دٍ ًفش تِ جشم L تِ عَل m لایمی تِ جشم (مثال  

 وِ دسدٍاًتْای لایك ایستادُ اًذ جایطاى سا ػَض وٌٌذ لایك چِ اًذاصُ ٍ دس چِ جْتی   m1  ٍ  m2ّای 

 جاتجا هی ضَد ؟ 

 

 

 𝐹 = 𝐺  → 𝐺 = 0 → 𝐺 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡 = 0 

 𝑚𝑖𝑣𝑖 = 0 → 𝑚𝑣 = 0  → 𝑋 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡 

X1
   =  

𝑚1 × 0 + 𝑀 ×  
𝐿
2

+ 𝑚2 × 𝐿

𝑚1 + 𝑚2 + 𝑀
 

X2
   =  

𝑚2 × 0 + 𝑀 ×  
𝐿
2

+ 𝑚1 × 𝐿

𝑚1 + 𝑚2 + 𝑀
 

جاتجایی لایك سا تا 𝑆 ًوایص هی دّین =  X2
    −  X1

    =
𝑚1 − 𝑚2

𝑚1 + 𝑚2 + 𝑀
L 
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 سّا هی ضَد جاتجایی y = f(x) اص تالای سغح ضیة داسی تا هٌحٌی دلخَاُ M رسُ ای تِ جشم (مثال  

سغح ضیة داس لثل اص تشخَسد رسُ هزوَس تِ هاًؼی وِ دس اًتْای آى لشاس داسد ٍ سشػت آى سا تؼذ اص 

  تشخَسد ٍ چسثیذى تِ هاًغ تذست آٍسیذ ؟
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 𝐹 = 0 → 𝐺 = 0 →  𝐺 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡 

 mivi = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡 = 0 →  mivi = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡 

𝑚𝐿 + 𝑀𝐿 = 𝑚𝑠 + 𝑀 𝑠 + 𝐿  → 𝑠 =
𝑚

𝑚 + 𝑀
𝐿 

→  m + M v = 0 → v = 0 

 پشتاب هی ضَد V0= 250 تا سشػت اٍلیِ ی =60 دس اهتذاد صاٍیِ ی m =20 پشتاتِ ای تِ جشم (مثال 

تا اًفجاس پشتاتِ دس ًمغِ ی اٍج تِ دٍ لسوت هساٍی ، تخطی اص آى تذٍى سشػت اٍلیِ دس اهتذاد لائن 

  سمَط آصاد هی ًوایذ هحل پشتاج تخص دٍم ٍ اًشطی آصاد ضذُ دس ٌّگام اًفجاس سا تذست آٍسیذ ؟
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 F = 0 → G = 0 → G = constant 

 mR =  
m

2
×

R

2
 +  

m

2
× x → x =

3𝑅

2
 

→ 𝑚𝑣0  cos 𝛼 =
m

2
v  → v = 2v0 cos α 

if  α = 60o  → v = 𝑣0 = 250 
𝑚

𝑠
 

k = ∆T =
1

2
mv0

2 −
1

2
 

m

2
 v 2 = 156 𝐾𝐽 

   mA=100 ،  mB=60  ،40= m c تؼذ اص اًفجاس تِ سِ تىِ تِ جشم ّای 200kg پشتاتِ ای تِ جشم(مثال 

تمسین هی ضَد دس لحظِ ی وِ رسات هزوَس دس هَلؼیت ّای 

240

180

555

A ٍ 

120

0

255



B    ٍ

420

450

105



C (  آحاد تش حسةm است )  لشاس گیشًذ ٍ سشػت رسُ یvA = 270i − 120j + 160k   

  سا تذست آٍسیذ ؟C تاضذ ، سشػت رسُ ی XZ هَاصی  صفحِ ی VB ٍ ًیض سشػت رسُ ی 
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𝐺1 = 𝐺2 

mv  0 = 𝑚𝐴𝑣𝐴     + 𝑚𝐵𝑣𝐵     + 𝑚𝑐𝑣𝑐     
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تِ ػلت ایٌىِ گطتاٍس ًیض تِ جسن اػوال ًوی ضَد ًتیجِ خَاّین گشفت وِ تمای هَهٌتَم صاٍیِ ای ًیض 

 خَاّین داضت

200 × 150i = 100 270i − 120j + 160k   + 60 vBx i + vBz k   + 40(vCx i + vCy j 

+ vCz k  ) 

(Ho)1 = (Ho)2  → 0 = 𝑟𝐴 × 𝑚𝐴𝑣𝐴 + 𝑟𝐵 × 𝑚𝐵𝑣𝐵 + 𝑟𝐶 × 𝑚𝐶𝑣𝐶 

= 100  
𝑖 j k

555 −180 240
270 −120 160

 + 60  
𝑖 j k

255 0 −120
vBx 0 vBz

 + 40  

𝑖 j k
105 450 −420
vCx vCy vCz

  

→ 𝑣𝐶𝑥=−30  ,𝑣𝐶𝑦=300   ,𝑣𝐶𝑧=−280  

𝑣𝑐 = −30 𝑖 + 300 𝑗   − 280 𝑘     

 𝑣𝑐     = 411.46  
𝑚

𝑠
  

 دس حال حشوت ّستٌذ V0 =  5 هی تاضذ تا سشػت ثاتتm=5(lb) دٍ رسُ تِ جشم ّای هساٍی (مثال 

 .دس صَستیىِ سیستن تتَاًذ آصاداًِ دٍساى ًوایذ ضتاب صاٍیِ ای آى سا دس ایي لحظِ هحاسثِ ًواییذ 
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 MC = H C  , H C = 0 →  HC =  𝑟𝑖 × 𝑚𝑖𝑣𝑖   

HC =  r j  × m v0j − rω i  +   −rj  × m −v0 j + rω i  = 2𝑚𝑟2𝜔𝑘   

HC = 2𝑚𝑟2𝜔 

H C = 2𝑚 2𝑟𝑣0 𝜔 + 2𝑚𝑟2𝜔  
,H C =0
    𝜔  =  

−2𝜔𝑣0

𝑟
 →  𝜔  =  −20 

𝑟𝑎𝑑

𝑠
 

: جریان جرم در ورخ تغییرات جریان   

 

 

𝑚′ = 𝜌𝐴𝑣 

𝑚′ = lim∆t→0

∆m

∆t
=

dm

dt
 

 F = 𝑚′∆𝑣 
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𝜌𝐴𝑣 = 𝜌′𝐴′𝑣 

𝑖𝑓 𝐴 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡 → 𝑣′ = 𝑣 

∆𝑣𝑥 = 𝑣′ cos 𝜃 − 𝑣 = 𝑣(cos 𝜃 − 1) 

∆𝑣𝑦 = 𝑣′ sin 𝜃 −0 = 𝑣 sin 𝜃 

−F = 𝜌𝐴𝑣(𝑣(−1 + cos 𝜃)) → 𝐹 = 𝜌𝐴𝑣2(1 − cos 𝜃) 

R = 𝜌𝐴𝑣 𝑣 sin 𝜃 → 𝑅 = 𝜌𝐴𝑣2 sin 𝜃 

: سیستم َا ی با جرم متغیر   

 

 𝐹 = G =
d

dt
 𝑚𝑣 →  𝐹 = 𝑚𝑣 + 𝑚 𝑣 

m ≠ 0 
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:سینماتیک و سنتیک اجسام صلب   

 

 

𝑟𝐴 = 𝑟𝐵 + 𝑟𝐴
𝐵

 

𝑟𝐴
𝐵

= 𝑟 = 𝑥𝑖 + 𝑦𝑗  

𝑟 =  𝑥 𝑖 + 𝑦 𝑗 +  𝑥𝑖 + 𝑦𝑗  ⟶ 𝑟 = 𝑣𝑟𝑒𝑙 + 𝜔 × 𝑟 

𝑟𝐴 = 𝑟𝐵 + 𝑟𝐴
𝐵

 ⟶   𝑟𝐴 = 𝑟𝐵 + 𝑟𝐴
𝐵
  

𝑣𝐴 = 𝑣𝐵 + 𝜔 × 𝑟 + 𝑣𝑟𝑒𝑙  

𝑎𝐴 = 𝑎𝐵 + 𝜔 × 𝑟 + 𝜔 ×  𝜔 × 𝑟 + 2𝜔 × 𝑣𝑟𝑒𝑙 + 𝑎𝑟𝑒𝑙  

𝑉𝑟𝑒𝑙 = (𝑥 𝑖 + 𝑦 𝑗) 

𝑣 𝑟𝑒𝑙 =  𝑥 𝑖 + 𝑦 𝑗 +  𝑥 𝑖 + 𝑦 𝑗   
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𝑉 𝑟𝑒𝑙 = 𝑎𝑟𝑒𝑙 + 𝜔 × 𝑣𝑟𝑒𝑙  

 

𝑖  = Ω × 𝑖  

𝑗  = Ω × 𝑗   

𝑘 = Ω × 𝑘   

𝑟𝐴 = 𝑟𝐵 + 𝑟𝐴
𝐵

 

𝑣𝐴 = 𝑣𝐵 + Ω × 𝑟𝐴
𝐵

+ 𝑣𝑟𝑒𝑙  

 
𝑑

𝑑𝑡
    

𝑋𝑌𝑍
=  

𝑑

𝑑𝑡
    

𝑋𝑌𝑍
+ Ω ×     

 
𝑑2

𝑑𝑡2
    

𝑋𝑌𝑍

=  
𝑑2

𝑑𝑡2
    

𝑋𝑌𝑍

+  Ω ×    + Ω Ω ×     + 2Ω ×  
d   

dt
 

XYZ

 

𝑎𝐴 = 𝑎𝐵 +  Ω × r𝐴
𝐵

+ Ω ×  Ω × r𝐴
𝐵
 + 2Ω × vrel + arel  



داًطگاُ گیلاى -   داًطىدُ فٌی هٌْدسیدیٌاهیهدرسٌاهِ  دوتر رظا اًصاری: استاد        

 

4 

  ؟AB هطلَتست تعییي سرعت ٍ ضتاب زاٍیِ ای هیلِ ی (مثال

 

Ω   AB = ω2j + ω1k   

𝛼𝐴𝐵        = 0 × 𝑗 + 𝜔1𝑘  × 𝜔2𝑗 + 𝜔1 𝑘  + 0 = −𝜔1𝜔2𝑖 + 𝜔1 𝑘   

 . ٍارد هی وٌینi جدید تِ هجوَعِ سیتن در جْت ω ٍجَد دارد ٍ یه ωحال فرض هی وٌین وِ 

𝛺𝐴𝐵
        = 𝜔2𝑗 + 𝜔1𝑘  + 𝜔𝑖  

𝛼𝐴𝐵        = 𝜔2 𝑗 +  𝜔1𝑘  + 𝜔𝑖  ×  ω2j  + ω1 k  + ωi ×  ω1k   + ω i + 0 

𝛼𝐴𝐵        =  𝜔 − 𝜔1𝜔2 𝑖 +  𝜔2 − 𝜔1𝜔 𝑗 +  𝜔1 + 𝜔𝜔2 𝑘   
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  را هحاسثِ وٌید ؟ A سرعت ٍ ضتاب زاٍیِ ای دیسه (مثال

 

ΩA
      = φ i + θ j + 𝜓 𝑘   

𝛼𝐴     = 𝜑 𝑖 +  𝜃 𝑗 + 𝜓 𝑘   × 𝜑 𝑖 + 𝜃 𝑗 +  𝜓 𝑘   × 𝜃 𝑗 + 𝜓 𝑘  + 0 

  را هحاسثِ وٌید ؟ A سرعت ٍ ضتاب لغسًدُ ی (مثال 
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𝑣𝐴 = 𝑣𝑜 + 𝜔 × 𝑜𝐴 + 𝑣𝑟𝑒𝑙  

𝑣𝑜 = 0 

𝜔 = 5𝑗 

𝑜𝐴 = 7𝑖  

𝑣𝑟𝑒𝑙 = 10𝑖  

𝑎𝐴 = 𝑎𝑂 + 𝜔 × 𝑜𝐴 + 𝜔 ×  𝜔 × 𝑜𝐴 + 2𝜔 × 𝑣𝑟𝑒𝑙 + 𝑎𝑟𝑒𝑙  

𝜔    = 5𝑗     , 𝑎𝑟𝑒𝑙        = 4𝑖  
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𝐻𝐺
      =  𝜌𝑖    × 𝑚𝑖𝜌𝑖    =  𝜌 ×  𝜔 × 𝜌 𝑑𝑚 

𝐻𝐺 =   𝑟2𝑑𝑚 𝜔    

𝐻𝐺 = 𝐼 𝜔 

𝐼 =  𝜌2𝑑𝑚 

 𝑀𝐺 = 𝐻 
𝐺 = 𝐼𝛼 

𝐺 = 𝑚𝑣  

𝐻𝐺 =  𝐻𝐺 𝑎𝑏𝑠 =  𝐻𝐺 𝑟𝑒𝑙 =  𝜌𝑖 × 𝑚𝑖𝜌𝑖  
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𝐻𝑜 =  𝑟𝑖 × 𝑚𝑖𝑣𝑖  

 𝐻𝑝 
𝑟𝑒𝑙

= 𝐻𝐺 + 𝜌 × 𝑚𝑣 𝑟𝑒𝑙  

 𝐹 = 𝐺 = 𝑚𝑎  

 𝑀𝐺 = 𝐻𝐺
  

 𝑀𝑂 = 𝐻𝑂
  

 𝑀𝑝 = 𝐻𝐺
 + 𝜌 × 𝑚𝑎 =  𝐻𝑝

  
𝑟𝑒𝑙

+ 𝜌 × 𝑚𝑎𝑝 =  𝐻𝑝
  

𝑟𝑒𝑙
− 𝑎𝑝 × 𝑚𝜌  

𝐻𝐺 =  𝜌𝑖 × 𝑚𝜌𝑖 =  𝜌 ×  𝜔 × 𝜌 𝑑𝑚 

𝐻𝑂 =  𝑟𝐼 × 𝑚𝑟𝑖 =  𝑟 ×  𝜔 × 𝑟 𝑑𝑚 

𝑟 = 𝑥𝑖 + 𝑦𝑗 + 𝑧𝑘   

𝜔   = 𝜔𝑥 𝑖 + 𝜔𝑦 𝑗 + 𝜔𝑧𝑘   

𝑑𝐻 = 𝑖   𝑦2 + 𝑧2 𝜔𝑥 −  𝑥𝑦 𝜔𝑦 −  𝑥𝑧 𝜔𝑧 𝑑𝑚

+ 𝑗  − 𝑦𝑥 𝜔𝑥 +  𝑧2 + 𝑥2 𝜔𝑦 −  𝑦𝑧 𝜔𝑧 𝑑𝑚 + 𝑘[− 𝑧𝑥 𝜔𝑥 −  𝑧𝑦 𝜔𝑦

+ (𝑥2 + 𝑦2)𝜔𝑧]𝑑𝑚 

𝐼𝑥𝑥 =   𝑦2 + 𝑧2 𝑑𝑚 ,  𝐼𝑦𝑦 =   𝑧2 + 𝑥2 𝑑𝑚 , 𝐼𝑧𝑧 =   𝑥2 + 𝑦2 𝑑𝑚 

𝐼𝑥𝑦 =  𝑥𝑦 𝑑𝑚   , 𝐼𝑥𝑧 =  𝑥𝑧 𝑑𝑚  ,   𝐼𝑦𝑧 =  𝑦𝑧 𝑑𝑚 

𝐻 =  𝐼𝑥𝑥 𝜔𝑥 − 𝐼𝑥𝑦 𝜔𝑦 − 𝐼𝑥𝑧𝜔𝑧 𝑖 +  −𝐼𝑦𝑥 𝜔𝑥 + 𝐼𝑦𝑦 𝜔𝑦 − 𝐼𝑦𝑧𝜔𝑧 𝑗 

+  −𝐼𝑧𝑥𝜔𝑥 − 𝐼𝑧𝑦𝜔𝑦 + 𝐼𝑧𝑧𝜔𝑧 𝑘   
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 𝐻 =  𝐼  𝜔    ,    𝐼 =  

𝐼𝑥𝑥 −𝐼𝑥𝑦 −𝐼𝑥𝑧

−𝐼𝑦𝑥 𝐼𝑦𝑦 −𝐼𝑦𝑧

−𝐼𝑧𝑥 −𝐼𝑧𝑦 𝐼𝑧𝑧

  

   𝐻 = 𝜆 𝜔  

 𝐼  𝜔 = 𝜆 𝜔  

  𝐼 − 𝜆 𝐼 𝑑  𝜔 = 0 

|  𝐼 − 𝜆 𝐼  | = 0 

𝐻𝑧 = 𝐼𝑧𝑧𝜔𝑧  

𝐻 = 𝐼𝜔 

𝐻𝐺 = 𝐼  𝜔 

𝐻 
𝐺 = 𝐼  𝛼 

 
 𝐹 = 𝑚𝑎 

 𝑀𝐺 = 𝐼  𝛼

  

 𝑀𝑂 = 𝐼𝑂𝛼 

 𝑀𝑃 = 𝐼  𝛼 + 𝑚𝑎 𝑑 
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   (جاتجایی هحط)ترای اًتمال واهل 
 𝐹 = 𝑚𝑎 
 𝑀𝐺 = 𝐼𝛼

 :  ٍ ترای زهاًی وِ چرخص حَل یه ًمطِ دارین    

 𝑀𝑂 = 𝐼  𝛼 + 𝑚 𝑟 𝛼 𝑟 =  𝐼  + 𝑚𝑟 2 𝛼 = 𝐼𝑂𝛼 

 𝐹 = 𝐺  

 𝑀 = 𝐻  

 𝑀 =  
𝑑𝐻

𝑑𝑡
 

𝑥𝑦𝑧
=  

𝑑𝐻

𝑑𝑡
 

𝑥𝑦𝑧
+ Ω × 𝐻 =  𝐻𝑥

 𝑖 + 𝐻 
𝑦 𝑗 + 𝐻 

𝑧𝑘 + Ω × 𝐻 

Ω × 𝐻 =  

𝑖 𝑗 𝑘
Ωx Ωy Ωz

𝐻𝑥 𝐻𝑦 𝐻𝑧
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  𝑀𝑥 = 𝐻𝑥

 − 𝐻𝑦ωz + Hzωy

 𝑀𝑦 = 𝐻 
𝑦 − 𝐻𝑧ωx + Hxωz

 𝑀𝑧 = 𝐻 
𝑧 − 𝐻𝑥ωy + Hyωx

  

𝑖𝑓    𝜔 = Ω 

 𝑀𝑥 = 𝜔 𝑥𝐼𝑥𝑥 + 𝜔𝑦𝜔𝑧 𝐼𝑧𝑧 − 𝐼𝑦𝑦  + 𝐼𝑥𝑦  𝜔 𝑧𝜔𝑥 − 𝜔 𝑦 − 𝐼𝑥𝑧  𝜔 𝑧 + 𝜔𝑦𝜔𝑧 

− 𝐼𝑦𝑧  𝜔𝑦
2 − 𝜔2

𝑧  

 
 
 

 
  𝑀𝑥 = 𝐼𝑥𝑥 𝜔 𝑥 −  𝐼𝑦𝑦 − 𝐼𝑧𝑧 𝜔𝑦𝜔𝑧

 𝑀𝑦 = 𝐼𝑦𝑦 𝜔 𝑦 −  𝐼𝑧𝑧 − 𝐼𝑥𝑥  𝜔𝑧𝜔𝑥

 𝑀𝑧 = 𝐼𝑧𝑧𝜔 𝑧 −  𝐼𝑥𝑥 − 𝐼𝑦𝑦  𝜔𝑥𝜔𝑦

  

: ترای حروت صفحِ ای دارین    

 

𝐻𝑥 = −𝐼𝑥𝑧𝜔𝑧

𝐻𝑦 = −𝐼𝑦𝑧𝜔𝑧

𝐻𝑧 = −𝐼𝑧𝑧𝜔𝑧

  

 𝑀𝑥 = −𝐼𝑥𝑧𝜔 𝑧 + 𝐼𝑦𝑧𝜔2
𝑧  

 𝑀𝑦 = −𝐼𝑦𝑧𝜔 𝑧 + 𝐼𝑥𝑧𝜔
2
𝑧  

 𝑀𝑧 = 𝐼𝑧𝑧𝜔 𝑧  
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 : ًیس لاتل اغواض تاضد دارین zٌّگاهی وِ در هعادلات فَق تعد 

𝐻𝑥 = 0 

𝐻𝑦 = 0 

𝐻𝑧 = −𝐼𝑧𝑧𝜔𝑧  

 𝑀𝑥 = 0 

 𝑀𝑦 = 0 

 𝑀𝑧 = 𝐼𝑧𝑧𝜔 𝑧  

𝑇 =
1

2
𝑚𝑣2   +

1

2
𝑚𝑖𝜌 𝑖 . 𝜌𝑖  

=
1

2
 𝑚𝑖  𝜔   × 𝜌𝑖     .  𝜔   × 𝜌 𝑖  

=
1

2
 𝑚𝑖 𝜔   . 𝜌 ×  𝜔   × 𝜌 𝑖  

=
1

2
𝜔    𝑚𝑖 . 𝜌 𝑖 ×  𝜔   × 𝜌 𝑖  

1

2
𝜔    𝜌 ×  𝜔 × 𝜌 =

1

2
𝜔   𝐻𝐺

       

⟶ 𝑇 =
1

2
𝑣 . 𝐺 +

1

2
𝜔𝐻𝐺  

𝑇 =
1

2
𝜔   𝐻𝐺

       

⟶ دٍ تعدی  
𝑇 =

1

2
𝑚𝑣2   +

1

2
𝐼  𝜔2

𝑇 =
1

2
𝐼0𝜔

2
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𝐼 =

 
 
 
 
 
0 0 0

0
1

12
𝑚𝑙2 0

0 0
1

12
𝑚𝑙2

 
 
 
 
 

 

 

𝑚 = 𝜌𝐴 

𝐼𝑥𝑥 =   𝑦2 + 𝑧2 𝑑𝑚 = 𝜌  𝑦2𝑑𝐴 = 𝜌𝐼𝑥
𝐴 =

𝑚

𝐴
𝐼𝑥
𝐴  
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𝐼 =
𝑚

𝐴
  

𝐼𝑥
𝐴 −𝐼𝑥

𝐴 0

−𝐼𝑥
𝐴 𝐼𝑥

𝐴 0
0 0 𝐽𝑂

  

𝐼𝑜 = 𝐼𝑥 + 𝐼𝑦  

پرُ را تعٌَاى یه هیلِ .  هعادلِ حروت پرُ ّلیىَپتر را ترای حروت تالی آى تعییي ًوائید(مثال

 .ًظر وٌید ٍزى آى صرف  در ًظر گرفتِ ٍازm هتٌاجس تِ جرم 

 

 

 

 

 

𝑎𝐴 = 𝑎𝑜 + Ω × Ω + OA + Ω × OA + 2 × Ω × Vrel + arel  

𝑎𝑜 = −𝑅Ω2i      , Ω = Ωj 

𝑂𝐴 = 𝑥𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖 + 𝑥𝑠𝑖𝑛𝜃𝑗  , Ω = 0 

𝑉𝑟𝑒𝑙 = −𝑥𝜃 𝑠𝑖𝑛𝜃𝑖 + 𝑥𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑗 

𝑎𝑟𝑒𝑙 = −𝑥𝜃 𝑠𝑖𝑛𝜃𝑖 + 𝑥𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑗 − 𝑥𝜃2 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖 − 𝑥𝜃2 𝑠𝑖𝑛𝜃𝑗 

⟹ 𝑎𝐴 = − 𝑅Ω2 + xΩ2cosθ + xθ sinθ + xθ2 cosθ i +  xθ cosθ − xθ2 sinθ j

+ 2Ωθ xsinθ k 

𝑑𝐹 = 𝜌𝑑𝑥𝑎 𝑆      𝑀𝑜𝑧 = 0 

𝑀𝑜𝑧 =  𝑂𝐴 × 𝑑 𝐹𝐴  ⟹  
1

3
𝑚𝐿2𝜃 +   

1

2
𝑚𝑅𝐿Ω2 +

1

3
𝑚𝐿2Ω2𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑠𝑖𝑛𝜃 = 0 
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 در لحظِ ی رّا ضدى ًطاى دادُ ضدُ در ضىل زیر را تدست m ضتاب زاٍیِ ی حلمِ ای تِ جرم (مثال 

 آٍرید؟

 

 𝑀𝐴 = 𝐼𝐴𝛼 

𝐼 = 𝐼  + 𝑚𝑑
2  

 𝑚𝑔𝑅 =   𝑚𝑅2 + 𝑀𝑅2 + 𝑚  2𝑅 
2
 𝛼 → 𝛼 =

𝑚𝑔

2 𝑀 + 𝑚 𝑅
 

 وِ از تالای یه سطح ضیة دار رّا هی ضَد سرعت آى را در اًتْای آى تا m دیسىی تِ جرم (مثال 

 فرض غلط تدٍى لغسش تدست آٍرید ؟ 
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:راُ حل اٍل   

𝑚𝑔𝑠𝑖𝑛𝛼 − 𝑓 = 𝑚𝑎 

𝑓 𝑟 = 𝐼𝛼 =  
1

2
𝑚𝑟2 𝛼 → 𝑓 =

1

2
𝑚𝛼 

𝑎 =
2

3
𝑔𝑠𝑖𝑛𝛼 → 𝑣 =  2𝑎𝐿 = 2 

𝑔𝐿𝑠𝑖𝑛𝛼

3
 

: راُ حل دٍم     

𝑚𝑔𝑠𝑖𝑛𝛼. 𝑟 =  
1

2
𝑚𝑟2 + 𝑚𝑟2 𝛼 → 𝑎 =

2

3
𝑔𝑠𝑖𝑛𝛼 

: راُ حل سَم   

𝑣 = 𝑟𝜔 

𝑇 =
1

2
𝑚𝑣2 +

1

2
𝐼𝜔2 =

1

2
𝑚𝑣2 +

1

2
 

1

2
𝑚𝑟2  

𝑣

𝑟
 

2

=
3

4
𝑚𝑣2 

𝑖𝑓  𝑇 = 𝑈  →   
3

4
𝑚𝑣2 = 𝑚𝑔𝑙𝑠𝑖𝑛𝛼  →   𝑣 = 2 

𝑔𝐿𝑠𝑖𝑛𝛼

3
 

  را در لحظِ ی تریدُ ضدى طٌاب تدست آٍرید ؟A در ضىل زیر ًیرٍی تىیِ گاُ (مثال 
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𝑅𝐴 =
𝑚𝑔

2
 𝑠𝑡𝑎𝑡𝑖𝑐  

 𝑀𝐴 = 𝐼𝛼 

→   𝑚𝑔
𝐿

2
=  

1

12
𝑚𝐿2 + 𝑚  

𝐿

2
 

2

 𝛼  →    𝛼 =
3𝑔

2𝐿
 

 
 
 

 
 

𝑚𝑔 − 𝑅𝐴 = 𝑚𝑎                               

                               → 𝑅𝐴 =
𝑚𝑔

4

𝑎 =
𝐿

2
𝛼                                               

  

 هطلَتست تعییي ضتاب زاٍیِ ای در لرلرُ ًطاى دادُ ؟ (مثال 

 

 
 
 

 
 

𝑚𝑔 − 𝑇 = 𝑚𝑎                                            

𝑇𝑅1 = 𝐼𝛼            →   𝛼 =
𝑔

𝑅1

.
1

1 +
𝐼

𝑚𝑅1
2

𝑎 = 𝑅1𝛼                                                        
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ًیرٍ ٍ وَپل اعوالی از طرف دیسه تِ هیلِ را در ضىل زیر هحاسثِ ًوایید ؟ (مثال                  

 

  

 

𝑀𝑥

𝑀𝑦

𝑀𝑧

 =  

𝐼𝑥𝑥 −𝐼𝑥𝑦 −𝐼𝑥𝑧

𝐼𝑦𝑦 −𝐼𝑦𝑧

𝐼𝑧𝑧

  

𝜔𝑥 
𝜔𝑦 

𝜔𝑧 
 +  

0 −Ωz Ωy

Ωz 0 −Ωx

−Ωy Ωx 0
  𝐼  

𝜔𝑥

𝜔𝑦

𝜔𝑧

  

𝐼 =

 
 
 
 
 

1

12
𝑚𝐿2 0 0

0 0 0

0 0
1

12
𝑚𝐿2

 
 
 
 
 

 

 

𝑀𝑥

𝑀𝑦

𝑀𝑧

 = 0 +  
0 0 𝜔0

0 0 0
−𝜔0 0 0

  𝐼  
0
𝜔0

0
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𝑀𝑥 = 0
𝑀𝑦 = 0

𝑀𝑧 = 0

     →         

𝐹 − 𝑚𝑔𝑗 = 𝑚 −𝑏𝜔0
2 𝑖                            

𝐹 = 𝑚𝑔𝑗 − 𝑚𝜔0
2𝑖                                       

𝑀 = 𝑀0 +  −
𝐿

2
𝑗  ×  𝑚𝑔𝑗 − 𝑚𝑏𝜔2

0𝑖  

 

𝑀 =  𝑀𝑜 𝑥 𝑖 +  𝑀𝑜 𝑦 𝑗 +   𝑀𝑜 𝑧 −
1

2
𝑚𝐿𝑏𝜔0

2 𝑘   

 
 

 
𝑀𝑥 = 0               →  𝑀𝑜 𝑥 = 0               

𝑀𝑦 = 0              →  𝑀𝑜 𝑦 = 0               

𝑀𝑧 = 0              →  𝑀𝑜 𝑧 =
1

2
𝑚𝑏𝐿𝜔0

2
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 تر رٍی وف ٍ دیَار صافی هی لغسد هطلَتست تعییي راتطِ ی سرعت L تِ طَل ABهیلِ ی  (مثال 

زاٍیِ ای هیلِ تا سرعت دٍ اًتْای آى ، ضتاب زاٍیِ ای هیلِ ٍ زاٍیِ ای وِ هیلِ دیَار را ترن هی ًواید ٍ 

لتی هیلِ از زاٍیِ ی 
0

  رّا ضدُ تاضد ؟  

 

𝑣𝐵     = 𝑣𝐴     + 𝜔   × 𝑟𝐵
𝐴

      

−𝑣𝐵𝑗 = 𝑣𝐴𝑖 + 𝜔𝑘  ×  −𝐿𝑠𝑖𝑛𝜃𝑖 + 𝐿𝑐𝑜𝑠𝜃𝑗   

𝑣𝐴 = 𝜔𝐿𝑐𝑜𝑠𝜃 

𝑣𝐵 = 𝜔𝐿𝑠𝑖𝑛𝜃 

𝑣𝑀      = 𝑣𝐴     + 𝜔   × 𝑟𝐴𝑀       = 𝑣𝐴𝑖 + 𝜔𝑘  ×  −
𝐿

2
𝑠𝑖𝑛𝜃𝑖 +

𝐿

2
𝑐𝑜𝑠𝜃𝑗   

→   𝑣𝑀 =
𝑣𝐴

2
 𝑖 − 𝑡𝑎𝑛𝜃𝑗   
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:راُ حل دٍم از طریك خَد هروس آى   

𝑣𝑀 =
𝐿𝜔

2
 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖 − 𝑠𝑖𝑛𝜃𝑗  =

𝑣𝐴

2
 𝑖 − 𝑡𝑎𝑛𝜃𝑗   

𝑎𝑀      = 𝑎𝐴     + 𝜔    × 𝑟𝐴𝑀       + 𝜔   ×  𝜔   × 𝑟𝐴𝐵        

𝑎𝑀𝑥
𝑖 + 𝑎𝑀𝑦

𝑗 = 𝑎𝐴𝑖 + 𝛼𝑘  ×  −
𝐿

2
𝑠𝑖𝑛𝜃𝑖 +

𝐿

2
𝑐𝑜𝑠𝜃𝑗   

−𝜔2  −
𝐿

2
𝑠𝑖𝑛𝜃𝑖 +

𝐿

2
𝑐𝑜𝑠𝜃𝑗   

𝑎𝑀𝑥
=

𝐿

2
 𝛼𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝜔2𝑐𝑜𝑠𝜃  

𝑎𝑀𝑦
=

𝐿

2
 𝛼𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝜔2𝑠𝑖𝑛𝜃  

𝑁𝐵 = 𝑚𝑎𝑥
 

𝑚𝑔 − 𝑁𝐴 = 𝑚𝑎𝑦
 

𝑁𝐴

𝐿

2
𝑠𝑖𝑛𝜃 − 𝑁𝐵

𝐿

2
𝑐𝑜𝑠𝜃 =  

1

12
𝑚𝐿2 𝛼 

𝛼 =
3𝑔

2𝐿
𝑠𝑖𝑛𝜃 

 
𝜔𝑑𝜔

𝑑𝜃

𝜔

0

=  
3𝑔

2𝑙

𝜃

𝜃

𝑠𝑖𝑛𝜃 

𝜔 =
3𝑔

𝐿
 𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝑐𝑜𝑠𝜃0  

𝑖𝑓  𝑁𝐵 = 0    →   𝜃 = cos−1  
2

3
𝑐𝑜𝑠𝜃0  
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:مثال   

 

 𝑀𝐴 = 𝐼𝐴𝛼 

𝑚𝑔𝑠𝑖𝑛𝜃 ×
𝐿

2
=

1

3
𝑚𝐿2𝛼 

𝛼 =
3𝑔

2𝐿
𝑠𝑖𝑛𝜃 

𝑀 =
𝑚𝑔𝐿

4
𝑠𝑖𝑛𝜃  

𝑥

𝐿
 

2

 1 −
𝑥

𝐿
  

𝑑𝑀

𝑑𝑥
= 0  →   𝑥 =

2

3
𝐿 
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 :مثال 

 

.ایٌىِ ًیرٍی تعد از ترخَرد تِ چپ است یا راست هعلَم ًیست  

.از علاهت پرین ترای تعد از ترخَرد استفادُ هی وٌین  

𝑀o  :    ترای هجوَعِ هی تَاى ًَضت = 0   

𝑒 =
𝑣 ′

𝐵𝑃 − 𝑣𝐴
′

𝑣𝐴 − 0
 

. لاًَى تما را ترای ول هجوَعِ هی تَاى ًَضت  

.اًدازُ حروت ول هجوَعِ ثاتت است  
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𝑚𝐴𝑣𝐴 = 𝑚𝐴𝑣𝐴
′ +

1

2
𝐿𝑚𝐵𝑣𝐵

′ + 𝐼𝐵 𝑤𝐵  

𝑣𝐵
′ =

𝐿

2
𝑤𝐵

′  

𝑣𝐵𝑃
′ = 𝑤𝐵

′  

𝑤𝐵
′ =

 1 + 𝑒 𝑚𝐴𝑣𝐴

2𝑚𝐴 +
1
3

𝑚𝐵𝐿2
 

−  𝐶𝑋 𝑑𝑡 = −  −
𝐿

2
 𝑚𝐵𝑣𝐵

′ + 𝐼𝐵 𝑤 ′
𝐵  

 𝐶𝑥𝑑𝑡 =
  −

𝐿
2
 𝑚𝐵𝑣𝐵

′ − 𝐼𝐵 𝑤 ′
𝐵


= 𝐶𝑥(𝑎𝑣𝑒 ) ∆𝑡 

𝐶𝑋(𝑎𝑣𝑒 ) =
 1 + 𝑒  


2

−
𝐿
3
 𝑚𝐴𝑚𝐵𝑣

 2𝑚𝐴 +
1
3

𝑚𝐵𝐿2 ∆𝑡
 

C=0 

 =
2

3
𝐿 

.هروس ظرتِ جایی است وِ در آى ّیچ عىس ا لعولی ًدارین  


