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 مقدمه:

کمیت های مرتبط با ریاضیییام ما م ماد ق میمت اییاال  فرآ نرهی قهای تیییا نم مم بانیی قی ب ابر ی    نیی   

 بز رهایم بر ی نیبی  ایا ی مرییر ن ی  نرهی قهایم ما  س  ااام مم بانقی  ر  ی  معا د   ر  ب ق  ب  تدری     

  نرهی قهای تیا نم بریار ما   ر نارنوب کاربر های  میق نرهی ق س مریر تیا نم پر  خ   نقه  اتی یکم  

ریاضییام ما م ررکت بر سدم مم بانق ک   ر معا دام بریاری    کمیت های تیا نم با  ا اا ه     ی  نرهی ق  

تو یق مم نیودقی ر  ی  معا د   دو   ررکت بر سدم    ممر  ررکت بر سدم  ا ادق ر   ررکت بر سدم ی  بدقی  

ا نم  ررکیت بر سدم ی  بدقی با پ  بر سدم  ررکت بر سدم با  بدا  باتتر س ررکت بر سدم  بیا یی  میال تیییی   

ه قایم مور  بررایم مر ر مرن    ایتیهمن ی   ر  ی  تق یق  دو   ررکت بر سدم م ایر  س تااسم س کاربر     

 هری  تجزی  س تقری  خو هق نقی

 

 تاریخچه:

 ه ی میاهان ک   ر هن مدرق هری  ق    ه نقه  اتیدسر ی   ررکت بر سدم دامم  ایت ک  ب  ررکت دام م  مر 

با  میگر   ک   ر ی  مقل  م یا ی معرح نقیررکت بر سدم ی   0011مقل ریاضیم ررکت بر سدم ب  ایال   

نرهی ق تیا نم  ات ک  مریرهای پیوا     ن   س مش ق هن  ر هیچ د ع   ی سمو  دق ر ی مرس ه ررکت بر سدم 

رق میکرساکوپم بریار نر تر رن   س نام  مق را ی میمت های ااال س  خ لاتم تیا نم    معا دام ذر م مد

 ر  دو    یگری    ایر   های نیزیکم   یر م   م یا ی س مقیریت نقه  اتیبریاری    مام ری  نرهی قهای 

یری یت ب  کارمبا توم  ب   همتییا نم ک   ر ریاضیام ما م سمو    ر  ب  ررکت بر سدم دربت    ه مم نو ی 

  دو   ررکت بر سدم پر  خ   نقه  اتی ی  نرهی ق تیا نم  ر  ی  معا د  ب  بررام 
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 کاربرد حرکت براونی در تحلیل بازار مالی:

( دشان     ک  با  رهای ما م    نرهی ق مال تیا نم تبدیت مم ک  قیب ابر ی  0011بر ی  س ی  بار  وئیس بانریر)

 ی با  رهای ما م    رراب  ر ماتم  ا ادق ر   ا اا ه کر ینرهی ق مال های تیا نم  ااااً می و ن بر ی   گواا

 ی  ررکت بر سدم مم بان ق ک  تغییر م مذن   مر       تغییر م م ق ر م غیر  ر هی قه س مذن   مم بانقی

با مت بات برهسر  س  ررکت بر سدم   ر ی سیژمم خوش رن ار ریاضییم  اییت  ب  مود   ی ک   ر هن ی    گو ر 

همن ی   ر ماتم ر  مقاایییب  کر ی    ی رس تقریرگر ن   فرآ سم م با تجزی  س تقری  ی  نرهی ق ن قبدقی با 

م شییان دانیی اخ   مو م  مم نییودق ماد ق با  ر اییاال  ب  رسدقهای مرییی    هماد ق ررکت بر سدم رسی مم     

ور مر ر ه  ر مق را ی با  رهای ما م مور   ا اا ه مر ر هسردقیتئوری ررکت بر سدم س   گوی مال تیا نم ب  ط

 ر بی شیم ک  رق  س ممان ها مق ریا ی مم نیو   مم تو ن     ر ماتم بریط    ه نقه ی بانریر      مم میر 

  ا اا ه کر   ک  تا ب   مرس  کاربر های  ی    گو    م    ن    اتی

 

 کاربرد حرکت براونی در بازار سهام:

   نیق   ممر  مام ری  کاربر های ررکت بر سدم  ر با  ر ایاال مم بانییقی کارهای  دجال نقه   همادعورک  ما

توایط ه بورن دشیان    ه  ات ک   گاری   طبیدم میمت ااال س  ر ش پول  مم تو دق تقت تیریر ی  اری      

ب  سمو  همقه  اییت(  تیییمیمام  ر تدا ل هماری مر ر میر یس  ی  مرسه     گاری   میمت ها) ک   ر طول  مان 

نیباهت برییار  یا ی    مو کول های ی  ما ه   ر ی با  ا اا ه    تابت تو یت  ر مال س میمت ااال ب  رورم   

 اً ی  را ت پایق ر ماب  مقااب   ات  ک   می تیا نم  د ساب نقه  ر ی   مان تیا نم  تابت تو یت  ر مال  ر

ت بر سدم  اییتیی  تو یت مشییاب  بر ی  ر ش پول مم تو ن  ر  تو یت  ر مال بر ی ی  ذره)مو کول(  ر ررک

دمر مرنت  ب  نیکرم ک   ی  تو یت ت ریبم با  ای اا ه    نیاخا های با  ر ااال  دق  ه میری نقه  اتی ی     

-نرط ت ل  ات د  کانمی نرط کانم بر ی بقات هسر ن  ی  تو یت کمم با توم  ب  نر یط مدامر  س مادون سبر

نردنر بیان مم   ر  ک  دربت های بر بر    مقرک های نیزیکم ماب  مقااب  -  مم نیو ی مادون سبر نردنر تدیی

  مربوط ب  نو ر  مراسی     ررا  ذه م ام ب   مانکادس های ریوتم  ر س رق  رتدان  ایتی بر ی ماال نر 

 دق  ه میری  ماد ق  یر س بمم رییق   اییتی ر ش  ررییااییم ذه  ماد ق  رم  معرق  ر نکییای نیزیکم  ماب    
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دیریتی ما تغییر م یا تااسم های مومو   ر  ررا  ماب  مقااب   اتی ب ابر ی  با  دجال ه مای  های مس ر   

هداا مم تو د ق بر بر   دریی   س تکر ر نییودقی  ر د یج  مدیارهای  دق  ه میری برهسر ه خو هق نییقییکم    د یج   

 رریییق  رایییال با  5تا  3با درخ   (t)نز ی  نو رییی   مادمهای تابت تو یت  نز ی   ر ش  د ماری میمت با  

 نز ی  دواییادام یا پر ک قمم میمت مم بانییقی ی   نز ی   ر تورل های بر ق مقم برمر ر دمم بانییقی یا رنییق 

  ر یم  ر  م یا  ارمای    ری    میمت های م  اب   د ماری یا اا  های ماب  خریق  ر هی قه بر  تر با  مان ب  

 یکران  نز ی  میابقیرورم 

ب ابر ی   ر م ا   ه بورن دشان    ه نقه  ات ک  میمت ها  ر ی  با  ر ما م هماد ق ررکت بر سدم مو کول های 

ی  ما ه مم بانقی ر م اتتم  یگر دشان    ه نقه  ات ک  نو هق معدم  سره  ی  ر ااخ ار  مادم)   میمت ها 

 ها   ا  ماه  یا ااتد  سمو    ر یرس    ر ی  ررکت بر سدم( مربوط ب  نو ر  ی 

با ترکیآ نو هق س پذیرش مر ر ه ی  ی  موضو  ک  ررکت بر سدم  ر ااخ ار با  ر سمو    ر   تدق   بریاری 

    تق ی ام س معا دام    هن  مان  ر  می    ی  دمری  رورم مرن    اتی

 

 

 

 معادلات دینامیکی بهینه با محدودیت های اهرمی:

گر کاربر های ررکت بر سدم مقااب  م ق ر بای   مداملام  ی امیکم با مققس یت  هرمم مم بانقیتدق  ی     ی

   معا دام ب   دبال پیق  کر ن ی  مو ب بر ی  ا ر تژی مبا     ی امیکم بای   بر ی ی  ارمای  مذ ر  ات ک  

 ر ش   ر یم ریرکم    ررکت  با مققس یت های  هرمم رسبرس  ایتی ر  ی  معا د  ها نر  نیقه  ایت ک    

بر سدم ه یقایییم تبدیت مم ک قی همن ی   ی  نر   ما ه ی تجزی  س تقری  کمم ر  ب  ما مم  هقیب ابر ی  با  

 ا اا ه    ررکت بر سدم ه قام مم تو ن ب  ر ه رریح س رسن  بر ی مری   ی پرتاوی بای   با مققس یت های 

 رایقی هرمم س مققس یت رق م  با مشت پرتاوی 
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 سرمایه گذاری، عدم اطمینان و طرح های ثبات قیمت:

 ر  ی  معا د         یگر کاربر های ررکت بر سدم  ر معا دام  دجال نیقه توایط  امیت ماب  مشاهقه  اتی  

رسش ررکت بر سدم ک  رسل نییقه ب  م مور تجزی  س تقری  تیریر ربام میمت بر اییرمای  مذ ری  ر ت اضییای   

نقه  اتی ر م ا    امیت رن ار ارمای  مذ ری سم م میمت تیا نم س م با ا   مدیی  برسدز   دامعمئ   ا اا ه

س با کم  ریاضییام ررکت بر سدم ک  رسل نیقه مور  بررام مر ر مرن    اتید ایا  ی  معا د  دشان مم  هق   

دیت عا د  ب  هر مومک  با ک  رسل میمت پاایییر ایییرمای  مذ ری با تغییر  ر میمت کاه  مم یابقید ایا  ی  م

 م ییا ی با هزی   های همو ر    ایاال تدقی  نقه سم م میمت ها دامعمئ  س م با ک  رسل  س  م ماب  برط مم   

 بانق)ب  ع و ن ماال:ک  رسل  ماره  تیمی  بر ی  خر ج یا  ا سق ل با سمو  رق م   ا مز (

رهی قهای تییا نم با  ا اا ه    ررکت بر سدم  با توم  ب  کاربر های معرح نیقه  نگودگم تو یق م غیرها  ر ن 

 مری ضیرسری  ایت  ر    م   ی  تق یق  ب ق  ب  تدری  معا آ  س ی  ررکت برس دم مم پر   ی  س ا س  دو     

 هن ر  مور  بررام مر ر مم  هی ی

 

 

 ن ق تدری  س مااول  س ی :

 بر سدم پر  خ   نقه  اتی ر  ی  بس  ب  تدری  های مور  دیا  ب  م مور بررام  دو   ررکت 

,Ω): نر  مم ک ی  0تدری   𝐴, 𝑃)  ی  نکای  ر مال بانق س𝑑 ∈ 𝑁ی 

:𝑊𝑡 ر نرهی ق تیا نم  Ω → 𝑅𝑑 ی(𝑊𝑡)𝑡≥0  ی  ررکت بر سدم𝑑  ؛  مر سن ط  مر ا  بدقی دامیقه مم نو

 نرط  یر برمر ر بانق:

𝜔بر ی تمال  -0 ∈ Ω مریر  𝑡 → 𝑊𝑡(𝜔) انقیپیوا   ب 

𝑊𝑡0,𝑊𝑡1)هیییر میییرسه    بیییا ه هیییای  -2 − 𝑊𝑡0, … ,𝑊𝑡𝑘 − 𝑊𝑡𝑘−1)   بیییا نیییر

(0 ≤ 𝑡0 < 𝑡1 < ⋯ < 𝑡𝑘) مر    بان قی 
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0بر ی هر  -3 ≤ 𝑠 < 𝑡    تایاضییی  𝑊𝑡 − 𝑊𝑠   تو یت درمیال بیا میادگی  ریییار س ماتریس س ریادس-

 ات:کوس ریادس س رق با س ریادس رابت   ر ی ب ابر ی  مم تو ن م

(𝑊𝑡 − 𝑊𝑠)~𝑁(0, (𝑡 − 𝑠)𝐼𝑑) 

 ب  طور معت برمر ر بانقی (*)همن ی  ررکت بر سدم  ررکت بر سدم  ا ادق ر   ات  مر س ن ط  مر ر بع  

𝑊0 = 0    (*) 

𝑑ی  ماتریس  ∑س  𝛼 𝜖 𝑅𝑑 مر  × 𝑑    نیب  مدیی  مابت م  ارن     عق   ر ی م بانیق  ا س نرهی ق تیا نم

(𝑊𝑡)𝑡≥0  ررکت برس دم با  دقر ف𝛼  دامیقه مم نو   مر نر یط  یر برمر ر بانق: ∑س ماتریس کوس ریادس 

𝜔بر ی تمال  -0 ∈ Ω مریر  𝑡 → 𝑊𝑡(𝜔) پیوا   بانقی 

𝑊𝑡0,𝑊𝑡1)هیییر میییرسه    بیییا ه هیییای  -2 − 𝑊𝑡0, … ,𝑊𝑡𝑘 − 𝑊𝑡𝑘−1)   بیییا نیییر

(0 ≤ 𝑡0 < 𝑡1 < ⋯ < 𝑡𝑘) ن قیمر    با 

0بر ی هر  -3 ≤ 𝑠 < 𝑡   تااض  𝑊𝑡 − 𝑊𝑠    تو یت درمال با میادگی(𝑡 − 𝑠)𝛼  س ماتریس س ریادس-

𝑡)کوس ریادس  − 𝑠)∑ :ر ی ب ابر ی  خو هی    نت   

(𝑊𝑡 − 𝑊𝑠)~𝑁((𝑡 − 𝑠)𝛼, (𝑡 − 𝑠)∑) 

,0] ررکیت بر سدم رسی بیا ه ی   𝑇]    کی𝑇 > 𝑅0یی  ررکت برس دم رسی   0
نیییق ک  با ه ی  مادم مم با +

[0, 𝑇] مققس  نقه  اتی 

س ماتریس  𝛼بدقی با  دقر ف  𝑑دشان    ه نقه  ات ی  ررکت برس دم  (**)ک   ر ر بع  𝑡≥0(𝑋𝑡): 0مکی  

 مم بانق  مر نر یط  یر برمر ر بانق: ∑کوس ریادس 

,Ω) مر  -0 𝐴, 𝑃)  ی  نکای  ر مال بانق س𝑑 ∈ 𝑁ی 

 بدقی بانقی 𝑑ی  ررکت بر سدم  𝑡≥0(𝑊𝑡) مر  -2

3- 𝛼 𝜖 𝑅𝑑  ی  ماتریس  ∑س𝑑 × 𝑑   نییب  مدیی  مابت م  ارن مم بانییق ک  مم تو ن هدر  بر اییا  ی

  .∑𝐴𝐴𝑡=ضرب ماتریس مربت  ر تر داا ه ی هن ماتریس دونت ید م 

∀ 𝑋𝑡 = 𝛼𝑡 + 𝐴𝑊𝑡         (∗∗) 

𝑡 𝜖 𝑅0
+ 
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ب  رورم ر بع   یر بو ه  (SDE)ر  ی  مدا     یار دری  تیا نم  (**) ر مدا    نرهی ق تیا نم مارس  

  ات:

𝑑𝑋𝑡 = 𝛼𝑑𝑡 + 𝐴𝑑𝑊𝑡 

س کوس ریادس ماتریس س بر    𝛼(𝑡) ی  مااول ب  م مور تدمی  ررکت بر سدم بر ی را ت  دقر ف س بر    مان 

س مییاتریس  𝛼(𝑡)دییم بییا  دقر ف میور   اییی یاییا ه میر ر میم میییر ی ریرکییت بیر س         (t)∑بیی   مییان 

(𝑡)∑کوس ریادس = 𝐴(𝑡)𝐴(𝑡)𝑡 :مو بم بر ی مدا     یار دری   یر مم بانق 

𝑑𝑋𝑡 = 𝛼(𝑡)𝑑𝑡 + 𝐴(𝑡)𝑑𝑊𝑡 

 

مرمت  سل ر  دشان  0ر  مدا     یار دریی  نو  مریری پیوا   س همن ی  با ه های مر    بر  اا  تدری   

0بر ی هر  مم  هقی   طرف  یگر ≤ 𝑠 < 𝑡  تو یت𝑋𝑡 − 𝑋𝑠  بر ی هر𝑡 ≥  ب  رورم ر بع   یر  ات: 0

𝑋𝑡 − 𝑋𝑠 ~ 𝑁 (∫ 𝛼(𝑢)𝑑𝑢,∫ ∑(𝑢)𝑑𝑢
𝑡

𝑠

𝑡

𝑠

) 

بانییقی  ∑س ماتریس کوس ریادس  𝛼بدقی با  دقر ف  𝑑ی  ررکت بر سدم  ایی ادق ر   𝑡≥0(𝑋𝑡):  مر 2مکییی 

𝑡ر ی هر ب 𝑋𝑡ب ابر ی   ≥    ر ی تو یت دشان    ه نقه  ر ر بع   یر مم بانق: 0

𝑋𝑡~𝑁(𝑡𝛼, 𝑡∑) 

 

,Ω): نکیای  ر مال  3مکیی   𝐴, 𝑃)   مارس   ایتی  مر𝑑 ∈ 𝑁  س𝛼 𝜖 𝑅𝑑  ی  ماتریس  ∑س𝑑 × 𝑑   نب

𝑍:Ωمدیی  مابیت م  یارن بیانیییقی ی  بر  ر تییییا نم     → 𝑅𝑑   ر ی تو یت درمال با میادگی  𝛼  س ماتریس

 بانق)ر بع  ی  یر( ∑کوس ریادس -س ریادس

Z ~ 𝑁(𝛼,∑) 

𝑘ی  ماتریس ر ی م  Aس  𝛽 𝜀 𝑅𝑘س  𝑘 𝜀 𝑁 ر ریورتیک    × 𝑑 بانق(𝐴: 𝑅𝑑 → 𝑅𝑘) ی بر  ر تیا نمX 

 ب  رورم  یر ماب  تدری  مم بانقی

𝑋:Ω → 𝑅𝑘 ,    𝑋 = 𝛽 + 𝐴𝑍 

www.Prozhe.com



 

 

 تو یت درمال ب  رورم  یر  ات:  ر ی  Xبر  ر ک   ر ر بع  ی نو  

𝑋~𝑁(𝛽 + 𝐴𝛼, 𝐴∑𝐴𝑡) 

 

نر  نو ی  𝜎2س س ریادس  𝛼 𝜀 𝑅 ی  ررکت بر سدم  ا ادق ر  ی  بدقی با  دقر ف  𝑡≥0(𝑋𝑡):  مر 4مکیی  

0) ر    م  با  ردمر مرن    ≤ 𝑡0 < 𝑡1 < ⋯ < 𝑡𝑘)  ب   دبال تو یت مش رک(𝑋𝑡𝑖
)
𝑖=0

𝑘
 انی یمم ب 

,𝑋𝑡0)   هدجایم ک   … , 𝑋𝑡𝑘)     ی  تبقی  خعم(𝑋𝑡0, 𝑋𝑡1 − 𝑋𝑡0, … , 𝑋𝑡𝑘 − 𝑋𝑡𝑘−1) مم بانقی 

 ر  مم تو ن ب  رورم  یر دونت: 𝑋𝑡ب ابر ی  بر  ر 

𝑋𝑡 = [

𝑋𝑡0

𝑋𝑡1

⋮
𝑋𝑡𝑘

] = [

1 0 … 0
1
⋮

1 0
⋮ ⋱

⋮
0

1 1 … 1

] [

𝑋𝑡0

𝑋𝑡1 − 𝑋𝑡0

⋮
𝑋𝑡𝑘 − 𝑋𝑡𝑘−1

] 

تو یت مشییی رک درمال ن ق م غیره ماب  مقاایییب   ایییتیبر  ر  میق ریاضیییم بر بر   3بیا تومی  ب  مکیییی  ی   

…,𝑎(𝑡0با , 𝑡0)  0مم بانقیعلاسه بر  ی   مر ≤ 𝑠 < 𝑡 :بانق ب ابر ی  خو هی    نت 

𝐶𝑜𝑣(𝑋𝑠, 𝑋𝑡) = 𝐸(𝑋𝑠𝑋𝑡) − 𝐸(𝑋𝑠)𝐸(𝑋𝑡) = 𝐸 ((𝑋𝑡 − 𝑋𝑠)𝑋𝑠 + 𝑋𝑠
2) − 𝛼2𝑠𝑡 

= 𝐸((𝑋𝑡 − 𝑋𝑠)𝑋𝑠) − 𝛼2𝑠(𝑠 − 𝑡) + 𝐸(𝑋𝑠
2) − 𝛼2𝑠2 

= 𝐶𝑜𝑣(𝑋𝑡 − 𝑋𝑠, 𝑋𝑡) + 𝐶𝑜𝑣(𝑋𝑠, 𝑋𝑠) = 𝐶𝑜𝑣(𝑋𝑠, 𝑋𝑠) = 𝜎2𝑠 = 𝜎2 min(𝑠, 𝑡) 

𝑘)  ب ابر ی  ماتریس کوس ریادس تو یت مش رک + 1) × (𝑘 +  ر  مم تو ن ب  رورم ر بع   یر دونت: (1

∑=(𝜎𝑖𝑗)(𝑖,𝑗)𝜖{1,..,𝑘+1}
, 𝜎𝑖𝑗 = 𝜎2𝑚𝑖𝑛{𝑡𝑖−1, 𝑡𝑗−1} 

∑   تجزی  نو رکم ب  رورم  = 𝐴𝐴𝑡 : مم بانق ک   ر  ی  ر بع 

𝐴 = (𝐴𝑖𝑗) = 𝜎

[
 
 
 
 √𝑡0 0 … 0

√𝑡0
⋮

√𝑡1 − 𝑡0 …

⋮ ⋱

0
⋮

√𝑡0 √𝑡1 − 𝑡0 … √𝑡𝑘 − 𝑡𝑘−1]
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 یا ب  عبارتم 

𝐴𝑖𝑗 = {

𝜎√𝑡0                                                   𝑓𝑜𝑟 𝑗 = 1

𝜎√𝑡𝑗−1 − 𝑡𝑗−2                       𝑓𝑜𝑟    𝑖 ≥ 𝑗 > 1

0                                                               𝑗 > 𝑖   

 

 

 ر    م  ب  بررام  دو   نرهی قهای تیا نم بر سدم س نگودگم تو یق هداا با توم  ب  مااهی   س ی  ما   نقه مم 

 پر   ی ی

 توسط گام تصادفی: استاندارد یک بعدی حرکت براونی

با م ق ر  س ی  مشییسا  𝑡≥0(𝑊𝑡) س ی  هقف  ر بس  راضییر نییبی  اییا ی ی  نرهی ق بر سدم ی  بدقی   

𝑊𝑡 = 𝜔0𝜖𝑅    0مم بانیقی بانر = 𝑡0 < ⋯ < 𝑡𝑘       مال تییا نم با نرس𝜔0  ااخ   مم نو  سمال

  اتی 𝑊𝑡دشان  ه قه ی م ق ر  𝜔𝑘تا رایقن ب   س همی عور 𝑊𝑡1 دشان  ه قه ی م ق ر 𝜔1تا  𝜔0تیا نم    

 بانقی 0 ی  مال تیا نم طوری بایق  د ساب نو  ک  د ایا  می اً  ربرمیردقه ی تدری  نماره 

 ررا یک  نبی  اا ی ی  نرهی ق پینیقه ممک   ات مشک  یا فیرممک  بانق  با ب  کارمیری ررکت بر سدم ب  

دم ی  نیبی  اا ی  میق با  ا اا ه    سیژمم های با ه  ی ب   ات هیقی  ر    م  ب  بررام نگودگم نبی   هایا 

 اا ی پر  خ   نقه  اتی

,𝑍1) دبا    𝑍2, … .  ر دمر مم  N(0,1)ر     م ا یر مری     یکران تو یت نقه م غیر تیا نم تو یت درمال   (

,𝜔0)پس    هن م ا یر میری ی 𝜔1, … . , 𝜔𝑘)   ر     ر بع  ی  یر ب  طور با مش م تدری  مم ک ی ی ر  ی  ر بع

 ی  م ق ر  س ی  مدی   اتی 𝜔0م ق ر 

{
𝜔0                                                           𝑖 = 0           

𝜔𝑖 = 𝜔𝑖−1 + 𝑍𝑖√𝑡𝑖 − 𝑡𝑖−1             𝑖 = 1,2,… , 𝑘
 

 

ب  رورم ر بع   𝜎2س س ریادس  𝛼با  دقر ف  𝑡≥0(𝑋𝑡)ایاخ اری مشیاب  ر بع  نو  بر ی ی  ررکت بر سدم   

  یر دون   مم نو یب ابر ی  ر بع  با مش م ررکت بر سدم ب  رورم  یر دون   مم نو ی
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 مارس   ر دمر مرن   مم نو ی 𝑥0ک   ر  ی  ر بع  م ق ر  س ی  

{
𝑥0                                                                                                  𝑖 = 0

𝑥𝑖 = 𝑥𝑖−1 + 𝛼(𝑡𝑖 − 𝑡𝑖−1) + 𝑧𝑖𝜎√𝑡𝑖 − 𝑡𝑖−1             𝑖 = 1,2,… , 𝑘
 

 ب  رورم  یر دون   مم نو : س بر   ب   مان 𝜎2س س ریادس  𝛼س بر ی  دقر ف 

{

𝑥0                                                                                                           𝑖 = 0

𝑥𝑖 = 𝑥𝑖−1 + ∫ 𝛼(𝑢)𝑑𝑢 + 𝑧𝑖√∫ 𝜎2(𝑢)𝑑𝑢
𝑡𝑖

𝑡𝑖−1

               𝑖 = 1,2,… , 𝑘
𝑡𝑖

𝑡𝑖−1

 

 

,𝑍1 ر    م   مر  𝑍2,  بان ق  ب ابر ی    ری : N(0,1)م غیرهای تیا نم یکران مر    با تو یت  …

{

𝑋0 = 𝑥0                                                                                                   𝑖 = 0

𝑋𝑖 = 𝑋𝑖−1 + ∫ 𝛼(𝑢)𝑑𝑢 + 𝑧𝑖√∫ 𝜎2(𝑢)𝑑𝑢
𝑡𝑖

𝑡𝑖−1

               𝑖 = 1,2,… , 𝑘
𝑡𝑖

𝑡𝑖−1

 

 

𝑋𝑖ک   ر ر بع  نو  ب  طور مشسا  − 𝑋𝑖−1  ر ی تو یت درمال  𝑁 (∫ 𝛼(𝑢)𝑑𝑢,
𝑡𝑖

𝑡𝑖−1
∫ 𝜎2(𝑢)𝑑𝑢

𝑡𝑖

𝑡𝑖−1
) 

 مال تیا نم  اتیمم بانق ک  ب  طور مشسا ی  

ب   مان   د گر ل ر بع  نو  ممک   ات ب  اا مم ماب  ر  دبانقیمم تو ن با نرمول  سα σبا توم  ب  س بر گم 

رسی با ه  𝜎(𝑡𝑖−1)س  𝛼(𝑡𝑖−1)ب  رورم  سα σهای مربت اا ی هداا ر  مایگزی  کر   ر اا ه تری  را ت 

,𝑡𝑖−1]ی  𝑡𝑖] ودقی ر  ی  رورم مدا     د گر ل نو  ر  ب   ی  رورم مایگزی  مم ک ی :ت ریآ   ه مم ن 

𝑥𝑖 = 𝑥𝑖−1 + 𝛼(𝑡𝑖−1)(𝑡𝑖−1 − 𝑡𝑖)+𝑧𝑖𝜎(𝑡𝑖−1)√𝑡𝑖 − 𝑡𝑖−1 

 

 

 م ا یر م غیر تیا نم بر  اا  مال تیا نم را  نقه  ات: (1) ر نک  نماره
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 ررکت برس دم  ا ادق ر  با نرس     د ع  رار (1) نک                        

 

 

 حرکت براونی یک بعدی توسط پل براونی:

𝑠با  𝑊𝑡س 𝑊𝑠   ی  ررکت بر سدم نرطم رسی تو یت  𝑊𝑢م غیر تیا نم  < 𝑢 < 𝑡  ب  پ  بر سدم  ناره مم

,𝜔1ک قی  ی  دو     دمود  میری ب  طور س ضیح دیا م ق ب   ات هسر ن   … , 𝜔𝑘  بر ی ی  ترتیآ فیر  نز یشم

…,1}رسی  , 𝑘} ات  ک  ب   ی    ی  ی  ااخ ار پ  بر سدم دامیقه مم نو ی  
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 ب    ی  مکی   یر با تو یت درمال نرطم  مکان پذیر  اتیدمود  میری نرطم بر ی ررکت بر سدم 

,Ω):)نرمول نیییرطم بر ی درمال های ن ق م غیره(: بانر  نکیییای  ر مال 5مکییییی   𝐴, 𝑃)  س همن ی   ر

,𝑑)   دمرمرن   𝑘)𝜖𝑁  س𝑘 < 𝑑  ی نر  ک یق ک  بر  ر تییا نم𝑍:Ω → 𝑅𝑑  ب  رورم𝑁(𝛼, تو یت  (∑

𝑑ییی  مییاتریس  ∑س  𝜖𝛼𝑅𝑑کیی   نیییقه بییانیییق  × 𝑑    مابییت دیمیی  مدیی  دییام  ییارن ر ی م  ایییتی  نر

𝑍 = (𝑍[1], 𝑍[2])  درییبت ب  طرح م ق ر هم𝑅𝑘  با𝑍[1] = (𝑍1, … , 𝑍𝑘)  س ی  طرح م ق ر هم𝑅𝑑−𝑘 

𝑍[2]ب  رورم  = (𝑍𝑘+1, … , 𝑍𝑑) ب  همی  رورم   ری :ر    ری ی 

𝛼 = [
𝛼[1]

𝛼[2]
]       ,      ∑ = [

∑[11] ∑[12]

∑[21] ∑[22]
] 

 

𝛼[1]𝜖𝑅 ید م بی  طور مشیییسا  
𝑑 𝛼[2]𝜖𝑅

𝑑−𝑘  یی  میاتریس    [11]∑س𝑘 × 𝑘  یی  ماتریس   [12]∑س

𝑘 × (𝑑 − 𝑘)  ∑[21]    یی  میاتریس(𝑑 − 𝑘) × 𝑘  یی  ماتریس   [22]∑س(𝑑 − 𝑘) × (𝑑 − 𝑘)  مم

𝑥}تقت نر یط  𝑍[1]تو یت  𝑥𝜖𝑅𝑑−𝑘ب ابر ی  بر ی هر بانقی = 𝑍[2]} :ب  رورم  یر  ات 

𝑁(𝛼[1] + ∑[12]∑[22]
−1(𝑥 − 𝛼[2]), ∑[11] − ∑[12]∑[22]

−1∑[21]) 

 

 ر    م  ب  خارییت های بیش ری    ررکت بر سدم ب  دال سیژمم های مارکوف  ر ررکت بر سدم پر  خ   نقه  

  اتی

𝑑ی  ماتریس  ∑س س  𝑑𝜖𝑁س  𝜖𝛼𝑅𝑑)سیژمم های مارکوف    ررکت بر سدم(: با نر  6مکیییی  × 𝑑   دیم

 ر دمر بگیریق س  ∑ماتریس کو ریادس س  𝛼ر  یی  ررکت بر سدم با  دقر ف   𝑡≥0(𝑋𝑡) مدیی  مابیت م  یارنی  

(0 ≤ 𝑡0 < 𝑡1 < ⋯ < 𝑡𝑘)   𝑘𝜖𝑁   𝑘 ≥ ,𝑠𝜖[𝑡𝑖−1س  2 𝑡𝑖]   بر ی𝑖𝜖{2,… , 𝑘} ی هدگییاه بر ی هر

(𝑥1, … , 𝑥𝑘)𝜖(𝑅
𝑑)𝑘 و    ر :بر بری تو یت نرطم  یر سم 

(𝑋𝑠|𝑋𝑡1
, … , 𝑋𝑡𝑘

= 𝑥𝑘) = (𝑋𝑠|𝑋𝑡𝑖−1
= 𝑠𝑖−1, 𝑋𝑡𝑖

= 𝑥𝑡𝑖
) 

…,𝑡1رسی هم  ی  مان های  𝑋𝑠ب  عبارم  یگر نیرطم نقن   , 𝑡𝑘  بر بر با نرطم نقن𝑋𝑠  ن ط رسی  مان

  اتی sهای  رات مب  س بدق    
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𝜔𝑡𝑗ب   𝜔𝑗رر     ایاخ ار پ  بر سدم ما بر ی بقات هسر ن   می  مر n ر 
های  𝑡𝑖   هم  ی  𝑡𝑗دیا    ری ی  مر  

 𝑡𝑖م درق ب  بزرم ری   𝜔𝑗    𝜔𝑖مبرم بزرم ر بانییق با توم  ب  اییاخ ار مال تیییا نم ک  مبلاً معرح نییق هدگاه 

اه طبق ر بع   ی    مب   ردمر مرن   نقه مر ر میر   هدگ 𝑡𝑖بی   𝑡𝑗گر  مر های مبرم بقایت مم هیقی   اوی  ی 

𝑊𝑡𝑗)ک  مبلاً بیان نیییق ما ن ط ب  تدیی  
|𝑊𝑡𝑀

= 𝜔𝑀,𝑊𝑡𝑁
= 𝜔𝑁)   دیا    ری   کM  بزرم ری   دقیس

𝑡𝑀 ایت ب  طوریک    < 𝑡𝑗  س𝜔𝑀   ه  ات   ررا یک  مبلاً ایاخ   نیقN   کونک ری   دقیس  ات ب  طوریک

𝑡𝑗 < 𝑡𝑁  س𝜔𝑁 مبلاً ااخ   نقه  اتی 

𝑢 مر  = 𝑡𝑀 < 𝑠 = 𝑡𝑗 < 𝑡 = 𝑡𝑁   بقاییت مم هیق ر  ب   5ر   ر دمر بگیری  مز ره ی  یر ر  ک     مکییی

 کار مم بری ی

س  𝜖𝛼𝑅ی  اییی ادق ر  بانیییق با  دقر ف)عر     مبق ن( یی  ررکیت بر سدم ی  بدق   𝑡≥0(𝑊𝑡)مز ره:  مر 

𝜎2س ریادس  > 0  هدگاه بر ی هر  0 ≤ 𝑢 < 𝑠 < 𝑡  س𝑥, 𝑦 𝜖𝑅  تزیت نرطم(𝑊𝑠|𝑊𝑢 = 𝑥,𝑊𝑡 = 𝑦) 

  ات س ب  رورم ر بع   یر مم بانق: αمر        دقر ف 

𝑁 (
(𝑡 − 𝑠)𝑥 + (𝑠 − 𝑢)𝑦

𝑡 − 𝑢
,
𝜎2(𝑠 − 𝑢)(𝑡 − 𝑠)

𝑡 − 𝑢
) 

 ب  رورم  یر مم بانق: (𝑊𝑢,𝑊𝑠,𝑊𝑡)تو یت)فیرنرطم(     4 ربام مز ره ی نو     طریق مکی  

𝑁 (𝛼 (
𝑢
𝑠
𝑡
) , 𝜎2 (

𝑢 𝑢 𝑢
𝑢 𝑠 𝑠
𝑢 𝑠 𝑡

)) 

 ترتیآ ررسف ر   ی گود  تغییر مم  هی : 5با پذیرن   مکی  

𝑁 (𝛼 (
𝑠
𝑢
𝑡
) , 𝜎2 (

𝑠 𝑢 𝑠
𝑢 𝑢 𝑢
𝑠 𝑢 𝑡

)) 

𝛼[1] = 𝛼𝑠, 𝛼[2] = (
𝛼 𝑢
𝑎 𝑡

) , ∑[11] = 𝜎2𝑠 , ∑[12] = 𝜎2(𝑢, 𝑠) 

∑[21] = 𝜎2 (
𝑢
𝑠
) , ∑[22] = (

𝑢 𝑢
𝑢 𝑡

) 
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∑[22]
−1 =

1

𝜎2(𝑢𝑡 − 𝑢2)
(

𝑡 −𝑢
−𝑢 𝑢

) =
1

𝜎2(𝑡 − 𝑢)
(
𝑡/𝑢 −1
−1 1

) 

[22]∑بر ی  = 𝜎2 (
0 0
0 𝑡

 مدکو  داپذیر  ات س مدکو  کرم ب  رورم  یر مم بانقی u=0س  (

∑[22]
−1 =

1

𝜎2𝑡
(
0 0
0 1

) 

 ب  رورم  یر  ات: u > 0م ق ر  میق تو یت نرطم بر ی  5ب ابر ی  بر  اا  مکی  

𝑏[1] + 𝑧[12]𝑧[22]
−1 (

𝑥 − 𝛼𝑢
𝑦 − 𝑏𝑡) = 𝛼𝑠 +

(𝑢, 𝑠)

𝑡 − 𝑢
(

𝑡𝑥

𝑢
− 𝑡𝛼 − 𝑦 − 𝛼𝑡

−𝑥 + 𝛼𝑢 + 𝑦 − 𝛼𝑡
) 

= 𝛼𝑠 +
𝑡𝑥 − 𝑢𝑦 − 𝑠𝑥 + 𝑎𝑠𝑢 + 𝑠𝑦 − 𝑎𝑠𝑡

𝑡 − 𝑢
=

(𝑡 − 𝑠)𝑥 + (𝑠 − 𝑢)𝑦

𝑡 − 𝑢
 

 

بر ی مقااب  ی ررکت بر سدم  ا ادق ر   x=0س با   ن    u=0بر ی  ب  همان رورم ک   ر رس بط مب    ن ی 

 ر بع  ی  یر ر  خو هی    نت:

𝑏[1] + 𝑧[12]𝑧[22]
−1 (

0
𝑦 − 𝑏𝑡

) = 𝛼𝑠 +
(0, 𝑠)

𝑡 − 𝑢
(

0
𝑦 − 𝑏𝑡

) =
𝑎𝑠𝑡 + 𝑠𝑦 − 𝑎𝑠𝑡

𝑡
=

𝑠𝑦

𝑡
 

 خو هی    نت: 5همن ی  بر  اا  مکی  نماره 

𝜎−2(∑[11] − ∑[12]∑[22]
−1∑[21]) = 𝑠 −

(𝑢, 𝑠)

𝑡 − 𝑢
(

𝑡 − 𝑠
−𝑢 + 𝑠

) =
𝑠𝑡 − 𝑠𝑢 − 𝑢𝑡 + 𝑠𝑢 + 𝑠𝑢 − 𝑠2

𝑡 − 𝑢
 

 

=
(𝑠 − 𝑢)(𝑡 − 𝑠)

𝑡 − 𝑢
 

 

 ب   ی  ترتیآ  ربام کام  مم نو ی

 ( ررکت بر سدم تواط پ  بر سدم نبی  اا ی نقه  اتی2 ر نک  نماره)
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 ( ررکت بر سدم تواط پ  بر سدم2نک )
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 حرکت براونی هندسی:

ر مم رس  ررکت بر سدم ه قام یکم     دو   نرهی قهای تیا نم ما  ک   ر  کار مقل های ریاضیام ما م ب  کا

مم بانیقی ر بس  م قم   ر خییوک کاربر   ی  دو     نرهی قها ب  طور ماییی  بق. نقی بر اا  تدری    

𝜎2س س ریادس  𝑎𝜖𝑅ی  ررکت بر سدم ه قام با  دقر ف  𝑡≥0(𝑋𝑡) ر ش نرهی ق تییا نم   > مم بانق   0

 ر ی مدا     یار دری  تیا نم  یر بانق:مو بم ب 𝑡≥0(𝑋𝑡) مر س ن ط  مر 

𝑑𝑋𝑡

𝑋𝑡
= 𝑎𝑑𝑡 + 𝜎𝑑𝑊𝑡 

𝑎ی  ررکت بر سدم  ا ادق ر  ی  بدقی با  𝑡≥0(𝑊𝑡)ک   ر ر بع  ی نو   = 𝜎س  0 =   اتی 1

دک    یمات نبی  اا ی  ی  نرهی ق همادعورک   ر بات ذکر نق بایق مدا    ی  یار دری  تیا نم نو  ر  نو 

ی ماب  توم   ر خییوک مدا تم  یار دریی  تییا نم  ی   ات ک  مو ب  ی گود  مدا تم ب  رورم ی     

نرهی ق تیا نم مم بانق؛ س تااسم  ااام  ی  دو  مدا تم  یار دری   ر م ایر  با مدا تم  یار دری  مدمو م 

  ر همی  دک   داا    اتی

 مراول ب  دال)  ِ   ی و(  ا اا ه مم ک ی  ب  رورم  یر: بر ی ر  مدا     یار دری  نو     رسنم

𝑑𝑋𝑡

𝑋𝑡
= 𝑎𝑑𝑡 + 𝜎𝑑𝑊𝑡 

 با  د گر ل میری    طرنی    ری :

∫
𝑑𝑋𝑡

𝑋𝑡
= 𝑡𝑎 + 𝜎𝑊𝑡

𝑡

0

 

 ب  کار مم میری  با نر : x>0رال بر ی مقااب   د گر ل امت نپ     ی و ر  بر ی 

𝐹(𝑡, 𝑋𝑡) = ln (𝑋𝑡) 

 

𝑑(ln (𝑋𝑡)) =
1

𝑋𝑡
𝑑𝑋𝑡 +

1

2
(−

1

𝑋𝑡
2) (𝑑𝑋𝑡)

2    (∗) 

 رات با توم  ب  عبار م  یر:
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𝑑𝑡. 𝑑𝑡 = 𝑑𝑡. 𝑑𝑤𝑡 = 𝑑𝑤𝑡 . 𝑑𝑡 = 0 , 𝑑𝑤𝑡 . 𝑑𝑤𝑡 = 𝑑𝑡 

 

(𝑑𝑋𝑡)
2 = 𝑑𝑋𝑡 . 𝑑𝑋𝑡 

 مایگذ ری مم ک ی : (*)   ر رات مدا ل عبارم نو  ر

𝑑𝑋𝑡

𝑋𝑡
= 𝑑(ln (𝑋𝑡)) +

1

2
𝜎2𝑑𝑡 

 رال با مایگذ ری ک  عبارم نو   ر مدا     د گر ل  س ی    ری :

ln (
𝑋𝑡

𝑋0
) = (𝑎 −

1

2
𝜎2) 𝑡 + 𝜎𝑊𝑡 

 بگیری : expرات کانیرت ک  ت اا    طرنی  ی  

𝑋𝑡 = 𝑋0 ∗ 𝑒
{(𝑎−

1

2
𝜎2)𝑡+𝜎𝑊𝑡}   

  

𝑑𝑋𝑡  ک  عبارم نو  مو ب مدا     یار دریی  تییا نم  

𝑋𝑡
= 𝑎𝑑𝑡 + 𝜎𝑑𝑊𝑡    یا همان ررکت بر سدم ه قام

  اتی

 

 

 

 

 

 

( دمود   ی    ررکت بر سدم ه قاییم با پار م رهای م ااسم  اییتی ت ل ب  ذکر  اییت ک  بردام  ی   3نییک )

 مم بانق س کقهای بردام   ر  د اای همی  بس  ضمیم  نقه  اتی Rی تای  نقه تقت درل  نز ر کام یوتر
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 ( نبی  اا ی ررکت بر سدم ه قام3نک )

 

 حرکت براونی هندسی با پرش) حرکت انتشار پرش مرتن(:

 نم نقیق مقل ررکت بر سدم ه قایم بر ی هن  ا      اری های  مادم ک   ر هداا پرش ها یا تکان های تیا 

سمو    ر  م اایآ دمم بانیقی  ر ر ی ت  ی  مقل ما ر ب  بر  ش پرش  ر رسدق ایری  مادم دیرتی مرت  با    

 پرش ر  ب  رورم  یر مدرنم کر :- نزس ن بس  پو ا  ب  مقل ررکت بر سدم ه قام مقل  د شار

 

𝑑𝑋𝑡

𝑋𝑡
= 𝑎𝑑𝑡 + 𝜎𝑑𝑊𝑡 + 𝑘𝑑𝑁𝑡 
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نرهی ق تییا نم پو ای  س  ر ر ی ت بیادگر تدق   پرش های مومو   ر اری  مادم مم    𝑁𝑡ک   ر مدا    نو  

  دق  ه ی پرش  ر رسدق اری  مادم ر  مشسا مم ک قی 𝑘بانقیت ل ب  ذکر  ات ک   ر مدا    نو  

 ب  رورم  یر تدری  مم نو : 𝑁𝑡تابت نگا م  ر مال نرهی ق 

𝑃(𝑁𝑡 = 𝑛) = 𝑒−𝜆𝑡
(𝜆𝑡)𝑛

𝑛!
 

ب  م مور ر   ی  مدا    دیز مجق  ً مم تو ن        ی و باره مرییت؛ ک  پس    ب  کارمیری  ی     مو ب داایم 

 ب  رورم  یر خو هق نق:

𝐹(𝑡, 𝑋𝑡) = ln (𝑋𝑡) 

 

𝑑 ln(𝑋𝑡) = (𝑎 −
𝜎2

2
) 𝑑𝑡 + 𝜎𝑑𝑊𝑡 + ln(1 + 𝑘𝑛) 𝑑𝑁𝑡 

 

𝑋𝑡 = 𝑋0 ∗ 𝑒
{(𝑎−

1
2
𝜎2)𝑡+𝜎𝑊𝑡+ ∑ ln(1+𝑘𝑛)

𝑁𝑡
𝑛=1 }

 

 

همادعورک  مشاهقه مم نو  مو ب داایم   ر ی ا  بس   ات  مرمت  سل رسدق  مادم ک  مربوط ب  تغییر م 

میادگی  ایری  مادم مم بانق  بس   سل دواادام س نوک های تیا نم س مرمت اول پرش های مومو   ر  

  مادم ر  بر  ش مم ک قی اری

 

 ( نبی  اا ی  ی  نرهی ق ر  دشان مم  هقی4نک )
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 پرش( -( ررکت بر سدم ه قام با پرش)مقل  د شار4نک )

 نتیجه گیری:

کمیت ها س م غیرهای مرتبط با ریاضیییام ما م ماد ق میمت اییاال  فرآ نرهی قهای تیییا نم مم بانیی قی ر  ی  

  مام ری  مقل های مربوط ب  خادو  ه نرهی ق تیییا نم ررکت بر سدم پر  خ   تق یق اییدم نییقه تا ب  برخم  

نیو  س ضیم  بررام مو ر  کاربر ی  ی  مقل ها ب  تااسم های هدان دیز  ناره نو یبا بررام کاربر های نو    

بدیت ت ی  د یج  راری  نق ک    ن    بز رهایم بر ی نبی  اا ی مریر ن ی  نرهی قهایم ک     ررکت بر سدم  

 مم ک  ق ما  س  ااام مم بانقی

 

 ر پایان     رمام س کم  های عرمم  س  سات بریار  ر نم ق م اب همایان مقمق عریز  ه س مقمقعرم مر  ی 

 کمال مقر   دم س ا ا  ر    رلی
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## GBM model 

GBM=function(x0,mu,sigma,N){ 

  sigma2=sigma^2 

  drift=(mu-(sigma2/2)) 

  w=cumsum(rnorm(N)) 

  r=drift+(sigma*w) 

  xt=x0*exp(r) 

  tx=ts(xt) 

  return(tx) 

} 

x=GBM(1,0.05,0.01,500) 

y=GBM(1,0.08,0.02,500) 

z=GBM(1,0.1,0.05,500) 

 

library(ggplot2) 

ind=1:500 

d=data.frame(ind,x,y,z) 

a=ggplot(d,aes(ind)) 

a=a+geom_line(aes(y=x,colour="mu=0.05,sigma=0.01")) 

a=a+geom_line(aes(y=y,colour="mu=0.08,sigma=0.02")) 

a=a+geom_line(aes(y=z,colour="mu=0.1,sigma=0.05")) 

a 

############ END Geometric Browinian Motion(GBM) 
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##GBM with Jump 

GBMJ=function(x0,mu,sigma,landa,delta,N){ 

  sigma2=sigma^2 

  drift=(mu-(sigma2/2)) 

  w=rnorm(N) 

  Nt=rpois(N,landa) 

  wt=cumsum(w) 

  r=drift+(sigma*wt) 

  p=(1-delta)^Nt 

  S=x0*exp(r)*p 

  S=ts(S) 

  return(S) 

} 

x=GBMJ(1,0.05,0.01,1,0.02,500) 

ind=1:500 

df=data.frame(ind,x) 

g=ggplot(df,aes(ind)) 

g+geom_line(aes(y=x,colour="GBM with Jump")) 

 ##END GBM with Jump 
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