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 مقدمه 

ضَد، دس گاّی اٍلات یه پست خاظ دس یه ساصهاى تا ووثَد ًیشٍی اًساًی سٍتشٍ هی

حالیىِ ّویي پست دس صهاى ّای دیگش تا تَسم ًیض سٍتشٍ تَدُ است . هَخَدی اًثاس 

هی سسذ ٍ تِ تَلف خف تَلیذ هٌدش هی ضَد دس  0ساصهاى ّا ًیض تؼؿی اٍلات تِ 

اًثاس تسیاس صیاد است ،ٍ یا تا خشاب ضذى هاضیٌی  غَستیىِ دس اٍلات دیگش هَخَدی

ّای صیادی سا تاتت تؼویشات ٍ ًگْذاسی ٍ واّص تَلیذ  هلاحظِ هی ضذ وِ ضشوت ّضیٌِ

هتحول هی ضَد ، ّوچٌیي فشٍش ساصهاًْا گاّی اٍلات ون تش اص تَلیذ تَد. ٍ صهاًی ّن 

 تماؾا تشای هحػَلاتطاى تیص اص تَلیذ تَدُ است .

 ی ضَد وِ اغلة ساصهاى ّا تا چٌیي هطىلاتی سٍتشٍ ّستٌذ . چگًَِ هلاحظِ ه

تَاى سیاست ّایی سا تشگضیذ وِ سٍیاسٍیی تا چٌیي هسائلی سا تِ حذالل هوىي تشساًذ هی

 یىی اص الگَّایی وِ دس ایي هَاسد تِ یاسی ساصهاى ّا هی ضتاتٌذ 

دفی دس هذیشیت هكشح صًدیشُ ّای هاسوَف است وِ تِ ػٌَاى یىی اص فشایٌذّای تػا

 است . 

ّا(ی پی ّا )صهاىتن ًیشٍی اًساًی ساصهاى یه فشد دس ساصهاى یه فشد دس سالسدس سی

دس پی هوىي است دس پست ّای گًَاگًَی لشاس گیشد ٍ گاّی اٍلات یه پست تا ووثَد 

ًیشٍ ٍ یا هاصاد ًیشٍ سٍتشٍ خَاّذ تَد وِ صًدیشُ ّای هاسوَف هی تَاًذ هَخَدی 

اًساًی ّشچِ پست سا دس صهاى آیٌذُ تِ قَس احتوالی تشاساس سًٍذ گزضتِ ًطاى  ًیشٍی
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داُ ، ساصهاى سا اص هَلؼیت احتوالی خَد دس آیٌذُ اص لحال ًیشٍی اًساًی تا خثش وٌیذ تا 

 تتَاد تؼذلات لاصم سا دس هَسد هاصادّا  ٍ ووثَدّا اًدام دّذ.

سیستن ًیشٍی اًساًی ، تؼذاد ًیشٍی  گی  هطخػِ )پاساهتش( هَسد تشسسیژدس ایٌدا ٍی

 هَخَد است وِ تِ ػٌَاى یه فشایٌذ تػادفی هَسد ًظش است . 

هیضاى هَخَدی اًثاس دس یه سیستن اًثاسداسی دس ّش لحظْای اص صهاى هوىي است 

هتفاٍت تاضذ . صًدیشُ ّای هاسوَف هیضاى هَخَدی دس ّش لحظِ اص صهاى سا تِ ػٌَاى 

یستن تشسسی وشدُ ٍ سكح هَخَدی احتوالی سا تشآٍسد هی وٌذ ٍ  پاساهتشهَسد ًظش دس س

 ّادی ساصهاى ّا تشای ًگْذاسی هَخَدی دس سكح تْیٌِ است .

صًدیشُ ّای هاسوَف پیص تیٌی هی وٌذ وِ یه هاضیي دس خف تَلیذ ، دس چِ ٍؾؼیتی 

 خَاّذ تَد ٍ تٌاتش ّضیٌِ ّای هختلف تْتشیي سیاست تؼویش ٍ ًگْذاسی چیست ؟

ضاى فشٍش یه ساصهاى دس آیٌذُ تش اساس صًدیشُ ّای هاسوَف لاتل پیص تیٌی است هی

 تا تتَاى تَلیذی هتٌاسة تا فشٍش داضت .
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 فرایندهای تصادفی 

تؼشیف هی ضَد وِ   [Xt]یه فشایٌذ تػادفی تِ ػٌَاى یه هدوَػِ هتغیشّای تػادفی 

هدوَػِ اػذاد  Tاظ وِ غالثاً  هؼشف صهاى است ، دس سشتاسش هدوَػِ خ Tضاخع 

سا تیاى هی وٌذ .  Tیه هختػش لاتل اًذاصُ گیشی دس صهاى  X t غحیح غیش هٌفی است ٍ

هی تَاًذ تیاًگش هدوَػِ سكَح  …,X1+X2+X3تشای هثال فشایٌذ تػادفی تػادفی 

هَخَدی ّفتگی )هاّاًِ( هحػَل ، فشٍش ، ًیشٍی اًساًی هَخَد سالاًِ )فػلی( تِ 

 تاضذ . …1,2,3ی تشتیة تشای صهاى ّا

تشسسی حشوت یه سیستن وِ تشای دٍسُ ّای صهاًی پی دس پی ػول هی وٌذ ، غالثا تِ 

 تدضیِ ٍ تحلیل یه فشایٌذ تػادفی تا ساختاس تػادفی خاظ هٌدش 

هی ضَد. تذیْی است ٌّگاهی وِ یه سیستن هَسد تشسسی لشاس هی گیشد ، حالتْای آى 

 تشد . هی تِ سش  Xtدس حالت   tسیستن دس صهاى 

دس فشآیٌذّای تػادفی ، ّش سیستن تٌْا اص یه خٌثِ یا یه هطخػِ هَسد تشسسی لشاس 

هطخع هی ضَد وِ سیستن دلیماً دس حالتی  2ٍ1دس ًماـ خاظ تا ... ٍ tهی گیشد . صهاى 

 هٌحػش تِ فشد لشاس هی گیشد . 

ي است فاغلِ آًْا ًماـ صهاًی هوىي است تا فاغلِ یىساى اص یىذیگش تاضٌذ یا ایٌىِ هوى

 تا تَخِ تِ حشت ولی سیستن وِ فشایٌذ تػادفی دس آى هحاـ ضذُ است ، هتغیش تاضذ .
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گشچِ هوىي است ّش یه اص حالتْا حىایت اص یه ٍیژگی ویفیتی هثل خَدب یا تذ تىٌذ اها 

ًوایص دادُ هی ضًَذ . تٌاتشایي تَغیف سیاؾی سیستن فیضیىی  0ٍ  1ٍ  2تا ًوادّای ... 

  …,T=0,1,2است وِ هتغیشّای تػادفی دس صهاى   [Xt]شایٌذ تػادفی تػَست یه ف

ػذد غحیح  (M+1)هطاّذُ هی ضًَذ ٍ ّش هتغیش تػادفی هوىي است یىی اص 

0,1,2,…M . حالت هوىي تاضذ 

 زنجیره ها مارکوف 

 ,jE  Eصًدیشُ هاسوَف ًاهیذُ هی ضَد اس تشای ّش  یه TEN]   X=[X t,فشایٌذ تػادفی

TEN  ضشـ صیش غادق تاش وِ دس آىE  . یه هدوَػِ لاتل ضواسش است 

P[X t+1 =j = j[x0, x1, x2…xt] = p[xt = j I  xt] 

است تِ ضشـ ایٌىِ دس  Jدس حالت  T+1ػثاست فَق تیاًگش احتوال ٍخَد سیستن دس صهاى 

حالت سیستن هطخع ٍ حالتْای سخ دادُ لثلی هطخع تاضذ. تٌایشایي یه  Tصهاى 

است دس ایي هَسد گفتِ هی  Tهاسوَف ، یه سضتِ اص هتغیشّای تػادفی تشای  صًدیشُ

خَاّذ  Jدس حالت   t+1داسد ، دس صهاى  Tضَد وِ فشایٌذ تا تَخِ تِ حالتی وِ دس صهاى 

 تَد.

« پیطاهذ»آیٌذُ تشاساس « پیطاهذ» دس ٍالغ خاغیت هاسوَفی تا حالت احتوال ضشحی ّش 

اص پیطاهذّای لثلی هستمل است  فشآیٌذ فمف تِ  Xt+1 =jیٌذُ فؼلی یىساى است ،  ٍ حالت آ

 حالت فؼلی سیستن تستگی داسد .

 jتِ  iاحتوال اًتمال سیستن اص حالت  E ε j   ٍiتشای  P[Xt+1 = j I Xt=i]احتوال ضشقی 

ّا سا تا تَخِ تِ حالتْای یه سیستن تا یه آسایص هشتؼی  Pijًاهیذُ هی ضَد . هؼوَلاً 
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 Xاست وِ هاتشیس اًتمال صًدیشُ هاسوَف  Pٌٌذ ٍ ًتیدِ  آى هاتشیس هشتغ هشتة هی و

 ًاهیذُ هی ضَد. 

 

 

   E ε   i =1 ٍ ب( تشای ّش  E ε   iٍj ،0  Pijدس هاتشیس م ، الف تشای ّش   

است . هاتشیس اًتمال یه صًدیشُ ، هاتشیس هاسوَف ًیض ًاهیذُ هی ضَد . هَسد الف 

تضسگتش یا هساٍی غفش  jتِ حالت  iتوال ٍسٍد سیستن اص یه حالت تیاًگش ایي است وِ اح

است ٍ هَسد تیاى هی وٌذ وِ هدوَع  احتوالات ّش سكش تایذ هساٍی یه تاضذ چَى یه 

سیستن تِ احتوال غذدسغذ دس یىی اص هدوَػِ حالتْای هوىي دس ّش لحظِ  اص صهاى 

 تاضذ ،   1 ٍاگش هدوَع احتوالات ّش ستَى ًیض تشاتشخَاّذ تَد ، 

 آى سا هاتشیس اًتمال هؿاػف گَیٌذ. 

 یه صًدیشُ هاسوَف ًاهیذُ   (…,t=0,1)ٍ    [Xt]تكَس خلاغِ یه فشایٌذ تػادفی 

 هی ضَد . اگش هَاسد صیش غادق تاضٌذ :

 ٍخَد تؼذاد هحذٍدی اص حالتْا  -1

 داضتي خاغیت هاسوًَی )غذق احتوالات ضشقی( -2

یذاس ،  ّش سیستن پس اص هذت قَلاًی تِ سوت احتوالات ٍخَد احتوالات اًتمال پا -3

 وٌذ.اًتمال پایذاس هیل هی
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 )داضتي هاتشیس اًتمال اٍلیِ(i تشای ّش  i]  P[x0=ٍخَد یه هدوَػِ احتوالات اٍلیِ -4

 ولوَگَسف  –هؼادلِ چپ هي 

Pij (n)  احتوال اًتمال سیستن اص حالتi  تِ حالتj  ِدس هشحلn  ِچپ هي  ام است . هؼادل– 

 است :  nولوَگشٍف ویاسٍش تشای هحاسثِ ایي احتوال اًتمال دس هشحلِ 

 

هشحلِ ، دلیماً  تؼذ  nدس  jتِ  iایي هؼادلِ غشفاً خاقشًطاى هی وٌذ وِ تشای سفتي اص حالت 

خَاّذ تَد . تٌاتشایي   Kاست ( دس حالت   nهشحلِ ی لثل اص هشحلِ  7هشحلِ ) وِ  Vاص 

V  0         ٍ         ّواى احتوال ضشقی است وِ فشایٌذ تا ضشٍع

 هشحلِ n-vهی سسذ ٍ پس اص    kهشحلِ تِ  7تؼذ اص هشحلِ  iحالت اص 

 هی سٍد. jتِ حالت  

  nیؼٌی هاتشیس اًتمالی هشحلِ  Pnتشای هحاسثِ هاتشیس   دس ٍالغ هحاسثِ 

 دس خَدش هؿشب  تاس P  ،n، هاتشیس     Pnتِ واس هی سٍد ٍ تشای تذست آٍسدى 

 خَاّذ تَد.  ّواى     Pnدس هاتشیس  Pijهی ضَد ٍ 

 ←دستِ تٌذی حالت ّا دس صًدیشُ ّای هاسوَف 

صهاى  Tتاضذ ٍ  Pٍ هاتشیس اًتمال   Eیه صًدیشُ هاسوَف تا فؿای حالت xفشؼ وٌیذ 

خَاّذ  Jتاضذ؛ یؼٌی دس آیٌذُ تاسی وِ سیستن دس حالت  Jاٍلیي هلالات سیستن  حالت 

 است. Tتَد صهاى 
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 تاصگطتی ًاهیذُ هی ضَد اگش Jحالت   1TPj  تاضذ دس ٍالغ اگش سیستن غذ دس غذ

 تاصگطتی است. jتشگشدد حتی دس تلٌذ هذت حالت  jتتَاًذ هدذداً تِ حالت 

دس غیش ایي غَست اگش   0TPj  ،تاضذJ ل ًاپایذاس ًاهیذُ هی ضَد. یؼٌی احتوا

 ٍخَد داسد ٍلی غذ دس غذ ًیست. Jتاصگطت سیستن تِ حالت

تِ ػٌَاى  2ًاهیذُ هی ضَد اگش  هتٌاٍب تا دٍسُ تٌاٍب  Jیه حالت تاصگطتی 

 تضسگتشیي ػذد غحیح دس ضشـ صیش غادق تاضذ.

 ,1,  nTPj  

تِ قَض هتٌاٍب تا فاغلِ ّای ظهاًی یکساى تعضگتط اظ  jیؼٌی تاظگطت سیستن تِ حالت 

زاضای زٍضُ تٌاٍب  jذَاّس تَز. تِ ػثاضت زیگط گفتِ هی ضَز حالت  1 313   است

کِ   0nPjj  ِتاضس زض حالی کn  ِتj  ٍ قاتل تقسین ًثاضس  کَچکتطیي ػسزی تاضس

تِ  4ٍ3ٍ2ٍ0ای ایي ذاغیت است، تطای هثال احتوال زاضز کِ فطایٌس زض ظهاى ...ٍکِ زاض

 تطسس. jحالت 

  jهی ضسس پس حالت jتِ حالت  2زض ایي غَضت ایي سیستن تا فاغلِ ظهاًی هتٌاٍب 

تِ قسوتی ٍجَز زاضتِ تاضس کِ  s+1,sػسز هتَالی  2است اگط  2زاضای زٍضُ تٌاٍب 

 1تاضس گفتِ هی ضَز کِ حالت زاضای زٍضُ تٌاٍب  jزض حالت  s+1,sفطایٌس زض حالتْای 

ضا غیط هتٌاٍب  jًثاضس ،  2jاست ٍ یک حالت غیط هتٌاٍب است، زض حقیقت اگط 

 گَیٌس.
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قاتل حػَل تاضس آى گاُ تِ  Jًیع اظ حالت  Iقاتل حػَل ٍ حالت  Iاظ حالت  jاگط حالت 

ضَز تكَض کلی الف( ّطحالت تا ذَزش تؼاهل هی کٌس  تؼاهلی گفتِ هی I  ٍJحالت 

ٌّگاهی کِ     101

0
 iiXXPPii  تاضس ، ب( اگط حالتI  تا حالتj  زض تؼاهل تاضس

تا حالت  Jتا حالت  Iزض تؼاهل است ٍ ّن چٌیي ج( اگط حالت  Iتا حالت  Jآى گاُ حالت 

K  زض تؼاهل تاضس.آى گاُ حالتI  تا حالتK  ت.زض تؼاهل اس 

اگط ذاضج اض یک هجوَػِ اظ حالت ّای یک سیستن ّیچ حالت زیگطی ٍجَز ًساضتِ 

تاضس آى ضا یک هجوَػِ تستِ هی گَیٌس. تِ ػثاضتی اگط سیستن ٍاضز آى هجوَػِ 

 هجوَػِ ّای  1حالتْا ضس زیگط اظ آى هجوَػِ ذاضج ًوی ضَز هثلا زض ضکل ضواضُ 

?a,c,e? ٍ>a,b,c,d,e. تستِ ّستٌس > 

گطاف اًتقال ظًجیطُ هاضکَف هاتطیس اًتقال ظیط است کِ فؿای حالت  1ضکل ضواضُ 

 است: E={a,b,c,d,e}آى 

            

























2/103/103/1

04/102/14/1

3/203/100

04/304/10

002/102/1

e

d

c

b

a

P 
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تاضس ،  0ijPزایطُ ّا  تیاًگط حالت ّاست ٍ پیکاى زض غَضتیکِ  1زض ضکل ضواضُ 

سكط ٍ ستَى زٍم ٍ چْاضم هاتطیس ظیط تِ زست هی آیس کِ  ضسن هی ضًَس تا حصف

 است: {a,c,e}تیاًگط هجوَػِ تستِ 





















3/13/13/1

3/23/10

02/12/1

eca

e

c

a

Q 

ظیط حاغل هی ضَز کِ تجطیِ  pتا تجسیس ًظط ًَضتِ ضَز هاتطیس  pاگط هاتطیس اًتقال 

 ٍ تحلیل ضا ضاحت تط هی ساظز:





























4/12/1004/1

4/34/1000

003/13/13/1

003/23/10

0002/12/1

0dbeca

e

d

c

b

a

P 

 ًاپایساضًس. d,bتاظگطتی غیط هتٌاٍب ٍ حالتْای  a,c,eتسیي تطتیة حالتْای 

یک هجوَػِ تستِ ضا کِ ّیچ ظیط هجوَػِ تستِ هٌاسثی ًساضتِ تاضس یک هجوَػِ 

تفکیک ًاپصیط گَیٌس. اگط یک ظًجیطُ هاضکَف تٌْا یک هجوَػِ تستِ تاضس آى ضا 

ًاپصیط ًیست ظًجیطُ هاضکَف تفکیک ًاپصیط گَیٌس. زض هثال قثل توام ظًجیطُ تفکیک 

ک هجوَػِ تستِ ی {a,b,c}چَى ذَز زاضای یک ظیط هجوَػِ تستِ است اها هجوَػِ 

تفکیک ًاپصیط است. اگط زض یک هجوَػِ تستِ یک حالت اظ ذَزش حاغل ضَز آى ضا 

 زض یک حالت جاشب گَیٌس.
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تاضس آى حالت  1یؼٌی تِ ذَزش  Iتِ حالت  Iاگط احتوال ٍضٍز یک سیستن اظ حالت 

ست چَى تا ٍضٍز یک فطایٌس تِ حالت هصکَض فطایٌس زیگط اظ آى ذاضج ًرَاّس جاشب ا

، iiPضس ٍ ایي حالت فطایٌسضا  جصب ذَاّس ًوَز تِ ػثاضت زیگط ، احتوال اتقای حالتی 

 جاشب ذَاّس تَز. Iیک تاضس حالت 

 چگًَِ احتوالات حالت زض ظهاى تغییط هی کٌس؟

اٍت احتوالات تطای حالتی زض ظًجیطُ هاضکَف هتفاٍت است؛ یؼٌی زض ظهاى ّای هتف

 یکساى ًیست. n+1,nاحتوال تطای ضخ زازى حالت ذاغی زض ظهاى ّای 

احتوال ایٌکِ فطایٌس زض ظهاى اٍلیِ زض ّط یک اظ حالت ّا تاضس هطرع است تطای 

ل اًتقال کِ تسست آٍضزى احتوالات حالت زض ظهاى تؼس ، احتوال حالت اٍلیِ زض احتوا

زض هاتطیس اًتقال ؾطب هی ضَز تا احتوال ٍجَز فطایٌس زض ّط یک اظ حالتْا زض زٍضُ 

ظهاًی تؼس هطرع ضَز . فطؼ کٌیس هاتطیس اًتقال یک فطایٌس ذاظ ظًجیطُ هاضکَف 

 ایٌگًَِ تاضس: n=0تِ غَضت ظیط تاضس ٍ احتوالات حالت اٍلیِ یؼٌی 

   





















75/015/01/0

1/08/01/0

05/005/09/0

2/035/045/0
000

P

PPP CBA

 

هی ضَز یؼٌی  1حظِ هی ضَز هجوَػِ احتوالات حالت اٍلیِ زض سَ  چٌاًچِ هلا

احتوال ٍجَز فطایٌس زض یکی اظ سِ حالت غس زض غس است. اها احتوالات حالت جسیس 
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تا ؾطب احتوالات حالت اٍلیِ تػَضت هاتطیس سكطی زض هاتطیس اًتقال  n=1تطای زٍضُ 

 تسست هی آیس:

           




































2075/03325/046/0
75/015/01/0

1/08/01/0

05/005/09/0

2/035/045/0

111000

CBACBA PPPPPP 

 تػَضت ظیط تسست آهسُ است: n=1ط یؼٌی احتوال جسیس تطای ظهاى اٍلیي ػٌػ

  (n=0)احتوال حالت اٍلیِ  x; احتوال اًتقال  (n=1)احتوال حالت جسیس 

 
4600/0

0200/01/020/0

0350/01/035/0

4050/09/045/0

1








AP

x

x

x

 

تقیِ احتوالات ًیع ّویي گًَِ تسست آهسُ است زقت ضَز کِ احتوال ٍجَز فطایٌس زض 

ْا تیطتط است، ٍ ایي تِ ذاقط اًتقال اظ حالتْای زض زٍضُ ، تؼس اظ تقیِ حالت Aحالت 

 زیگط تِ ایي حالت است.

 تِ زٍ قطیق ظیط هی تَاى ػول کطز:  n=2ُتطای تسست آٍضزى احتوالات حالت زٍض

 زض هاتطیس اًتقال ، تسیي تطتیة ؾطب هی ضَز: n=1الف( احتوالات حالت زٍضُ 

           




































211875/0320125/0648/0
75/015/01/0

1/080/01/0

05/005/09/0

2075/03325/046/0

222111

CBACBA PPPPPP

ؾطب هی  2Pزض تَاى زٍم هاتطیس اًتقال ، یؼٌی  n=0( احتوالات  حالت زٍضُ ب

 ضَز:
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



















































5825/02375/01800/0

1600/06600.01800/0

0875/00925/08200/0

75/015/01/0

1/08/01/0

05/005/09/0

75/015/01/0

1/08/01/0

05/005/09/0
2P 

 ؾطب ضَز: 2Pزض n=0اکٌَى تایس احتوالات حالت اٍلیِ 

           




































211875/0320125/0468/0
5825/02375/01800/0

1600/06600/01800/0

0875/00925/08200/0

20/033/045/0

222000

CBACBA PPPPPP

ت ٍ احتوال ٍجَز فطایٌس زض ظهاى هَضز یکساى اس 2ظِ هی کٌیس کِ پاسد زض ّط هلاح

n=1  زض حالتْایC,B,A  زض ظهاى  0/2075، 0/3325، 0/46تِ تطتیة ٍn=2  0/468تِ تطتیة ،

ذَّس تَز تِ ّویي تطتیة هی تَاى تطای زٍضُ ّای تؼس ًیع ػول  0/211875، 0/320125

اتطیس ؾطب ام هnضا زض تَاى  n=0یا احتوالات حالت اٍلیِ  nکطز ٍ تطای ّط ظهاًی اظ 

ضا زض هاتطیس اًتقال ؾطب کطز. ایٌک اظ  n-1ًوَز ٍ یا تایس احتوالات حالت زٍضُ 

 هحاسثات غطف ًظط ٍ احتوالات حالت تطای چٌس زٍضُ اًتراتی اضائِ هی ضَز:

N=30 N=25 N=20 N=15 N=10 N=1 N=0 ُزٍض 

0/49994 0/49982 0/49942 0/49824 0/49466 0/46 0/45  n

AP 

0/28575 0/28584 0/28610 0/28693 0/28970 0/3325 0/35  n

BP 

0/21431 0/21434 0/21448 0/21483 0/21483 0/2075 0/20  n

CP 

احتوال حالتْا ًیع تغییط کن تطی هی کٌٌس. ایي  nچٌاًچِ هلاحظِ هی ضَز تا افعایص 

ٌس کِ احتوالات حالت هوکي است تِ سوت یک هجوَػِ ثاتت ّن گطا اهط زلالت هی ک

ضًَس ٍ سطاًجام تسٍى تغییط  تاقی تواًٌس. زض ایي ًقكِ فطایٌس تِ یک حالت پایساض هی 
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ضسس ٍ زض ّواى حالت تاقی ذَاّس هاًس تا ایٌکِ اػوال ذاضجی احتوالات ضا تغییط 

 زٌّس.

تِ تطتیة تقطیثا تطاتط  C,B,Aپایساض تطای  زض جسٍل هلاحظِ هی ضَز کِ احتوالات حالت

ّستٌس؛ یؼٌی زض تلٌس هست اًتظاض هی ضٍز احتوالات حالت تِ ایي  0/5 ,0/286 ,0/214تا 

هقازیط تطسٌس. ایي ًطاى هی زّس کِ تاثیط پصیطی فطایٌس زض ظهاى قَلاًی اظ حال حاظط 

 ًاچیع هی ضَز.

 محاسبه احتمالات حالت پایدار

ى احتوالات پایساض تِ قطیقی کِ زض فَ  آهسُ است ظهاى ظیازی ًیاظ تطای تسست آٍضز

زاضز. تِ هٌظَض اضائِ یک ضاُ حل کَتاُ ، احتوالات اظ قطیق ػولیات هاتطیسْا هحاسثِ 

 هی ضَز.

ّواى گًَِ کِ هلاحظِ ضس، احتوال ٍضٍز تِ یک حالت ذاظ ، تا ؾطب احتوال زض 

زست هی آیس. تطای هثال فَ  ضٍاتف ظیط  هقازیط هطتَـ زض ستَى هاتطیس اًتقال تِ

 تطقطاض است:

CBAC

CBAB

CBAA

PPPP

PPPP

PPPP

75/01/005/0

15/08/005/0

1/01/09/0







 

یا تِ ػثاضتی تاضس  1قثلا ًیع تیاى ضس کِ جوغ ّط سكط زض هاتطیس اًتقال تایس تطاتط 

تاضس ٍ ایي هكلة  1احتوال ٍجَز فطایٌس زض هجوَع حالتْای ذَز تایس هؼازل 

1  هحسٍزیت ظیط ضا اػوال هی کٌس: CBA PPP 
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 هؼازلِ فَ  احتوالات حالت  4تا حل 

 پایساض تطای ّط حالت تسیي تطتیة تسست ذَّس آهس :

CBACBACBAA PPPPPPPPPP  1/01/01/01/01/09/0 

CBتاضٌس تا استفازُ اظ  1ٍ چَى توام احتوالات تایس زض هجوَع  PP   تطایAP  هی تَاى

 ایٌگًَِ ًَضت:

 

  5/05/0

5/01221





CCA

CBCBCBCA

PPP

PPPPPPPP 

 ٍ تٌاتطایي:

5/0,5/0تاقطاض زازى   ACB PPP : ِزض هؼازلِ زٍم زیسُ هی ضَز ک 

   

28571/021429/05/0

21429/015/05/08/05/005/05/0





B

CCCC

P

PPPP 

 ٍ هجوَػِ احتوالات حالت پایساض ایٌگًَِ ّستٌس:

2142928571/05/0  CBA PPP 

 کِ تا هحاسثات قثلی تَافق زاضز.

احتوالات حالت پایساض یا حسی تیاًگط ایي است کِ زض  زض ٍاقغ n

ijP  ٌِّگاهی کn  ِت

سوت تی ًْایت حطکت هی کٌس، حسآى یؼٌی  

n

n

ijPlim  تِ سوت یک هقساض ثاتت هیل

 هی کٌس ، یؼٌی ّط سكط آى ّن چَى هؼازلِ ظیط ذَاّس تَز:
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 




n

j

n

ijplim 

 nٍقتی کِ ایي احتوالات حسی غیطضطقی کِ اظ احتوالات اٍلیِ ٍ ظهاى پاضاستِ 

 هستقل ّستٌس ٍجَز زاضًس، هی تَاى آًْا ضا اظ ضاتكِ ظیط تسست آٍضز:

  pnn

nn

1limlim  


 

,...,فطؼ کٌیس کِ  10   تِ غَضت تیاًگط تطزاض احتوال حسی تاضس، آى گاُ ضٍاتف

ظیط زض ذَاّس آهس.

 

     




1limlim n

n
n

n  

  Pٍ تٌاتطایي 

هؼازلِ فَ  ، هؼازلِ ایستای ظًجیطُ هاضکَف ًاهیسُ هی ضَز ٍ حل آى تَظیغ ایستا 

گفتِ هی ضَز هوکي است زض تؼؿی اظ هَاضز تطای هؼازلِ ایستا حل ٍجَز زاضتِ تاضس 

 سی ٍجَز ًساضتِ تاضس.حتی ٍقتی کِ تَظیغ ح

تٌاتطایي ٍقتی کِ یک تَظیغ ػسزی ٍجَز زاضز ، ایي زلالت هی کٌس کِ تطای هؼازلِ 

ایستا حل ٍجَز زاضز ، ٍ ًتیجِ ایي تَظیغ ایستا ، تَظیغ حسی ) پایساض( است. اها ػکس 

آى غاز  ًیست ؛ یؼٌی ، ٍجَز یک حل تطای هؼازلِ ایستا تط ٍجَز یک تَظیغ حسی 

 ی کٌس. تطای آضٌایی تیطتط تِ هثال ظیط تَجِ کٌیس:زلالت ًو

 یک فطایٌس تػازفی ، هاضکَف ض ا تا هاتطیس اًتقال ظیط زض ًظط تگیطیس:
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









10

10
P 

 اکٌَى تطای هؼازلِ ایستا حل هی ضَز ٍ تطای تَظیغ ایستا تسست هی آیس:

    









01

01
,, 1010 

10کِ ًتیجِ هی ضَز کِ    110است. تا استفازُ اظ   تَظیغ ایستا

2

1
10   هی ضَز. اها آیا یک تَظیغ حسی ًیع ّست؟ قثیؼتاً ایي گًَِ ًرَاّس تَز

چَى کِ فطایٌس پیَستِ تكَض هتٌاٍب تغییط هی کٌس ٍ احتوال ایٌکِ زض یک حالت 

اًتراب ضسُ تستگی زاضز. ایي  Nضَز تِ هقساض ذاظ  زض آیٌسُ یافت 1یا  0ذاظ 

 تِ غَضت ظیط حاغل هی ضَز: Pهَؾَع تِ سَْلت تا ؾطب هتَالی هاتطیس 

 































01

10

10

01

nP 

حس  Pتٌاتطایي غطفا تا ٍجَز یک جَاب تطای  n

n

ijP


lim  ٍجَز ًساضز. ػلاٍُ تط ایي

 




n

nlim  ًیع ٍجَز ًساضز هگط زض غَضت 










2

1
,

2

یؼٌی تَظیغ احتوال اٍلیِ  10

هؼازل تا تَظیغ ایستاست ٍ تٌْا تطای  0 .ایي گًَِ است 

 



























2

1
,

2

1

01

10

2

1
,

2

11 

ٍ اظ ایي ضٍ  n :تػَضت ظیط زضهی آیس 

 ظٍج nتطای 

 فطز nتطای 
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n  تطای ّط  










2

1
,

2

1n  

 

 ریزی نیروی انسانیکاربرد زنجیره های مارکوف در برنامه 

تطًاهِ ضیعی ًیطٍی اًساًی یکی اظ هْن تطیي تطًاهِ ّای ساظهاًی است کِ تِ ضیَُ ّای 

هرتلف زض ایي ظهیٌِ اقسام هی ضَز. گاّی اٍقات اظ هسل ّای احتوالی تطای تطًاهِ 

هی کِ ًقل ٍ اًتقالات ٍ جاتحایی ّای ًیطٍی اًساًی ضیعی استفازُ هی ضَز. ٌّگا

ساظهاى تػازفی تاضس، هسل ّای احتوالی تِ کوک ذَاٌّس آهس کِ یکی اظ آًْا ظًجیطُ 

ّای هاضکَف است کِ ایي هسل ًقل ٍ اًتقالات احتوالی ًیطٍی اًساًی ضا پیص تیٌی هی 

 کٌس.

 جابجایی ها در نیروی انسانی

س تطیي ػَاهل تَلیس است کِ کٌتطل آى تطای ساظهاى اظ ًیطٍی اًساًی یکی اظ حسا

اضظش ٍالایی تطذَضزاض است ًقل ٍ اًتقالات ٍ جاتجایی ّای ًیطٍی اًساًی ًیع گاّی 

 اٍقات تطای آیٌسُ ساظهاى اّویت ظیازی زاضز.

ػلاٍُ تط ًقل ٍ اًتقالات زاذلی تیي پست ّا زض سیستن ًیطٍی اًساًی ّط ساظهاى ، 

ذطٍجی تطای ایي سیستن ٍجَز زاضز کِ ضاهل تطک ذسهت ّا ، اذطاج  تؼساز ٍضٍزی ٍ

ّا ، تاظًطستگی ّا ، فَت ّا ، هطذػی ّا ، حَازث ٍ هَاضزی زیگط هی ضَز کِ تِ 

ّوطاُ تغییط ضغل ّا ٍ اضتقاّا تطکیل زٌّسُ ًقل ٍ اًتقالات هی ضًَس. تكَض کلی ًقل ٍ 

 اًتقالات ایي سیستن تِ غَضت ظیط ذَاّس تَز:
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 ذطٍجی ّای 

 ًیطٍی 

 اًساًی 

 تاظًطستگی

 تطک ذسهت

 اذطاج

 فَت

 ساظهاى

 

اًتقال تیي 

 پست ّا

 استرسام ضسوی

 //قطاضزازی

 ضٍظ فطز

 هاهَضیت

 ٍضٍزیْای 

 ًیطٍی 

 اًساًی

زض ظًجیطُ ّای هاضکَف تطای تطًاهِ ضیعی ًیطٍی اًساًی یک هاتطیس اًتقال ٍجَز زاضز 

ًاهیسُ هی ضَز. زض ایي هاتطیس ، حالتْا ، پست ّا کِ هاتطیس اًتقال ًیطٍی اًساًی 

هی تاضٌس کِ یک هطز هوکي است زض ظهاى ّای هرتلف زض یکی اظ ایي پست ّا ) 

حالتْا( تاضس. زض هاتطیس هصکَض ػلاٍُ تط پست ّا تِ ػٌَاى حالتْا ، تایس تطای ٍضٍزیْا ٍ 

یس ّا ًیطٍ ذاضج ذطٍجی ّا ًیع حالت ّای جساگاًِ ای زض ًظط گطفت چَى اظ هاتط

ًوی ضَز ٍ سطاًجام تِ حالت ًْایی کِ ّواى ذطٍجی است هٌتقل هی ضَز. زض 

 Jتِ پست  Iتیاًگط احتوال اًتقال یک فطز اظ پست  ijPهاتطیس اًتقال ًیطٍی اًساًی ، 

 است.

 احتمالات انتقال نیروی انسانی 

ی ًسثی پیطاهس ) حالت( هَضز ًظط، ٍ قثق تؼطیف کلاسیک ، احتوال تست اظ فطاٍاً

 تسیي تطتیة تؼساز حالتْای هساػس هَضز ًظط تِ تؼساز کل حالتْا تقسین هی ضَز:
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 احتوال ضخ زازى یک حالت ) پیطاهس( ذاظ ; 

 

تطاتط است تا تؼساز اًتقالات زض فاغلِ ظهاًی  Jتِ پست  Iاحتوال اًتقال یک فطز اظ پست 

 کل ًیطٍ ی هَجَز زض ّواى زٍضُ ظهاًی:هؼییي تقسین تط تؼساز 

 ; J  ;ijPتِ پست  Iاحتوال اًتقال یک ًفط اظ پست 

 

احتوال اتقای یک فطز زض پست تطاتط است تا تؼساز اتقاّا زض یک زٍضُ ظهاًی ذاظ 

 تقسین تط تؼساز کل ًیطٍی اًساًی هَجَز زض ّواى زٍضُ :

 

iiP احتوال اتقای یک ًفط زض پست ;I ; 

 

 

آى گاُ تا استفازُ اظ احتوالات اًتقال تسست آهسُ هاتطیس اًتقال ًیطٍی اًساًی تطکیل 

 هی ضَز.

حالتْا) پیطاهسّا( ی هَضز ًظط تؼساز  

کيکل حالتْا ) پیطاهسّا( ی هو  

 تطحسة ًفطسال. Jتِ پست  Iتؼساز اًتقالات اظ پست 

تطحسة  Iتؼساز کل ًیطٍی اًساًی هَجَز زض پست 

 ًفط سال

 

 

 

 تطحسة ًفط سال Iتؼساز کل اتقاّا زض پست  

 Iتؼساز کل ًیطٍی اًساًی هَجَز زض پست 

 تطحسة ًفط سال
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پست ٍجَز زاضتِ تاضس ٍ تؼساز ًیطٍی  4فطؼ کٌیس زض یک ساظهاى کَچک فطؾی ، 

ًفط غَضت گیطز  4 هَجَز زض ایي ساظهاى ًیع ثاتت تاضس ٍ تٌْا ًقل ٍ اًتقالات تیي ایي

ٍ ًِ هَاضز زیگط هثل ذطٍجی ٍ ٍضٍزی ) هٌظَض اًتقال تِ ذاضج ساظهاى ضاهل تطک 

 ذسهت ، تاظًطستگی ٍ ... اًتقال اظ ذاضج ساظهاى هثل استرسام است.(

 پس اظ اًجام هحاسثات لاظم احتوالات اًتقالی زض هاتطیس ظیط آهسُ است:

 اظ 

 تپس

1 2 3 4 

1 0/9 0/05 0 0/05 

2 0/1 0/8 0/05 0/05 

3 0 0/05 0/85 0/1 

4 0/05 0 0 0/95 

 

 05/0ٍ سایط ػٌاغط ضٍی قكط اغلی هاتطیس تیاًگط احتوال ّط هطز زض پست است. 9/0

است. ٍ ػٌػط سكط سَم ٍ  2تِ پست  1سكط اٍل ٍ ستَى زٍم احتوال اًتقال اظ پست 

 است. 0ٍ  1پست تِ  3ستَى اٍل تیاى هی کٌس کِ احتوال اًتقال اظ پست 

P= 

 اظ 

 پست
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 4ٍ3ٍ8ٍ15فطؼ کٌیس ًیطٍی اًساًی هَجَز زض ّط پست تطای سال جاضی تِ تطتیة 

تاضس. اکٌَى تِ کوک هاتطیس اًتقال هی تَاى هیعاى  1ٍ2ٍ3ٍ4ًفط تطای پست ّای 

 هَجَزی ًیطٍی اًساًی زض ّط پست ضا تطای سال آیٌسُ تسست آٍضز.

د سال خاسی دس هاتشیس اًتمال ؾشب تذیي هٌظَس هاتشیس سكشی ًیشٍی اًساًی هَخَ

 هی ضَد.

 4/15,95/6,3,65/4 









95/0

1/0

05/0

05/0

0

85/0

05/0

0

0

05/0

8/0

05/0

 










05/0

0

1/0

9/0

15,8,3,4 

ًِ وِ دس هاتشیس ّای سكشی حاغل هلاحظِ هی ضَد، دس سال آیٌذُ دس پست ّواى گَ

ًفش ًیض ٍخَد خَاّذ داضت. دس ایي  15/4ٍ  95/6ٍ 3ٍ 65/4تِ تشتیة  4ٍ 3ٍ 2ٍ 1ّای 

هطىل ٍخَد داسد ، یىی اػطاسی تَدى ًیشٍی اًساًی است ٍ دیگشی ایٌىِ تِ خاقش  2خا 

ٍی اًساًی ثاتت تاضذ ٍ اًتمالی تِ خاسج ٍ سَْلت هحاسثِ فشؼ ضذُ است وِ تؼذاد ًیش

یا اص خاسج ٍخَد داضتِ تاضذ وِ ایي اهش تیاى هی وٌذ وِ اغلة ًیشٍّا پس اص چٌذ دٍسُ اص 

ووثَد ًیشٍ دس  3ٍ 2هٌتمل خَاٌّذ ضذ ٍ دس پست  4ٍ 1تِ پست ّای  3ٍ  2پست ّای 

د تایذ ٍسٍدی ّا تِ تَسم ًیشٍ ٍخَد خَاّذ داضت ٍ تِ هٌظَس سفغ ایي ووثَ 4ٍ  1پست 

ساصهاى تِ ػٌَاى یه حالت ٍ خشٍخی ّا ) تِ ٍیژُ خشٍخی ّا( ًیض تِ ػٌَاى یه حالت 

 تِ هاتشیس اًتمال اؾافِ ضَد.

سال  nسال تؼذ ٍ  10سال تؼذ ،  2تشای یافتي ًیشٍی اًساًی هَخَد دس ّش پست تشای 

ام nدٍم ، دّن ، ٍ  تؼذ تایذ ًیشٍی اًساًی هَخَد دس سال خاسی سا دس هاتشیس تَاى
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ام n-1ؾشب ًوَد ٍ یا تِ قشیمِ دٍم تایذ ًیشٍی هَخَد دس سال آیٌذُ ، سال ًْن ٍ سال 

 سا دس هاتشیس اًتمال ؾشب ًوَد.

دس تیي تشتیة تا یافتي ًیشٍی اًساًی هَخَد دسّش پست تشای آیٌذُ هی تَاى ووثَدّا ٍ 

 هاصادّا سا دس ّش پست ساتكَس احتوالی تشآٍسد وشد.

 

 کاربرد زنجیره های مارکوف در کنترل موجودی

ّش ساصهاى تَلیذی یا تداسی ، اًثاسی اص هَاد اٍلیِ سا خَاّذ داضت وِ تتَاًذ دس قَل 

دٍس تِ فؼالیت خَد اداهِ تذّذ. اها ایٌىِ همذاس هَخَدی دس ّش لحظِ ای اص صهاى چمذس 

ِ صًدیشُ ّای هاسوَف تاضذ هسالِ ای هْن است ٍ یىی اص هذل ّای هفیذ دس ایي صهیٌ

 است. هَؾَع تا اسائِ یه هثال تطشیح هی ضَد:

یه دٍستیي فشٍش ، دٍستیي خاغی سا وِ هی تَاًذ آى سا تِ غَست ّفتگی سفاسش دّذ، 

12اًثاس هی وٌذ. تماؾا دس قی ّفتِ اٍل ٍ دٍم ٍ ... هؼادل  , DD  است. فشؼ تش ایي ...ٍ

11یه هتغیش هستمل است ٍ داسای تَصیغ پَسسَى تا پاساستِ  iDاست وِ  


است. فشؼ  

تؼذاد دٍستیي ّای هَخَد  1Xتؼذاد دٍستیي ّای هَخَد دس اتتذای دٍسُ  0Xوٌیذ وِ 

ذاد دٍستیي ّای هَخَد دس پایاى ّفتِ دٍم ٍ الی آخش تاضذ ٍ تؼ 2Xدسپایاى ّفتِ اٍل ، 

30فضٍى وٌیذ  X  تاضذ. ّش پٌح ضٌثِ ضة فشٍضگاُ سفاسش هی دّذ وِ ٌّگام تاص ضذى

فشٍضگاُ دٍضٌثِ تحَیل هی ضَد. فشٍضگاُ اص سیاست  1,SX t  استفادُ هی وٌذ ، یؼٌی

است.   S=3تاضذ سفاسش فشٍضگاُ  1tXي ّای هَخَد دس اًتْای ّفتِ اگش تؼذاد دٍستی
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دس غیش ایي غَست فشٍضگاُ سفاسش ًوی دّذ. فشؼ ایي است وِ ٌّگاهی وِ تماؾای 

هاصاد تش هَخَدی دس دست تاضذ، فشٍش ون خَاّذ ضذ. تٌاتشایي  tX  تشایt= 0,1,2,…  

یه فشایٌذ تػادفی است. حالات هوىي فشایٌذ ، اػذاد غحػح  3,2,1,0  ّستٌذ وِ تؼذاد

تا  tXهوىي دٍستیي ّای هَخَد اًتْای ّفتِ سا تیاى هی وٌذ. دس ٍالغ هتغیش تػادفی 

 ػثاست صیش تؼییي هی ضَد.

ی احتوالات اًتقال چگًَِ تسست هی آیس. تطای حال زقت کٌیس کِ ػٌاغط هاتطیس اًتقال یؼٌ 

تؼییي  00Pتسست آٍضزى  00 1  tt IXP  01ؾطٍضی است. اگط tX  ُتاضس آى گا

  0,3 tD  ;حساکثطtX  0است. اگطtX یا تیطتط تاضس. اظ  3ا زض قی ّفتِ تایس تاضس تقاؾ

ایي ضٍ  300  tDPP  ِ1است. ایي احتوال یک هتغیط تػازفی پَاسَى تا پاضاست  ِاست ک

08/000یا تیطتط ضا ترَز هی گیطز کِ اظ جسٍل تَظیغ پَاسَى  3هقساض  P .هی ضَز 

 00 110  tt IXPP  11ًیع تِ ّویي ضیَُ تسست هی آیس. اگط tX  ُتاضس آى گا

  0,1 tD حساکثطtX  0است تا زاضتيtX تقاؾای قی ّفتِ تایس یک یا تیطتط تاضس. اظ ایي

ضٍ تا استفازُ اظ جسٍل پَاسَى   632/0110  tDPP  است تطای یافتي

 21 121  tt XXPP  ِزقت کٌیس ک  0,2 tD حساکثطtX  21هی ضَز اگط tX . تاضس

ظ جسٍل تاضس آى گاُ تقاؾا قی ّفتِ آیٌسُ تایس زقیقا یک تاضس. اظ ایي ضٍ ا 1tXتٌاتطایي اگط  

تَظیغ پَاسَى   368/0121  tDPP  هی ضَز سایط ػٌاغط ًیع تِ ّویي تطتیة هحاسثِ هی

 ضًَس کِ هاتطیس اًتقال ظیط ضا تطکیل هی زٌّس:





















368/0368/0184/008/0

0368/0368/0264/0

00368/0632/0

368/0368/0184/008/0

3

2

1

0

P 
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ایي هاتطیس اًتقال هطحلِ یک است ٍ تطای هطاحل تؼسی ًیع تا ؾطب هتَالی ) تَاى ( تسست هی 

تَاى اظ تطًاهِ ضیعی ذكی تطای هَجَزی تْیٌِ استفازُ کطز کِ زض ایي هرتػط تطًاهِ  آیس. الثتِ هی

 ذكی ایي هسالِ ًوی گٌجس.

 کاربرد زنجیره های مارکوف در تعمیرات و نگهداری

یک هاضیي ذاظ زض یک فطایٌس تَلیس کاض هی کٌس ، تحت استفازُ سٌگیي ، ّن اظ لحال کیفیت ٍ 

طیؼاً ذطاب هی ضَز. ایي هاضیي تِ غَضت زٍضُ ای زض پایاى ّط ضٍظ ، ّن اظ ًظط کویت هحػَل ، س

هؼایٌِ ٍ تاظضسی هی ضَز. تلافاغلِ تؼس اظ ّط تاظضسی ٍؾؼیت هاضیي یاززاضت هی ضَز ٍ تِ چْاض 

 حالت هوکي تقسین هی ضَز:

 ٍؾؼیت    حالت 

 ذَب ّواًٌس هاضیي ًَ    0

 تاذطاتی کن –قاتل استفازُ    1

 تا ذطاتی ظیاز –فازُ قاتل است   2

 هحػَل تا کیفیت غیطقاتل قثَل –غیطقاتل استفازُ            3

ام ، ٍ تَالی حالتْای  tحالت هطاّسُ ضسُ هاضیي تؼس اظ تاظضسی زض اًتْا ی ضٍظ  tXفطؼ کٌیس کِ 

ی حالت هتٌاّی تا یک فطایٌس تػازفی تاضس ّن چٌیي فطایٌس تػازفی یک ظًجیطُ هاضکَف تا فؿا

 هاتطیس اًتقال ظیط تاضس:

3 2 1 0  
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16/1 16/1 8/7 0 0 

8/1 8/1 4/3 0 1 

2/1 2/1 0 0 2 

1 0 0 0 3 

ضسُ تاضس( ،  3هاتطیس ًطاى هی زّس کِ ٌّگاهی کِ هاضیي غیطقاتل استفازُ تاضس ) ٍاضز حالت 

ط هاضیي ّا ًوی تَاًٌس تطای تساٍم ّویي قَض غیطقاتل استفازُ تاقی ذَاّس هاًس ٍ زض ایي حالت زیگ

زض فطایٌس تَلیس تاقی تواًس ٍ تایس تؼَیؽ یا تؼویط ضَز ٍ زض ٍاقغ ایي یک حالت جاشب است کِ 

سیستن تسٍى زذالت ػاهل ذاضجی اظ آى حالت ذاضج ترَاّس ضس ، ػول تؼَیؽ ، حطکت سیستن 

ًس تاضس. ٍقتی کِ یک هاضیي ضا تغییط هی زّس ٍ ایي ػول یک سیاست تؼویط ٍ تگْساضی هی تَا

ذَب ّواًٌس هاضیي A غیطقاتل استفازُ هی ضَز ٍ تؼَیؽ هی ضَز، هاضیي جایگعیي ضسُ زضحالت 

است ٍ فطایٌس تؼَیؽ یک ضٍظ ضا تطای اًجام ػولیات تِ ذَز  0است، یؼٌی هاضیي زض حالت @ ًَ 

هل اقلام هؼیَب هی ضَز اذتػاظ هی زّس. ّعیٌِ ّای حاغل اظ ّط حالت زض ذلال ضٍظ تؼس کِ ضا

 تِ تطتیة ظیط ذَاّس تَز :

 ّعیٌِ هَضز اًتظاض حاغل اظ اقلام هؼیَب   حالت 

0    0 

 ضیال 100     1

 ضیال 3000    2

ضیالی  2000ضیالی ّوطاُ تا یک کاّص تَلیس  4000اها اگط هاضیي تَیؽ ضَز ، یک ّعیٌِ تؼَیؽ 

ضیال است. تجعیِ ٍ تحلیل ظًجیطُ  6000،  3ض حالت ضخ هی زّس ، تٌاتطایي توام ّعیٌِ ضخ زازُ ز
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ضسُ  ٍ اظ آى  3هاضکَف تا هاتطیس قثلی تی فایسُ است چَى فطایٌس پس اظ چٌس زٍضُ ٍاضز حالت 

ذاضج ًطسُ ٍ هاضیي غیط قاتل استفازُ تاقی ذَاّس هاًس. ٍلی تا تؼَیؽ هاضیي تاظ ّن فطایٌس 

ضکَف تا فؿای حالت هتٌاّی زض هی آٍضز اها تا تػازفی ، سیستن ضا تِ غَضت یک ظًجیطُ ها

 هاتطیس اًتقال ظیط:

 

 حالت 0 1 2 3

16/1 16/1 8/7 0 0 

8/1 8/1 4/3 0 1 

2/1 2/1 0 0 2 

0 0 0 1 3 

 

هی تَاًذ هفیذ تاضذ. اگش ّضیٌِ هتَسف « سیاست تؼویش ٍ ًگْذاسی» اسصیاتی ّضیٌِ ایي 

ذ هؼادلات حالت پایذاس تِ غَست صیش ًَضتِ هَسد اًتظاس ّش سٍص یه هؼیاس هٌاسة تاض

 هی ضَد:

 تا حل ّوضهاى هؼادلِ فَق داسین :
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3

8

7

3210

2103

2102

101

30











PPPP

PPPP

PPPP

PPPP

PP

 

 

 

ٍ تا ؾشب احتوالات فَق دس ّضیٌِ هتَسف ، ّضیٌِ هتَسف هَسد اًتظاس ّشسٍص تِ دست 

 هی آیذ:

02/1923
13

25000
600030001000 3210  PPPP 

 ػذد تیاًگش ّضیٌِ ایي سیاست تؼویش ٍ ًگْذاسی است. ایي

 برنامه ریزی خطی و سیاست بهینه

تِ هٌظَس گستشش هسألِ تؼویش ٍ ًگْذاسی ، فشؼ وٌیذ تػوین پیادُ وشدى هاضیي تِ 

تػوین تؼَیؽ هاضیي اؾافِ ضَد ٍ ّضیٌِ ّش تػوین تشای ّش حالت قثك خذٍل ضواسُ 

 تاضذ. 1

هَسد  ّضیٌِ ّضیٌِ حالت تػوین

اًتظاس حاغل اص 

 اللام هؼیَب

ّضیٌِ تؼویش ٍ 

 ًگْذاسی

ّضیٌِ ) واّص 

 ضَد(

 ّضیٌِ ول

 سٍصاًِ واّص تَلیذ 0 سیال 1000 0سّا وشدى  -1
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هاضیي ّواى 

گًَِ وِ 

 ّست

1 

2 

3 

 سیال 3000

32 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

 سیال 1000

 سیال 3000

 

پیادُ  -2

 وشدى هاضیي

3ٍ2ٍ1ٍ0 0 

0 

 سیال 2000

33 

 سیال 2000

 سیال 2000

 سیال 4000

 

 سیال 6000 سیال 2000 سیال 4000 0 3ٍ2ٍ1ٍ0 تؼَیؽ -3

 1خذٍل ضواسُ 

 

 اقلاػات فَق دس خذٍل صیش خلاغِ هی ضَد:

 تػوین

 Iحالت  1                           2                        3                  

6000 

6000 

6000 

6000 

4000 

4000 

4000 

 

0 

1000 

3000 

 

0 

1 

2 

3 

 

 است Iتیاًگش احتوال ضشقی تػوین ّا تشای صهاًی وِ سیستن دس حالت  ikDفشؼ وٌیذ 

 تاضذ یؼٌی:
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I= 0,1,2,…,m              ٍ ............PDik      k=1,2,…,k 

 ٍik  ُاحتوال غیش ضشقی ) حالت پایذاس فشایٌذ دس حالت : تا تمسین اخز ضذk  :تاضذ یؼٌی 

i, }حالت;pik  
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 تْیٌِ سٍاتف صیش تشلشاس است. ٍ تا استفادُ اص لَاػذ احتوال ضشقی ٍ لاًَى

ik

k

k
i 4
1




                     ikiik D 

 آى گاُ تاتغ ّذف تشای ّضیٌِ هتَسف هَسد اًتظاس ایي گًَِ خَاّذ ضذ.

  ikik

k

k

m

i
ikiki

k

k

m

i
CDCcE 

1111 
 

 

 وِ تایذ حذالل ) هیٌیون( ضَد، ٍ هحذٍدیت ّای صیش ًیض ٍخَد خَاّذ داضت:

   

kki

xpxp

ik

ikik

k

k

m

i
ik

k

k
ijik

k

k

m

i
ik

k

k

ik

m

i

k

k
i

m

i

,...,2,1,,...,2,1,0,0

0

1

101101

010


























 

 فشهَل تشًاهِ سیضی خكی ایي سیاست ایي گًَِ هی ضَد.

3323213123

222113120302

60006000

400030006000400011100030004000







Cحذالل 

 

 اػذاد تضسي ّستٌذ . تا هحذٍدیتْای : وِ دس آى 
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 
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



















kiik

k
k

k
k

k
k

k
k











 

 

 حل ایي تشًاهِ تا استفادُ اص سٍش سیوپلىس خَاب ّای صیش سا داسد:

21

2
,

21

2
,

7

5
,

21

2
33221101    سایش ٍik ّستٌذ. 0ّا تشاتش 

 هحاسثِ هی ضَد: ikDاوٌَى تا استفادُ اص سٍاتف لثلی 

123221110 




DDDD

D
ik

ik
ik





 

 

 ikDٍ سایش 

 

 ّستٌذ. 0ًیض  
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یؼٌی سّا وشدى ، صهاًی وِ  1ضذ تػوین تا 1ٍ 0دس ایٌدا ، ٌّگاهی وِ هاضیي دس حالت 

است تػوین  3یؼٌی پیادُ وشدى ، ٌّگاهی وِ دس حالت  2تاضذ تػوین  2هاضیي دس حالت 

 یؼٌی تؼَیؽ سا تَغیِ هی وٌذ. 3

 کاربرد زنجیره های  مارکوف  در فروش و بازاریابی

اً خشیذاسی هاسن ، الف ، ب، ج تشای یه هحػَل وِ هتٌاٍت 3فشؼ وٌیذ دس تاصاس خاغی 

فشٍضٌذُ است وِ هػشف ّش هاسن  3هاسن هتؼلك تِ  3هی ضَد ٍخَد داضتِ تاضذ. ایي 

تِ سَْلت تا هاسن دیگش لاتل خایگضیي است ّش هػشف وٌٌذُ تستِ تِ هاسوی وِ فؼلا 

هػشف هی وٌذ دس یىی اص حالتْای الف ، ب، ج لشاس داسد. ّش خشیذاس هوىي است دس ّش 

یشد وِ هی تَاًذ تغییش اص یه حالت ) هاسن ( تِ دیگشی سا ًتیدِ صهاى تػویوی خاغی تگ

 دّذ.

ػلاٍُ تش ایي فشؼ ایي است وِ تؼذاد هاسن ّا ) حالتْا( ٍ تؼذاد هطتشیاى دس تاصاس 

هحذٍد ٍ ثاتت ّستٌذ. تٌاتشایي فشایٌذ هی تَاًذ تِ ػٌَاى یه صًدیشُ هاسوَف هَسد 

میماتی تاصاسیاتی تؼذاد ول هطتشی تشای ایي تدضیِ ٍ تحلیل لشاس تگیشد. یه هكالؼِ تح

هاُ  2ًفش ًطاى هی دّذ. ّن چٌیي تؼذاد هطتشیاى ّش هاسن سا تشای  1000هحػَل سا 

 هتَالی هْش ٍ آتاى دس خذٍل صیش ًطاى هی دّذ:
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 هاُ 2هیضاى فشٍش 

 تؼذاد هطتشیاى

 آتاى   هْش       هاسن                         

 220    200               الف       

 490                        500     ب      

 290                        300     ج       

خذٍل فَق تٌْا هیضاى افضایص یا واّص ولی هطتشیاى ّش هاسن سا ًطاى هی دّذ ٍلی تایذ 

اى دادُ تؼذاد واّص ّا ) اص دست دادى هطتشی( ٍ افضایص ّا ) خلة هطتشی ( خذاگاًِ ًط

 اسائِ هی ضَد. 2ضَد وِ دس خذٍل ضواسُ 

 تغییشات ولی یه هاُ

تؼذاد هطتشیاى  هاسن

 دس هْش هاُ

تؼذاد خلة 

 هطتشی

تؼذاد هطتشی 

 اص دست سفتِ

تؼذاد هطتشیاى 

 دس آتاى هاُ

  40       60   200   الف         

 220 

   50       45   500   ب         

 490 

   45         30     300   ج          

 290 

 2خذٍل ضواسُ 
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 احتوالات اتمای هطتشیاى 

تؼذاد هطتشیاى  هاسن

 دس هْش هاُ

تؼذاد هطتشی 

 اص دست سفتِ

تؼذاد  

 هاًذگاساى

 احتوال اتماء

   160     40    200   الف        

 
200

160
8/0  

          450       50    500   ب        

 
500

450
85/0  

255        45    300   ج       

 
300

255
85/0  

 3خذٍل ضواسُ 

اها تشای اًدام یه تدضیِ ٍ تحلیل واهل تِ دست آٍسدى هاتشیس اًتمال صًدیشُ ّای 

آهذُ  4هاسوَف تِ ته ته اًتمالات اص ّش هاسن تِ دیگشی ًیاص است وِ دس خذٍل ضواسُ 

 است:
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 ت واهل هطتشیاىًمل ٍ اًتمالا

تؼذاد هطتشیاى  هاسن

 دس هْش هاُ

 خلة هطتشی اص

 الف  ب    ج

اص دست دادى 

 تِ

 الف    ب     ج

تؼذاد هطتشیاى 

 آتاى هاُ

             20    20      0         25  35   0          200    الف       

220 

             15     0      35        20   0   20         500    ب       

490 

              0     20     25          0   15  20                    300    ج        

490 

 

 4خذٍل ضواسُ 

 هاتشیس اًتمال حاغل اص اقلاػات فَق تذیي غَست است: 





























85/0
300

255
067/0

300

20
083/0

200

25

03/0
500

15
9/0

500

450
07/0

500

35

1/0
200

20
01/0

200

20
08/0

200

160

 

ٍ ب ٍ ج سا تِ یىذیگش  هاتشیس فَق احتوالات ًمل ٍاًتمال هطتشیاى اص هاسن ّای الف 

 تكَس واهل ًطاى هی دّذ.
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 تا تَخِ تِ هاتشیس فَق هی تَاى تؼذاد هطتشیاى ّشهاسن سا تشای 

آرس هاُ تشآٍسد وشد. تذیي هٌظَس سْن تاصاس ّش هاسن دس آتاى هاُ هحاسثِ ٍ دس هاتشیس 

 اًتمال ؾشب هی ضَد:

ج       ب                      8/0                1/0          1/0ج              ب          الف              

 الف

 =283/0     483/0    234/0      <03/0         9/0              07/0 49/0   49/0        

22/0 

 85/0       067/0         083/0 

سْن                                          سْن آشض هاُ                                                          

 آتاى هاُ

تطای هاضک ّای  283/0ٍ  4830/0،  234/0یؼٌی احتوال سْن تاظاض ّط هاضک زض آشض هاُ تِ تطتیة 

 الف ، ب ٍ ج ذَاّس تَز.

 توقف بهینه 

س یک تاتغ هفی Fتَز ٍ  Pٍ هاتطیس اًتقام  Eیک ظًجیطُ هاضکَف تا فؿای حالت  xفطؼ کٌیس 

ضا هطاّسُ ، ٌٍّگاهی کِ ترَاّس ،  Xتاضس. ّطگاُ کسی ترَاّس هی تَاًس فطاًیس  Eتؼطیف ضسُ زض 

تاضس ،  Jتَقف کٌس اگط ظهاى تَقف ، فطایٌس زض حالت  JF  زضیافت هی کٌس ٍ تاظی توام ضسُ است

طزى زضیافت ذَز است. هاضیي است ٍلی فطز هایل تِ تْیٌِ ک 0اگط ّطگع هتَقف ًطَز زضیافت اٍ 

ًیع هاضیي تاظی زض ایي هَؾَع  2ّای تاظی زض تؼؿی اظ ذیاتاًْا هطاّسُ هی ضَز. ضکل ضواضُ 

 است:
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 هاضیي تَقف تْیٌِ : 2ضکل ضواضُ 

 هاضیي هقساض هطتَـ تِ ؟؟؟؟؟ کِ ٌّگام فطاض زکوِ ) تَقف ( ضٍش هی ضَز هی پطزاظز.

 پطزاذت  سکِ تیٌساظیس         5تطای ضطٍع 

A=6                                          

K=5                               A                        

Q=4                 1/5                    3/4                        

J=3                 K                            Q               1/4   

                 2/3                   1/3           0  

2 J 

 ِتَقف    ازاه 

  

ػلاهت تِ  5تا تاضس ، هاضیي تا ضٍضي ضسى یکی اظ  5ٌّگاهی کِ تؼساز سکِ ّای افتازُ زض هاضیي 

کاض هی افتس فطؼ کٌیس کِ   JWX 0 َقف تاظیکي هی تَاًس تاضس. تا فطاض زکوِ ت  3JF 

تا احتوالات هطرع ضسُ تالای  Kیا  Qسکِ ضا زضیافت کٌس. اگط اٍ زکوِ ازاهِ ضا فطاضزّس آى گاُ 

است ٍ تاظیکي  Jپیکاى ّای هطتَـ ضٍضي ذَاّس ضس زقت کٌیس کِ زض ایي هَضز زضیافت تیص اظ 

ضي ضَز ) یؼٌی ضٍ Qزکوِ ازاهِ ضا فطاض هی زّس اگط ػلاهت   QWX t    تاضس( تػوین گیطی

 هطکل تط است.

تا تَقف اٍ هوکي است کِ   4QF  6سکِ زضیافت کٌس زض حالیکِ اگط ازاهِ زّس ضاًس تطزى 

تا احتوالات هطتَـ  2یا  Q  ،Aسکِ یا ًثطزى ّیچ سکِ ای ضا زاضز. اظ آًجا کِ تؼس اظ 
4

3
,

4

ضٍضي  1
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هی ضًَس اکط تَ ازاهِ زّس زضیافت هَضز اًتظاض     5/4
4

1

4

3
2 








FF A  سکِ است ایي هقساض

تیص اظ   4QF  ِاست. ٍ تَقف ضا اًتراب ًوی کٌس ٍ زکوِ ازاهِ ضا فطاض هی زّس. ٍقتی ک

  AWX 2  ٍتاضس ا  6AF  ُسکِ زضیافت هی کٌس. تِ قَض ذلاغِ اگط ػلاهت ضٍضي ضسJ  یا

Q  ، ُتاضس استطاتژی تْیٌِ ازاهِ ٍ ٌّگاهی کِ ػلاهت ضٍضي ضسA,K   تاضس استطاتژی تْیٌِ  2یا

هاضیي تكَض اتَهاتیک ذاهَش هی ضَز( تٌاتطایي تستِ تِ  2تَقف است. ) زض هَضز آذط یؼٌی 

سکِ پایاى ذَاّس  0ٍ یا  6، 5، تاظی تا استفازُ اظ استطاتژی تْیٌِ احتوال تطًسُ ضسى یک تاظیکي 

 یافت.

تطای هثال اگط پیطاهس ّا کِ اتفا  هی افتس تِ گًَِ ای تاضس کِ   KWX 0  تاضس ، آى گاُ ظهاى

است کِ اگط   F(k) = 5است ، ٍ زضیافت  T(w)=0تَقف تْیٌِ     QWXWX  01 ، تاضس  2,

است . اگط  F(2)=0است ٍ زضیافت   T(w)=1ظهاى تَقف تْیٌِ      QWXAWX  01 تاضس  ,

است. تا تَجِ تِ ػثاضت تْیٌِ لاظم   F(A)=6است ٍ زضیافت  T(w)=1، ظهاى تَقف تْیٌِ تاظ ّن 

 است زقت ضَز کِ ّع پیطاهس ؾطٍضتاً زضیافت حساکثط ضا تِ ّوطاُ ًساضز.

است کِ هقازیط تؼییي ضسُ تَسف هسیط  Tَقف یک هتغیط تػازفی ضٍضي است کِ ظهاى ت

,..., 10 XX  اظ ظًجیطُ هاضکَفX  ضا تِ ذَز هی گیطز. زض ظهاىn  تػوین تِ تَقف یا ازاهِ تایس تط

تاضس یا ًثاضس  T(w)=nکِ  wesاساس ػلن تِ هسیط هَجَز زض آى ظهاى تاضس. اظ ایي ضٍ تطای ّط 

تَسف  هسیط تایس کاهلا      wXWXWX n,..., هطاّسُ است تؼییي ضَز چَى  Nکِ تا ظهاى  10

T یک ظهاى تَقف تطای ّطn .است 

است ٍ تٌاتطایي زضیافت  tXفطایٌس زض حالت  Tزض ظهاى تَقف  tXF  ذَّس تَز. اًتراب یک ظهاى

زضیافت ّای هَضز  Tتستگی زاضز ٍ تطای ظهاى ّای هرتلف تَقف تِ اًتراب یک استطاتژی  Tتَقف 



39 

 

اًتظاض   ti XFE  هتفاٍت ذَّس تَز اًتراب یک ظهاى تَقفT  کِ زضیافت ) هاکعیون( حساکثط

 تاضس جالة است کِ هسالِ ظیط تسیي هٌظَض هكطح هی ضَز:

 هسالِ: الف ( تاتغ ظیط ضا هحاسثِ کٌیس:

   iEEXFEV Titi ,sup 

 ) سَپطیون( حساکثط ظهاى هوکي است. supجایی کِ 

 ضا تِ گًَِ ای تیاتیس کِ : 0Tب( ظهاى تَقف    iEEXFEV Tii ,.تاضس 

کِ زض قسوت ب  0Tاضظش تاظی است یک ظهاى تَقف  Vتاتغ پطزاذت ًاهیسُ هی ضَز ٍ تاتغ  Fتاتغ 

کٌس یک ظهاى تَقف تْیٌِ ًاهیسُ هی ضَز اکٌَى یک هسالِ تطای هثال هاضیي تاظی فَ   غس 

 یک ظًجیطُ هاضکَف تا فؿای حالت   Xفطهَلِ هی ضَز کِ 

 E {A,K,Q,J,2}  :هاتطیس اًتقال ظیط است ٍ

























10000

003/13/20

4/10004/3

005/405/1

00001

P 

زض یکی اظ ایي حالتْا  جاشب ّستٌس تا ضطٍع A ٍ2است. حالتْای   F=(6,5,4,3,0)تاتغ زضیافت 

اگط  Qاست. تا ضطٍع اظ حالت  V(A)=6  ٍV(2)=0ظًجیطُ زض حالت اٍلیِ تاقی هی هاًس. تٌاتطایي 

هٌجط هی ضَز تٌاتطایي  2یا  Aاست ٍ گطًِ هطحلِ تؼسی تِ   F(Q)=4تلافاغلِ تَقف ضَز زضیافت 

 ى است.تْتطیي اهکا  V(Q)=4/5تَقف یک زضیافت هَضز اًتظاض  ضا ًساضز. ٍ 

)   Aتِ ّوطاُ زاضز: ٍگطًِ هوکي است ظًجیطُ تِ  f(k)=5تَقف تلافاغلِ یک زضیافت  Kتا ضطٍع اظ 

کِ  Qٍ ضطٍع  4/3تا احتوال  Qحطکت کٌس یا هوکي است تِ  F(A)=6ٍ زضیافت  5/1تا احتوال 

ي تا ػسم ضا ًطاى هی زّس حطکت کٌس. تٌاتطای  V(Q)=4/5تجعیِ ٍ تحلیل یک زضیافت هَضز اًتظاض 
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زضیافت هَضز اًتظاض تْیٌِ  Kتَقف زض     8/4
5

4

5

1
 QVAV   هی ضَز زض غَضت تَقف زضK 

تْتط است ٍ زضیافت هَضز  Kهی ضَز. اظ ایي ضٍ تَقف تلافاغلِ زض  F(k)=5زضیافت هَضز اًتظاض 

یک هطحلِ ًاذَاستِ تِ تَقف هٌجطهی ضَز.تا اًتظاض  jاست. تا ضطٍع اظ  =f(k)=5 V(k) اًتظاض

ضٍضي هی ضَز کِ زضیافت هَضز اًتظاض  Qاست یا  =V(k) 5ضٍضي هی ضَز کِ kتیطتط یا 

V(Q)=4/5  است. اظ ایي ضٍ تطای ایي هثال ، اضظش تاضی تطاتط تاV=(6,5,4/5,4/833,0)  

تاضس تِ  2ٍ یا  Kیا  Aاست.استطاتژی تْیٌِ تطای تَقف تٌْا ٍقتی است کِ ػلاهت ضٍضي ضسُ 

< است. زقت ضَز کِ ایي  {A,K,2ظهاى اٍلیي هلاقات تا هجوَػِ حالتْای  0Tگط ػثاضت زی

 ًیع ّست.  F(j)=V(j)تطای  Jهجوَػِ ، هجوَػِ حالتْای 

 زنجیره های مارکوف د مدل منبع آب ) سد(

هی گیطز . یک سس چٌس هٌظَضُ تطای تَلیس ًیطٍی الکتطیسیتِ ٍ کٌتطل سیل هَضز استفازُ قطاض 

( زض  (…,t  t=0,1,2,3کِ زض سس قی هاُ  tWٍاحس است. تَظیغ احتوال هقساض آب  3ظطفیت سس 

جطیاى است،  mPw :ًطاى زازُ هی ضَز کِ تِ ایي غَضت است 

   

   

   

    6/133

3/122

3/111

6/100









wpP

wpP

wpP

wpP

w

w

w

w

 

است . هاتطیس  3,2,1,0tX...,تاضس آى گاُ  tز زض سس زض ظهاى هقساض آب هَجَ tXفطؼ کٌیس 

 اًتقال تطای ایي هسالِ تػَضت ظیطاست:
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 حالت 0 1 2 3

6/1 3/1 3/1 6/1 0 

2/1 3/1 6/1 0 1 

6/5 6/1 0 0 2 

1 0 0 0 3 

 

زست هی آیس اگط حالت یک ٍاحس تسیي تطتیة تِ  13Pتطای هثال ػٌػط سكط زٍم ٍ ستَى چْاضم 

ٍاحس آب زض زست  3یا  2ٍاحس آب زض یک هاُ تؼس تایس زضهاُ جاضی  3آب زض سس تاضس آى گاُ تطای 

 آیس .

یا  2ٍاحس آب زض یک هاُ تؼس تایس زض هاُ جاضی  3اگط حالت یک ٍاحس آب زضسس تاضس آى گاُ تطای 

ٍاحس ظطفیت زاضز تِ گًَِ  3ِ تاضیس کِ سس ٍاحس آب زضسس جطیاى زاضتِ تاضس ) تِ ذاقط زاضت 3

ٍاحس آب هاظاز آى اظ قطیق زضیچِ ترلیِ ذَاّس ضس( ایي هقساض آب تِ احتوال  3ای کِ تیص اظ 

2

1

6

1

3

1
  زض جطیاى ذَاّس تَز. اها تا زاضتي ّعیٌِ ّای هرتلف تطای جطیاى آب ٍ اضظضْای

 ی تَاى تػوین هٌاسثی تطای کٌتطل آب زاضت.حاغل اظ تَلیس تط  ٍ آتیاضی ٍ ... ه
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