
 1فصل 

 مقدمه:

 الاستیسیته -1

 شکل تغییر که خارجی، نیروهای اگر مثال عنوان به هستند، کشش ویژگی دارای حدی تا ساختاری مواد تمام

 این طول در. رود می بین از نیروها حذف با شکل تغییر نکنند، عبور مشخصی حد از کنند،می ایجاد را ساختار

 سپ بدین معنی که است، الاستیک کاملا خارجی نیروهای عمل تحت نمونه مورد بررسی که شود می فرض کتاب

 کند.حفظ می کامل طور به را خود اولیه شکل نیروها، حذف از

ستیک از نوع الا ماده که است این بر فرض .شودنمی گرفته نظر در الاستیک اجسام مولکولی ساختاردر این کتاب 

ها و ویژگی همانشود، المانی که از جسم برداشته می کوچکترین که طوری به باشد، یکنواختکاملا پیوسته و 

بدین  است، 1جسم آیزوتروپیک که شودمی فرض بحث، سازیساده منظور به. داشته باشد جسم را فیزیکی خواص

 .است یکسان جهات تمام در الاستیک خواص معنا که

 اب که زمانی فولاد، مانند مهم ماده یک مثال، عنوان به .کنندنمی برآورده را فوق فرضیات معمولا ساختاری مواد

 یاربس این ماده. است شده تشکیل مختلف هایجهتدر  و مختلف هایکریستال از شود، می مطالعه میکروسکوپ

 و همگنی هایفرض پایه بر الاستیسیته تئوری هایحلراه که دهدمی نشان تجربه اما ،است بودن همگن از دور

 بسیار اهکریستال که است این توضیح. شود اعمال بالا بسیار دقت با فولاد ساختار برای تواندمی یزوتروپیکآ

 الاستیک خواص حالیکه در. دارد وجود فولاد اینچ یک در آنها از عدد هامیلیون معمولا هستند. در واقع کوچک

 تصادفی صورت به معمولا هاکریستال باشد، متفاوت بسیار تواندمی مختلف جهات در فرد به منحصر کریستال یک

 تک تک خواصاز متوسط گیری از  فلز بزرگتر قطعات الاستیک خواصدر نتیجه  و شوندمی در ماده توزیع

ه اندازه کافی ب کریستال یک ابعاد به نسبت فیزیکی نمونه مورد بررسی ابعاد که زمانی تا. آیدبدست می هاکریستال

در  ادفیتص طور به هاکریستال اگر و گیرد قرار استفاده موردتواند می زیادی دقت با یکنواختی فرض است، بزرگ

 کند.رفتار می یزوتروپیکآ ماده توزیع شوند، ماده به صورت

ایجاد  لزف یک در بلورها از متقارن گیری جهت یک نورد، نظیر خاصی تکنولوژیکی فرآیندهای علت به که هنگامی

 نظر در باید را غیرهمسانگردی شرایط و شوندمی متفاوت مختلف هایجهت در فلز الاستیک خواص ،شودمی

 داریم. شرایطی چنین ،شده سرد نورد مس مورد در .گرفت

                                                             
 رودنیز بکار میروپیک به معنای همسانگرد در الاستیسیته آیزوت1 



 تنش -2

 بین داخلی نیروهای 7P ،... ،1P خارجی نیروهای عمل تحت. دهدمی نشان تعادلحال  در راجسمی  1شکل

 بخش دو به جسم که کنیم فرض ،O نقطه هر در نیروها این اندازه مطالعه برای. شوند می تولید جسم هایقسمت

A و B تقاطع سطح مقطع  طریق ازاینکار  که شود تقسیمmm  عبوری از(نقطه هر O  .با جسم تشکیل شود )به 

 خارجی نیروهای عمل تحت که کرد بیان توانمی A مثال، عنوان به ها،قسمت این از یکی به توجه با مثال، عنوان

7P ،... ،1P مقطع روی بر شده توزیع داخلی نیروهای و mm از مواد عملکردهای از نمایندگی به و است تعادل در 

 متصل هم به mm ناحیه در مداوم طور به نیروها این که است این بر فرض .A ماده قسمت روی بر B بخش

 ینا مقادیر. کند می عمل آن سطح روی بر مداوم طور به باد فشار یا هیدرواستاتیک فشار که همانگونه شوندمی

 نهاآ که ایناحیه سطح واحد در نیروی مقدار با که معنی این به شود، می تعریف آنها شدت توسط معمولا نیروها

 .شود می نامیده تنش ،شدت این داخلی نیروهای درباره بحث در. کنند می عمل

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 1شکل 

خود قرار گرفته  انتهایدو  در تنشبه واسطه نیروهای یکنواخت تحت  که ایشاخه نوار یک حالت ترینساده در

 ازدر نتیجه . شوند می توزیع میلیمتر mm مقطع هر روی بر مساوی طور به نیز داخلی نیروهای .(2 شکل)است

 دست به A بر سطح مقطع P کل کششی نیروی تقسیم با تواند می تنش، مثال، عنوان به توزیع، این شدت رو این

 کلش) در جسم کل،. ه استشد توزیع مقطع روی بر مساوی طور به تنها فرض این است که تنش مورد این در .آید

 ناحیه یک روی بر تنش مقدار آوردن دست به برای. شود نمی توزیع mm مقطع روی بر مساوی طور به تنش (1

 ناحیه المانی نیروهایی بر که کنیممی فرض ،باشدمی O نقطه هر در mm مقطع از یبرشکه به صورت  ،δA کوچک



در هر  اگر کاهش یابد. δPبه مقدار  شوداعمال می A بخش جسم روی بر Bبخش  جسم العملعکس دلیلبه 

 نسبت آنگاه ،موجود باشد δA لحظه مقادیر المان مساحت
δA 

δP 
 در mm مقطع روی بر نشان دهنده تنش اعمالی 

 است. O نقطه

 

 

 

 

 

 

 2شکل 

 کند،می عمل آن در که δA منطقه به تنش جهت کلی، بطور. است تنش جهت δP نتیجه کردن محدود جهت

 در شیبر تنش یک و سطح بر عمود طبیعی تنش یک: کنیممی تقسیم بخش دو به را آن معمولا ما و دارد تمایل

  .δA مقطع سطح

 هاعلائم نشان دهنده نیروها و تنش -3

 جابجایی طول در شده توزیع نیروهای. کنند عمل جسم روی بر است ممکن که دارد وجود خارجی نیروهای نوع دو

 وهاینیر. شوندمی نامیده سطحی نیروهای هیدرواستاتیک، فشار یا دیگری روی بر جسم یک فشار مانند ،جسم

 نیروهای جسم حرکت صورت در یا مغناطیسی نیروهای گرانشی، نیروهای مانند جسم حجم روی بر شده توزیع

 مولفه سه به معمولا مساحت واحد در سطح نیروی. شوند می نامیده)نیزروهای حجمی(  جسم نیروهای ،اینرسی

 همچنین. کنیممی استفاده را     ،    ،      هاینماد اجزاء این برای و شوندتجزیه می مختصات محورهای با موازی

 .کنیممی مشخص X ،Y ،Z را توسط اجزا این و کنیم می تجزیه جزء سه به حجم واحد در را جسم نیروی

 ادند نشان برای. استفاده نماییم برشی نمایش تنش برای τعمودی و از  تنش دادن نشانه برای σ حرف از باید ما 

 اربسی مکعبی المان اگر. شود می استفاده حروف این از هایی شاخص ،شودتنش بر آن اعمال می که صفحه جهت

مختصات باشد، آنگاه علائم و  محور با موازی ، در نظر بگیریم که سطوح آن1 شکل مطابق O نقطه در را یکوچک

به  خواهند بود. 3های مثبت مطابق شکلو همچنین جهات وارد شده بر جسمهای نمادهای نشان دهنده تنش

 نشان  yσ اعمالی بر این سطح توسط  تنش عمودی ،است y محور بر عمودی از المان که قسمت در مثال عنوان

XYZ



شود. اعمال می y محور عمود بر صفحه یک روی تنش که دهد می نشاندر این عبارت  y اندیس شود.می شده داده

مثبت است که تنش از نوع کششی باشد و زمانی منفی است که تنش از نوع فشاری  عمودی هنگامی  علامت تنش

 باشد.

 

 

 

 

 

 

 

 3شکل 

: ودشنوشته می اندیس برای تنش دو حالت این در. گردد برمی مختصات محور با موازی مولفه دو به برشی تنش

 عنوان به. است تنش جزء جهت دهنده نشان یدوم درنظرگرفته شده و عمود بر صفحه جهت دهنده نشان یاول

مولفه  و شودمی مشخص yxτ  با x جهت در مولفه بگیریم، نظر در را y محور بریکبار دیگر صفحه عمود  اگر مثال،

 عنوان به یمکعب المان از طرف هر در یبرش تنش اجزای مثبت هایجهتشود. نشان داده می yz τبا z جهت در

 گرا .متناظر محور مثبت جهت طرف یک در کششی تنش یک اگر .است شده گرفته مختصات محور مثبت جهت

 اب. شود معکوس باید برشی تنش اجزای مثبت جهت باشد، مثبت محور مخالف جهت یک دارای کششی تنش

 محور مثبت جهت با( 3 شکل) مکعب المان راست سمت در تنش اجزای تمام مثبت جهت قانون، این به توجه

های مثبت برعکس تمام جهت بگیریم، نظر در را عنصر این چپ سمت بخواهیم اگر. دارد همخوانی مختصات

 شود.می

 اجزاء تنش -4

 ،3 شکل مانند مکعبی، المان یک موازی صفحه جفت هر برای که شودمشاهده می قبلی مقاله مورد در بحث از

 براینیاز است.  برشی تنش جزء دو دادن نشان برای دیگر نماد دو وتنش نرمال  جزء دادن نشان برای نماد یک

استفاده  x σy ,σz ,σشود از در جهت نرمال اعمال می مکعبی المان یک طرف شش روی بر که هاییتنش توصیف

 تعادل به توجهبا  های برشی مورد نیاز است.برای نمایش تنش xyτ, yxτ, xzτ, zxτ, yzτ, zyτشش نماد شود و می

از نیروهای اعمالی گشتاور  xاگر نسبت به محور  .داد کاهش سه به توان می را برش تنش برای نمادها تعداد ،المان



 مانند جسم نیروهایمی بایستی درنظر گرفته شود.  4های مطابق با شکلگرفته شود، به عنوان مثال تنها تنش

 هاینیرو المان ابعاد کاهش در که کندمی پیروی واقعیت این از که گرفت، نادیده مورد این در توانمی را المان وزن

 ی بصورت مربع ابعاد خطیسطح نیروهای که حالی در ، یابدمی خطی کاهش مکعب بصورت آن روی بر حجمی

 زا بالاتر مرتبه از کوچکتر مقادیری حجمی نیروهای کوچک، بسیار المان یک برای رو، این از. یابد می کاهش

 اورگشت ترتیب، همین به. گرفت نادیده را آنها توان می سطحی نیروهای محاسبه در و هستند سطحی نیروهای

جاد ای برشی نیروهای دلیل به که است آنهایی از یبالاتر مرتبه عمودی نیروهایعدم توزیع یکنواخت  از ناشی

 المان ابعاد سپس. باشند وسط در تنش زمان از ای محدوده توانند می طرف هر در نیروها همچنین شود.می

 با گرفتن گشتاور نیروها حول ،المان این تعادل معادله کنیم، می مشخص dx ،dy ،dz با را 4 شکل در کوچک

 به صورت زیر است: ،x محور

dx dy dz yz dx dy dz= τxy τ 

 که: کنیم می پیدا معادلات این از. آورد بدست شیوه همان به توان می را دیگر معادله دو

     (1)                                                     xyτ  = yxτ                  xzτ  =zxτ              yzτ  =zyτ 

 .تاس برابر سمت دو این تقاطع خط بر عمود برشی تنش ءاجزا ،یمکعب المان یک در عمود طرف دو برای رو این از

 

 4شکل 

های اعمالی بر روی یک صفحه در یک نقطه تنش توصیف برای  xyτ=yxτ ،xzτ=zxτ ،yzτ=zyτ،x σy ,σz ,σ  عبارت شش

    شود می داده نشان بعدا .دنشو می نامیده نقطه یک در تنش اجزای عنوان بهها عبارت اینکافی هستند. 

(67Art.  )شود تعیین تواند می نقطه همان طریق از دار شیب سطح هر روی بر تنش جزء، شش این با که. 

 اجزاء کرنش -5

 یک انعنو به جسم حرکت از جلوگیری برای کافی قیود که شود می فرض الاستیک، جسم شکل تغییر بحث در

 این در. است ممکنغیر آن جسم ذرات جابجاییجسم  شکل تغییر بدون که طوری به دارد وجودجسم صلب 

 غییرت جسم یک ذرات کوچک جاییجاب .شوددرنظر گرفته می مهندسی ساختارهای در کوچک تغییرات تنها کتاب،



 فرض. شودنشان داده می x، y، z مختصات هایمحوردر راستای  ترتیب به و u ،v ،w به شکل معمولایافته  شکل

 کی. متفاوت هستند جسم حجم پیوسته در طور به که هستند کوچک بسیار مقادیر اجزاء این که است این بر

 ،u، v ، شود داده شکل تغییر جسم اگر(. 5 شکل) بگیرید نظر در الاستیک جسمی از را dx dy dz کوچک المان

w نقطه جابجایی اجزای O ،جهت در جابجایی است x مجاور نقطه یک جهت A محور در x افزایش دلیل به      

(δu / δx) dx مختصات افزایش با x .عنصر طول افزایش نتیجه در OA شکل تغییر علت به (δu / δx) dx از. است 

 انحنای که داد نشان توان می ترتیب همین به. است x ،δu / δx جهت در O نقطه در واحد انقباض طول رواین

  .شود می دادهنشان  δw / δzو  δv / δy مشتقات توسط z و y جهت در واحدی

 

 

 

 

 5شکل 

 نقطه جابجایی v و u اگر (.6 شکل) مبگیری نظر در را OB و OA هایالمان بین ای زاویه اعوجاج بارفرض کنید این

O جهت در x و y ،نقطه جایی جابه باشد A جهت در y نقطه و B جهت در x ترتیب به  v + (δv / δx) dx و    

u + (δu / δy) dy جدید جهت جابجایی، این به توجه با. هستند O’A’ المان از OA کوچک زاویه با اولیه جهت به 

 به δu / δy کوچک زاویه با’O’B  جهت شیوه، همان به. دارد گرایش δv / δx با برابر شکل، در شده داده نشان

OB اولیه زاویه که بینیممیرو  این از. دارد تمایل AOB عنصر دو بین OA و OB زاویه با δv / δx + δu / δy 

 می را yz و yz یا و xz و xy هایصفحه بین یبرش فشارهای. است yz و xz بین کششی فشار این. یابد می کاهش

 .آورد بدست شیوه همان به توان

. کرد خواهیم استفاده واحد برشی کرنش برای ν حرف و)کرنش خطی(  واحد کشیدگی خطی برای ε حرف از ما

 :بالا بحث از سپس. کنیم استفاده حروف این برای های تنششاخص همان از ما کرنش جهت دادن نشان برای

 

 

(2) 



 واحد برشی کرنش سه و عمود جهت سه در واحد کشیدگی خطی سه داشتن با که شد خواهد داده نشان بعدا

 نگاه) شود محاسبه تواندمی جهت دو هر بین اعوجاج و جهت هر در کشیدگی)کرنش( جهت، همان به مربوط

 .شوند می نامیده کرنش های مولفه  yz γx ,…,εمقادیر شش(   .73Art به کنید

 

 

 

 

 

 

 

 6شکل 

 قانون هوک -6

 که کنید تصور. شودمی شناخته هوک قانون عنوان به و تجربی صورت به کشش اجزای و تنش اجزای میان روابط

 رد مساوی طور به برسدتنش عمودی  به و گرفته قرار مختصات محور با موازی طرف دو با یمستطیلالمان  یک

 هایتنش این ایزوتروپیک، ماده یک مورد در که دهد می نشان آزمایشات. است شده توزیع مخالف طرف دو

 می دادهزیر  معادله صورتب عنصر واحد انحنای مقدار. کندنمی ایجاد عناصر از ای زاویه اعوجاج گونههیچ عمودی

 :شود

 )الف(

 که هستند هاییمدول دارای مهندسی ساختارهای در استفاده مورد مواد. است تنش در الاستیک مدول E آن در

 ثال،م عنوان به. است کمی بسیار مقدار( الف) واحد کشیدگی و هستند زیاد بسیار مجاز هایتنش با مقایسه در

 همراه جانبی های انقباض با x جهت در انبساط المان .است 001/0 از کمتر معمولا ساختاری، فولاد مورد در

 ،است

 )ب(



. باشد 25/0 با برابر تواند می پواسون نسبت مواد، از بسیاری برای. است پواسون نسبت نام بهی ثابت ν آن در که

 حالت تنش فشاری برای توانندمی همچنین( ب) و( الف) معادلات .است 3/0 با برابر معمولا ایسازه فولاد برای

شی با حالت کش حالت فشاری در پواسون نسبت و الاستیسیته مدول الاستیک، محدوده در .شوند استفاده ساده

 باشد شده توزیع طرف دو در مساوی طور بهکه  xσy ,σz ,σنرمال  هایتنش تحت فوق المان اگر .هستند یکسان

 به برای که دهد می نشان آزمایشات .بدست آیند (ب) و( الف)توانند از معادلات جزء های کرنش می ،قرار گیرد

 ادهاستف با. ادغام نماییمبا هم  را تنش سه از یک هر توسط شده تولید کرنش اجزاء باید ما اجزاء این آوردن دست

 :آوریم می بدست را معادلات روش، این از

 

 

(3) 

 

 

 ختلفم نیروهای توسط شده تولید های تنش و کل تغییر شکل محاسبه در سوپرپوزیشن روش از اغلب ما بعلاوه

 قابل طور به مربوطه کوچک های جاییجاب و است کوچک تغییرات که زمانی تا روش این. کرد خواهیم استفاده

 عاداب در کوچکی تغییرات ما مواردی، چنین در. است قابل قبول نگیرد قرار خارجی نیروهای تاثیر تحت توجهی

 ریمگی می نادیده را خارجی نیروهای از استفاده نقاط کوچک هایجابجایی همچنین و شده داده شکل تغییر جسم

توسط اصل  آن از حاصل جابجایی سپس. کنیم می محاسبه جسم اولیه شکل و اولیه ابعاد بر را ما محاسبات و

 دست به (3) شده حاصل مقادیر همانندفوق العاده  شکل به خارجی نیروهای خطی توابع صورت به سوپرپوزیشن

 شود گرفته نادیده تواند نمی کوچک های شکل تغییر آن در که دارد وجود استثنایی موارد وجود، این باآیند.  می

 یجانب و محوری نیروهای نازک نوار روی بر همزمان نوع، این از ای نمونه عنوان به. گیرد قرار توجه مورد باید بلکه

 یروهاین با همزمان آنها اگر اما کنند، می تولید کشش و فشار ساده تنهایی به محوری نیروهای. شود ذکر تواند می

 .گذارند می نوار خمش بر توجهی قابل تاثیر کنند، عمل جانبی

 شود، تهگرف نظر در باید خارجی نیروهای گشتاور بر انحراف اثر شرایطی، چنین در ها میله شکل تغییر محاسبه در

 اصل اب توان نمی و نیست نیروها از خطی تابع یک دیگر کل انحرافچرا که . است کوچک بسیار انحراف اگر حتی

 .آورد دست به ساده سوپرپوزیشن



 تعریف ν و E فیزیکی ثابت دو توسط کامل طور به ها تنش و طول بین رابطه که دهد می نشان( 3) معادلات

 .وندش استخراج یبرش تنش و برشی کرنش بین رابطه تعریف برای توانند می ثوابت مشابهی نیز. است شده

المان  برش. بگیریم نظر در را است xσ=0 و zσ=yσ آن در که مستطیلی المان شکل تغییر از خاصی مورد بگذارید

abcd محور با موازی صفحه توسط که x محورهای بهمحدود  درجه 45 و y و z  گردد.مشاهده می 7 شکلدر 

 تنش ،bc بر عمود و راستا در نیروها کردن جمع با نشان داده شده است. b -7شکلهمچنین برش خالص در 

 برابر است با: طرفین در برشی تنش و است صفر المان این محیط در نرمال

 )ج(

 

 

 

 

 

 

 

 7شکل 

 هایالمان شدگی کوتاه با برابر ob عمودی المان کشیدگی. شود می نامیده خالص برشی تنشی وضعیت چنین

 bcو ab طول که گیریم می نتیجه دوم مرتبه از کم و رادیمقهای با عبارت نادیده گرفتن با و است oc و oa افقی

 به مربوط یاندازه و کند می تغییر bcو abهای صفحه بین زاویه. کندنمی تغییر ،شکل تغییر طول در المان از

 :داریم شکل، تغییر از پس. شودمی پیدا obc مثلث از γ برشی کرنش

 

 

 (:3و با جایگذاری معادله )

 

 



 :γ برشی و همچنین برای مقادیر کوچک کرنش

 

 

 و درنتیجه داربم:

(4) 

 :شود می تعریف ν و E بتواث توسط برشی تنش و برشی کرنش بین رابطه بنابراین

(5) 

 شود:( به صورت زیر می4در نتیجه رابطه )

 

 .شود می نامیده صلبیت مدول یا برش در الاستیسیته مدول ،(5) توسط شده تعریف ،G ثابت

 اعوجاج است، شده داده نشان 3 شکل در که همانطور کنند، عمل المان یک محیط روی برشی های تنش اگر

 :دارد بستگی محورها این با موازی برشی استحکام های مولفه به تنها مختصات محور دو هر بین زاویه

 

(6) 

 دهش تولید در کرنش کلی طور به ترتیب، این به. هستند یکدیگر از مستقل( 6) اعوجاج و( 3) انحنای ضرایب 

 انقباض طول سه در: بدست آیداصل سوپرپوزیشن  وسیله به تواند می برشی، تنش سه و تنش نرمال سه توسط

 .شوند می برآورده (6) معادلات توسط شده داده برش سویه سه( 3) معادله توسط شده داده

 مولفه های اوقات گاهی. دهند می ارائه تنش هایمولفه توابع صورت به را کرنش های مولفه( 6) و( 3) معادلات

 با. ردک دریافت زیر صورت به توان می را اینها. است نیاز مورد شکرن مولفه های توابع عنوان به شده بیان تنش

 علائم و نشانه ها: از استفاده با و( 3) معادلات کردن اضافه

 

(7) 

 



 :آید می دست به نرمال های تنش مجموع و حجمیضریب انبساط  بین زیر رابطه

(8) 

 به صورت زیر باشد آنگاه داریم: pدر حالتی که جسم تحت فشار هیدرواستاتیک 

 

 شود:( به صورت زیر می8و در نتیجه معادله )

 

 

 E/3(1 - 2v)عبارت  دهد.که این عبارت، رابطه بین ضریب انبساط حجمی و فشار هیدرواستاتیک را نشان می

 شود.در علم الاستیسیته به عنوان مدول انبساط حجمی نامیده می

 داریم: xσ,y σ,z σ( برای 3( و حل معادله )7موجود در )با استفاده از عبارت های 

 

 

(9) 

 

 

 و یا با استفاده از علائم:

(10) 

 معادله به فرم زیر تبدیل خواهد شد:

 

(11) 

 

 



 مسائل

صلب  جسم یک مانند ای زاویه شتاب و باشد حرکت حال در 4 شکل المان اگر( 1) معادله که دهید نشان. 1

 .استفاده استقابل  باشد، داشته

 در آن مساوی طور به باشد که کوچک مغناطیسی ذرات از زیادی تعداد حاوی کالاستی ماده یک کنید فرض. 2

 در dx dy dz µ گشتاور یک dx dy dz المان هر روی بر مغناطیسی میدان یک که طوری به ،باشد شده توزیع

 ؟(1)است نیاز مورد معادلات در تغییراتی چه. کند اعمال x محور با موازی محور

 .است معتبر کوچک هایفقط برای کرنش برای( 2) فرمول با استدلال بیان کنید که. 5

 فحاتص بین لایه. است شده داده پیوند آن به که دارد قرار صلب کاملا صفحه دو بین الاستیسیته لایه یک. 4

و کرنش  شود می حرکت از مانع صفحات به اتصال که است این بر فرض. است zσ فشاری تنش است، شده فشرده

yε xε  مدول الاستیک در جهت  ه باشد.توجود نداشz  را برحسبE و ν  . بار چند که دهید نشانبدست آورید E 

 .است هیدرواستاتیک فشار با ناپایدار تقریبا لایه از مواد اگر است

 . شود می حاصل (5) و( 10) ،(11) معادلات از( 8) معادله که کنید ثابت. 6

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 2فصل 

 ایای و کرنش صفحهتنش صفحه

 ایتنش صفحه -7

و حول  یکنواخت توزیع با وورق  صفحه با موازی ،های آن مرز در شده اعمال نیروهای توسط نازک ورق یک اگر

 و شودمی صفر صفحاتدر هردو طرف  zσ xzτ yzτتنش  هایمولفه ،باشد شده بارگذاری 8 شکلمطابق  ضخامت،

 می مشخص xσ,y σ  xyτ ها شاملتنش وضعیت در این. صفر هستند صفحه درون نیز آنها که نمود فرض توانمی

 هستند، z از مستقل مولفه سه این که شود فرض است ممکن همچنین. شودی نامیده میاتنش صفحه و شود

 .هستند y و x توابع فقط آنها سپس. کنند نمی تغییر ضخامت طریق از آنها یعنی

 ایکرنش صفحه -8

 جسم یک اگر. است بزرگ بسیار z جهت در جسم ابعاد که زمانی ،است ممکن دیگر مشابه ساده روش یک

 ند،نکن تغییر یطول راستای در و هستند طولی المان بر عمود که نیروهایی با بلند منشوری شکل یا ایاستوانه

 بین انتهایی های بخش شود کهابتدا فرض میدر . بگیرند قرار شرایط یک در مقاطع تمام که شودمی فرض

 بعدا ها این حذف اثر. شود جلوگیری محوری جهت در جایی جابهاز  تا اندشده فیکس صلب ثابت هایصفحه

توان می بخش، وسط در تقارن با و ندارد وجود انتها در محوری جابجایی هیچ که آنجایی از. شد خواهد بررسی

 شارف با نگهدارنده دیوار: دارد وجود حالت اینبسیاری در  مهم مسائل را تصور نمود. قیود مشابه در هر سطح مقطع

تحت  ای استوانه غلتک یک داخلی، فشار با ای استوانه لوله یک ،(10 شکل) تونل یا مخزن ،(9 شکل) جانبی

 آنجائیکه از. کند تغییر طول راستای در نباید ذاریبارگ البته مورد هر در(. 11 شکل)نیروهای فشاری قرار دارد

. کنیم جدا یکدیگر از جداگانه بخش دو بین را تکه یک که است کافی تنها است، یکسان مقاطع تمام در شرایط

 w طولی جابجایی که آنجا از هستند، z طولی مختصات از مستقل اما،  y و x هایتابع جابجایی v و u هایمولفه

 ( داریم:2از معادله ) است، صفر برابر

 

 

 )الف(

 



 

 

 

 

 

 

 10شکل                                                                            9شکل                  

 

 

 

 

 

 11شکل                                                            

. ( بدست آورد(3) معادله هوک ) قانون از استفاده با و  xσ,y σبه صورت تابعی از  توان می را zσ طولی نرمال تنش

 خواهیم داشت: zε 0 = که آنجا از

 

 )ب(

 

 حفظ برای لازم نیروهای آنها در که انتهایی جمله از ،شوند می اعمال عرضی مقطع روی بر نرمال های تنش این

 .است شده مقیدصفحات ثابت و صیقلی و صلب  طریق از همچنین و دهند، می نشان را ایصفحه کرنش



 توان می را zσ ،(b) معادله توسط و هستند صفر yzτ و xzτ های تنشمولفه ،(6) های )الف( وبا استفاده از معادله

 به yxτ و  y σ ،xσ تعیین به ،ایصفحه تنش مسئله همانند ،ایکرنش صفحه مشکل ترتیب، بدین. یافت xσ,y σ از

 .شود می محدود y و x توابع عنوان

 یک نقطه در تنش. 9

 ای،ای یا کرنش صفحهصفحه تنش شرایط در صفحه یک از نقطه هر در yxτ و  y σ ،xσ تنش هایمولفه دانستن

 معادلات از تواند می y و x محور جهت در و صفحه بر عمود نقطه یک طریق از هاصفحه از یک هر روی بر تنش

  y σ ،xσ تنش هایمولفه کنید فرض و تحت تنش باشد صفحه از نقطه یک O کنید فرض. شود محاسبه استاتیک

 صفحه یک ،y و x در راستای و zهر المان واقع در صفحه  در تنش کردن پیدا برای(. 12 شکل) معلوم باشد yxτ و

BC کوچک فاصله درکه  ،گیریمدر نظر می آن با موازی صورت به را a   از نقطهo .سطح این که طوری به باشد 

 ها تنش که آنجایی از. زندرا برش می OBCهای حاصل از محورهای مختصات، منشور مثلثی صفحه در ترکیب با

 o طریق از موازی سطح روی بر تنش به BC سطح روی بر تنش ،کنندپیکره جسم تغییر می در پیوسته طور به

 .شود می انجام کوچکتر المان عنوان به

 

 

 

 

 

 

 12شکل 

 یک از کوچک مقدار یک بعنوان توان می را جسم نیروی مثلثی، کوچک منشور تعادل شرایط درباره بحث در

 را اه تنش تغییرات توان می باشد، کوچک بسیار المان اگر ترتیب، همین به(. 4 صفحه) گرفت نادیده بالاتر مرتبه

 بر هک نیروهایی بنابراین. شوند می توزیع یکنواخت صورت به ها تنش که کرد فرض و گرفت نادیده هاطرف  از

رض ف. در سطح مورد نظر بدست آورد تنش هایمولفه کردن ضرب با توانرا می کنند می عمل مثلثی منشور روی

رابطه  با را y و x هایمحور و N نرمال بین ای زاویه های سینوسک و باشد BC جهت نرمال به صفحه N کنید

 های زیر نشان داد:



 

های مولفهاگر .هستند Am و Al دیگر سمت دو مساحت باشد، المان از BC مساحت دهنده نشان A اگر سپس،

 المان منشور مثلثی به صورت زیر خواهد بود: تعادل معادلات ،را با     و   نشان دهیم BCسطح  تنش اعمالی بر

 

(12) 

 (12) معادله از  mو  lبا استفاده از کسینوس  راحتی به تواند می سطوح از یک هر در تنش هایمولفه بنابراین،

در  ،باشد x  ،α محور و N نرمال بین زاویهشود فرض می .شود محاسبهمعلوم است،  yxτ و  y σ ،xσ که در آن 

 :(12 معادله از)برابر است با  BC صفحه در تنش برشی و نرمال هایمولفه است،  m=sinα وl=cosα  نتیجه

 

(13) 

 

 را طوری بدست آورد که تنش برشی صفر شود. برای این حالت داریم: αتوان زاویه می

 

(14) 

 

به  گرافیکی صورت به توان می دهیم، می تغییر را α زاویه ما که همانطور ، را τ و  σ تنش هایمولفه تغییرات

 در نقطه یک صفحه هر برای. 2محورهای مختصات را تشکیل دهنده، نشان داد τ و  σ تنش هایصورتی که مولفه

 .دهد می نشان را نمودار این 13 شکل است، وجود دارد. τ و   σمقادیر دهنده نشان آن مختصات که نمودار این

استفاده از ( با 12را )شکل α زاویه با BC صفحه هر برای تنش هایمولفهتوان توان اثبات کرد که میاکنون می

 نقطه ازبرای پیدا کردن نقطه مربوطه تنها کافی است  نشان داد. ABای به قطر مختصات یک نقطه بر روی دایره

A برابر ای زاویه با قوس یک است، شده گیری اندازه 12 شکل در که همانطور شود، گیری اندازه جهت همان در 

2α اگر. شود می گیری اندازه D شکل، ازدر نتیجه  ،باشد روش این از آمده دست به نقطه 

                                                             
 ارائه گردید. .1914 ،.چاپ دوم ، "SE "Technische Mechanikو همچنین  .113ص ،Mohr Zivilingenieur، 1882 توسط گرافیکی روش این2 

Y X



 

 

 

را  BCمقادیر عددی از مولفه های تنش در صفحه  D( مشاهده می شود که مختصات نقطه 13'مقایسه با معادلات )

( 13را رو به بالا )شکل   τنشان می دهد. برای به دست آوردن علامت مولفه های برشی، جهت مثبت  αدر زاویه 

نشان می دهیم و تنش های برشی را وقتی مثبت درنظر می گیریم که هر دو  زوج در جهت ساعتگرد در امتداد وجه 

bc  وad  از المانabcd  شکل( باشندb 13 تنش برشی در جهت مخالف، در امتداد .)ab  وdc  از المان، به صورت

 .3منفی در نظر گرفته شده است

 0از  α( در جهت عقربه های ساعت، و تغییر زاویه 12)شکل  xyحول محور عمودی بر صفحه  BCران صفحه با دو

 π/2به

 

 13شکل 

در  αحرکت می کند، به طوری که نیم دایره پایینی، تغییر تنش را برای تمام مقادیر  Bبه  Aاز  13در شکل  Dنقطه 

π/2این محدوده تعیین می کند. نیم دایره بالایی، تنش برای محدوده  ≤ α ≤ π .نشان می دهد 

                                                             

 برقرار است. 3 فحهص در شده داده قانون صورت، این غیر در. شود می استفاده مور دایره در فقط قانون این 3 

 



)شکل  BC، تنش در صفحه عمود بر  2α+  π (، یعنی محدوده زاویه 13)شکل  1Dتا نقطه  CDدر امتداد شعاع 

ه برابر با همان مقدار ب( به دست می آید. این امر نشان می دهد که تنش برش روی دو صفحه عمود بر صفحات، 12

، یعنی OF = 2OC 1OF +، از شکل زیر می بینیم که 4دست آمده از قبل قبلا هستند. در مورد تنش های عمودی

 ثابت باقی می ماند. αمجموع تنش های عمودی در دو سطح مقطع عمود با تغییر زاویه 

صات دایره، یعنی برابر با شعاع دایره است. ( توسط حداکثر مقدار عددی مخت13حداکثر تنش برشی در نمودار )شکل 

 از این رو

 

به دست می آید، یعنی در صفحه تقسیم زاویه بین دو تنش اصلی صورت می  α = π / 4این مقدار بر روی صفحه با 

 گیرد.

این نمودار همچنین زمانی می تواند مورد استفاده قرار گیرد که یک یا هر دو تنش اصلی، منفی باشد )تحت حالت 

نشان دهنده موردی  a14فشاری(. تنها لازم است علامت مقدار طولی برای تنش فشاری تغییر کند. به این ترتیب شکل 

 رش خالص به کار می رود..در مورد ب b14است که هر دو تنش اصلی منفی هستند و شکل 

 

 14شکل 

مشاهده می شود که تنش در یک نقطه را می توان به دو بخش تقسیم شود: یک، تنش یکنواخت  14و  13از شکل های 

یا فشاری، که مقدار آن توسط مقدار طول مرکز دایره نشان داده می شود؛ و دیگر، برش خالص، که مقدار آن به 

                                                             
4 Normal stress 



نشان داده می شود. هنگامی که چند توزیع تنش صفحه روی هم قرار می گیرند، تنش های وسیله مقدار شعاع دایره 

 یکنواخت و یا فشاری را می توان به طور جبری با هم جمع کرد.

برش های خالص باید با توجه به جهت های صفحه ای که در آن عمل می کنند، با هم جمع شوند. می توان نشان داد 

را با همدیگر می سازند، حالت منتجه مورد  βرا که در آن حداکثر برش آن ها زاویه  5صکه اگر دو حالت برش خال

نشان دهنده تعیین تنش در هر صفحه تعریف شده توسط  15دیگری از برش خالص خواهد بود. به عنوان مثال، شکل 

α  1است، توسط دو برش خالص با اندازه هایτ  2وτ  اعمالی در صفحاتxz  وyz  شکل(a15) و 

 

 15شکل 

نشان دهنده تنش  Dمختصات نقطه  a15(. در شکل b15است )شکل  βبا زاویه  yzو  xzو دیگری در صفحات مایل 

( تنش در b15)شکل  1Dتولید شده توسط حالت اول است، در حالی که مختصات  CBبرشی و عمودی در صفحه 

به دست می آید که  OGاز نظر هندسی،  1ODو  ODاین صفحه را برای حالت دوم نشان می دهد. با جمع کردن 

 OGتنش برشی و عمودی را نشان می دهد. توجه داشته باشید که مقدار   Gتنش حاصل از هر دو می باشد، مختصات 

بستگی ندارد. به این ترتیب، در نتیجه جمع کردن دو مقدار برش، دایره مور برای برش خالص به دست می  αبه 

برابر  GODکه با مقدار نیم زاویه  yzو  xzاست، صفحات برشی حداکثر مایل  OGصورت  آوریم، که مقدار آن به

 است.

                                                             
5 Pure shear  



با مشخص بودن مولفه های دو صفحه  6را می توان برای تعیین تنش های اصلی 13نمودار نشان داده شده در شکل 

، نشان دهنده مقادیر تنش ها در دو 1Dو  Dبه کار برد. در چنین مواردی با داشتن نقاط  𝜎𝑦  ،𝜎𝑥 ،𝜏𝑥𝑦عمود بر هم 

 (.16صفحه مختصات به دست می آید )شکل 

 

 16شکل 

از تقاطع دایره با محور  2σو  1σبرای دایره بدست می آید. با رسم دایره، تنش های اصلی  1DDبه این ترتیب قطر 

 طولی حاصل می شود. از شکل داریم:

 

 می آید، یعنیحداکثر تنش برشی توسط شعاع دایره به دست 

 

به این ترتیب تمام ویژگی های لازم توزیع تنش در یک نقطه را می توان به دست آورد، در صورتی که تنها سه 

 به معلوم باشد. 𝜎𝑦  ،𝜎𝑥 ،𝜏𝑥𝑦مقدار

 

در یک نقطه، ازدیاد طول  𝜖𝑦  ،𝜖𝑥 ،𝛾𝑥𝑦در صورت مشخص بودن مولفه های کرنش . کرنش در یک نقطه. 10

در هر جهت در نقطه را می توان یافت. خط  –کرنش برشی  –برای هر جهت و کاهش زاویه نسبت به راستا واحد 

                                                             
6 Principal stress 



PQ  شکل(a17( بین نقاط )y،x (و ) x + dx,y + dy با تغییر شکل به )'P'Q انتقال می یابد. مولفه های جابجاییP ،

 برابرند با: Qو برای  u ،vبرابر 

 

، و b17از شکل  PQ"بازگردد، آن را در موقعیت مثبت Pبه P 'انتقال یابد که  به طوری a17در شکل  ’P'Qاگر 

QR ،" RQ  نشان دهنده مولفه های جابجایی نسبتQ  بهP هستند. بنابراین 

 

 را می توان به صورت زیر یافت:PQ "و در امتداد PQ "، عمود بر QS ،" SQمولفه های این جابجایی نسبی 

 

با قوس یک دایره با  QSنادیده گرفته می شود. با توجه به این که خط کوتاه  θدر مقایسه با  QPSزاویه کوچک 

 را نتیجه می دهد. PQمقدار کشیدگی SQ "مشخص می شود،  Pمرکز 

 

 17شکل 

 ( داریم:a( و )bاست. با استفاده از ) SQ” / PQبرابر  𝜖𝜃با علامت  Q''Pازیاد طول واحد 

 

 یا 



 

 می دهد. θطول واحد را برای هر جهت  7که ازدیاد

 

 داریم:  (a( و )bاست. بنابراین از ) QS/PQبرابر  PQبا دوران  𝜓𝜃زاویه 

 

 یا

 

𝜃دارای زاویه  PQو راستای   PTخط  + 𝜋/2  با جهتx  هستند و بنابراین دوران𝜓𝜃 + 𝜋/2  آن با

𝜃 جایگزینی + 𝜋/2با θ ( عبارتdرا می دهد. با توجه به ) 

 داریم: و  

 

𝜓𝜃−𝜓𝜃برابر  PQ ،PTبرای جهت  𝛾𝜃کرنش برشی  +
𝛾

2
 بنابراین: 

 

 یا 

 

، ϵ𝑥با  𝛾𝜃/2 ،σ𝑥با  ϵ𝜃 ،τبا  σ( با جایگزینی 13( مشاهده می کنیم که این عبارت ها از )13( با )f( و )cبا مقایسه )

σ𝑦  باϵ𝑦 ،τ𝑥𝑦  با𝛾𝑥𝑦/2 ( شامل 13به دست می آیند. در نتیجه برای هر عبارت از )σ  وτ( عبارتی متناظر از ،c و )
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(f شامل )ϵ𝜃  و𝛾𝜃/2  وجود دارد. بنابراین دو مقدار برای𝜃  درجه تفاوت وجود دارد، که در آن ها  90با𝛾𝜃  صفر

 است که به صورت زیر داده می شود:

 

با مختصات عرضی  16یا شکل  13کرنش های اصلی هستند. نمودار دایره مور مشابه شکل  ϵ𝜃کرنش های مربوط به 

به صورت را  ϵ𝜃بیشترین و کمترین مقادیر  ϵ2و  ϵ1است. کرنش های اصلی  ϵ𝜃و محور طولی  𝛾𝜃/2نشان دهنده 

  8ین بیشترین مقدار کرنش برشیبرابر با شعاع دایره است. بنابرا  𝛾𝜃/2نشان می دهند. بزرگترین مقدار 𝜃تابعی از 

𝛾𝜃 𝑚𝑎𝑥 :برابر است با 

 

. کرنش ها یا ازدیاد طول واحد در صفحه معمولا به راحتی با استفاده از . اندازه گیری کرنش های سطحی11

اندازه گیری می شوند. ساده ترین شکل این نوع، سیم کوتاه عایق و چسبیده به  9کرنش سنج های مقاومت الکتریکی

صفحه است. هنگامی که حالت کشش رخ می دهد، مقاومت سیم افزایش می یابد، و بنابراین کرنش را می توان به 

چندین  کلصورت الکتریکی اندازه گیری کرد. این اثر معمولا با متصل کردن سیمها در جهت عقب و جلو، به ش

 طول سری بررسی می شود. سیم میان دو برگه کاغذ چسبانده شده و به سطح چسبانده می شوند.

استفاده از این سنسورها زمانی ساده است که جهت های اصلی معلوم باشد. یک کرنش سنج در هر جهت اصلی قرار 

می توان از قانون را  σ2و  σ1ی اصلی به دست می آید. سپس تنش ها ϵ2و  ϵ1داده شده و اندازه گیری های مستقیم 

σ1 (3هوک بدست آورد، معادله ) = σ𝑥 وσ2 = σ𝑦 با این فرض که هیچ گونه تنش اعمالی بروی سطح وجود ،

 ندارد. که به آن اندازه گیری ها متصل است متصل است. بنابراین:

 

در صورتی که جهت اصلی از قبل معلوم نباشد، سه مورد اندازه گیری مورد نیاز است. بنابراین حالت تعیین کامل 

 مشخص می شود.  𝜖𝑦  ،𝜖𝑥 ،𝛾𝑥𝑦کرنش با 

                                                             
8 Shear strain 

 .است شده داده 9 و 5 فصول ،"تجربی تنش تحلیل و تجزیه راهنمای" در روشاین  نحوه انجام 9 

 



اما با توجه به کرنش ها اندازه گیری شده اند، و کرنش برشی اندازه گیری نشده، اندازه گیری در سه جهت در یک 

نامیده می شود. دایره مور را می توان  "روزت کرنش"ها  10ر است. چنین مجموعه ای از کرنش سنجنقطه راحت ت

رسم کرد و سپس کرنش های اصلی را محاسبه کرد. سه کرنش سنج توسط سه خط  12توسط ساختار ساده شکل 

در جهت دوران در ، که 𝜖1نشان داده شده است. خط نقطه چین )ناشناخته( جهت کرنش اصلی  a18کامل در شکل 

 از اولین کرنش سنج اول به دست می آید. ϕجهت عقربه ساعت 

 

 

 18شکل 

 

، و 𝜖2برابر  𝜖1 ،𝜖𝑦برابر  𝜖𝑥( به عنوان جهت های اصلی درنظر گرفته شود ، f( و )cبرای معادله ) yو  zاگر جهت 

𝛾𝑥𝑦 :برابر صفر است. در نتیجه معادلات به صورت زیر خواهد بود 

 

 

 که به صورت زیر نوشته می شود: است 𝜖1زاویه اندازه گیری شده از جهت  θکه در آن 

 

مربوط به  Pباشد،  ϕدارای مقدار  θنشان داده شده است. اگر  c18در دایره در شکل  Pو این مقادیر توسط نقطه 

 𝜃. اگر 𝜖𝜙است. محور طولی این نقطه  2ϕبرابر  𝜖𝜃و جابجایی زاویه ای از محور  b18در دایره شکل  Aنقطه 

 𝜖𝜙+𝜃+α، و محور طولی برابرAFB = 2 αقرار گرفته و با ایجاد زاویه  Bروی  Pباشد،  𝜙 + αدارای مقدار 

                                                             
10 Strain guage 



𝜙دارای مقدار  𝜃خواهد شد. اگر  + 𝜃 + α  ،باشدP  با حرکت به سمتC و ایجاد زاویه بیشتر ،BFC = 2β  ،

 می آید. به دست 𝜖𝜙+β+αمحور طولی 

 معلوم است. βو  αمسئله رسم دایره مور زمانی که این سه محور طولی و دو زاویه 

رسم می شود  b18، به صورت شکل O'محور افقی از مبدأ . رسم دایره کرنش مور برای روزت کرنش. 12

در امتداد آن قرار داده می شود. محورهای عمودی از این   𝜖𝜙  ،𝜖𝜙+α  ،𝜖𝜙+β+αو سه کرنش اندازه گیری شده 

و  αدر زاویه  DA ،DC، خطوط  𝜖𝜙+αدر جهت عمودی عبوری از  Dنقاط کشیده می شود. با انتخاب هر نقطه 

β  نسبت به عمودی درD همچون برای ،A  وC  رسم می شوند. دایره رسم شده ازD ،A و ،C  .دایره مدنظر است

تعیین می شود. نقاط نشان دهنده سه جهت کرنش سنج  DAو  CDر حسب تقاطع خطوط عمود بر هم آن ب Fمرکز 

است. بنابراین  2βبرابر  BFCو برای  2𝛼در محیط برابر  ADB، دو برابر زاویه AFBهستند. زاویه  Cو  A ،Bها 

A ،B ،C  در زاویه مورد نیاز فواصل دور دایره قرار دارند. حال، محور𝜖𝜃  را می توان به صورتOF و فاصله از ،O 

 زیر این محور است. FAبرابر زاویه  2𝜙هستند. زاویه  𝜖2و  𝜖1تا تقاطعات با دایره برابر 

واحد را در نظر می  h ،kکوچک در لبه های  11اکنون تعادل المان مستطیلی. معادلات دیفرانسیل تعادل. 13

و جهت مثبت آنها در شکل ذکر شده اند. با تغییر تنش،  4، 3، 2، 1ه (. تنش های اعمالی روی وجو19گیریم )شکل 

، نقطه وسط مستطیل x ،yاشاره به نقطه  σ𝑦و  σ𝑥نیست. نمادهای  3کاملا مشابه وجه  1برای وجه  xσبه عنوان مثال، 

و غیره مشخص می شود. با توجه به اینکه سطح  )1x) (σ ،3x) σسطوح با دارد. مقادیر در نقاط وسط  19در شکل 

 .12ها بسیار کوچک هستند، نیروهای متناظر با ضرب کردن این مقدارها بر سطح نیروی اعمالی به آنها به دست می آیند

 

                                                             
11 Rectangular element 

 .شده اندحذف  ،غیرتاثیرگذار در روند نهایی بالاتر مرتبه شرایط تر با دقیق حالت 12 



 19شکل 

نادیده شده، در  12اعمالی بر روی المان، که با مقدار کم و مرتبه بالاتر در تعادل منشور مثلثی شکل  13نیروی حجمی

مولفه  X ،Yاین قسمت باید مورد توجه قرار گیرد، زیرا دارای مرتبه هم اندازه تغییرات مولفه های تنش هستند. اگر 

 برابر است با: xوها در جهت های نیروی حجمی در واحد حجم باشند، معادله تعادل برای نیر

 

 داریم: hkو با تقسیم بر 

 

است که  برابر  ، حد h → 0 ،k → 0حال اگر المان کوچکتر و کوچکتر شود، یعنی 

می شود. معادله تعادل برای  برابر برابر با تعریف مشتق آن است. به طور مشابه 

 به همان روش به دست می آید. yنیروها در جهت 

 

به سمت  yبردهای عملی، نیروی وزن بدن معمولا تنها نیروی حجمی اعمالی است. پس، با در نظر گرفتن محور در کار

 ( تبدیل به:18، جرم در واحد حجم، معادله )ρپایین و 

 

 موارد بالا، معادلات دیفرانسیل تعادل برای مسائل دو بعدی است.

                                                             
13 Body forces 



( باید در تمام نقاط در سراسر حجم اراض شوند. مولفه های تنش در طول 19( یا )18معادلات ). شرایط مرزی. 14

حجم صفحات متغیر هستند، و در مرز وارد، باید در تعادل با نیروهای خارجی در مرز صفحه قرار بگیرند، به طوری 

( 12دل در مرز را می توان از معادله )که نیروهای خارجی در ادامه توزیع تنش داخلی وارد عمل شوند. این شرایط تعا

منطبق بر مرز صفحه باشد،  BC(، به طوری که لبه 12)شکل  OBCبدست آورد. با استفاده از منشور کوچک مثلثی 

به عنوان مولفه های نیروهای صفحه ای در واحد  Y̅و  X̅نشان داده شده است و با استفاده از  20همانطور که در شکل 

 رزی، داریم:صفحه در این نقطه م

 

نسبت به مرز است. در مورد خاص یک صفحه مستطیلی، محورهای  N، کسینوس جهت عمودی mو  lکه در آن 

( می تواند ساده شود. برای 20مختصات معمولا به صورت موازی با دو طرف صفحه قرار می گیرند و شرایط مرزی )

است؛ از این  yبه صورت موازی با محور  N، عمود برای این قسمت از مرز xمثال، یک طرف صفحه موازی با محور 

 ( برابر می شوند با:20. پس معادلات )m = ±1و  𝑙 = 0رو 

 

باشد، علامت مثبت باید درنظر گرفته شود و علامت منفی  yدر جهت مثبت محور  Nدر اینجا در صورتی که عمود 

های تنش برابر با مولفه های  14برای مخالف جهت آن مورد نظر است. همانطور که مشاهده می شود در مرز، مولفه

 نیروهای صفحه در واحد صفحه مرز هستند.

 

 20شکل 

                                                             
14 Component  



روی نده وضعیت تنش در حجم در معرض نیمسئله تئوری الاستیسیته معمولا تعیین کن . معادلات سازگاری.15

( حل شود و حل باید به گونه 18اعمالی است. در مورد یک مسئله دو بعدی، لازم است معادلات دیفرانسیل تعادل )

(. این معادلات با استفاده از معادلات استاتیک برای مولفه های المان 20ای باشد تا شرایط مرزی را برآورده کند )

برای تعیین این مولفه ها کافی نیست. مسئله به صورت استاتیک نامعلوم  𝜏𝑥𝑦و  𝜎𝑥  ،𝜎𝑦تنش،  صلب و سه عبارت

 الاستیک بدنه را نیز مورد توجه قرار داد. 15است، و برای به دست آوردن حل، بایستی تغییر شکل

( 2غییر شکل از معادلات )با تعریف ت u ،v ،wفرمولبندی ریاضی شرط سازگاری توزیع تنش با وجود توابع پیوسته 

 به دست می آید. در مورد مسائل دو بعدی، تنها سه مولفه کرنش کافی است:

 

بیان می شود. از این رو آنها نمی توانند به طور دلخواه اتخاذ شوند و بین  vو  uاین سه مولفه کرنش توسط دو تابع 

( aه مشخص وجود دارد. با دیفرانسیل گیری از )( به دست می آید، یک رابطaمولفه های کرنش که به راحتی از )

 ، داریم:x، و بار دوم و سوم نسبت به yنسبت به 

 

 uاین رابطه دیفرانسیل، که شرایط سازگاری نامیده می شود، باید توسط مولفه های کرنش برای تضمین وجود توابع 

( را می توان 21([درنظر گرفت، شرط )3]معادلات )( با استفاده از قانون هوک aدر مولفه های کرنش معادلات ) vو 

 به رابطه بین مولفه های تنش تبدیل کرد.

 ( به صورت زیر کاهش می یابد:3(، معادله )7در مورد توزیع تنش صفحه ای )شکل

 

 (، داریم:21با جایگزینی معادلات بالا در معادله )

                                                             
15 Deformation  



 

به شکل دیگری نوشت. برای مواردی که وزن حجم، تنها نیروی این معادله را می توان با استفاده از معادلات تعادل 

و بار دوم نسبت  x( نسبت به 19مرتبه اول معادله ) 16اعمالی است، اولین عددی را که اولویت دارد، با دیفرانسیل گیری

 و جمع کردن آنها، درمی یابیم که: yبه 

 

 برابر است با: های تنش (، معادله سازگاری از لحاظ مولفهbبا جایگزینی در معادله )

 

 ( همانطور که در ادامه آمده است، داریم:18با توجه به معادلات کلی تعادل )

 

 (، داریم:8در مورد کرنش صفحه ای )شکل 

 

 (، داریم:3و از قانون هوک )معادله 
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( برای کرنش صفحه ای نیز 24(، معادله سازگاری )19(، و با استفاده از معادلات تعادل )21با جایگزینی در معادله )

 ( معادله سازگاری در فرم زیر به دست می آید:18( و )21برقرار است. برای موارد کلی نیروهای حجمی از معادله )

 

( و یکی از معادلات سازگاری بالا به ما یک سیستم معادلات 20( همراه با شرایط مرزی )19( یا )18معادلات تعادل )

. موارد خاص با 17معمولا برای تعریف کامل توزیع تنش در دو حالت مسئله دو بعدی کافی استرا ارائه می دهد که 

(. جالب است توجه داشته باشید که در مورد نیروهای 117ملاحظات اضافی بعدا مورد بحث قرار می گیرند )صفحه 

رای تمام مواد این رو توزیع تنش بثابت حجمی، معادلات تعیین توزیع تنش شامل ثابت های الاستیک مواد نیستند. از 

همسانگرد یکسان است، در صورتی که معادلات برای تعیین کامل تنش ها کافی است. نتیجه گیری از اهمیت عملی 

به این صورت است: بعدا خواهیم دید که در مورد مواد شفاف، مانند شیشه یا زایلونیت، تنش ها را با روش نوری با 

(. از بحث فوق، واضح است که نتایج آزمایشگاهی که با مواد شفاف 131تعیین می کنند)صفحه  استفاده از نور پلاریزه

 به دست می آید در اغلب موارد می تواند برای سایر مواد مانند فولاد اعمال شود.

( هر دو برای مورد تنش صفحه و برای 24لازم به ذکر است که در مورد نیروهای ثابت حجمی، معادله سازگاری )

مورد کرنش صفحه ای نیز وجود دارد. از این رو توزیع تنش در این دو مورد یکسان است، زیرا شکل مرز و نیروهای 

 . 18خارجی مشابه هستند

نشان داده شد که حل مسائل دو بعدی به انتگرال گیری از معادلات دیفرانسیل تعادل با معادله . تابع تنش. 16

. با درنظر گرفتن وزن حجمی به عنوان تنها نیروی اعمالی، معادلات مورد سازگاری و شرایط مرزی کاهش می یابد

 را ببینید( 24و  19نظر جهت ارضا برابر هستند با )معادلات 

                                                             

می  نقض ما مفروضات توسط حقیقت در که دارد وجود( 21) از غیر سازگاری شرایط ،صفحه ای تنشحالت  در 17 

 برای خوبی تقریب، فصلارائه شده در این  روش که این رغم بهو است  شده داده نشان 84 موارد شکل این. شوند

 .دارد نازک صفحات

 مسئله ،آن از پس ،داشته باشد تغییر به نیاز سیلندر یا در صورت وجود سوراخ در صفحه است ممکن عبارت این 18 

  39شکل . شود حل درستی به تواند می تنش همچنین و جایی جابه گرفتن نظر در با تنها

 



  

( نیز باید اضافه شود. روش معمول حل این معادلات با معرفی یک تابع جدید، 20برای این معادلات، شرایط مرزی )

 xاز  Φ( با در نظر گرفتن هر تابع aد. همانطور که به راحتی بررسی شد، معادلات )صورت می گیر 19به نام تابع تنش

 و قرار دادن آن ها در عبارات زیر برای مولفه های تنش اراضا می شوند: yو 

  

( را دریافت. حل واقعی این مسئله این است که معادله سازگاری aبه این ترتیب می توان انواع حل معادلات تعادل )

(b) ( ( برای مولفه های تنش در معادله )29را نیز ارضاء کند. با جایگزینی معادلاتb درمیابیم که تابع تنش )ϕ  باید

 معادله را ارضا کند:

 

( با 30بنابراین حل مسئله دو بعدی، هنگامی که وزن حجمی تنها نیروی حجمی اعمالی است، به یافتن حل معادله )

منجر می شود. در فصل های بعد، این روش حل به چند نمونه از موارد عملی اعمال ( مسئله 20ارضای شرایط مرزی )

 خواهد شد.

هستند. سپس مولفه  20مورد کلی تر از نیروهای حجمی را در نظر گرفته و فرض کنید که این نیروها دارای یک پتانسیل

 توسط معادلات زیر داده می شود: 18در معادلات  Yو  Xهای 

 
                                                             

 معرفی شد. AiryG. B. ، Brit 1862 توسط بعدی دو سائلم حل تابع در این 19 

20 Potential  



 ( برابر می شوند با:18بع پتانسیل است. معادلات )تا Vکه در آن 

 

 ( هستند و می با درنظر گرفتن شرایط زیر اراض می شوند:aاین معادلات از فرم همسان معادله )

 

 (:31( برای توزیع تنش صفحه ای )25( در معادله سازگاری )31، تابع تنش است. با جایگزینی عبارات )ϕکه در آن 

 

 را می توان برای موارد کرنش صفحه ای بدست آورد. معادله ی مشابهی

خواهد بود. در این حالت، سمت راست معادله  ρgh–برابر  Vهنگامی که نیروی بدنه ای نیروی وزن باشد، پتانسیل 

( را به عنوان حالت 29( یا )31( توزیع تنش را از )30( یا )32از ) ϕ= 0( برابر صفر می شود. با در نظر گرفتن حل 32)

 احتمالی تنش با درنظر گرفتن گرانش مشاهده می کنیم،

 

است. این حالت می تواند در یک  y = 0در دو بعد با تنش صفر در  pgyاین مورد، یک حالت فشار هیدرواستاتیک 

را درنظر بگیرید.  12مالی وجود داشته باشد. المان مرزی شکل صفحه یا سیلندر با هر شکل در نیروهای مرزی اع

در مرز و تنش برشی صفر وجود داشته باشد. در صورتی  pgy( نشان می دهد که بایستی فشار عمودی 13معادلات )

که صفحه یا سیلندر به نحوی دیگر دارای تکیه گاه باشد، بایستی تنش عمودی مرزی و نیروهای جدید تکیه گاه را 

درنظر بگیریم. این دو در کنار هم در تعادل قرار می گیرند و تعیین اثرات آنها مسئله نیروهای مرزی و بدون نیروهای 

 .21حجمی است

 

                                                             
 بحث مورد. 1935، p ،(.Trana A.S.M.E) کاربردی مکانیک. M. Biot، J توسط ،(32) معادله راست سمت و با حذف V پتانسیل کلی مورد و مسئله این 21 

 . است گرفته قرار



 مسائل

 و دارای شتاب معتبر است. 12( برای المان شکل 12. نشان دهید که معادلات )1

 کرنش سنج زیر را رسم کنید:. کرنش های اصلی و جهت های آنها را از اندازه گیری های روزت 2

𝜖𝜙 = 2 × 10−3   𝜖𝜙+𝛼 = 1.35 × 10−3     𝜖𝛽+𝜙+𝛼 = 0.95 ×  در هر اینچ  10−3

𝛽 = 𝛼 = 45 

 

به  θکه دارای حداکثر و حداقل دوران هستند، در دو جهت عمود بر  x ،y. نشان دهید المان های خط در نقطه 3

 صورت زیر تعریف می شوند:

 

. تنش در یک دیسک دوار )با ضخامت واحد( می تواند به دلیل نیروی گریز از مرکز در یک دیسک ثابت باشد. 4

چگالی و  ρبه دست می آید، که در آن نشان می دهد که این نیروی بدنه ای از پتانسیل 

ω .سرعت زاویه ای چرخش )حول مبدا( است 

است. طرحی را رسم  16( شکل dنشان داده شده توسط معادلات ). دیسک با محور افقی آن دارای تنش گرانشی 5

کنید که نیروهای مرزی تکیه گاه ناشی از وزن را نشان دهد. با طرح دیگری نیروهای مرزی و باید حل آن را با وزن 

 کامل توسط واکنش صفحه افقی بر روی دیسک نشان دهید.

نشان داده شده است. انتهای  16( شکل dه توسط معادلات ). سیلندر با محور افقی آن دارای تنش گرانشی است ک6

آن در میان صفحه های صلب و محکم با شرایط کرنش صفحه ای قرار دارد. طرح نیروهای اعمالی روی صفحه آن 

 از جمله انتهای آن را رسم کنید.

نشان دهید در غیاب نیروهای ( 18در معادلات تعادل ) 15( از شکل aکرنش و معادلات )-. با استفاده از روابط تنش7

 بدنه ای، جابجایی در مسئله تنش صفحه ای به صورت زیر باید برآورده شود:

 



 

بر روی یک صفحه در حالت تنش صفحه ای در صفحه کاغذ است. سطوح دندانه  "دندانه". شکل نشان دهنده یک 8

ا نمی دندانه وجود ندارد. ) نتیجه مشابه ر )دو خط مستقیم( بدون نیرو است. ثابت کنید که هیچ گونه تنشی در نوک

 توان برای گوشه های داخلی درنظر گرفت.(

 

 فصل سوم

 مسائل دو بعدی در مختصات مستطیلی 

حل مسائل دو بعدی، بدون نیروهای بدنه ای یا ثابت، به انتگرال گیری از  . حل توسط چندجمله ای ها.17

 معادلات دیفرانسیل زیر تقلیل می یابد:

 

( به شکل چندجمله ای هستند. a(. در مورد نوارهای طولی مستطیلی، حلهای معادلات )20توجه به شرایط مرزی ) با

 با در نظر گرفتن چندجمله ای از مقادیر مختلف و ضرایب آنها، برخی از مسائل مهم را می توان حل کرد.

 با درنظر گرفتن چند جمله ای درجه دوم زیر:

 



 

 21شکل 

 

𝜌𝑔(و قرار دادن 29(، از معادلات )aادله )و ارضای مع = 0: 

 

 

 

 

یکنواخت در  22( ترکیبی از تنش و یا فشارهایbتمام مولفه های تنش در سراسر حجم ثابت است، یعنی تابع تنش )

دو جهت عمود برهم و برش واحد یکنواخت است. نیروها در مرزها باید در این نقاط با تنش های اعمالی در صفحات 

؛ در مورد یک صفحه مستطیلی با دو طرف موازی با محور مختصات بحث شده و این 23برابر باشند، که در صفحه 

 نشان داده شده است. 21نیروها در شکل 

  

 

 تابع تنش به شکل چندجمله ای درجه سوم زیر را در نظر بگیرید: حال، یک

 

                                                             
 2a، 2b، 2c مثبت مقادیر به مربوط است، شده داده نشان 21 شکل در که تنش های جهت. دارد 2b و 2a ضرایب نشانه به بستگی مقادیر این  22 

 هستند



= 𝜌𝑔( و قرار دادن 29( را ارضا می کند. با استفاده از معادلات )aاین حالت، معادله )  ، داریم:0 

 

برابر با صفر باشند،  3dآمده است، با فرض اینکه همه ضرایب به غیر از  22برای یک صفحه مستطیلی که در شکل 

 = yناشی از تنش های عمودی در  23صفر نباشد، خمش خالص 3aخمش خالص به دست می آید. اگر فقط ضریب 

c ±  3از صفحه اعمال می شود. اگر ضریبb  3یاc  صفر نباشد، نه تنها تنش های عمودی، بلکه همچنین تنش های

 برشی که روی دو طرف صفحه عمل می کنند، به دست می آید.

 

 22شکل 

 

 23شکل 

(، برابر با صفر است. جهت های cتابع ) 3bنشان می دهد،  مورد که در آن همه ضرایب، بجز  23به عنوان مثال، شکل 

توزیع تنش کششی و فشاری به طور یکنواخت بوده و تنش   = c ±yمثبت است. در  3bتنش نشان داده شده برای 

                                                             
23 Pure moment  



وجود ندارد. اگر  x = 0، تنها تنش برشی ثابت بوده، و هیچ گونه تنش بر روی x = lاست. در  xبرشی متناسب با 

 صفر نباشد، توزیع تنش به طور مشابه به دست می آید. 3cضریب 

با تابع تنش به شکل چندجمله ای درجه دوم و سوم، در انتخاب مقادیر ضرایب کاملا آزاد خواهیم بود، زیرا معادله 

(a به ازای تمام مقادیر )( ارضا می شود. در مورد چندجمله ای های درجه بالاتر معادلهa تنها در صورت وجود روابط )

 معینی بین ضرایب، اراضا می شود. با در نظر گرفتن....

 


