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  اي درجه چهار به شكل زير است:براي مثال تابع تنش به صورت يك چندجمله

  
  گردد كه عبارت زير برقرار باشدارضا مييابيم كه اين رابطه تنها درصورتي ) درميaو با جايگزيني در رابطه (

  
  هاي تنش در اين مورد عبارتند از:مولفه

  
توانيم به شرايط متعدد بارگذاري يك صفحه ظيم مناسب آنها ميدراين عبارات اختياري هستند و با تن  ضرايب

  گردند:عبارات زير حاصل مي جز نمائيم. براي نمونه با برابرصفرقراردادن تمامي ضرايب بهدست پيدا ميمستطيلي 
  

آمده به شرح ذيل وجود هاي بهو تنش 24داده شده در شكل ، نيروهاي وارد بر صفحه مستطيلي نشانفرض كردن  با مثبت
اند و در انتهاي اين صفحه نيروهاي برشي ، نيروهاي برشي به صورت يكنواخت توزيع يافتههستند. دراضلاع طولي 

  كنند. به يك جفت كاهش پيدا ميگردند. نيروهاي برشي وارد بر مرز صفحه براساس قانون سهمي توزيع مي

  

  
  سازد. صفحه را متعادل مي z=lمال در امتداد اين جفت، جفت بوجودآمده بواسطه نيروهاي نر

  اي از درجه پنجم را درنظر بگيريد. يك تابع تنش به فرم يك چندجمله
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  گردد. يابيم كه اين معادله در صورتي كه روابط زير برقرار باشند ارضاء مي) درميaبا جايگزيني در رابطه (

  
  هاي متناظر تنش عبارتند از:مولفه

  
هايي براي شرايط مختلف بارگذاري يك صفحه حلاختياري هستند و با تغيير آنها به راه ين ضرايب براعلاوه

  كنيم. دست پيدا مي

  
  

  يابيم كه درمي غيراز با برابرصفر قرار دادن تمامي ضرايب به

  
، نيروهاي نرمال از دو بخش تشكيل x=l ). در امتداد ضلع25aاند (شكل نيروهاي نرمال در امتداد اضلاع طولي اين صفحه توزيع شده

در اضلاع طولي اين صفحه  xكنند. نيروهاي برشي با اند كه يكي از قانون خطي و ديگري از قانون سهمي مكعب پيروي ميشده
كه رابطه نشان داده شده است. ازآنجا 25bها در شكل كنند. توزيع اين تنشاز قانون سهمي تبعيت مي x=lمتناسب بوده و درامتداد 

)aوانيم تباشد. ما ميحل ميحل از اين رابطه نيز يك راهگرفت كه مجموع چندين توان نتيجه) يك رابطه ديفرانسيل خطي است مي
هاي جديدي از منظر عملي دست يابيم. چندين نمونه از حلبندي كرده و به راههاي مقدماتي موردنظر در اين مقاله را جمعحل

  وش مطرح خواهد شد.  بكارگيري اين ر
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هاي دقيق هركدام براي صفحات مستطيلي در مقاله قبلي چندين مورد مورد بحث و بررسي قرارگرفت كه حل .1ونان سن. اصل 18
هاي بدست بدست آمدند. در هرمورد تمامي روابط الاستيسيته ارضا شده ولي حل هاي بسيار ساده تابع تنش با درنظرگرفتن فرم

شده توزيع شده باشند. در مورد مربوط به بارگذاري خالص (شكل كه نيروهاي سطحي به روش دادهصورتي دقيق بودند آمده تنها در
ها با فاصله از محور خنثي گردد و اين كشش و فشردگيايجاد مي سر تيرها در دو )، ممان خمشي بواسطه كشش و فشردگي22

اه تداخل نداشته گاي باشد كه با انحراف و تغييرشكل صفحه تكيهگونهمكان بايد بهدرصورت ا و سر تير بستن انتها باشند.متناسب مي
نيروهاي  اي باشد كهگونهگاه مقيد بهباشد. اگر شرايط فوق برقرار نباشد يعني ممان خمشي به شكلي متفاوت اعمال گردد يا تكيه

از استفاده عملي با اين حال دقيق اين مسئله نيست.  حلديگر راه 17تحميل گردند، حل داده شده درقسمت  سرديگري دربخش 
توان با دقت كافي براي موارد مربوط به خمش كه اين شرايط در حل را مياين راهگردد. به اين مورد خاص محدود نميحل اين راه

و  نسحل معمولاً براساس اصل هگردد مورداستفاده قرار داد. چنين گسترشي در بكارگيري اين راطور قطع برآورده نميبهدو سر تير 
ادل با سيستم مع سانكند كه اگر نيروهاي وارد بر بخش كوچكي از سطح يك جسم الاستيك يا كشاست. اين اصل بيان مي نان

ي را در توجهگردد واين توزيع مجدد بارگذاري تغييرات قابلاستاتيكي ديگري از نيروهاي وارد بر همين بخش از سطح جايگزين مي
 كه گذارد كه درمقايسه با ابعاد خطي سطحبرجاي مي ها در فواصليآورد اما تاثير ناچيزي را بر تنشهاي محلي بوجود ميتنش

)، ابعاد سطح مقطعي 22براي مثال در حالت خمش خالص يك نوار مستطيلي (شكل اند بزرگ هستند. نيروهاي وارد برآن تغيير يافته
ير تحت تاث سرستند روش بكارگيري ممان خمشي خارجي، توزيع تنش را تنها در نزديكي دو كه در مقايسه با طول خود كوچك ه

  است ندارد.  22حل شكل دار و دورتر كه توزيع تنش آنها در عمل همانند راههاي فاصلهو هيچ تاثيري بر سطح مقطع قرار داده 
مال توزيع تنش به شيوه اع ،بارگذاري سرتير تحتر نزديكي تنها دباشد. همين مورد در حالت مربوط به كشش محوري نيز صادق مي

دهنده هاي نشاننمونهاند. ها به صورت يكنواخت توزيع شدهتنش سر تيرهاي دورتر از مقطعنيروي كشش بستگي داشته و در سطح
  ). 52گيرد (صفحه اين جمله و نحوه توزيع يكنواخت تنش در ادامه مورد بحث قرار مي

توان با استفاده از قانون هوك در هاي كرنش را ميهاي تنش از روابط قبلي بدست آيند مولفهوقتي مولفه ها.جابجايي. تعيين 19
  توان با معادلات زير مشخص نمود:را مي vو  uهاي سپس جابجاييبدست آورد.  6و  3روابط 

  
توان هايي از كاربرد آنها مواجه خواهيم بود. ميما با نمونه همراه ندارد وگيري اين روابط در هر حالت خالص مشكلي را بهانتگرال

  مانند. اضافه كنيم بدون تغيير باقي مي vو  uدر صورتي كه ما توابع خطي را به ) aهاي كرنش (مشاهده كرد كه مولفه
  

ن ها مشخص و تعييمل با تنش و كرنشطوركاتوان بهها را نميثابت هستند. اين بدان معناست كه جابجايي cو  a ،bكه در اين روابط 
 cو  aتوان درنظر گرفت. ثوابت هاي داخلي يك جابجايي مشابه با يك جسم صلب را ميهاي ناشي از كرنشدليل جابجايينمود. به

  باشند. مي zيك زاويه چرخش كوچك جسم صلب حول محور  bجسم و ثابت  2دهنده يك حركت انتقالينشان bدر روابط 

                                                           
1 Saint-venants 
2 translatory motion 
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اي ثابت، توزيع تنش همانند توزيع تنش يا كرنش صفحه ) در حالت مربوطبه نيروهاي جسم25شده است كه (صفحه دهنشان دا
ا هاي كرنش باي، مولفهها براي اين دو مسئله كاملاً متفاوت هستند چراكه در حالت توزيع تنش صفحهاست. با اين حال جابجايي

  شوند:مي با معادلات زير داده aواردكردن در روابط 

  
  هاي كرنشي عبارتنداز:اي، مولفهو در حالت كرنش صفحه

  
توان از مجموعه قبلي به اين معادلات مي با  و  با   Eتوان به سادگي دريافت كه با جايگزيني مي

بحث  ) در ادامه برايaگيري روابط (است ندارند. انتگرال كه برابر  Gها تاثيري بر دست يافت. اين جايگزيني
  به مسائل خاص نشان داده خواهند شد. راجع
ت را درنظربگيريد كه تحيك تير داراي سطح مقطع مستطيلي باريك با عرض واحد . سرتير. خمش يك تير تحت بارگذاري در 20

با داشتن برشي بارگذاري قرار نداشته و نيروهاي  هاي بالا و پايين تحتلبه). 26(شكل  انتهاي تير استاعمالي در  Pخمش نيروي 
داده شده نشان 17 بندهاي توان با تركيب مناسبي از برش خالص و تنشاند. اين شرايط را ميتوزيع شده X=0در امتداد  Pبرآيند 

  انجامد ) به روابط زير ميeهاي (با تنش برآورده نمود. برآيند برش خالص  24در شكل 

  

  
  لي بايد رابطه زير برقرار باشد فاقد نيروي اعما  براي داشتن اضلاع طولي

  
  درآن كه
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رو باشند. از اين Pيافته برروي اين بخش بايد برابر بارگذاري شده، مجموع نيروهاي برشي توزيعتير به منظور برآوردن شرايط انتهاي 

  داريم:

  
  كه در اين رابطه 

  
  يابيم كه ) در ميaدر روابط ( b2و  d4با جايگزيني مقادير 

  
  سطح مقطع تير است بنابراين رابطه زير برقرار است: Iممان اينرسي  د توجه داشت كه باي

  
هاي مقاومت مصالح همخواني دارد. لازم به ذكر است كه درصورت توزيع اين رابطه بطوركامل با حل مقدماتي داده شده در كتاب

حل نشانگر اين راه سر تيردر  yدن نيروهاي نرمال با و متناسب بو نيروهاي برشي براساس قانون سهمي به مانند تنش برشي 
 ياي ديگر توزيع شوند، توزيع تنش يك حل درست و دقيق براي دو انتهاگونهبه سرحل دقيق است. اگر نيروهاي وارد در دو يك راه

   .درنظر گرفته شودمناسب  رساي دورتر از دو هاي واقعدر فاصلهمقطعتواند براي سطح، ميونان سنتير نيست اما براساس اصل 
  ها در نظر بگيريد. با بكارگيري قانون هوك خواهيم ديد كه اكنون جابجايي را با متناظر با تنشهم

  
به روابط زير  cگيري از رابطه باشد. با انتگرالمي dو  cگيري از روابط جابجايي شامل انتگرال vو  uهاي روش دستيابي به مولفه

  رسيم:مي
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به رابطه زير دست  dدر رابطه  vو  uبه تنهايي هستند. با جايگزيني اين مقادير  xو  yتوابع مجهولي از  و  ر آنها كه د

  كنيم:پيدا مي

  
است. با   yو  xهستند و يك عبارت نيز مستقل از  yبوده و برخي نيز تنها تابعي از  xدر اين معادله برخي عبارات تنها توابعي از 

  داريم: Kو  F(x) ،G(y)ها با ين گروهنشان دادن ا

  
  توان به صورت زير نوشت ومعادله فوق را مي

  
 yو  xبه ترتيب با  G(y)و  F(x)ند. در شرايطي ديگر بايد در برخي موارد ثابت باش G(y)و  F(x)اي بدين معناست كه چنين معادله

  توان نوشتگردد. بنابراين ميض ميبه تنهايي اين معادله نق yو يا  xكنند و با تغيير تغيير مي

  
  و 

  
  گردندبه شكل زير ارائه مي و  سپس توابع 

  
  رسيمدر اين عبارات به روابط زير مي vو  uبا جايگزيني 
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و براساس سه شرط محدوديت ضروري براي جلوگيري از حركت و جابجايي تير  eتوان از رابطه را اكنون مي hو  d ،e ،gهاي ثابت
 x=lبراي  vو  uثابت است. آنگاه  سر تير، مركز سطح مقطع Aفرض كنيد نقطه تعيين نمود.  xyعنوان يك جسم صلب در صفحه به 
  داريم: aباشند. پس ما از روابط صفر مي y=0و 

  
  گردد. سپس رابطه زير برقرار استحاصل مي gدر رابطه دوم معادلات  y=0منحني جابجايي با جايگزيني 

  
 Aحول نقطه ثابت  xyدر اين رابطه ما بايد از شرط سوم محدوديت با حذف احتمال چرخش تير در صفحه  dيين ثابت براي تع

) وقتي يك المان 1توان از طرق مختلفي محقق نمود. حال دو مورد را مد نظر قرار دهيد: (اين قيد و محدوديت را مياستفاده نمائيم. 
  سپس شرط محدوديت عبارتست ازثابت است.  Aاز محور تير در انتهاي 

  
  ثابت است.  A) وقتي يك المان عمودي سطح مقطع در نقطه 2(

  آنگاه شرط محدوديت عبارتست از 

  
  رسيم) به عبارت زير ميhما از رابطه (در اوليه مورد 

  
  يابيم كه ) در ميeو از رابطه (

  
  گردندر حاصل مي)، روابط زيgها در روابط (با جايگزيني تمامي اين محدوديت

  
  رابطه منحني تغيير شكل و خيز عبارت است از
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كند. اين مقدار با مقدار بدست آمده در را ارائه مي )، مقدار x=0شده (كه براي خيز و تغييرشكل انتهاي تيربارگذاري

  هاي مقدماتي راجع به مقاومت مصالح همخواني دارد. كتاب
) را در نظر x=lدر انتهاي ثابت ( uهاي برشي، جابجايي هاي ايجادشده با تنشسطح مقطع براي نشان دادن تغييرشكل و انحراف

  رسيم. ) به روابط زير ميmما از معادلات ( سر تيربگيريد. براي اين 

 
در نقطه   نشان داده شده است. به دليل تنش برشي 27aشكل سطح مقطع پس از انحراف و جابجايي در شكل 

A سطح مقطع در ، يك المان ازA  حول نقطهA  در صفحهxy  چرخد.در جهت ساعتگرد مي با يك زاويه  
  ). 27bثابت باشد (شكل  Aمقطع در نقطه اگر المان عمودي سطح 

  يابيم كه:) درميg) و اولين رابطه از معادلات (lما به جاي يك المان افقي از اين محور از شرط (

  
  رسيم:) به رابطه زير ميeو از معادله (

  
  گردد:) رابطه زير حاصل ميgبا جايگزيني در دومين رابطه از معادلات (

  
هاي اين )، تغييرشكل27b( Aگيري كرد كه به دليل چرخش انتهاي اين محور حول نقطه توان نتيجه) ميnبا مقايسه با رابطه (

  كند. محور از تير با مقدار زير افزايش پيدا مي
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ل با شرايطي كاملاً متفاوت از آنچه در شك سر گيردار تيرشود. درعمل در نيروي برشي بر تغييرشكل تير خوانده ميپديده، اثر اين 
ده شبا توزيعات دادهسر و توزيع نيروها در اين  شودميتغييرشكل  دچار ثابت معمولاً مقطعنشان داده شده است روبرو هستيم.  27

  توجه از دو سر تير صادق است. اي بلند و در فوصل قابل) تنها براي تيرهاي طرهbحل (ن حال راهباشد. با اي) متفاوت ميbدر روابط (
تحت  گاه را درنظر بگيريد كهمقطع مستطيلي باريك با عرض واحد با دوتيكه. يك تير با سطح. خمش يك تير با بار يكنواخت21

هاي بالا و پايين تير عبارتند داده شده است قرار دارد. شرايط لبه نشان 28كه در شكل  qخمش يك بار با توزيع يكنواخت و شدت 
  از:

  
  توان به صورت زير بيان نمودرا مي و شرايط در دو سر تير 

  

  
) b) و (aو هيچ خمشي در دو سر تير وجود ندارد. تمامي شرايط (كنند كه هيچ نيروي طولي ) بيان ميbدو عبارت آخر در روابط (

هاي كششي در امتداد برآورده نمود. براي حذف تنش 17 بندها همانند ايهاي معين در قالب چندجملهحلبا تركيب راهتوان را مي
و  17 بند) در bاز حل ( يك نيروي فشاري ساده  هاي برشي در امتداد اضلاع و تنش y=cضلع 
  گردند:حاصل ميبراين اساس روابط زير گيريم. را درنظر مي 23در شكل  و  هاي تنش

  



10  

  آيند)، روابط زير بدست ميaو از شرايط (

  
  كه در اين روابط 

  
  مقطعي با عرض واحد است، داريم: برابر ممان اينرسي ناحيه سطح ) و باتوجه به اينكه cبا جايگزيني در روابط (

  
) در دو سر تير را bضلاع طولي بلكه دو شرط اول () برروي اaهاي تنش نه تنها شرايط (توان بررسي كرد كه اين مولفهراحتي ميبه

نشان  22گيريم كه در شكل ) را يك خمش خالص درنظر ميdها در دو سر تير، ما حل (جفتشدن براي خنثيسازند. برآورده مي
  كنيم. تعيين مي را از شرايط مرزي در  d3داده شده و ثابت 

  
  دگردبه صورت زير حاصل مي d3كه از آن ثابت 

  
  باشددر نهايت رابطه زير برقرار مي

  
شده با تئوري اوليه خمش و دومين عبارت اصلاح لازم و ضروري اين رابطه را شامل هاي دادهاوليه عبارت در رابطه فوق نشانگر تنش

ك بت به طول آن كوچوابسته نبوده و در مقايسه با حداكثر تنش خمشي به شرط بزرگ بودن دهانه تير نس xگردد. اين اصلاح به مي
كند. لازم به ذكر است كه عبارت ارائه مي هاي باشد. براي چنين تيرهايي، تئوري مقدماتي خمش مقدار دقيقي را براي تنشمي
  ، نيروهاي نرمال طبق قانون زير توزيع شده باشند. رود كه دو انتهاي حل دقيق به شمار ميدر صورتي يك راه 33
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باشند. اين نيروها از يك  سانيك 33از رابطه  براي  نيروهاي نرمال در دو سر تير همانند  عنوان مثال اگربه

ها آنها بر تنش اثراتگيري كنيم كه ونان نتيجه سناصل توانيم از رو مينيروي برآيند و يك كوپل برآيند برابر صفر برخوردارند. از اين
 ) در چنين نقاطي33حل (راهبنابراين توان ناديده گرفت. زرگتر از عمق تير را ميتوجه از دو سر يعني در فواصل بدر فواصل قابل

  باشد. اندازه كافي دقيق ميبراي حالتي كه هيچ نيرويي وجود ندارد به
 حل تقريبي به اين واقعيت است كه براي رسيدن ناشي از) 33) و حل تقريبي باتوجه به اولين عبارت (33حل دقيق (اختلاف ميان 

  هاي فشاريتنشتوان مشاهده كرد كه ) ميdدر شرايط كشش ساده قرار دارند. از حل (هاي تير فرض براين است كه رشته
برروي  هاي فشاري روند. توزيع تنش) به شمار مي33دليل وجود عبارت اصلاحي دوم حل (ها اين تنشها وجود دارد. بين رشته

) برروي يك سطح مقطع dاست. توزيع تنش برشي داده شده با سومين رابطه از معادلات (نشان داده شده  28cعمق تير در شكل 
   نظريه اوليه منطبق است.  ازشده از تير با توزيع ارائه

و دو رابطه آخر از  33در رابطه  حل بايد با قراردادن با وزنش بارگذاري شود اين راه qشده وقتي تير به جاي بار توزيع
  ها اصلاح گردد. و اضافه كردن تنش) dمعادلات (

  
دهنده حالت ممكن تنش ناشي از وزن ) كه نشان29از روابط ( توان بادرنظرگرفتن ) را ميeتوزيع تنش (

تر روابط برقرار است و در لبه پايين  رابطه   در لبه بالاييو نيروهاي مرزي به دست آورد. 
برروي هر دو لبه ، تنش گردند با حل قبلي اضافه ميه راه) بeهاي (رو وقتي تنشازاينبرقرارند.  
   خود تير است.  تير تنها شامل وزن قرارگرفته بررويافقي صفر است و بار 

با اين فرض كه در مركز سطح مقطع توان با روش نشان داده شده در بخش قبلي محاسبه نمود. را مي vو  uهاي جابجايي
) در 33) و (d، جابجايي افقي برابر صفر است و جابجايي عمودي برابر تغييرشكل است. ما با استفاده از روابط (

  يابيم:مي

  
  مشاهده نمود كه سطح خنثي تير در خط مركزي قرار ندارد. به دليل تنش فشاري  uتوان از عبارت مربوط به مي
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  رسيم:بطه زير مياست و ما به را خط مركزي داراي كرنش كششي 

  
  توان به رابطه منحني تغيير شكل دست يافتمي vاز عبارت مربوط به 

  
  خط مركزي صفر است داريم: با فرض اينكه تغييرشكل در دو انتهاي 

  
 اي باقي ماندن سطح مقاطع تير درحين خمش بدستها، تغييرشكلي است كه از تحليل مقدماتي با فرض صفحهضريب قبل از كروشه

  شود. ها نشانگر اصلاح است كه معمولاً اثر نيروي برشي خوانده ميآيد. عبارت دوم در كروشهمي
  شود:براي منحني تغييرشكل، عبارت زير براي انحنا حاصل مي xنسبت به  fگيري از رابطه با دوبار مشتق

  
دهنده ها نشاندر كروشه متناسب نيست. عبارت اضافي شود كه انحنا دقيقاً با ممان خمشي مشاهده مي

توان را مي 35شده در رابطه دهدكه عبارت اصلاحي دادهتر انحناي تيرها نشان مياصلاح لازم براي فرمول اوليه است. ارزيابي كلي
مه توضيح اتاثير نيروي برشي بر تغييرشكل در حالت يك بار متمركز در ادشدت متغير و پيوسته از بار مورداستفاده قرار داد. براي هر 

  ).107داده خواهد شد (صفحه 
بررسي نيروي برشي بر انحناي منحني تغييرشكل تيرها توسط رانكين در انگلستان و گراشف در آلمان انجام گرفته است. با 

نيروي برشي  Qكه در آن  درنظرگرفتن حداكثر كرنش برشي در محور خنثي يك تير مستطيلي با عرض واحد به صورت 
. عبارت شود است داده مي كه برابر  xگيري از كرنش برشي فوق نسبت به متناظر در انحنا با مشتق افزايش است،

  آيداصلاحي براي انحنا با تحليل مقدماتي به صورت زير درمي

  
  كند. آميزي را براي اين اصلاح ارائه ميحل مقدماتي مقدار اغراقتوان ديد كه راهمي 35با مقايسه اين عبارت با رابطه 

هاي فشاري توان تنها به نيروي برشي نسبت داد. اين عبارت تاحدي بواسطه تنشبراي انحنا را نمي 35عبارت اصلاحي در رابطه 
ها از بالا ايجاد شده با اين تنش xاند. انبساط جانبي در جهت صورت يكنواخت توزيع شدهها در عمق تير بهشود. اين تنشايجاد مي

نيروي  همراه تاثيرگردد. اين انحنا بهاين ترتيب يك انحناي معكوس (محدب به سمت بالا) ايجاد ميز بين رفته و بهتا پايين تير ا
  هستند.  35برشي دليل وجود عبارت اصلاحي در رابطه 
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)، 17 بندوبعدي (هاي مسئله دحلهاي نشانگر راهاي. موارد ديگر از تيرهاي تحت بارگذاري پيوسته. با افزايش درجه چندجمله22
ك حل در قالب يعنوان مثال بادرنظرگرفتن يك راهبههاي مسائل خمشي با انواع بارهاي متغير پيوسته برسيم. حلتوان به راهمي

اي عمودي تحت بارگذاري فشار ها در يك تير طرهتوانيم به تنشمي 17 بندهاي قبلي حلو تركيب آن با راه 6اي از درجه چندجمله
توان نشان دادكه تمامي شرايط اضلاع طولي نشان داده شده است. بدين ترتيب مي 29واستاتيك دست پيدا كنيم كه در شكل هيدر

  گردند:اي با سيستم تنشي زير برآورده ميتير طره

  
خمشي در همين  نيروي برشي و ممانباشد. مي qxبرابر  xاي كه شدت بار درعمق گونهوزن حجم واحد سيال است به qرو از اين

شده با هاي محاسبهمقادير تنش و  بديهي است كه اولين عبارت در روابط هستند.  و  عمق به ترتيب 
  ) تنش نرمال برابر صفر است. تنش برشي عبارت است ازx=0باشد. در انتهاي بالاي تير (فرمول اوليه معمول مي

  
اي گونههباشد بنها در تمامي سطح مقاطع بسيار كوچك بوده و برآيند آنها صفر ميها كاملاً متفاوت با صفر هستند، آگرچه اين تنش

  گردد. كه اين شرايط به شرايط مربوط به انتهاي فاقد نيروهاي خارجي نزديك مي
مدنظر  اي است، اثر وزن تير بر توزيع تنشوزن حجم واحد ماده تير طره q1) كه درآن aدر روابط ( به  q1xبا افزودن عبارت 

با سطح مقطع مستطيلي  3سدها با مصالح بناييها در حل بدست آمده ازاين طريق براي محاسبه تنشاستفاده از راهشود. قرار داده مي
 كه نيروهاي اعمالي) در صورتيaحل (سازد. راهحل شرايط انتهاي سد را برآورده نميذكر است كه اين راهپيشنهاد شده است. لازم به

باشد. در حالت عملي انتهاي سد به فونداسيون متصل است ) توزيع يافته باشند دقيق ميaحل (در راه و  ا هماننددر انته
 توان بيان كرد كه تاثير محدوديتباشد. براساس اصل سن ونان ميحل ارائه شده است كاملاً متفاوت ميو شرايط با آنچه كه دراين راه

معمولاً در مقايسه با ارتفاع  2cانتها ناچيز است اما در مورد سد با مصالح بنايي ابعاد سطح مقطعي  بر انتهاي سد در فواصل بزرگ از
l توان ناديده گرفت. كوچك نبوده و اين اثر را نمي   

شده سهمي حاصل ها در يك تير تحت بارگذاري با بار توزيع، تنش7اي از درجه بادرنظرگرفتن تابع تنش به صورت يك چندجمله
  گردند. مي

توجه از دو سر يعني در فاصله بزرگتر ها در هر سطح مقطع در فاصله قابل، تنش30در شكل  qدر حالت كلي يك توزيع پيوسته بار 
  توان از روابط زير به صورت تقريبي به دست آورد:از عمق تير را مي

                                                           
3 masonry dams 
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مقطع موردنظر است. شدت بار در سطح qيق معمول و شده به طربه ترتيب ممان خمشي و نيروهاي برشي محاسبه Qو  Mكه درآن 

  ).21 بنداين روابط با روابط بدست آمده براي يك تير تحت بارگذاري يكنواخت همخواني دارند (

  
توان ها را ميتوزيع يافته باشد، روابط مربوط به تنش در جهت پايين و درامتداد لبه پاييني تير  qاگر بار با شدت 

  بدست آورد و  با قراردادن تنش كششي يكنواخت  36از معادلات 

  
توان نشان داد كه در صورت توزيع پيوسته بار در امتداد طول يك تير ميحل مسئله دوبعدي در قالب يك سري فوريه. . راه23

ته ر داد. اگر بار پيوساي در موارد ساده مورداستفاده قراتوان در قالب يگ چندجملهمستطيلي با سطح مقطع كوچك، تابع تنش را مي
باشد، يك تابع تنش در قالب يك سري مثلثاتي استفاده نمود. اگر بار پيوسته باشد، يك تابع تنش در قالب يك سري مثلثاتي را 

  توان مورداستفاده قرار داد. رابطه تابع تنش مي

  
  به صورت زير برآورده نمود.  توان بادرنظرگرفتن تابع را مي

  
به  ) و با استفاده از a) در معادله (bباشد. با جايگذاري (مي yتنها تابعي از  f(y)عدد صحيح و  يك mكه درآن 

  يابيمدست مي رابطه زير براي تعيين 
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  گرددگيري از اين رابطه ديفرانسيلي خطي با ضرايب ثابت عبارت زير حاصل ميبا انتگرال
  

  آنگاه تابع تنش عبارتست از 
  

  نش مربوطه عبارتند از هاي تو مولفه

  
و  دار و درمعرض نيروهاي عمودي با توزيع پيوسته و به ترتيب با شدت يك مورد خاص از يك تير مستطيلي دوسرتكيه

توزيع تنش  دهد.را نشان مي Bو  Aهمچنين مقادير مثبت  است و كه  حالتي 31را درنظر بگيريد. شكل  
هاي توان از شرايط لبهرا مي گيري هاي انتگرالدست آورد. ثابت) بهe( حلتوان از راهبراي اين حالت را مي

  تعيين نمود. اين شرايط عبارتند از: بالايي و پاييني تير 

  
  رسيم:) به روابط زير ميeبا جايگزيني اين مقادير در سومين رابطه از معادلات (

  
  كه در روابط فوق 

  
  يابيم كه ) در ميeر دومين رابطه از معادلات (با استفاده از شرايط مرزي اضلاع د
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  رسيم:)، به روابط زير ميgبا جمع و تفريق اين معادلات و با استفاده از معادلات (

  
  گردند:هاي تنش حاصل مي) عبارات زير براي مولفهeبا جايگذاري در روابط (

  
، x=lو  x=0سازند.در دو سر تير يعني را برآورده مي درامتداد اضلاع  31شرايط نشان داده شده در شكل ها اين تنش

اولين عبارت )). kشود (روابط (اين تنش با دو عبارت نمايش داده ميوجود دارد.  صفر بوده و تنها تنش برشي  هاي تنش
ان ولي علامت مخالف هاي بالا و پايين سطح مقطع انتهاي تير داراي اندازه يكسهاي نيمهمتناسب است نشانگر تنش A+Bكه با 
است از برآيندهايي در دو سر تير برخوردار  A-Bدومين عبارت كه متناسب با ها در اين سر تير صفر است. برآيند اين تنشاست. 

  .  است كه با بارهاي اعمالي در اضلاع طولي در تعادل هستند
اكنون اين شوند. العمل در دو سر تير صفر مييروهاي عكسبوده و ن Bبرابر  Aاگر اين بارها براي هر دو ضلع يكسان باشند، ضريب 

از رابطه دوم معادلات گيريم. با اين فرض كه طول تير در مقايسه با عمق آن بزرگ است در نظر ميتر مورد خاص را به صورت دقيق
)kعبارتند از: بر روي صفحه مياني تير  هاي نرمال ) ، تنش  

  
بزرگ نباشد، كوچك است. سپس با جايگزيني در  mهاي است به شرط اينكه تعداد موج ر براب براي تيرهاي بلند كه 

)l:رابطه زير برقرار است (  
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  رسيم:به رابطه زير مي و باناديده گرفتن مقادير كوچك مراتب بالاتر از 

  
است.  هاي افقي تير نش بر لبهها برروي صفحه مياني درعمل برابر توزيع ت، توزيع تنشرو براي مقادير كوچك از اين

يرات اين فشارها تغي سريع نبودن توجه به شرطگيري كرد كه فشارها ازطريق يك تير يا صفحه بدون هرگونه تغيير قابلتوان نتيجهمي
  يابند. در امتداد اضلاع انتقال مي

 ، آنها به برآيندهايمقاطع تيراييني سطحهاي بالايي و پبراي اين حالت بسيار كوچك هستند. برروي نيمه هاي برشي تنش
اضافه  و صفحه مياني  هاي افقي كوچك لازم براي متعادل كردن اختلاف اندك ميان فشارهاي وارد بر لبه

  گردند. مي

  
اي زير نمايش هتوان با سري) را مي32هاي بالايي و پاييني يك تير (شكل ترين حالت، توزيع بارگذاري عمودي در امتداد لبهدر كلي

  داد. 

  
هاي مورد بحث و بررسي قرار گرفت. تنش 21 بندگر يك بارگذاري يكنواخت از تير هستند كه در ثابت نشان و  عبارات 

هاي ايجادشده با عبارات حاوي آيند. تنش) به دست ميkهاي (حلبا جمع راه ايجادشده با عبارات حاوي 
  آيند.به دست مي و برعكس و با تغيير علامت  به  بديل ) با تkهاي (حلبسادگي از راه 

را درنظر بگيريد. براي اين  33شده در شكل براي نشان دادن اين روش كلي محاسبه تنش در صفحات مستطيلي، موردنشان داده
به روش معمول به دست  و  ) حذف شده و ضرايب mاز روابط ( مورد بارگذاري متقارن، عبارات با 

  آيند. مي
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هاي ايجادشده با عبارات مثلثاتي با تنشهستند.  و برابر  yفشار يكنواخت در جهت  دهندهنشان  و  عبارات

آيند. صفحه مياني به دست مي و برعكس و با تغيير علامت  به  با تبديل ) و kهاي (حلاستفاده از راه
  رسيم:) به رابطه زير ميkبا استفاده از رابطه دوم معادلات (در نظر بگيريد.  را كه درآن تنها يك تنش نرمال وجود دارد را 
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) مورد ارزيابي نهايت طولاني وقتي ابعاد بسيار كوچك است (يعني نيروي متمركز اين تنش توسط فيلون براي يك نوار بي
نمايد. سرعت كاهش پيدا ميبه xبا  هده كردكه توان مشانشان داده شده است. مي 34قرار گرفت. نتايج اين محاسبه درشكل 

با را  35گردد. فيلون مورد نشان داده شده در شكل شود و سپس با كشش جايگزين ميصفر مي در مقدار  
در اين حالت در  nnهاي برشي برروي سطح مقطع توزيع تنشدهد. نسبت به يكديگر مورد بررسي قرار مي Pنيروهاي  جايگزيني

، اين توزيع مشابه توزيع سهمي بدست آمده از تئوري مقدماتي نشان داده شده است. براي مقادير كوچك با نسبت  36شكل 
در د. وجود دارهاي بسيار بزرگي در بالا و انتهاي تير تنش هاي برشي استبخش مياني تير در عمل فاقد تنشكه نيست و درحالي

وجود ندارد. بنابراين نيمه بالايي با يك  y=0و هيچ جابجايي عمودي در خط مياني  به دليل تقارن هيچ تنش برشي 34مسئله شكل 
در مقايسه با طول  2cنهايت ديگر را وقتي عمق صفحه اكنون يك حالت بيلايه الاستيك قرارگرفته بر روي پايه صلب متناظر است. 

2l ها با ها در سطح مقطعراي نشان دادن اينكه توزيع تنشاز اين مورد ب توانيمميما ). 37گيريم (شكل بزرگ است در نظر مي
 ) با Kاستفاده كنيم. با استفاده از رابطه دوم معادلات (گردد به يكنواختي نزديك مي Pافزايش فاصله نقطه اعمال نيروهاي 

  رسيم:به روابط زير مي برابر  ) براي ضرايب nو عبارات ( به جاي 



20  

  
ناديده  توان در مقايسه با يك عدد بزرگ است و مي كوچك باشد،  cيسه با در مقا l. اگر كه درآن 

  توانيم از رابطه زير استفاده كنيمگرفت. ما مي
  

را بنويسيم. با جايگزيني  توانيم رابطه ها در يك فاصله بزرگ از وسط صفحه ميبراي سطح مقطع
  رسيم) به رابطه زير ميpاين روابط در معادله (

  
، اين سري به سرعت همگرا شده و تنها چند جمله از اين سري براي محاسبه  بسيار كوچك نباشد، يعني  c-yاگر 

  ارزي زير استفاده كنيمتوانيم از هملازم است. سپس مي 
  

  رسيمبه رابطه زير مي و با قراردادن 

  
  به عنوان مثال براي 
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توزيعات نشان داده شده است. در همين شكل  38bفي هستند و توزيع تنش در شكل سه عبارت اول سري براي ارائه دقت مناسب كا

بديهي است كه در يك فاصله از انتهاي برابر با پهناي نوار، توزيع تنش درعمل يكنواخت است كه اند. تنش براي و نيز داده شده
ازطريق پهناي  هاي تنش، 37ر بلند نظير شكل براي يك نواكند. گيري صورت گرفته براساس اصل سن ونان را تاييد مينتيجه

2l حل هاي راهبا اين حال تنشيابند به شرط اينكه نرخ تغييرات در امتداد لبه بسيار سريع نباشد. صفحه با تغيير اندك انتقال مي
با  c=2lبا  37حل از مسئله شكل باشد. يك راهنيازمند اصلاح مي فعلي در اين مورد وبخصوص در نزديكي دو سر تير 

هاي تنشهمخواني دارد.  38cكند كه با شكل روشي متفاوت، يك تنش فشاري يكنواخت قرارگرفته در بخش افقي مياني را ارائه مي
  را ببينيد).  85در ادامه مورد بحث و بررسي قرار خواهد گرفت (صفحه  Pواقع در نزديكي نقطعه اعمال بارهاي 

  
پردازند. با اين مي 2lيا  lبه يك دهانه  23 بندمسائل درنظرگرفته شده در . يفوريه. بارگذاري گرانش هاي. كاربردهاي ديگر سري24

مدنظر قرار داد چراكه يك سري  xتنش در نوارهاي بلند موازي با محور  متناوبهاي توان به عنوان حالتها را ميحلحال اين راه
ناسب هاي برابر تحت بارگذاري يكسان در صورت مترتيبي از دهانهتير پيوسته شامل  كشد. يكرا به تصوير مي متناوبفوريه يك تابع 

ر شده با بتن خاص كه تير دوسازهاي تقويتاگر همانند ساختبودن شرايط انتهاي تير از چنين توزيع متناوبي برخوردار خواهد بود. 
توان با روش فعلي بدست )، نتايج ارزشمندي را مي39شد (شكل نقاطي كه فاصله آنها قابل مقايسه با عمق است تير دو سرگيردار با
العمل به سمت حاوي نيروهاي عكس گاهتر با تكيهبر لبه پايين q1آورد. تئوري مقدماتي تير كافي نيست. يك بار با توزيع يكنواخت 

بر لبه بالايي اعمال  q1اگر بار كند. را ارائه مي) 23 بند mتوزيع يافته است نمونه خاصي از روابط ( lهاي در بازه 2bبالا كه در عرض 
  باشد. هاي بالايي و پاييني ضروري ميبر لبه q1گردد، صرفاً اضافه كردن توزيع تنش به دليل فشارها با توزيع يكنواخت برابر ومخالف 

  د. توزيع تنش ساده بار كاهش دا -توان به يك مسئله لبهجسم حاصل را مي-اگر بار وزن خود تير باشد مسئله نيرو
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يكنواخت بر لبه پاييني در شكل  ر توزيعيگاهي را با فشاسازد. اين حالت تكيهرا برآورده مي 24و  19معادلات تعادل و همسازي 

)، با افزودن اين توزيع تنش به 2bها (با عرض گاهدر لبه پاييني صفر است بجز در تكيه اين شرط كه گذارد. به نمايش مي 39
  شود. بدون نيروي جسم برآورده مي q1و  qو تنش ناشي از  با  q1با جايگزيني  39زيع نشان داده شده با شكل تو

  مسائل
 گردداي با تابع تنش حل ميبررسي كنيد كه كدام مسئله تنش صفحه .1

  
 گردد. اعمال مي xبر ضلع مثبت  x=0و  y=0 ،y=dشود كه در ناحيه مسئله با رابطه زير حل مي چهبررسي كنيد كه  .2

  
 نشان دهيد كه رابطه زير  .3

براي چه  نشان دهيد كه رودكار مي مثبت به xبر ضلع   تابع تنش است و وقتي براي يك ناحيهيك   
  گردد.اي حل ميمسئله

  ايبراي حل مسائل يك تير طرهتابع تنش  .4
ين اتحت بارگذاري برشي يكواخت در امتداد لبه پاييني پيشنهاد شده است و لبه بالايي و انتهاي تير فاقد بار هستند. 

هاي كشش و خمش مقدماتي را ناقص است؟ عبارات مربوط به تنش را با روابط بدست آمده از فرمولاز چه جهاتي  حلراه
  با هم مقايسه كنيد. 

و  uهاي جابجايي هتير قرار دارد. روابط مربوط به مولفي وزن خود بر لبه بالايي تحت بارگذار qبه جاي بار  28تير شكل  .5
v  .بيابيد.  )در اصل واحديك رابطه را نيز براي تغيير ضخامت (را بيابيد 

باريك از سطح مقطع مستطيلي عريضي برخوردار است و جاي داشتن يك سطح مقطع مستطيلي به 26شكل اي تيرطره .6
به ازاي عرض واحد بر انتهاي تير وارد  Pماند. بار اي باقي ميبا نيروهاي مناسب در امتداد اضلاع عمودي در كرنش صفحه

بيابيد   اي را برايرابطهيكسان هستند را بررسي نماييد.  20 بند به مانند  هايگردد. اينكه تنشمي
 X=Lروابط مربوط به را با ثابت بودن المان افقي اين محور در نماييد.  را رسماي و توزيع آن در امتداد اضلاع تير طره

 بنويسيد. 
 اي باشد يعني رابطه لاپلاس را ارضا كند مونيك صفحهيك تابع هار Vنشان دهيد كه اگر  .7

  توانند به عنوان توابع تنش مورداستفاده قرار گيرند. را ارضا نموده و مي 17 بند )aآنگاه توابع هركدام رابطه (  
 يك تابع تنش است.   نشان دهيد كه رابطه .8
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داراي توزيع  )y=0ناشي از فشار نرمال بر لبه مستقيم (  نهايتبيها را در يك صفحه نيمهعبارات سري براي تنش
  زير را بدست آوريد. 

ه فرض كنيد كدر يك نقطه واقع بر لبه يك تنش فشاري برابر فشار اعمالي در اين نقطه است.  نشان دهيد كه تنش   
  تمايل به صفر شدن دارد.  yتنش با بزرگتر شدن 

را برآورده  16بند  )bرابطه ( 8مسئله هاي تنش )bو ( 23 بند )eهاي ارائه شده با روابط (تنش )aنشان دهيد كه ( .9
  سازد. مي
  فصل چهارم

  مسائل دوبعدي در مختصات قطبي
شكل با سطح مقطع هاي منحنيهاي مدور، ميلهها و رينگهاي موردبحث در ديسكدر تنش. . روابط كلي در مختصات قطبي26

با فحه صمياني يك  سطحباشد. موقعيت يك نقطه در مستطيلي باريك با يك محور مدور استفاده از مختصات قطبي سودمند مي
  گردد. ثابت در اين صفحه تعريف مي Oxيك محور معين و  rميان و با زاويه  )40شكل( Oفاصله از مبداء 

  
با سطح سيلندري بر صفحه و  نرمال، 02، 04از اين صفحه را با مقاطع دايروي  1234داده شده تعادل يك المان كوچك برشاكنون 

و  و مولفه نرمال در جهت محيطي با  در جهت شعاعي با گيريم. مولفه تنش نرمال در نرمال بر صفحه در نظر مي 1و  3
اين المان محسوب  pاست كه نقطه مياني θو  rشوند و هر نماد نشانگر تنش در نقطه نمايش داده مي مولفه تنش برشي با 

يكسان  ، ، با مقاديركاملاً  4و  3، 2، 1گردد. با درنظر گرفتن تغييرات تنش، مقادير تنش در نقاط مياني اضلاع مي
برابر  1نيروي شعاعي ضلع شوند. نشان داده مي r1و  r2با  1و  3شعاع اضلاع شوند. نشان داده مي 40درشكل  نبوده و با 

 برابر 3همين ترتيب نيروي شعاعي وارد بر ضلع و بهنوشته شود   تواند به صورتاست كه مي 
تواند برخوردار است كه مي از يك مولفه در امتداد شعاع  2نيروي نرمال وارد بر ضلع است.  

نيروهاي برشي وارد است.   برابر 4مولفه متناظر با اين در ضلع جايگزين گردد.   با
  كنند. را ارائه مي  مولفه 4و  2بر اضلاع 

  رسيم:زير مي ما به رابطهبر حجم واحد در جهت شعاعي  Rبا جمع نيروها در جهت شعاعي ازجمله نيروي جسم 
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  شودبه معادله زير تبديل مي اين رابطه با تقسيم بر 

  
. دومين گرددتبديل مي  بهاولين عبارت اين معادله تا به صفر نزديك شوند  شده ترو كوچك ككوچاگر ابعاد اين المان 

همين ترتيب به دست آورد. توان بهگردند. معادله تعادل در جهت مماسي را ميتبديل ميو  و سومين عبارت به 
  آيندبه شكل زير درميدو رابطه اين 

  
نيروي آيند. وقتي درمي )18به صورت روابط (اين معادلات كنيم، وقتي ما مسائل دوبعدي را با استفاده از مختصات قطبي حل مي

  گردندصفر گردد آنها با قرار دادن روابط زير ارضاء مي Rجسم 

  
 گيرييك مشتقتوان با جايگزيني مستقيم مورد بررسي قرار داد. اين رابطه را مياست.    و rتابع تنش به عنوان تابعي از   كه

  گيرد. در ادامه مورد استفاده قرار مي 38از رابطه 
اين شرط به صورت  )26صفحه شرط همسازي را برآورده سازد. در مختصات كارتزين (بايد توزيع تنش ممكن اين تابع  براي ارائه يك

  باشدزير مي

  
اين منظور ما نيازداريم كه اين معادله را به مختصات قطبي تبديل كنيم. رابطه ميان مختصات قطبي و كارتزين به صورت زير براي 

  شودداده مي
  

  كه در آن
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  رسيم، به روابط زير ميو  rبه عنوان تابعي از  با استفاده از اين روابط و با درنظرگرفتن 

  
  رو داريمباشد؛ از اينتكرار عمليات فوق ضروري مي xنسبت به  گيريمشتقدومين براي 

  
  رسيمبه همين ترتيب به رابطه زير مي

  
  گرددرابطه زير حاصل مي )cو ( )bبا جمع روابط (

  
  آيدهمسازي به شكل زير درمي رابطه )d( معادلهو  با استفاده از رابطه 

  
سيم. رهاي متعدد اين رابطه ديفرانسيلي جزئي ما به حل مسائل دوبعدي در مختصات قطبي براي شرايط مرزي مختلف ميحلاز راه

  گيرند.چندين نمونه از چنين مسائلي در اين بخش مورد بحث قرار مي
اي را در صفحه مشخص كنيم و محور گردند. اگر ما هر نقطهحاصل مي )cو ( )bاز معادلات ( )38اولين و دومين عبارت از روابط (

x رو از رابطه (باشند. ازاينمي همانند براي اين نقطه خاص  است و   بگذرانيم را از آنc( و با قراردادن 
  رسيمبه رابطه زير مي 
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  داريم  و با قراردادن )bدهد. ما از رابطه (ادامه مي ، به نشان دادن x گيري محورجهت درهراين رابطه 

  
  ست آورد. بد) c) و (bمشابه با روابط ( را با يافتن عبارت  38سومين رابطه از توان ميو 

متقارن باشد،  )40شكل ( xyعمود بر صفحه  o در نقطهاگر توزيع تنش نسبت به اين محور ن حول يك محور. . توزيع متقار26
بايد صفر گردد.   توان نتيجه گرفت كه تنش برشيهستند. از تقارن مي rوابسته نبوده و تنها تابعي از   هاي تنش بهمولفه

  باقي مانده و رابطه زير را داريم )37تنها اولين رابطه از معادلات تعادل (

  
بستگي دارد رابطه همسازي  rاستفاده نمود. وقتي اين تابع تنها به  توان از تابع تنش صفر باشد مي Rاگر نيروي وارد برجسم 

  ايدبه صورت زير درمي )39(

  
رابطه  به يك باشد اي كه گونهبهtد با وارد كردن يك متغير جديد تواناين يك رابطه ديفرانسيلي معمولي است كه مي

حل توان به سادگي به دست آورد. اين راهرا مي )41حل كلي معادله (تبديل گردد. به اين طريق راهديفرانسيلي خطي با ضرايب ثابت 
رابطه توان بررسي كرد كه ري برخوردار است كه بايد از شرايط مرزي تعيين گردند. با جايگذاري ميگياز چهار ثابت انتگرال

وهيچكدام هاي تمامي مسائل توزيع تنش متقارن حلراهحل كلي است. راه يك
  عبارتند از 38هاي تنش متناظر از رابطه مولفه. آيندنمياز اين رابطه بدست هاي وارد برجسم از نيرو

  
 r=0وقتي  )43هاي تنش (شوند چراكه مولفهصفر مي Bو  Aهاي اگر هيچ سوراخي در مبداء مختصات وجود نداشته باشد ثابت

حفره در مبداء و بدون هيچ نيروي وارد برجسمي، تنها يكمورد از توزيع تنش رو براي صفحهبدون يك شوند. از ايننهايت ميبي
 جهات در تمامي دارد و اين صفحه وجود است يعني وقتي كه  متقارن نسبت به اين محور

  قراردارد. در شرايط كشش يا فشردگي يكنواخت 
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بدست  43توان از روابط يكنواخت را مي هاي ديگري از كشش يا فشردگيحلاگر در مبداء مختصات حفره وجود داشته باشد راه
  آيندبه شكل زير درمي 43، معادلات Bآورد. به عنوان مثال با صفردرنظرگرفتن 

  
ل شكتوخالي تحت فشار يكنواخت بر سطوج داخلي و بيروني (توان براي نمايش توزيع تنش در يك سيلندر حل را مياين راه

فشارهاي يكنواخت داخلي و خارجي هستند.  p0و  p1سيلندر و شعاع دروني و خارجي  bو  aمورداستفاده قرارداد. فرض كنيد )41
  سپس شرايط مرزي عبارتند از:

  
  كنيم:دست پيدا مي Cو  Aبه روابط زير براي تعيين  44با جايگذاري در اولين رابطه از معادلات 

  
  كه درآنها 

  
  گردند:تنش حاصل مي هاي، عبارات زير براي مولفه44ادلات با جايگزيني اين روابط در مع

  
يك انبساط يا انقباض  و  هاي بنابراين تنشباشد. ضخامت ديواره سيلندر ثابت مي در  جالب اينجاست كه

تغييرشكل رو از اين مانند.اي باقي ميهاي عمود براين محور صفحهآورد وسطح مقطعيكنواخت را درجهت محور سيلندر بوجود مي
هاي مجاور تداخل نداشته و درنظر خورده سيلندر با دو سطح مقطع مجاور با تغييرشكل المانها در يك المان برشناشي از تنش

  باشد. اي همانند بحث فوق مورد تاييد ميگرفتن المان در شرايط تنش صفحه
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  گردندبه صورت زير ارائه مي 45تنها درمعرض فشار داخلي وجوددارد روابط  سيلندر است ودر يك موردخاص وقتي كه 

  
در سطح داخلي سيلندر به  ي است. يك تنش كشش و هميشه يك تنش فشاري  دهند كه اين معادلات نشان مي
  رسد كه حداكثر مقدار خود مي

  
اين مقدار اي كه گونهشودبهبه اين مقدار نزديك مي bهميشه ازلحاظ عددي بزرگتر از فشار داخلي است و با افزايش  

گردد. كاربردهاي متعدد روابط لايه بيروني اضافه ميبرسد اما با اين حال بسياري از مواد به  p1تر از تواند به ميزاني پايينهرگز نمي
  اند. هاي مقدماتي مقاومت مصالح مورد بحث و بررسي قرار گرفتهدر طراحي ماشين معمولاً در كتاب 47و  46

 درنظر گرفته شده است. اين مسئله توسط جفري حل 66مسئله متناظر براي يك سيلندر با يك حفره خارج از مركط نيز در بند 
باشد وقتي سيلندر تحت فشار  eكه فاصله ميان مراكز آنها باشد و درصورتي bو شعاع سطح خارجي  aشده است. اگر شعاع حفره 

  به صورت زير استباشد  ترين بخش است و اگر باشد حداكثر تنش، تنش مماسي در سطح داخلي در نازك p1داخلي 

  
  باشد. منطبق مي 47باشد اين رابطه با معادله  اگر 
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