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آید. در نتیجه بدست می (g)در روابط اول روابط  =/2های افقی با قرار دادن مرز مستقیم صفحه... . جابجایی

 داریم:

 
(، در تمام نقاط، به سمت مبدا جهت 71باشد )مرز مستقیم در هر قسمت مبدا بنابراین دارای جابجایی ثابتی می

مال فیزیکی نسبت دهیم اگر ما بیاد آوریم که در اطراف نقطه دارند. ممکن است ما اینگونه جابجایی را به احت

( که در آن 52bما بخش مصالح محدود شهد با سطح استوانه با شعاع کوچک حذف شده است )شکل  Pکاربرد بار 

( در 71بخش از روابط الاستیسیته قرار ندارد. در واقع این مصالح تغییرشکل پلاستیک داشته و اجازه جابجایی )

بدست آمده است. بیاد  (g)های قائم در مرز مستقیم از روابط دوم رابطه دهد. جابجاییاد مرز مستقیم را میامتد

 xباشد و اینکه تغییرشکل با توجه به محور  مثبت است اگر جابجایی در جهت افزایش  vباید آورد که مقدار 

 از مبدا بصورت زیر بیابیم: rرا در فاصله های قائم به سمت پائین توانیم جابجاییباشد، ما میمتقارن می

 
دهد. برای از بین بردن این مشکل ما باید همانند قبل فرض کنیم بزرگی مینهایت در مبدا این رابطه جابجایی بی

 که بخشی از مصالح در اطراف نقطه دارای کاربرد بار با سطح استوانه شعاع کوچک برش داده شده است.

خطوط توان بصورت ( را می53در مقاله قبلی )شکل  xyو  xهای منحنیرز مستقیم. هرگونه بار قائم م 34

دهد برابر با مقدار نیروی واحد ارائه می Pهایی برای ها تنشکنیم که این منحنیبکار برد. ما فرض می تاثیرگذار

با ضرب  mnدر صفحه  Hقطه از در هر ن xتنش  Pباشد. پس برای هر مقدار دیگر نیروی می lb 1که مثلا برابر با 

HK  بعد قائم باP آید.بدست می 

های صفحه نیمه بینهایت وارد شود، تنش ABو ... بر مرز مستقیم افقی  P ،1P ،2Pاگر نیروهای قائم زیادی  

آید. برای هر های تولید شده با هر یک از این نیروها بدست میبا اصل سوپرپوزیشن تنش mnوارد بر صفحه افقی 

ساخته شده است  Pآید، برای بدست می xyو  xهای با انتقال دادن منحنی xyو  xهای منحنیها، یک از آن

 1Pشود، برای مثال، با نیروی تولید می x، ... جدید ایجاد شوند. با دنبال کردن این کار تنش 1O ،2Oتا مبداهای 

تولید  2Pبا  Dدر  xآید. به همین طریق تنش ست میبد 1Pبا  1K1Hبا ضرب بعد قائم  Dدر نقطه  mnدر صفحه 

شود و ... تولید می P ،1P ،2Pبر روی صفحه با  Dآید. تنش نرمال کل در و غیره بدست می P2K2H*2شود که می

 که برابر است با:

 
د. به همین باشمی Dدر نقطه  xبرای تنش نرمال  خط تاثیرگذار 53نشان داده شده در شکل  xبنابراین منحنی 

 باشد.می Dدر نقطه  mnخط تاثیرگذار برای تنش برشی در صفحه  xyگیریم که منحنی طریق ما نتیجه می
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 57شکل 

توان بسادگی صفحه را می ABبرای هر نوع بارگذاری قائم گوشه  Dهای تنش در ها، مولفهبا داشتن این منحنی

 بدست آورد.

مرز مستقیم  ssتوزیع شده در بخش  qرگذاری یکنواخت با شدت اگر بجای نیروهای متمرکز ما یک با 

با مساحت  qبا ضرب کردن با  Dتولید شده با این بار در نقطه  x(، تنش نرمال 53وجود داشته باشد )شکل 

 آید.تاثیرگذار نشان داده شده با سایه در شکل بدست می

 بوسیله تابع تنش بصورت زیر حل کرد:توان با روش دیگری مساله بار توزیع شده یکنواخت را می 

 
 های تنش مرتبط عبارتند از:باشد. مولفهعددی ثابت می Aکه در این رابطه 

 
در گوشه مستقیم صفحه نیروی رسیم. می 57aبا اعمال این بر صفحه نیمه بینهایت ما به بار توزیع شده در شکل 

وجود دارد  Aبار نرمال توزیع یافته یکنواخت با شدت وجود داشته و  A–برشی با توزیع یکنواخت با شدت بار 
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های تنش وارد بر یک المان دهد. جهات نیرو از جهات مثبت مولفهسریعا علامت خود را تغییر می Oکه در مبدا 

C کند.پیروی می 

رسیم. می b57، ما به توزیع بار نشان داده شده در شکل و تغییر علامت تابع تنش  1Oبا انتقال مبدار به  

(، ما حالت بارگذاری یکنواخت بخش مرز مستقیم 57a,bبا استفاده از اصل سوپرپوزیشن دو بار توزیع شده )شکل 

داده شده با بار  qآوریم. برای بدست آوردن شدت بدست می 57cصفحه نیمه بینهایت نشان داده شده در شکل 

 یکنواخت، داریم:

 
 شود:داده می تنش در هر نقطه از صفحه با تابع تنش

 
(، کشش 58aدهد )شکل از صفحه را می Mدر هر نقطه از  (c)بینیم که رابطه اول تابع تنش ما می (b)از روابط 

باشد. به همین ترتیب عبارت دوم تابع می A–بوده و برش خالص  2Aیکنواخت در تمام جهات در صفحه برابر با 

توان بسادگی با دهد. کشش یکنواخت و فشردگی را میمیرا  Aو برش خالص  -1A1تنش فشردگی یکنواخت 

 آوریم:هم اضافه کرد و ما یک تنش فشردگی یکنواختی را بدست می

 
 باشد.می 1rو  rهای زاویه بین شعاع αکه در این رابطه 

، ما 1rو دیگری در جهت  rبا استفاده از اصل سوپرپوزیسن دو نوع برش خالص، یکی مربوط به جهت  

 Aهای خالص (، که در این حالت شعاع برابر با مقدار عددی برش58bوانیم از دایره مور استفاده کنیم )شکل تمی

باشد، ما می و  rبصورت محورهای  1rبه  ونپیرام 1FFو  r، موازی با 1DDباشد. با در نظر گرفتن دو قطر می

 /4را با زوایای  –Aو  Aهای اصلی تنش 1CFو  CFهای را داریم. شعاع rای از برش خالص مربوط به جهت ارائه

 A–نمایش دهنده تنش برشی  CDباشد و شعاع دهد که مربوط به این برش خالص میارائه می Mدر نقطه  rبا 

های (، مولفهa58)شکل  mnبه  قرار گرفته در زاویه  1n1mباشد. برای هر صفحه می rپیرامون  mnبر روی صفحه 

 دهد.می 2برابر با  GCDاز دایره با زاویه  Gدر نقطه   و تنش با مختصات 
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 .58شکل 

 16را بدست آورد )به صفحه  1rهای تنش ناشی از برش خالص در جهت توان بکار برد تا مولفهدایره مشابهی را می

ایجاد  1rهت با ج -αو با اینکه نرمال به این صفحه زاویه  1n1mمراجعه شود(. مجددا با در نظر گرفتن صفحه 

شود. برای خلاص از دایره داده می Hهای تنش با مختصات نقطه رسد که مولفه(، به نظر می58aکند )شکل می

های مولفه تنش را تغییر دهیم، و به همین ترتیب ، ما باید علامت1rشدن از علامت برش خالص مربوط به جهت 

هایی که داده شده است، مولفه CKبا بردار  1n1mبر صفحه  کنیم. تنش کل واردرا در دایره پیدا می 1Hما نقطه 

باشد چراکه می دارای بزرگای مشابه با تمام مقادیر  CKدهد. بردار می -1و تنش برشی  –)1+(تنش نرمال 

باشد. بنابراین، با ترکیب دو برش می مستقل از  α2-ها، و زاویه بین آن CGو  1CHهای آن های مولفهطول

 مراجعه شود(. 17آوریم )به صفحه الص ما مجددا برش خالص را بدست میخ

توان مشاهده زند. از شکل میتخمین می Mهای اصلی را در جهت یکی از تنش باشد، زاویه  -1=0وقتی که 

بنابراین باشد. جهت تنش اصلی می α=/2برقرار باشد، که از آن  -α(2=2(برابر خواهند بود اگر  1و  کرد که 

 های اصلی بنابراین بصورت زیر خواهد بود:کند. بزرگای تنشرا قطع می 1rو  rهای زاویه بین شعاع

 
 کنیم:پیدا می Mهای اصلی در هر نقطه ما برای مقادیر کلی تنش (d)با ترکیب این با فشردگی یکنواخت 
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نیز ثابت هستند. در مرز،  )f(های اصلی بنابراین تنشماند، و ثابت باقی می αزاویه  1Oو  Oدر امتداد هر دایره از 

-های اصلی برابر با یابیم که هر دو تنشمی )f(بوده و ما از  برابر با  α(، زاویه a58)شکل  1Oو  Oبین نقاط 

2A=-qهای باقیمانده مرز . برای بخشα=0 باشد.است و هر دو تنش اصلی برابر با صفر می 

 
 .59شکل 

های ( متشکل از تعداد بزرگی از بارهای با شدت متغیر بر روی المان59گر یک توزیع بار دلخواه )شکل بنابراین ا

بیان شده است( کلا  59تحت یک بار المان )همانطور که در شکل  xکوتاه مرزی در نظر گرفته شود، تنش افقی 

 باشد، و:ناشی از آن المان می

 
 .باشدتماما در امتداد مرز مستقیم می

 .S. D. Carothers and Mتوسط موارد زیادی دیگری از توزیع بار بر مرز مستقیم صفحه نیمه بینهایت  

Sadowsky  مورد بحث قرار گرفته است. دیگر روش حل این مساله در آینده مورد بحث قرار خواهد گرفت )به

 مرلجعه شود(. 125صفحه 

( بدست آمده 72هر توزیع بار با استفاده از رابطه )توان برای های مرز مستقیم صفحه را میتغییرشکل 

در  O( باشد، تغییرشکل تولید شده در هر نقطه 59شدت توزیع بار قائم )شکل  qبرای نیروی متمرکز یافت. اگر 

 باشد:( بصورت زیر می72بار از رابطه ) q drاز المان حاشورخورده  rفاصله 

 
 برابر است با: Oو کل تغییرشکل در 

 
 ثابت بوده و بصورت زیر داریم: qمورد توزیع بار یکنواخت،  در
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 (، داریم:60به همین ترتیب، برای نقطه در زیر بار )شکل 

 
بکار برد، که تغییرشکل داده شده را در مر مستقیم  qتوان برای پیدا کردن شدت توزیع بار را نیز می (h)رابطه 

 کندتولید می

 
 .60شکل 

 
 .61شکل 

توان نشان داد (، می61باشد )شکل اینکه برای مثال تغییرشکل در امتداد بخش بار مرز مستقیم ثابت میبا فرض 

 که توزیع فشار در امتداد این بخش با رابطه زیر ارائه شده است:

 
توان در بررسی را نیز می 33توزیع تنش شعاعی ساده بیان شده در بند نیروی وارده بر انتهای گوه.  35

گیریم، همانطور که نوک آن بکار برد. یک حالت متقارن را در نظر میکز در رمدر گوه ناشی از نیروی مت اهتنش

شود. برابر با واحد در نظر گرفته می xyنشان داده شده است. ضخامت گوه در جهت پیرامون صفحه  62در شکل 

 گردد:نش با مقادیر زیر ارضا میهای ت، گوه با در نظر گرفتن برای مولفه=αشرایط در امتداد سطوح، 
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را ایجاد نماید. ایجاد مجموع فشارهای بر سطح استوانه  Oثابت تنظیم خواهد شد تا شرط تعادل در نقطه  kعدد 

 بوده و داریم: P–)نشان داده شده با خط نقطه چین( برابر با 

 
 که از آن:

 
 :(a)پس، از روابط 

 
رسیم، که تاکنون مورد بحث قرار گرفته است. برای صفحه نیمه بینهایت می (66)ما به راه حل  α=/2با ایجاد 

باشد و نسبت تنش نرمال یکنواخت نمی mnهای نرمال در هر مقطع برشی توان مشاهده کرد که توزیع تنشمی

 آید.بدست می α4cosبه حداکثر تنش در مرکز مقطع برشی برابر با  nیا  mدر نقاط 

 
 .62شکل 

 
 .63شکل 
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از جهت نیرو  توان بکار برد اکر را می (a)(، راه حل مشابه 63اگر نیرو در پیرامون محور گوه باشد )شکل  

 شود:از رابطه تعادل زیر پیدا می kگیری شود. ضریب ثابت اندازه

 
 که از آن:

 
 و تنش شعاعی برابر است با:

 
 برابر است با: mnهای نرمال و برشی در مقطع برشی تنش

 
 توانیم داشته باشیم:، میαدر حالت زاویه کوچک 

 
 داریم: (b)ما از رابطه  mnبرای ممان اینرسی مقطع برشی  Iپس با نوشتن 

 
 yتواند بسیار نزدیک به مقدار واحد باشد. پس رابطه برای می 4sin3)α/α(tan، ضریب αبرای مقادیر کوچک 

رخ داده و دو برابر مقدار نظریه مقدماتی  nو  mثر تنش برشی در نقاط باشد. حداکمطابق با فرمول تیر مقدماتی می

 باشد.برای مرکز مقطع برشی تیر مستطیلی می

در  Pداریم، ما با هر زاویه از نیرو  63و  62های از آنجایی که ما راه حل برای دو حالت ارائه شده در شکل 

های روش سوپرپوزیشن غلبه کنیم. قابل ذکر است که راه حل با تجزیه نیرو به دو مولفه و با استفاده از xyصفحه 

گاه بوده و با نیروهای توزیع دهند که تنها برای انتهای گوه حاوی تکیه( راه حل دقیقی را ارائه می74( و )73)

نتهای ها تنها در نقاط در فواصل زیادی از ایافته با راه حل داده شده قرار گرفته است. در غیر اینصورت راه حل

 باشد.گاه دقیق میحاوی تکیه
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، در صفحه گوه، و متمرکز شهد در نوک، با تابع تنش حل Mمساله گوه بارگذاری شده با کوپل خمشی  

 شده است.

 
 ها عبارتند از:باشد. تنشاعمالی با جهت برعکس ساعت می Mبیان شده و کوپل  62در شکل  که در این رابطه 

 
مساله توزیع تنش در تیر تحت نیروی متمرکز توجه زیادی را به خود جلب بر تیر. نیروی متمرکز وارد  36

( در تیرهای با مقطع برشی مستطیلی باریک تحت 22کرده است. همانطور که قبلا نشان داده شده است )بند 

دیکی نقطه باشد. در نزبارگذاری پیوسته توزیع تنش با دقت خوبی با نظریه اولیه رایج خمش قابل دستیابی می

باشد. کاربرد نیروی متمرکز انحراف موضعی جدی در توزیع تنش باید انتظار رود و بررسی بیشتری از مساله لازم می

انجام شده است. انجام آزمایش با تیر  Carus Wilsonهای موضعی بطو آزمایشگاهی توسط مطالعه اولیه این تنش

نور قطبی )مراجعه شود به صفحه بار در میانه، و با استفاده از  ( با64مستطیلی شیشه بر روی دو تکیه گاه )شکل 

رسد که در صفحه نیمه ، که در آن بار اعمال شده است، توزیع تنش میA(، او نشان داده است که در نقطه 132

ی از قانون خطی پیرو xتنش نرمال  ADبینهایت با نیروی متمرکز نرمال تولید شده است. در امتداد مقطع برشی 

باشد. این نتایج ، تنش کششی کوچکتر از مقدار انتظاری از نظریه تیر اولیه میA، برخلاف Dکند، و در نقطه نمی

را  64بیان شده است. سیستم نمایش داده شده در شکل  G. G. Stokesبرپایه فرضیات تجربی قطعی توسط 

های فشردگی شعاعی وارد ست بیاید. تنشبد 65توان با اصل سوپرپوزیشن دوسیستم نشان داده شده در شکل می

های کششی شعاعی وارد بر وجوه تیر تیکیه ( با تنش65aصفحه نیمه بینهایت )شکل  pq، و mn ،npبر مقاطع 

ها در صفحه نیمه بینهایت ها در این تیز باید با تنش(. تنش65bحذف شده است )شکل  pو  nگاهی مستطیلی در 

 سوپرپوزیشن شده است. Stokesشده توسط برای بدست آوردن مورد بیان 

 
 .64شکل 
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 ADها در تیر، فرمول تیر اولیه اعمال خواهد شد. لنگر خمشی در میانه مقطع برشی تنش در محاسبه 

و تفریق کردن لنگر تمام نیروهای کششی جهت دار شعاعی اعمالی به نصف تیر  P/2تیز با گرفتن ممان واکنشی 

زیع شعاعی شود اگر مشاهده کنیم که نیروهای کششی تویشین بسادگی محاسبه میاین لنگر پآید. بدست می

( یا، با 65cباشد )شکل برابر می Aدر نقطه  abcسطح استوانه  abبطور استاتیکی با توزیع فشار در ربع چهارم 

اعمال شده است )شکل  Aباشد، در نقطه می P/2بوده و نیرو قائم  P/، برابر با نیروی افقی (66)استفاده از رابطه 

65d پس لنگر خمشی، به عبارت دیگر تقریبا در نزدیکی نقطه .)O :برابر است با 

 
 های خمشی مربوطه عبارتند از:و تنش

 
باید  P/تولید شده توسط نیروی کششی  P/2cهای خمشی تنش کششی با توزیع یکنواخت برای این تنش

 ، همانطور که در این روش اولیه بدست آمده است و بنابراین:ADی های نرمال در مقطع برشاضافه شود. تنش

 
 تطابق دارد. Stokesاین با فرمول ارائه شده توسط 

 
 .65شکل 

( و 65bآید اگر ما مشاهده کنیم که بار با توزیه پیوسته به پائین تیر اعمال شود )شکل تقربی مناسبی بدست می

باشد. با جاگذاری این در می /cP، برابر با )66(، از رابطه Dبار در نقطه  ( استفاده شود. شدت این36’از رابطه )

 بالا، ما بصورت تقریب ثانویه داریم: xو ترکیب با مقدار  )36’(رابطه 
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 ها سوپرپوزیشن شوند:ها باید بر روی تنشاین تنش

 
 باشد.می ADع های کل در امتداد مقطهمانند صفحه نیمه بینهایت، برای بدست آوردن تنش

دهد که (، نشان می106ای با راه حل دقیق اخیر ارائه شده در زیر )مراجعه شود به جدول صفحه مقایسه 

دهد که در آن اصلاح در پائین تیر می Dهایی با دقت بسیار خوبی در تمام نقاط بجز نقطه تنش (b)و  (a)روابط 

 به تیر ساده بصورت زیر ارائه شده است:

 
 دهد.را می (P/c)0.133-تر تنها مقدار که راه حل دقیقدرحالی 

انجام شده است. او از  J. Boussinesqتر از مساله توسط تلاش اول برای بدست آوردن یک راه حل دقیق 

(. برای خنثی کردن تنش در 33برای صفحه نیمه بینهایت استفاده کرد )مراجعه شود به بند  Flamantراه حل 

استفاده  Flamantها را اضافه کرده و مجددا از راه حل او یک سیستم برابر و مخالفی از تنش(، 65a)شکل  npمرز 

در نظر گرفته شده است. این  npکند، به عبارت دیگر تیر را بصورت صفحه نیمه بینهایت توسعه یافته تا بالای می

توان با کاربری تکراری از راه دا میکند، که مجدهای اضافی در بالای تیر تعریف میسیستم اصلاح کننده تنش

حذف کرد و همینطور ادامه داد. این فرایند همگرایی بسیار آهسته داشته و منجربه نتیجه مورد  Flamantحل 

 قبولی نشده است.

بدست آمده است. او این راه حل را به  L. N. G. Filonیک راه حل مساله بوسیله سری مثلثاتی توسط  

(، که تطابق 23ال کرد و محاسباتی برای موارد مختلف خاص انجام داد )مراجعه شود به بند بارهای متمرکز اعم

 های اخیر دارد.خوبی با بررسی

صورت گرفته است. با در نظر گرفتن یک تیر نامحدود  H. Lambپیشرفت بیشتر در راه حل مساله توسط  

د در جهات رو به بالا و رو به پائین، او راه حل مساله دو بارگذاری شده در فواصل برابر با نیروهای متمرکز برابر وار

های تغییرشکل بدست آورده است. در این حالت های زیادی روابطی برای منحنیبعدی را ساده کرده و برای حالت

باشد اگر عمق تیر در مقایسه با طول آن کوچک اویلر دارای دقت خوبی می-نشان داده شده است که نظریه برنولی

در  Grashofشد. همچنین نشان داده شده است که تصحیح برای نیروی برشی همانطور که توسط رانکین و با

مقدار آن کم  0.75مراجعه شود( تا حدودی مبالغه شده و باید تا تقریبا  43نظریه اولیه ارائه شده است )به صفحه 

 شود.
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انجام  F. Seewaldو  T. v. Karmanرد بار متمرکز توسط مطالعه با جزئیات بیشتر توزیع تنش و انحنای نزدیک نقطه کارب

یک تیر طویل نامحدود را در نظر گرفته و از راه حل برای صفحه نیمه بینهایت با دو کوپل وارده برابر  Kramanشده است. 

ه توسط این ها در امتداد پائین تیر ک(. تنش56bو مخالف هم را در همسایگی نقاط مرز مستقیم بکار گرفته است )شکل 

(، که برای تیر طویل 23توان با استفاده از یک راه حل بصورت سری مثلثاتی حذف کرد )بند روش تعریف شده است را می

 رسد:به تابع تنش می Karmanنامحدود توسط انتگرال فوریه ارائه خواهد شد. بدین ترتیب 

 
شامل یک مستطیل بسیار باریک همانطور که در این تابع توزیع تنش در تیر را در هنگام دیاگرام لنگر خمشی 

ترین حالت بارگذاری تیر با نیروهای قائم وارد شده در بالای تیر دهد. برای معمولمینشان داده شده  66شکل 

تقسیم کرد  66های اولیه همانند نشان داده شده در شکل توان به مستطیلمربوط به دیاگرام لنگر خمشی  را می

 در امتداد تیر بدست خواهد آمد. (c)وطه با انتگرالگیری از رابطه و تابع تنش مرب

 
 .66شکل 

اعمال شده است )شکل  Seewaldتوسط  Pبه تیر تحت بار نیروی متمرکز  Seewaldاین روش راه حل توسط 

تیر اولیه توان با فرمول توان به دو قطعه تقسیم کرد: مورد اول که میرا می x(. او نشان داده است که تنش 64

باشد. این قطعه رایج محاسبه کرد؛ و دیگری که نمایش دهنده تاثیر محلی در نزدیکی نقطه وارد شدن بار می

’پیشین با نام 
x توان بصورت را میP/c)(  نمایش داد که در آن  یک ضریب عددی وابسته به موقعیت نقطه

داده شده است. دو مولفه تنش دیگر  67باشد. مقادیر این ضریب در شکل های موضعی محاسبه شده میبرای تنش

y  وxy  را نیز بصورتP/c)(  نمایش داد. مقادیر مربوطه ها داده شده است. از شکل 69و  68های در شکل

و در  های موضعی سریعا با افزایش فاصله از نقطه وارد شدن بار کاهش پیدا کردهتوان مشاهده کرد که تنشمی

های ، تنشx=0برای  باشد. با استفاده از مقادیر ضریب ای برابر با عمق تیر معمولا قابل صرف نظر میفاصله

( در زیر در جدول آورده شده است. برای مقایسه 64تحت بار )شکل  ADموضعی در پنج نقطه مقطع برشی 
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( نیز داده شده است. از این روابط 101صفحه بدست آمده است ) (b)و  (a)های موضعی همانطور که از روابط تنش

 اند.های موضعی دقت مناسبی داشتهتوان مشاهده کرد که تنشمی

 
 .68شکل 

توان بدون هرگونه مشکلی محاسبه کرد. این ها، انحنا و تغییرشکل تیر را میبا در دست داشتن تنش 

یکی بصورت  –وان در دو قطعه تقسیم کرد تدهد که انحنای تغییرشکل منحنی را نیز میمحاسبات نشان می

بیان شده است. این انحنا اضافی خط  Pنظریف تیر اولیه ارائه شده است و دیگری با تاثیر موضعی بار متمرکز 

 توان با فرمول زیر بیان کرد:مرکزی را می

 
از این ضریب در شکل باشد. مقادیر متعددی یک ضریب عددی متغیر در امتداد طول تیر می αکه در این رابطه 

ارائه شده است. قابل مشاهده است که مقاطع برشی در فاصله بزرگتر از نصف عمق تیر انحنای اضافی قابل  70

 باشد.صرف نظر کردن می
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 .69شکل 
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 برای میانه جدول ضرایب 

 
(Exact Solution راه حل دقیق؛ :Approximate Solution)راه حل تقریبی : 

 
 .70شکل 

توان برای ( را می71)شکل  ACو  ABنظر گرفتن این اثر موضعی در انحنا، دو شاخه منحنی تغییرشکل  با در

 بوجود آوردن زاویه برابر با رابطه زیر در نظر گرفت:

 
 تغییرشکل مربوط در میانه برابر است با:

 
کم شود. این مقدار نیز با باید  Aبا از بین بردن تغییر ناگهانی شیب در  2از این تغییرشکل تصحیح کوچک 

 محاسبه شده و برابر است با: Seewaldتحقیقات 

 
 تغییرشکل محاسبه شده با استفاده از نظریه اولیه، کل تغییرشکل تحت بار برابر است با: 0حال با علامتگذاری 

 
 دهد:، این نیز رابطه زیر را میv=0.3با در نظر گرفتن 



16 

 

 
 دهد:مراجعه شود( برای این حالت رابطه زیر را ارائه می 43)به صفحه  اولیه Grashof –نظریه رانکین 

 
ها دهد. در این فرمولیک مقدار بیش از حدیرا برای تصحیح ناشی از برش می (g)رسد که رابطه به نظر می

 ها در نظر گرفته نشده است.تغییرشکل ناشی از تغییرشکل وضعی در تکیه گاه

 
 .71شکل 

 دیسک دایرویها در تنش 37

(. با 72شروع کنیم )شکل  ABوارد در امتداد قطر  Pاجازه دهید تا با در نظر گرفتن دو نیروی برابر و مخالف هم 

توانیم نیروهایی که (، ما می66کند )رابطه فرض اینکه هر یک از نیروها یک توزیع تنش شعاعی ساده تولید می

از محیط ما فشردگی  Mاینگونه توزیع تنش حفظ شود. در هر نقطه باید در محیط دیسک اعمال شود پیدا کنیم تا 

عمود بر یکدیگر  1rو  rداریم. از آنجایی که  )P/2)(1r/1cos(و  )P/2)(r)/cosبه ترتیب برابر با  1rو  rدر جهات 

 باشند و:می

 
های فشردگی با بزرگای تنش برابر با Mگیریم که دو تنش اصلی قطر دیسک است، ما نتیجه می dکه در این رابطه 

2P/d باشد. بنابراین تنش فشردگی مشابهی در هر سطح از میM شود و نیروهای عمود بر سطح دیسک وارد می

باید بخ محیط دیسک اعمال شود تا ترکیب توزیع تنش ساده فرض شده  2P/dفشردگی نرمال با شدت ثابت 

 حفظ گردد.

 
 .72شکل 
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ی خارجی آزاد باشد، تنش در هر نقطه با سوپرپوزیشن کشش یکنواخت در اگر مرز دیسک از نیروها 

آید. اجازه دهید تا تنش در مقطع در بالای دو توزیع تنش شعاعی ساده بدست می 2P/dصفحه دیسک با بزرگای 

توان نتیجه گرفت که تنش برشی در این صفحه وجود را در نظر بگیریم. از تقارن می Nقطری افقی دیسک در 

 باشد:با دو فشردگی شعاعی برابر بصورت زیر می هدلید شهای نرمال تونخواهد داشت. تنش

 
با سوپرپوزیشن بر روی این کشش باشد.و قطر قائم می ANزاویه بین  است و  ANفاصله  rکه در این رابطه 

 برابر است با: N، تنش نرمال کل در صفحه افقی در 2P/dیکنواخت 

 
 ز این رابطه زیر:یا با استفاده ا

 
 داریم:

 
 در مرکز دیسک است که در  آن: CDحداکثر تنش فشردگی در امتداد قطر 

 
 رود.از بین می yدر انتهاهای قطر تنش فشردگی 

 
 .73شکل 

مجددا با  شود.( در نظر گرفته می73)شکل  ABحال حالتی از دو نیروی برابر و مخالف هم در امتداد تار  

با سوپرپوزیشن دو  M، تنش در صفحه تانژانتی به محیط در Bو  Aارتعاشی شعاعی ساده از  فرض دو توزیع

 بدست آمده است. 1rو  rبه ترتیب در جهات  )P/2)(1r/1cos(و  )P/2)(r)/cosفشردگی شعاعی با 
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MN  نرمال به تانژانت درM  قطر دیسک است؛ بنابراینMAN  وMBN وایایی که های زاویه راست بوده و زمثلث

MO  نرمال باr  1وr 1سازند به ترتیب می-2/  و-2/ های نرمال و برشی بر روی یک المان مرزی باشد. تنشمی

 بصورت زیر خواهد بود: Mدر 

 
 بصورت زیر باشند: MBNو  MANها توان ساده کرد اگر ما مشاهده کنیم که از مثلثاین روابط را می

 
 ، داریم:(c)با جاگذاری در روابط 

 
ماند. بنابراین نیروهای فشردگی با در اطراف مرز ثابت باقی می )1+sin(توان مشاهده کرد که می 73از شکل 

های تنش شعاعی فرضی حفظ شود. باید به مرز اعمال شود تا توزیع 1+dsin(P/2(توزیع یکنواخت با شدت 

آن از فشردگی یکنواخت تنها سوپرپوز کردن بر روی دو برای بدست آوردن راه حلی برای یک دیسک با مرز آزاد 

 باشد.لازم می 1+d(P/2(توزیع شعاعی ساده یک کشش یکنواخت با شدت 

تر حل کرد وقتی که هر سیستمی از نیروها در توان برای حالت عمومیمساله توزیع تنش در یک دیسک را می 

وارد  ABدر جهت تار  Aیکی از این نیروها را در نظر بگیریم که در  تعادل بر مرز دیسک وارد شده باشد. اجازه دهید تا

دارای فشردگی شعاعی ساده با بزرگای  M(. با فرض مجدد یک توزیع تنش شعاعی ساده ما در نقطه 74شده باشد )شکل 

1r/1cos)P/2(  وارده در جهتAM باشد.می 

 
 .74شکل 

را همانطور که در شکل نشان  دیسک در نظر بگیریم، و مقدار  O اجازه دهید تا مبدا را مختصات قطبی در مرکز

توان را می Mهای نرمال و برشی تنش وارده بر المان تانژانتی به مرز در داده شده است اندازه بگیریم. پس مولفه
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 2-2/ا فشردگی برابر ب 1rنرمال به المان و جهت  MOبسادگی محاسبه کنیم اگر ما مشاهده کنیم که زاویه بین 

 باشد، پس:

 
 توان بصورت زیر نوشت:را می )e(باشد، روابط می AMN ،2=dsin1rاز آنجایی که از مثلث 

 
 توان با سوپرپوز کردن سه تنش زیر در المان بدست آورد:را می Mاین تنش وارده بر المان مثلثی به مرز در نقطه 

 یک تنش نرمال با توزیع یکنواخت در امتداد مرز: (1

 
 یک تنش بری با توزیع یکنواخت در امتداد مرز: (2

 
 های نرمال و برشی آن عبارتند از:یک تنش که مولفه (3

 
 )k(توان نتیجه گرفت که تنش باشد، میمی -1برابر با  Mو تانژانت در  Pبا مشاهده اینکه زاویه بین نیروی 

 شود.وارد می Pاست و در جهت مخالف به جهت نیروی  P/dدارای بزرگای 

کنند. ها توزیع تنش شعاعی ساده وارد میحال فرض شود که نیروهای زیادی بر دیسک وارد شده و هر کدام از آن

 پس نیروهایی که در مرز باید برای حفظ اینگونه توزیع تنش وارد شوند عبارتند از:

 یک توزیع نیروی یکنواخت نرمال در امتداد مرز با شدت: (1

 
 باشد:ت زیر مینیروهای برشی دارای شد (2

 
آید. مجموع باید در تمام نیروها وارده بدست می (k)یک نیرو، شدت و جهت آن با مجموع برداری روابط  (3

 در مرز بسط یابد.

 باشد:بصورت زیر می 74از شکل  Oممان تمام نیروهای خارجی با توجه به 
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صفر  (m)گیریم که نیروهای برشی نتیجه می و از آنجایی که این ممان باید برای سیستم در تعادل صفر باشد، ما

باشد که آن نیز ، متناسب با جمع برداری نیروهای خارجی می(k)ها باشند. نیروی بدست آمده با مجموع تنشمی

 (l)باشد. بنابراین تنها لازم است تا در مرز دیسک یک فشردگی یکنواختی برای سیستم در تعادل برابر با صفر می

های شعاعی ساده حفظ شود. اگر مرز از فشردگی یکنواخت آزاد باشد، تنش در هر نقظه از وزیعوارد شود تا ت

 آید:بدست می های  شعاعی سادهبر توزیع دیسک با سوپرپوز کردن بزرگای کشش یکنواخت

 
توان حل کرد. برای ها را بسادگی میبا استفاده از روش کلی، موارد مختلفی از توزیع تنش در دیسک 

(. با فرض اینکه دو توزیع شعاعی 75مثال ما ممکن است موردی برای کوپل وارده بر دیسک را انتخاب کنیم )شکل 

نیاز به  (m)صفر بوده و تنها نیروهای برشی  (k)و مجموع  (l)بینیم که در این حالت برابر باشند، ما می Bو  Aدر 

 برابر است با: (m)حفظ شوند. شدت این نیرها از  های تنش شعاعی سادهاعمال شدن در مرز دارند تا توزیع

 
باشد. برای آزاد کردن مرز دیسک از نیروهای برشی و انتقال تعادل کوپل ممان کوپل می tMکه در این رابطه 

ها در مورد نشان داه شده در های شعاعی تنشاز محیط دیسک به مرکز آن لازم است تا توزیع Pترکیب نیروهای 

توان بسادگی محاسبه های پیشین، تولید شده با برش محیطی خالص، را میرپوز شود. این تنشسوپ 75bشکل 

 بدهد. بنابراین: tMهای برشی باید کوپل تنش rکرد اگر ما مشاهده کنیم که برای هر دایره مرکزی شعاع 

 
 تنش زیر استخراج شوند: با در نظر گرفتن آن بصورت تابع (38)ها همچنین ممکن است از روابط عمومی این تنش

 
 که از آن:

 
در میانه صفحه یک صفحه نامحدود وارد  Pاگر یک نیرو نیرو در یک نقطه از یک صفحه نامحدود.  38

ها بدست آورد که تا الان در رابطه توان بسادگی با اصل اجتمال آثار سیستم(، توزیع تنش را می76aشود )شکل 

ادر به ساخت یک راه حل با اصل اجتمال آثار با دو راه حل برای صفحه نیمه ایم. اگرچه ما قبا آن بحث کرده

های قائم درامتداد مرزهای مستقیم باشیم. اگرچه جابجایینمی 76cو 76bبینهایت نشان داده شده در شکل 
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ت نقطه به سم 76cباشد و در مورد می Oاین جابجایی دور از نقطه  76bباشد. در حالی که در مورد متفاوت می

O برابر است با: (71)ها در هر دو حالت از رابطه باشد. بزرگاری این جابجاییمی 

 
در نیروهای  76eو  76dهای با حالت 76cو  76bتوان با ترکیب موارد های افقی را میاین اختلاف در جابجایی

توان از مساله ی آخری را میهاها برای این حالتبرشی وارده در امتداد مرزهای مستقیم حذف کرد. جابجایی

بدست آورد. در این صورت شعاع داخلی این میله به سمت صفر میل  46خمش یک میله خمیده همانند شکل 

کنیم. کند، ما به حالت صفحه نیمه بینهایت دست پیدا میکرده و شعاع خارجی تا بینهایت افزایش پیدا می

 برابر است با: (61)ت نیروی برشی وارد بر مرز از رابطه جابجایی در امتداد مرز مستقیم این صفحه در جه

 
 حذف شود. پس: (b)و  (a)باید تنظیم شود تا جابجایی حاصل از  Dمقدار عدد ثابت از انتگرال 

 
یک صفحه نامحدود بارگذاری شده در  76eو  76b ،76c ،76dهای با این تنظیمات نتیجه اصل اجتماع آثار حالت

 .76aل باشد، شکنقطه می

 
 .76شکل 

به راحتی با اصل اجتماع آثار در صفحه نیمه بینهایت تولید شده با بار نرمال حال توزیع تنش در صفحه  

P/2 ( میله خمیده شامل عدد ثابت انتگرال 33های )مراجعه شود به بند در مرز بر تنشD شود. مشاهده تولید می

همانند  ها در میله خمیده برای ، تنش(60)با استفاده از روابط  76و  46در شکل  گیری زاویه اختلاف در اندازه

 باشد:می 76شکل 
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شود، ما توزیع تنش در صفحه نامحدود را بدست محاسبه می P/2( برای بار 66های )با ترکیب این دو تنش

 آوریم:می

 
محدود شده است و  rا شعاع ای ب( یک المان کوچک با سطح استوانه76a)شکل  Oبا برش زدن صفحه در نقطه 

 نمایان کرده و داریم: yو  xای از المان را بر محورهای نیروهای وارده بر مرز استوانه

 
باشد. با استفاده از روابط می Oوارده در نقطه  Pای نماینده بار به عبارت دیگر نیروهای وارده بر مرز المان استوانه

 آیند:بدست می (76)از روابط  های تنش در مختصات کارتزینمولفه (13)

 
توان با اصل اجتماع آثار بدست ها برای دیگر انواع بارگذاری را می(، برای یک نیروی متمرکز، راه حل77از راه حل )

نشان داده شده است را در نظر بگیرید، که در آن دو نیروی برابر مخالف  77آورد. برای مثال حالتی که در شکل 

جدا از هم وارد شده است. تنش در هر نقطه  dبا فاصله بسیار کوچک  1Oو  Oودی در نقاط بر یک صفحه نامحد

M  با اصل اجتماع آثار بر تنش تولید شده با نیرو درO  1تنش تولید شده با دیگر نیرو درO آید. با در بدست می

نش نرمال بر روی المان با نیرو ت xو با پارامتر  xنسبت به محور  Mنظر گرفتن، برای مثال، یک المان در محیط 

’تولید شده است، تنش نرمال  Oدر 
x :با دو نیرو نشان داده شده در شکل تولید شده است که برابر است با 
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 آید. در این حالت داریم:گیری بدست میمشتق( با 77از روابط ) 77های تنش برای حالت شکل بنابراین مولفه

 
در  rباشند وقتی که کاهش یافته و قابل صرف نظر کردن می rا سریعا با افزایش هقابل مشاهده است که مولفه

باشد اگر ما دو نیرو می Saint-Venantبزرگ باشد. اینگونه نتیجه قابل انتظار است که مطابق با اصل  dمقایسه با 

 در تعادل اعمالی بسیار نزدیک بهم باشند.

 
 .77شکل 

توانیم راه حل مساله را در ( داده شده را ما می78دو توزیع تنش همانند رابطه ) با استفاده از اصل اجتماع آثار

 های تنش برای این حالت عبارتند از:نشان داده شده بدست آوریم. مولفه 78شکل 

 
 توزیع تنش مشابه در مختصات قطبی بیان شده است:

 

 
 .78شکل 



24 

 

( برای استوانه با ضخامت وارد شده با فعالیت فشار 46اه حل )ای ایجاد کرد که با رتوان بگونهاین راه حل را می

 داخلی اگر قطر خارجی استوانه بسیار نامحدود در نظر گرفته شده است.

های پیدا کنیم.  مولفه 79aتوانیم راه حلی برای حالت نشان داده شده در شکل به همین ترتیب ما می 

 تنش عبارتند از:

 
 (.79bدهد )شکل اعمالی در مبدا را نشان می Mبا کوپل های تولید شده ها تنشآن

 
 .79شکل 

 
 .80شکل 

(، 80سر و کار داریم )شکل  Pاگر بجای یک صفحه نامحدود ما باید با یک نوار طویل نامحدود تحت نیروی طولی 

 ها درتنش( شروع کنیم بطوری که اگر صفحه در تمام جهات نامحدود بوده است. 77ممکن است ما با راه حل )

توان با اصل اجتماع آثار با سیستم برابر و مخالف خنثی کرد. نوار حاصل از این روش را میهای گوشه امتداد

تخمین زد.  23توان با استفاده از روش کلی بیان شده در بند های تولید شده با این سیستم اصلاحی را میتنش

های موضعی تولید شده با نیروی متمرکز اده است که تنشنشان د R. C. J. Howlandمحاسبات انجام شده توسط 

P ها در مقطع رود، و در فواصل بزرگتر از عرض نوار توزیع تنشسریعا با فاصله گرفتن از افزایش بار از بین می

داده شده، بر حسب فرضیه ثابت  yو  xها باشد. در جدول زیر مقادیر زیادی از تنشبرشی عملا یکنواخت می

 محاسبه شده است. ¼و نسبت پواسون برابر با  x=+نوار در انتها  بودن
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بحث شده  E. Melanای از گوشه توسط های تولید شده در صفحه نیمه بینهایت با نیروی اعمالی در فاصلهتنش

 است.

های خاص انجام شده از مساله دو با بحث حالتراه حل کلی مساله دو بعدی در مختصات قطبی.  .39

در مختصات قطبی ما در موقعیتی قرار داریم تا بتوان راه حل کلی مساله را بنویسیم. رابطه کلی برای تابع  بعدی

 ( برابر است با:39، با ارضا کردن تطابق رابطه )تنش 

 
سه عبارت اول در خط اول این رابطه نشان دهنده راه حلی برای توزیع تنش متقارن با توجه به مبدا مختصات 

را نشان  57مراجعه شود(. عبارت چهارم توزیع تنش برای حالت نشان داده شده در شکل  26)به بند  باشدمی

(. عبارت اول در خط دوم توزیع شعاعی 75bدهد )شکل دهد. عبارت پنجم راه حلی برای برش خالص را میمی

ه دهنده راه حلی برای یک های باقیمانده خط دوم ارائباشد. دیگر عبارتمی =0ساده برای یک بار در جهت 
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ها خط دوم راه حل (. با ترکیبی از تمام عبارت46باشد )شکل خمیده با نیروی شعاعی میبخشی از حلقه دایروی 

های قابل قیاس نیز از خط سوم رابطه (. راه حل38آید )بند برای یک نیروی وارده بر صفحه نامحدود بدست می

هایی ( راه حل81های دیگر )کند. عبارتتغییر می /2است که جهت نیرو با آید، تنها اختلاف آن ( بدست می81)

وارده بر مرزهای دایروی حلقه دایروی  cosnو  sin nدهد که متناسب با برای نیروهای برشی و نرمال ارائه می

 (.32باشد. ما مثالی از این نوع را در بحث توزیع تنش اطراف سوراخ دایره کوچک داشتیم )بند می

توان بدون هرگونه سختی از ( را می81در حالت بخشی از حلقه دایروی مقادیر ثابت انتگرال در رابطه ) 

ها بعضا در های اضافی بیشتری از جابجاییشرایط مرزی محاسبه کرد. اگر ما یک حلقه کامل داشته باشیم، بررسی

حلقه کامل را در نظر گرفته و فرض شود که  باشد. ما باید حالت عمومی یکتخمین این مقادیر ثابت لازم می

 با سری مثلثاتی زیر ارائه شده است: r=bو  r=aهای نیروهای برشی و نرمال در مرزها برابر با شدت

 
و ... باید طبق معمول از توزیع داده شده از نیروها در مرزها محاسبه شوند  0A ،nA ،nBمقادیر ثابت  در این روابط

(، و مقایسه 38( با استفاده از روابط )81های تنش از رابطه )(. محاسبه کردن مولفه49حه )مراجعه شود به صف

توانیم تعداد کافی از روابط را برای ، ما می(a)با آن مقادیر داده شده با رابطه  r=bو  r=aها برای مقادیر این مولفه

، به عبارت دیگر برای عبارات در خط n=0برای بدست آوریم.  n>2ها با تخمین مقادیر ثابت انتگرال در تمام حالت

 باشد.های بیشتری لازم میبه عبارت دیگر برای عبارات در خط دوم و سوم، بررسی n=1( و برای 81اول از رابطه )

’( بصورت تابع تنش، مقدار ثابت 81با در نظر گرفتن خط اول رابطه ) 
0a  با بزرگای نیروهای برشی توزیع

(. توزیع تنش داده شده با عبارت با 111شود )مراجعه شود به صفحه د مرزها تخمین زده مییکنواخت در امتدا

 0d=0( و در حلقه کامل، ما باید فرض کنیم که 93باشد )مراجعه شود به صفحه دارای مقادیر زیادی می 0dضریب 

 اریم:ما تنها دو رابطه د ccو  0a ،0bباشد. برای تخمین سه مقدار ثابت باقیمانده می

 
ا در حلقه ها بدست آمده است. جابجاییهاضافی برای تخمین این مقادیر ثابت از در نظر گرفتن جابجاییرابطه 

( که این شرط 26هد )مراجعه شود به بند دپیشین ما نشان میباشند. بررسی  ی از تک مقدارکامل باید با توابع 
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مرزی بیان شده در  از دو شرایط 0bو  0aدو مقدار ثابت باقیمانده ید. پس آدر نظر بگیریم بوجود می 0c=0اگر ما 

 ود.شبالا تخمین زده می

، 1a ،1bتخمین هشت مقادیر ثابت . برای =1nا فرض کنیم، با جزئیات بیشتر، برای عبارت دهید تازه اج 

 ،....’
1d ( ما مولفه81وارد شده در خطوط دوم و سوم رابطه ،)ای تنش هr  وr  را با استفاده از این بخش 

در مرزهای  cosnو  sinnو با برابر قرار دادن ضرایب مربوط به  (a)با استفاده از شرایط نیم. پس کمحاسبه می

 وریم:آداخلی و خارجی، ما هشت رابطه زیر را بدست می

 
 ا تنها زمانی تطابق دارند اگر:هقابل مشاهده است که آن (c)با  (b)روابط مقایسه 

 
 از آن:که 

 
مثال با ند اگر نیروهای وارده بر حلقه در تعادل باشند. برای وشهمیشه ایجاد می (e)روابط ست که امشاهده قابل 

 برابر با صفر بوده و داریم: xای تمام نیروها در جهت محور هن مجموع مولفهدر نظر گرفت

 
همین ترتیب، با تجزیه تمام نیروها نیم. به کدست پیدا می )e(، ما به روابط اول )a(از  rو  rجاگذاری برای با 

 وریم.آدست میرا ب (e)، ما روابط دوم yدر امتداد محور 

وند و ما تنها شبرابر می )c(و  )b(وند دو سیستم روابط شتخمین زده می )d(از روابط  1cو  1aکه وقتی  

روابط اضافی دیگر با در نظر گرفتن جابجایی بدست باقیمانده داریم. دو مقادیر ثابت شش چهار رابطه برای تخمین 

( نماینده تابع تنش برای ترکیبی از توزیع شعاعی ساده و 81در خط دوم رابطه ) ای موجودهید. عبارتآمی

استفاده از اصل اجتماع آثار روابط کلی برای جابجایی در (. با 46اشد )شکل بی در میله خمیده میای خمشهتنش

 )g( روابط -/Pبرای  2/1a( و با جاگذاری 77)صفحه  )g(( و روابط 90)صفحه  )g(روابط این دو حالت عبارتند از 



28 

 

پیدا  vو  uای به ترتیب های چند مقداری در روابط زیر را برای جابجاییه، ما عبارت)q(روابط در  Dبرای  1b’و 

 م:کنیمی

 
 ا باید در حالت یک حلقه کامل از بین روند، بنابراین:هعبارتاین 

 
 یا

 
 ( به همین ترتیب داریم:81در نظر گرفتن خط سوم رابطه )با 

 
ش با خطوط دوم و سوم ، برای تخمین تمام مقادیر ثابت در تابع تن(c)و  (b)به همراه با روابط  (g)و  (f)روابط 

 اشد.بو کافی می نمایش داده شده( 81رابطه )

برای تخمین توزیع تنش کافی  (a)شرایط مرزی حلقه کامل  یک یریم که در این حالتگنتیجه میما  

ا در حلقه کامل باید با مقدار واحد باشد و این شرط هاشد. جابجاییباشد، و در نظر گرفتن جابجایی لازم میبنمی

 ما باید ایجاد گردد:

 
’نیم که مقادیر ثابت بیمیما 

1b  و’
1d طریق توزیع تنش در یک حلقه  اشند. بدینبوابسته به نسبت پواسون می

 1aود که شزمانی مستقل از مقادیر الاستیک میاشد. تنها بمشخصات الاستیک مصالح میکامل معمولا وابسته به 

هد اگر )مراجعه شود به دلت ویژه رخ میحااشد. این بمی 1d=’1b’=0، (82رابطه ) از از بین روند بطوری که 1cو 

 (:(d)روابط 

 
مثال مولفه مجموع وقتی داریم که مجموع نیروها به هر مرز از حلقه اعمالی از بین رود. برای چنین شرطی را ما 

 برابر است با: (a)در نظر گرفته شود. این مولفه، از  r=aنیروهای اعمالی در مرز  xدر کاهش 
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را وتقی  1C-=1B، ما yهمین ترتیب، با تجزیه نیروها در جهت را پیدا کنیم. به  D1A=1وانیم تمیاز بین رود اگر 

این ما ممکن است نتیجه بگیریم که توزیع تنش در حلقه کامل مستقل از از  صفر باشد بدست آوریم. yکه مولفه 

لزومی  این نیروهادر هر مرز صفر باشد. ممان مقادیر ثابت الاستیک مصالح است اگر مجموع نیروهای اعمال شده 

 برای صفر شدن ندارد.

ا برای حالت حلقه دایروی در اغلب حالت کلی مساله دو بعدی برای بنده چند وصله هرییگهنتیجاین  

(، روابط 81ای با چندین اتصال )شکل هبرای بدنه J. H. Michellکلی انجام شده توسط  ایهبررسیوجود دارد. از 

در  Bو  Aای تک مقداری باید برای مدار مستقلی همانند ه( و بیان شرط که جابجایی82قابل قیاس با روابط )

ا مستقل هاشد. آنبا معمولا وابسته به مقادیر الاستیک مصالح میهتنش در اینگونه بدنهشکل استخراج کند. توزیع 

حداکثر تنش معمولا بسیار فی مدول بر کیمجموع نیرو بر هر مرز از بین رود. تاثیر ر اگ داز این مقادیر هستن

در اشد.  ما بیری در عمل بسیار مهم میگنتیجهوان صرف نظر کرد. این تاشد، و در عمل از آن میبکوچک می

نش با روش بهینه وجود دارد و این همانند شیشه را در نظر بگیریم، امکان تخمین ت شفافت مصالح ادامه باید حال

وان سریعا به هر مصالح ترا می ست که نتایج آزمایشگاهی بدست آمده با مصالح شفافنتیجه گیری به معنی آن ا

 مشابه باشند.همانند فولاد اعمال کرد اگر نیروهای خارجی  دیگر

 
 .81شکل 

 
 .82شکل 

ای با چند مقدر همراجعه شود( که معنای فیزیکی راه حل 68مباحث قبلی بیان شده است )به صفحه در  

 (f)مثال فرض شود که رابطه مایش داد. برای ای اولیه در بدنه چند اتصالی نهوان با در نظر گرفتن تنشترا می

وان با برش تجابجایی را مینشان داده شده است. اینگونه  82aشکل  مربوطه دربالا ارضا نشده است. جابجایی 

ل متص اهبا جوش دادن یا دیگر روش هم اکنون انتهاهای حلقه مجدداتولید کرد. اگر  Pحلقه و اعمال نیروهای 

 به جابجایی اولیه دارد. ....ا وابسته هاین تنشبزرگاری  ید.آای اولیه بدست میه، یک حلقه با تنششوند


